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OZET

YUKSEK LiSANS TEZIi
LUCAS SAYILARININ BAZI BOLUNEBILME OZELLIKLERI
SADETTIN KARAGOL

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANA BiLiM DALI

(TEZ DANISMANI:DOC. DR. ADEM SAHIN)

Bu tez c¢alismasinda oncelikle tamsayilarda temel bolinebilme 6zellikleri verildi.
Fibonacci say1 dizisinin tanimi verildi. Altin orandan kisaca bahsedildi. Altin oran ile
Lucas ve Fibonacci sayilar1 arasindaki iliskiye deginildi. Lucas sayilarina adi verilen
Francois Edouard Anatole Lucas’in hayatindan bahsedildi. Genis bir literatiir taramasi
yapilarak Fibonacci ve Lucas sayr dizileri ile ilgili teoremler verildi. Daha once
bulunmus olan ve ¢alismamizin temel hareket noktasini olusturan Lucas sayilarinda
boliinebilme 6zellikleri verildi. Ozellikle Carlitz (1964), tarafindan verilen bir Lucas
sayisinin baska bir Lucas sayisina boliinebilme sart1 iizerinden hareket edildi. Bu sarttan
yola ¢ikarak belirli indislere sahip Lucas sayilari arasinda yeni teoremler bulundu.
Bulunan teoremler ispatlandi ve teoremlere Ornekler verildi. Yine Kosar (2013),
tarafindan verilen bir Fibonacci sayisinin kaginci kuvvetinin baska bir Fibonacci
sayisint bolebilecegi sarti ve bulunan teoremler incelendi. Yapilan arastirmalar
sonucunda bulunan yeni boliinebilme &zelliklerinden de yararlanildi. Calismanin esas
amaci olan herhangi bir Lucas sayisinin bagka bir Lucas sayisinin kaginci kuvvetine
boliinebilecegi sart1 belirlendi.

2020, 65 SAYFA

ANAHTAR KELIMELER: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Binet formiild,
Boliinebilme 6zellikleri



ABSTRACT

MASTER THESIS

SOME DIVISIBILITY PROPERTIES OF LUCAS NUMBERS

SADETTIN KARAGOL

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. ADEM SAHIN)

In this thesis, the basic divisibility properties of integers were first explained. Definition
of the Fibonacci number sequence was given. The Golden Ratio was mentioned briefly.
The relationship between Lucas and Fibonacci numbers and the Golden Ratio was also
touched on. The life of Frangois Edouard Anatole Lucas was given in the study. An
extensive literature review was conducted and the theorems of Fibonacci and Lucas
number sequences was given. Divisibility properties in the Lucas numbers which had
been found before and had formed the main point of our study were explained.
Specifically, Carlitz (1964) acted on the condition that a Lucas number given by it can
be divided into another Lucas number. Based on this condition, new features were found
among Lucas numbers. The theorems found in study were proved and exemplified. The
divisibility condition explored by Kosar (2013) for the Fibonacci number was
examined. The new divisibility features found as a result of the researches were also
used. It has been identified that any Lucas number, which was the main purpose of the
study, could be divided into the what forces of another Lucas number.

2020, 65 PAGE

KEYWORDS: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Binet Formula, Divisibility
properties
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1. GIRIS

Matematik, sanat ve estetikte bir biitlinlin pargalar1 arasinda gozlemlenen, uyum
acisindan en yetkin boyutlar1 verdigi diisiiniilen orana altin oran denilmektedir. Altin
oran Ozellikle mimaride ve sanatta tarih boyunca kullanilagelmistir. Ayrica dogada
bircok canli ve nesnenin boyutlarinin altin orana gore yaratildigi gozlemlenmistir. Altin
oran ile Lucas sayilar1 arasinda ¢ok siki iligki bulunmaktadir. Ardisik iki Lucas sayisinin
orani altin orana yaklasmakla kalmayip, altin orami veren x? — x — 1 = 0 denklemini
saglayan degerler a« ve [ ise n. Lucas sayist L, =a™+ ™ esitligi ile
bulunabilmektedir. Bu baglamda dogada siklikla karsimiza ¢ikan altin oranla arasinda
siki iligkilerin bulundugu Lucas say1 dizileriyle ilgili bulunan her yeni 6zellik veya

teorem bize farkli sonuglar elde etmede yardimce1 olacaktir.

Ardisik iki terimi arasinda sabit bir fark olan say1 dizilerine aritmetik dizi, ardisik iki
terimi arasinda sabit bir oran olan say1 dizilerine geometrik dizi denir. Bu dizilerin
disinda 6zel say1 dizileri de bulunmaktadir. Baz1 say1 dizilerinde rekiirans bagintisi
bulunmaktadir. Rekiirans bagintis1 dizideki herhangi bir terimin kendisinden 6nceki
terimler ile bulunabilmesidir. Rekiirans iliskisinin bulundugu say1 dizilerinden, tizerinde
en cok calisma ve arastirma yapilanlardan biri Lucas sayr dizisidir. Lucas sayi
dizilerinin béliinebilme 6zellikleriyle ilgili birgok calisma yapilmustir. Ilk olarak Carlitz
(1964), L,|L,, ise n = (2k — 1)m, m > 1 Onermesini ispatlamistir. Bu onerme bize
Lucas sayilarinin birbirlerine boliinebilmeleri i¢in gerekli sarti vermektedir. Daha
sonraki yillarda Filipponi (1988) calismasinda Lucas Sayilarinin modiiler temsili
yapmustir. Vajda (1989), Lucas sayilarinin kombinatorik gosterimini yapmustir. Sahin
(2010), Genellestirilmis k-Basamak Lucas sayilart ve matris gosterimini yapmistir. Bu
sayilan caligsmalarin haricinde de c¢ok sayida calisma bulunmaktadir. Kosar (2013),
Fibonacci sayilarinda boliinebilme konusunda bir ¢alisma yapmistir. Kosar ¢aligmasinda
E,P|E,, sartim arastirmis ve sonuglar elde etmistir. Bu tez ¢calismasinda benzer iliskinin
Lucas sayilarinda varlig arastirilmistir. Yapilan ¢alismalar sonucunda Lucas sayilarinda

yeni boliinebilme 6zellikleri bulunmus olup yeni sonuglara ulagilmistir.



2. LITERATUR OZETLERI

Tezin bu bolimiinde Fibonacci sayilarinda ve 6zellikle de Lucas sayilarinda

boliinebilme 6zellikleri alaninda daha dnce yapilmig ¢alismalara yer verilmistir.

Carlitz (1964), bu ¢alismada Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinde boliinebilme 6zellikleri
yer almaktadir. Bunlardan bazilar1 asagida verilmistir. Bu 6zelliklerden iigilinciisii
¢alismamizin basinda kullanilan en temel 6zelliktir.

1.E,|F,isen=km,m> 2

2. E,|F,isen=2km,m>1

3. Ly|lyisen=2k—1)m, m>1

Hoggatt ve Bergum (1974), “Divisibility and congruence relations” adli ¢alismada,
Fibonacci veya Lucas sayilarini bolen sayilari arastirmislardir. Zaten aralarinda iligki

bulunan Fibonacci ve Lucas sayi dizilerinin arasinda yeni iliskiler bulmuslardir.

Filipponi (1988), genellestirilmis Lucas sayilarinin modiiler temsilini yapmis ve bazi
ozellikler vermistir. Bu 6zellikler;

1. Eger n 3’e boliinmeyen tek tamsay1 ve L, = 1(mod n) ise L, = 1(mod L,)

2.k €N icin Lix= 1(mod L,k)

3.Eger L, = 0(mod n) ise L, _, = 1(mod L, — 1) dir.

Vajda (1989), “Fibonacci & Lucas Numbers And The Golden Section” adli kitabinda
Fibonacci ve Lucas sayilartyla ilgili 6zellikler ve teoremler verilmistir. Bu 6zelliklerden
bazilar1 agagida verilmistir.

1. t tek asal olmak tlizere

ok k—i-1

—1l— .

th=L’§+21§( - ).L’g—zl
L=

2. Eger (s,t) =d ise (Ls,L;) = Ly olur.
3 Fyog +Fpy1 =1Ly

4. Ly_y + Loy, =5E,

5. Fpyz = Fpz =Ly



6.F, + L, = 2F,_,
7. Fpy + B =Fopia

Singh (1990), Verner E. Hoggatt tarafindan 1980 yilinda ispatlanan ” ¢(n) Euler ¢
fonksiyonu oldugunda ¢(E,) = 0 (mod 4), n > 4 ” teoremini ¢‘yi toplam fonksiyonu

kabul ederek incelemis ve boliinebilme 6zellikleri bulmustur.

Andre-Jeannin R. (1991), genellestirilmis Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin indislerine
gore dagilimini incelemistir. Belirli bir kurala gore yinelenen sayir dizilerinden
Fibonacci ve Lucas sayr dizilerinin, indislerine gore belirli terimler tarafindan

boliinebilirligine iliskin sonuglar elde etmislerdir.

Koshy (2001), “Fibonacci and Lucas Numbers with Applications” adli kitabinda
Fibonacci ve Lucas say1 dizilerinin giinliik hayatta hemen hemen her yerde karsimiza
ciktigini birgok drnekle anlatmistir. Bu say1 dizilerine ait genel 6zelliklere yer verildigi

gibi asagida yazilan boliinebilme 6zelliklerinden de bahsedilmistir.

1. Her n. Fibonacci sayis1 F, yi boler.
2.Eger (m,n) = 1ise E,.F, | Fun

3. Ly |E, eger 2mn, m = 2

4.F,, = E,.L,

5. Fpqg + Fpa = Ly

6. Fpyo = Fpz = Lp

7.Ly,_1+ L,y =5E,

8. Fym = Lym-1.Lym-2 .....Lg. Ly. Ly. L4
9. (Fn, Fy) = Fanm)

10. Fop—1 = Fpy1-Lnsz =Ly Lpys , 22



Yosma (2008), Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili genel 6zelliklere, teoremlere ve
boliinebilme 6zelliklerine yer verilmistir. Ayrica Fibonacci matrislerine ve Fibonacci ve

Lucas serilerine deginilmistir.

Toy (2009), Fibonacci, Lucas, k-Fibonacci dizileriyle ilgili bazi ¢alismalara yer
verilmistir. Ayrica Fibonacci sayilarinin boliinebilme 6zellikleri, m modiiliine gore k-
Fibonacci dizilerinin periyotlart ve periyotlarinin uzunluklari konularinda yapilan

calismalara yer verilmistir.

Kosar (2013), E,P|E, sartin1 aragtirmustir. Bu sart1 arastirirken Fibonacci sayilarmm

indisleriyle iligkili baz1 boliinebilme 6zelliklerine ulagsmustir.

Koral (2018), tamsayilarda bdliinebilme o6zellikleri, Fibonacci sayir dizisinin
boliinebilme 6zellikleriyle birlikte Fibonacci ve genellestirilmis Fibonacci sayilariin m
modiiliine gore periyot uzunluklari incelenmistir. Ayrica Fibonacci sayilart bir
tamsaymin kuvvetine boliindiigiinde elde edilen kalan dizisinin periyodik yapisi

arastirilmastir.



3. GENEL BILGILER

3.1. Tamsayilarda Béliinebilme ile Tlgili Temel Ozellikler

Tezin bu boliimiinde tamsayilarda boliinebilme konusunda temel bazi tanim ve
teoremler verilmistir. Bu boliimde (Senay, 2007) “Sayilar Teorisi Dersleri” kitabindan

yararlanilmstir.

Teorem 3.1.1. (Iyi Siralama ilkesi) Pozitif tamsayilar kiimesinin bos olmayan her alt

kiimesinin bir en kiigiik elemani1 vardir. (Bu 6nermeye iyi siralama ilkesi denir.)

Ispat. Bos kiimeden farkli bir K € Z* kiimesini alalm. 1 € K ise ispat biter. 1 € K
olsun. Herhangi bir 1#x €K i¢cin K kiimesindeki y < x sartin1 saglayan y
elemanlarmin kiimesi P olsun. O halde P = {y|y < x, x € K} olur. 1 kesinlikle P
kiimesinin elemanidir. P kiimesinin tanimina gore y < x oldugundan y + 1 < x olur.
Buna gore y + 1 € P ise P kiimesi biitiin pozitif tamsayilar1 kapsar. Bu sonug ise K
kiimesinin bos kiime oldugu sonucunu verir. Halbuki K kiimesi bostan farkli bir kiime
alinmigtt. O halde y + 1 < x esitsizligini saglayan y + 1 sayis1 K kiimesinin bir en

kiigiik elemanidir. Buna gore pozitif tamsayilar kiimesi 1yi sirali bir kiimedir.

Teorem 3.1.2. Her x € Z* i¢in x > 1 dir. Baska bir deyisle, 1 en kiigiik pozitif

tamsay1dir.

Ispat. 1ddianin aksine 0 < x < 1 esitsizligini gergekleyen bir x tamsayisimn var
oldugunu kabul edelim. Eger M bu sekilde belirlenen tamsayilarin kiimesi ise bos
olamaz. Béylece lyi siralanma ilkesine goére M kiimesinin bir en kiiciik eleman:
bulunacaktir. Simdi y, M nin en kiiclik elemani olsun. Bu durumda 0 < y < 1 olacaktir.
Bu son esitsizlikten 0 < y% < y elde edilir. Fakat bu durumda y?, M kiimesinin y den
kiigiik olan bir eleman1 olup, bu y elemaninin M kiimesinin en kii¢lik eleman1 olusu ile

celigir ki, bu her x € Z* igin x > 1 oldugunu gosterir.



Tamm 3.1.3. Herhangi x,y € Z i¢in x = y.t olacak bi¢imde bir t tamsayis1 varsa Yy, X’i
boler denir ve Yy | X seklinde gosterilir. Eger y, X’i bolmezse y [ x seklinde gosterilir.

Yy, X’1 bolerse y, X’in bir bdlenidir veya X, y’nin katidir denir.

Egery|xvel <y < xise y’ye, X’in bir 6z béleni denir.

Bir saymin 6z bdlenlerinden farkli bolenlerine ise asikar bolenleri denir.

Teorem 3.1.4. (Tamsayilarda Boliinebilme Ozellikleri)

X,y,zvet € Z olmak lizere

1) 1|x (1 her tamsay1y1 boler.)
2) alo0 (Her tamsay1 sifirt boler.)
3) 0| x ise x =0 (Sifir1 ancak sifir boler.)
4) x|x

5 y|x ve x|y isex =y veya x = —y

6) y|Xx ve x|z ise y|z

7) y | x ise herhangi bir tigin y | x.t

8) y|x ve y|z ise a,b € Z olmak lizere y | ax+by
99 n+0 ve y|x & ny|nx

10) y|xve y>0,x>01ise y<x

11) ylx ve y #0 ise ¥/ |x

Teorem 3.1.5. (Kalanli Bolme Teoremi (Bolme Algoritmasi)) a > 0 olmak iizere,
verilen a ve b tamsayilari igin,

b=ag+r ve 0<r<a @
olacak sekilde bir tek (g,7) € Z? siral ikilisi vardir. Eger a ) b ise r tamsayis1 daha

kuvvetli olan 0 < r < a esitsizligini saglar.

Ispat. 1lk olarak (1) kosuluna uyan en az bir g, € Z ¢iftinin var oldugunu gosterelim:
S = {b — ualu € Z — {0}} olsun. Ozel olarak

_{—1, b=0
“|b, b<O

alinirsa b — ua sayisi negatif degildir. Bu nedenle S kiimesi negatif olmayan tamsayilar



icerir. S nin sifira esit veya sifirdan biiyiik elemanlardan olusan alt kiimesini goz oniine
alalim. lyi siralama prensibine gore bu kiimenin en kiigiik eleman1 vardir. Bu elemani r
ile gosterelim. g da U nun bu elemana karsilik aldig1 deger olsun. Boyle bir durumda
r =b —qa =0 olacaktir. Simdi r < a oldugunu gosterelim. Eger r > a olsaydi
hipoteze gore a > 0 oldugundanr >r—a=b—qa—a=b — (1 —q)a > 0 olur ki
bu r € S nin pozitif minimal eleman olusu ile ¢elismektedir. O halde r —a < 0 =
r < adir. Boéylece b = aq + 1,0 < r < a elde edilir.
Simdi en fazla bir tane (g,7) € Z? siral ikilisinin bulundugunu gdsterelim. Bunun igin
ayni sartlar1 saglayan g ve r; tamsayr ciftinin bulundugunu kabul edelim. r =7,
oldugunu gostermeliyiz. Boylece g, r ¢ifti ile beraber q, r; ¢ifti igin (1) e gore
b=ag+r, 0<r<a

b=aq;+nr, 0<nrn<a
olur. Egerr # r; ise 0 < r; — r < a olacak sekilde r < r; oldugunu varsayabiliriz. Bu
durumdar; —r = a(q — q,) ve buradan a | r; — r elde edilir. Teorem 3.1.4.(10) a gore
a <1, —rolupr; —r yerine en biiyiik degeri olan a — 1 yazilirsa a < a — 1 seklinde

anlamsiz bir sonug elde edilir ki bu da r = r; ve ¢ = g, olmasin1 gerektirir.

Tamim 3.1.6. Teorem 3.1.5.’te b’nin a’ya bdliinmesiyle bir tek sekilde elde edilen g,

tamsayilarina sirasiyla boliim, kalan ve bu teoreme Bolme Algoritmasi denir.

Tamm 3.1.7. (Ortak Bolen) a | X ve a |y sartlarin1 saglayan a tamsayisina X ve y

sayilarinin bir ortak boleni denir.

Tamim 3.1.8. (En Biiyiikk Ortak Bolen) Sifirdan farkli herhangi bir tamsaymin sonlu
sayida boleni vardir. Iki tamsayimin ikisinin de sifira esit oldugu durumlar disinda sonlu
sayida ortak bolenleri vardir. a ve b sayilarindan en az biri sifirdan farkli ise bu
sayilarin ortak bolenlerinin en biiyligline a ve b nin en biiylik ortak bdleni denir ve

(a, b) ile gosterilir.

Teorem 3.1.9. Herhangi a ve b tamsayilarinin en biiyiik ortak boleni d ise

d = (a,b) = a.xy + b.y, olacak bicimde x, ve y, sayilar1 vardir.



Ornek 3.1.10. Simdi 341 ve 187 sayilarmin en biiyiik ortak bolenini bulalim.
341 = 187.1 + 154
187 = 154.1 + 33
154 = 33.4 4+ 22
33=221+11
22=11.2
olup en biiyiik ortak bolen son kalan say1 olan 11 dir. Yani,
(341,187) = (187,154) = (154,33) = (33,22) = 11
Simdi Teorem 3.1.7. de ifade edilen d = (a, b) = a.xy + b. y, sayilarin elde edelim.
a = 341 ve b = 187 olmak tizere (341,187) = 11 dir.

11 =33-22
=33 — (154 — 33.4)
= 5.33 — 154
= 5.(187 — 154) — 154
= 5.187 — 6.154

= 5.187 — 6(341 — 187)

= (—6).341 + (11).187
Esitliginden x, = —6 ve y, = 11 bulunur. Yani,

11 = (341,187) = (—6).341 + (11).187 olur.

Teorem 3.1.11. (Oklid Algoritmast)

X,y € Z i¢in bolme algoritmas1 agagidaki gibi art arda uygulanmis olsun.

x=y.b1+T1, 0<T1<|y|
y=1.by+1y, O<n<n
T'1=T'2.b3+1"3, O<T3<T2
Ti—> :Ti—1-bi +T'l', 0 <T'l' <T'l'_1

Ti-1 = 13- biyq

Bu durumda x ve y nin en biiyiik ortak boleni yukaridaki esitliklerde sifirdan farkli son
kalan olan r; dir. Yani (x,y) = r; olur.



Tamim 3.1.12. (Modiil) S tamsayilarin @ # S € Z seklinde bir alt kiimesi olmak tizere S

deki iki elemanin farki ve toplami yine S nin elemani ise S kiimesine modiil denir.

Teorem 3.1.13. Verilen a ve b tamsayilari ve keyfi x, y € Z sayilar1 igin
S={s=ax+by:x,y €Z} modili d= (a,b) nin biitin tam katlarinin bir

kimesidir.

Teorem 3.1.14. ax + by = n denkleminin x, y tamsayilarina gore ¢oziilebilir olmasinin

gerek ve yeter kosulu (a, b)|n olmasidir.

Tanmm 3.1.15. (En Kiiciik Ortak Kat) Sifirdan farkli herhangi iki X ve y tamsayilari ile
boliinebilen en kiigiik pozitif tamsayiya, X Ve y tamsayilarinin en kii¢iik ortak kati denir

ve [x, y] seklinde gosterilir.

Teorem 3.1.16. m = [x, y] olmas igin gerek ve yeter sart m > 0, x|m, y|m ve X,y nin

her n ortak kat1 i¢in m|n olmasidir.

Tamm 3.1.17. (Apostol, 1976)

Pozitif bir m tamsayisi i¢in m den kii¢iik veya esit ve m ile aralarinda asal olan sayilarin
sayist ¢(m) ile ifade edilir. Buna, kesfeden Leonard Euler (1707-1783)’in isminden
dolay1 Euler’in ¢ fonksiyonu denir. Bu tanimdan

#(1) = 1 ve p asal olmak iizere ¢(p) = p — 1 dir.

n €N, pi,p,,pP3 -..,pr farkli asal sayilar ry,7,,73,..., 73 dogal sayilar olmak iizere
egern = p; L. py"2.p33 .. py Tk ise

() = (P — D). (022 — P22 ). (P37 — p3 ) L (kR — )

veya ¢p(n) = n. (1 — %) . (1 — plz) (1 — plz) (1 — P_1k> dir.

seklinde elde edilir.

Teorem 3.1.18. (Euler Teoremi)
Eger (a,b) = 1 ise a®® = 1(mod b) dir.



Teorem 3.1.19. (Fermat Teoremi)

p asal ve x, p ile boliinemeyen bir tamsay1 ise  x?~1 = 1(mod p) dir.

Teorem 3.1.20. (Binom Teoremi) n pozitif tamsay1 olmak tizere
x+y)t=x"+ (111) x" 1y + (721) X"y 4t (n ﬁ 1) xy™ 1 +y™ dir.

Burada

dir.
Teorem 3.1.21. n asal olmak tizere

() =0@modn), 1<r<n-1.

Teorem 3.1.22. n asal olmak tizere

(n;l)z(—l)r(modn), 1<r<n-1.

Teorem 3.1.23. n asal olmak tizere

(ni—1>50(m0dn), 2<r<n—1.

Tammm 3.1.24. Bir reel sayiy1 kendisinden kiiglik en biiyiikk tamsay: ile eslestiren
fonksiyona alt tam deger fonksiyonu denir. Alt tam deger fonksiyonu | | seklinde

gosterilir. x sayisinin alt tam degeri | x| olur.
Tammm 3.1.25. Bir reel sayiy1 kendisinden biiyiikk en kii¢iikk tamsayr ile eslestiren

fonksiyona iist tam deger fonksiyonu denir. Ust tam deger fonksiyonu [ ] seklinde

gosterilir. x sayisinin st tam degeri [x]| olur.
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3.2. Altin Oran

Matematik biliminde ve sanatin dallarinda, bir biitiiniin pargalar1 arasinda uyumlu
olmasi igin altin oranin kullanilmasi gerektigi diistiniilmektedir. (Anonim, 2014) Altin
oranin eski ¢aglardan beri sanatta ve Ozellikle mimaride kullanildigi bilinmektedir.
Cevremizdeki biitiin canlilar ve nesneler belli bir 6l¢liye ve orana sahiptir. Bu yiizden
altin oran herkes tarafindan duyulmasa da kesinlikle goriilmiistiir. Altin oran aslinda
bizim giizellik ve estetik anlayisimizi bile bi¢imlendirmektedir. Sanat¢ilardan bilim
insanlarmna, insan viicuduyla ilgilenenlerin altin orani rehber olarak aldiklan
diisiiniilmektedir. Ornegin burnumuzun ucu ile cenemiz arasidaki mesafenin, agzimiz ile
cenemiz arasindaki mesafeye orani yaklasik olarak altin orana esittir. Yine ¢enemiz ile
agzimiz arasindaki mesafenin, agzimiz ile burnumuzun ucu arasindaki mesafeye oran1 da

altin orana esittir.

a b

Bir dikdortgenin uzun kenar1 kisa kenarma boliindiigiinde ¢ikan sonug altina orana esit
oluyorsa o dikdértgene "altin dikdértgen" denir. Oyle bir kare diisiiniin ki bir kenari
altin dikdortgenin kisa kenarina esit olsun. Bu karenin bir kosesini merkez kabul eden,
yarigapt karenin kenar uzunluguna esit olan ¢ember yay1 cizelim. Bu islemi defalarca

tekrar ettigimizde sarmal bir sekil ortaya ¢ikmaktadir.

13. yiizyilda, Italyan matematik¢i Leonardo Fibonacci, Fibonacci sayr dizisinin Altin
oranla dogrudan baglantili oldugunu kesfetmistir. Iki ardistk Fibonacci sayisinin
oranlar1 altin orana ¢ok yakindir. Rakamlar yiikseldik¢e, oran 1.618 ’e daha da
yakinlagmaktadir.

Altin oran ¢(Fi) ile gosterilir. ¢ = 1.618°dir.
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3.3. Fibonacci Say1 Dizisi

Baslangi¢ kosullann Fp =0, F;,=1 olann>0 igin F,,; =F, + F,_; scklinde
tanimlanan say1 dizisine Fibonacci say1 dizisi denir. Yani Fibonacci say1 dizisi;
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 231, 375, ... seklindedir.

Fibonacci say1 dizisinin ardisik iki terimi arasindaki oran altin orana yaklasmaktadir. Bu

yaklagim asagida verilen Tablo 3.1. ile incelenmistir.

Tablo 3.1. Ardisik Fibonacci sayilari arasindaki oran

n Fpy1/Fy n Fpy1/Fy
1 144

1 —=1.00000000 11 —— =~ 1.61797752
1 89

2 E = 2.00000000 12 g ~ 1.61805555
1 144

3 E = 1.50000000 13 ﬂ ~ 1.61802575
2 233

4 E ~ 1.66666666 14 6—10 ~ 1.61803713
3 377

5 § = 1.60000000 15 ﬁ ~ 1.61803278
5 610

6 E = 1.62500000 16 @ ~ 1.61803444
8 987

7 E ~ 1.61538461 17 25& ~ 1.61803381
13 1597

8 ﬁ ~ 1.61904761 18 @ ~ 1.61803405
21 2584

9 § ~ 1.61764705 19 265 ~ 1.61803396
34 4181
89 10946

10 To ~ 1.61818181 20 ek ~ 1.61803399

Tablo 3.1. de ardisik Fibonacci sayilari arasindaki oranin altin orana yaklastigi rahatlikla
goriilmektedir. Yani

Friq

lim
n—oo

=9

n

12



dir.

Fpiq1 = E, + F,_; esitliginde her terim F,, ye boliiniirse (n — o)

F;':1=1+F;';1
(,o=1+l
¢

p:—p—-1=0

1+V5 _1-V5

ve ,B—T olur.

denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri, a =

Bu koklerden a, altin orana esit olur. (a = @)

3.4. Binet Formiilii

Fransiz matematik¢i Marie Binet x> —x — 1 = 0 denkleminin koklerini ( a ve )
kullanarak Fibonacci ve Lucas sayr dizilerinin istenilen terimini veren formiilii
bulmustur.

n. Fibonacci sayisi

a™ — B"
E, = —'B
a —
n. Lucas sayisi
L,=a™+p"

formiilleriyle bulunur.

Burada tez ¢alismamizda Binet formiilii yardimiyla ispatlanan teoremlerde siklikla
kullanilan baz1 esitlikleri verelim.
ax? + bx + ¢ = 0 seklindeki ikinci dereceden bir bilinmeyenli denklemin kokleri x; ve

X, olmak lizere ;

Kokler toplami
X1+ x, = —
kokler ¢arpimi
c
Xy X7 =
dir.

13



Bu ozelligi kullamrsak « ve B degerleri x> —x —1 =0 denkleminin kokleri
oldugundan
a+p =1, af = -1
olur. Ayrica
?=a+1, p[P=p+1
esitlikleri de elde edilir.

Ornek 3.4.1. Bu 6rnekte Binet formiiliiyle baz1 Fibonacci ve Lucas sayilarinin nasil elde

edildigi gosterilmistir.

Asagidaki tabloda bu say1 dizilerinin bazi terimleri verilmistir.

Tablo 3.2. Ilk on iki Fibonacci ve Lucas sayilart

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11
F, 0 1 1 2 3 5 8 13 21 | 34 | 55 | 89
L, 2 1 3 4 7 11 18 29 47 | 76 | 123 | 199

avef, x> —x —1 =0 denkleminin kokleri olmak iizere a + f =1 ve a.f = —1
dir.

FOZ“::EOZ;:;:(), Flza;:glzl’
Fz=“::§2=(“_i);(g+ﬁ)=a+ﬁ=1,
F3=“;:gg=(“_ﬁ)'(ZZ_Jrﬁa'ﬁJrﬁz)=a+1—1+ﬁ+1=2

olur. Benzer sekilde diger terimler de bulunabilir.

Lo=a’+p°=1+1=2, Li=a'+p'=1
Ly=a’?+p*’=a+1+p+1=3
Ly=a®+p3=(a+p).(a?—af+p>)=a+1+1+p+1=4

olur. Benzer sekilde diger terimler de bulunabilir.
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3.5. Lucas Say1 Dizisi

Oncelikle say1 dizisinin admi aldig1 Lucas’1 yani tam adiyla Francois Edouard Anatole
Lucas’t tanityalim. 1842'de Fransa'min Amiens kentinde dogmustur. Lucas Ecole
Normale Supérieure de egitim gormiis ve Paris Rasathanesinde asistan olarak
caligmistir. Fransa ile Rusya arasinda yapilan Prusya savasinda topcu subay olarak
gorev yapmustir. Paris Charlemagne lisesinde yetenekli bir 6gretmenlik yapmistir. Daha
sonra Paris’te matematik profesorii olmustur. Lucas bir sélende talihsiz bir kaza sonucu
Olmiistiir. Yanagi, yanliglikla diisiiriilen tabagin kirigindan bir parga tarafindan ¢izilmis

ve 3 Ekim 1891'de yani birkag giin i¢inde enfeksiyondan dlmiistiir (Koshy, 2001).

Lucas bir bilgisayar i¢in planlar gelistirmis, ama asla gergeklesmemistir. Onun yaninda
sayilar teorisine katkilari, oyun matematigi tizerine Récréations Mathématiques (1882-
94) adli dort ciltlik klasigi ile taninmaktadir. 1883 yilinda giiniimiizde Hanoi Kuleleri

adiyla bilinen Brahma Kulesi oyununu icat etmistir (Anonim, 1996).

Sayilarin asalligini test etmek icin yontemler gelistirmistir. 1857'de, 15 yasinda Lucas,
Lucas dizilerini kullanarak 227 —1'in ilkelligini elle test etmeye basladi. 1876'da, 19
yillik testten sonra, sonunda 2?7 —1'in asal oldugunu kanitlamistir. Bu, 75 y1l boyunca
bilinen en bliyiilk Mersenne asali olarak kalmistir. Bu el ile kanitlanmis en biiyiik asal
sayidir. Daha sonra Derrick Henry Lehmer, Lucas'in ilkel testlerini rafine etti ve
Mersenne sayilari ig¢in Lucas-Lehmer testini gelistirdi (Anonim, 1996). Fransiz
matematik¢i Lucas, Fibonacci say1 dizisi i¢in yaptigi calisma ile de bilinir.

Asagida Lucas tarafindan bulunan teoremlerden bazilar1 verilmistir.
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4. Fr%+1 +Ef = Fopyq
5. iy —Fioy =Fay

Simdi Lucas say1 dizisinin tanimimi1 yapalim. 1k terimi 2, ikinci terimi 1 olan ve bundan
sonraki her terimi, kendisinden 6nceki iki terimin toplami olacak sekilde ifade edilen
say1 dizisine Lucas say1 dizisi denir. Yani;

Baslangi¢ kosullart Lo =2, L; =1 olan n>0 i¢in L,4q = L, + L,_; seklinde
tanimlanan say1 dizisine Lucas say1 dizisi denir. Lucas say1 dizisinin terimleri;
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322, ... seklindedir.

Lucas say1 dizisinin ardisik iki terimi arasindaki oran da altin orana yaklagmaktadir. Bu

yaklasimi asagida verilen Tablo 3.3. ile inceleyelim.

Tablo 3.3. Ardisik Lucas sayilart arasindaki oran

n Ln+1/Ln n Ln+1/Ln

1 E = 3.00000000 11 ﬁ ~ 1.61809045
1 199

2 i ~ 1.33333333 12 52—1 ~ 1.61801242
3 322

3 z = 1.75000000 13 % ~ 1.61804222
4 521

4 E ~ 1.57142857 14 % ~ 1.61803084
7 843

5 E = 1.63636363 15 E ~ 1.61803519
11 1364

6 Q =1.61111111 16 %l ~ 1.61803352
18 2207

7 ﬂ ~ 1.61538461 17 @ ~ 1.61803416
29 3571

8 —6 ~ 1.61702127 18 @ ~ 1.61803392
47 5778

9 g ~ 1.61842105 19 1>127 ~ 1.61803401
76 9349
199 24476

10 123 ~ 1.61788617 20 15127 ~ 1.61803397

16



Tablo 3.3.’de ardisik Lucas sayilar1 arasindaki oranin altin orana yaklastigi rahatlikla
goriilmektedir. Yani

. Lpyq
lim =@

n-o L

Lyy1 = L, + L,_; esitliginde her terim L,, ye boliintirse (n — o)

Ln+1:1+Ln—1
Ly Ly
1+1
Q= -
@
2 _
p°—9p—1=0
1+5 V5

denklemi elde edilir. Bu denklemin koékleri, a = ve (= 1_75 olur.

Bu koklerden a, altin orana esit olur. (a = @)
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4. LUCAS SAYILARIYLA iLGIiLi TEOREMLER

Tezin bu boliminde Lucas sayilariyla ilgili temel teoremlere ve bdliinebilme

ozelliklerine yer verilmistir.

4.1. Lucas Sayilariyla ilgili Teoremler

Bu kisimda Lucas sayilariyla ilgili teoremler ispatsiz olarak verilmistir. Bu teoremlerin
bazilar1 gerek 4.2 deki teoremlerin ispatinda, gerek bulgular boliimiindeki teoremlerin

ispatinda kullanilmaktadir.

Teorem 4.1.1. (Carlitz, 1964) L,,|L, ise n = 2k—1)m, m>1

Ornek 4.12. Bu orekte Teorem 4.1.1.in dogrulugu bazi m,m degerleri igin
gosterilecektir.

Tablo 4.1. 1k yirmi iki Lucas sayist
n | 0|1] 2] 3 4 5 6 7| 8 9 |10 | 11 | 12
L, | 2| 1] 3| 4 7 |11 | 18 | 29 | 47 | 76 | 123 | 199 | 322

n 13 14 15 16 17 18 19 20 21
L, | 521 | 843 | 1364 | 2207 | 3571 | 5778 | 9349 | 15127 | 24476

L, = 3 igin;

n = 6igin Lg = 18 dirve L,|Lg dir. m = 2 ve k = 2 i¢in 6 = 3.2 olur.

n = 10i¢in Lo = 123 tiir ve Ly|L1o dur. m = 2 ve k = 3 igin 10 = 5.2 olur.
n = 14 i¢in Ly, = 843 tiir ve L, |Lq, tir. m = 2 ve k = 4 i¢in 14 = 7.2 olur.
L; = 4 i¢in;

n =9i¢in Ly = 76 dir ve L3|Ly dur. m = 3ve k = 2 i¢in 9 = 3.3 olur.

n = 15i¢in Ly5 = 1364 tiir ve L3|L,5 tir. m = 3 ve k = 3 igin 15 = 5.3 olur.

n = 21 i¢in L,; = 24476 dir ve L3|L,; dir. m =3 ve k = 4 igin 21 = 7.3 olur.
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Teorem 4.1.3. (Hoggatt, 1970)

lm/2]
LR =Ly + ) Gy (=M1
j=1

Cro =1,
Cnj=Cn-1j+Cnzj-1, 1=<j<|m/2] ve m=2.
Crm,j sayilar1 Teorem 4.1.18. deki m. satir ve n. siitundaki katsayilardir. Bu Katsayilar ;

1

5

9 2

14 7

8 20 16 2
seklindedir.

2
3
4 2
5
6
7

N N T = T = T = YR =

Teorem 4.1.4. (Vajda, 1989) t tek asal olmak {izere
lk/2]

k . .
Lee =+ ) = (D@02 (

i=1

k—i—l)
i—1

dir.

Teorem 4.1.5. (Vajda, 1989)

L, = 2,}_1 1+ )5+ ()52 4+ (" ,)57]

dir.

Teorem 4.1.6. (Koshy, 2001) F,,, = E,L,, .

Teorem 4.1.7. (Koshy, 2001) 5F2 — 12 = 4(—-1)"*1 |
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Teorem 4.1.8. (Koshy, 2001) n = 1 i¢in
n
Z Li=Liy,—3
i=1
tir.

Teorem 4.1.9. (Koshy, 2001) n = 1 i¢in

n
Z Lyi—q = Lap — 2
i=1

dir.
Teorem 4.1.10. (Koshy, 2001) n > 1 icin

n
Z Ly =Lypys — 1
i=1
dir.

Teorem 4.1.11. (Koshy, 2001) n > 1 icin

n

Z L} = LyLnyy — 2

i=1

dir.

Teorem 4.1.12. (Koshy, 1999)
L31+1 + Lgl - Li—1 = 5L3p

Teorem 4.1.13. (Koshy, 2001)
Koshy (2001) nin kitabinda bu 06zdesligin Carlitz (1967), tarafindan bulundugu
yazilmaktadir. Fakat orijinal kaynaga ulagilamamustir.

L§l+1 - L?l - L?l—l = 3Lpy1Llnly_q .

Teorem 4.1.14. (Carlitz ve Hunter, 1969)
LY, + LY+ LY, =2[2134 —5(-1D)"]? .

Teorem 4.1.15. (Carlitz ve Hunter, 1969)
Loer — Ly = L1 = SLnyiLnly4[2L5 = 5(=1)"] .

20



Teorem 4.1.16. (Carlitz ve Hunter, 1969)
LZ1.+1 — L} - LZz—l = 7Lp1LnLln_1[2L% — 5(_1)n]2 .

Teorem 4.1.17. (Carlitz, 1970)
Lsp = L[l — (=1)"Lyn — 1] .
Teorem 4.1.18. (Umansky, 1970)
Lh=1L,
L% = Ly, + 2(—1D)"
L3 = L3, + 3(—D"L,

LY = Ly +4(—1)"2 — 2

h
sSu

= Ls, + 5(=1)"L3 — 5L,

LS = Lgyp + 6(—1)"LE — 912 + 2(—1)™

Ll =Ly, + 7(-1D"L3, — 1413 + 7(—1)"L,,

L8 = Lg, + 8(—=1)"LS — 20L% + 16(—=1)"L% — 2

Teorem 4.1.19. (Koshy, 1999)

LnirLmyrs1 + Lin—rLm—r41 = Lomyors1 + Lom—2r+1 + 2. (_1)m+r .

Teorem 4.1.20. (Koshy, 1999)
LyparLmyrs1 + Lin—rLp—r 1 = Lamyr + Loy + 2. (_1)m+r

Teorem 4.1.21. (Umansky ve Tallman, 1968)

(LnLn+1 - Ln+2Ln+3)2 = (LnLn+3)2 + (2Ln+1Ln+2)2 .

Teorem 4.1.22. (Usiskin, 1974)

n-1
Lyn = H(Lzsk +1).
k=0
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Asagida verilen Teorem 4.1.23., Teorem 4.1.24. ve Teorem 4.1.25. Teoremlerinin,
Koshy (2001), Fibonacci and Lucas Numbers With Aplications adli kitabinda Hoggatt
tarafindan bulundugu belirtilmis, fakat teoremlerin Hoggatt tarafindan hangi yilda

bulunduguna dair bilgi verilmemistir. Orijinal kaynaga ulagilamamuistir.

Teorem 4.1.23. (Koshy, 2001)

1445
2

1
a = ¢ olmakiizere L, = la" + EJ .

Ornegin,

al® + -~ 521.5019

N| =

1
la13 L EJ = |521.5019] = 521 = L, tiir.

Teorem 4.1.24. (Koshy, 2001)

1++/5 ) 1
a= > = ¢ olmakiizere L,,; = [aLn+§J, nx=2.
Ornegin;
1
L5 = 1364 olmak lizere 1364a + > ~ 2207.4983
1
[13646{ + EJ = 1220.,4983] = 2207 = L4 dir.

Bu teorem
. Ln+1 o
lim =a=¢
n—oo

n

Teoremini ispatlamak i¢in kullanilir. Bu teorem ardisik iki Lucas sayisi arasindaki

oranin altin orana yaklastigini ifade etmektedir.

Teorem 4.1.25. (Koshy, 2001)

L, ++5L,+1
n+1:{n 2n |; nZZ
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Teorem 4.1.26. (Koshy, 2001)

1445
2

= ¢ olmakiizere L, = [an - E] .

a
Ornegin;

1
[a7 — E] = [28.5344] = 29 = L, dir.

Teorem 4.1.27. (Koshy, 2001)

1445
T2

= ¢ olmakiizere L,, = [a?"] ve L,,.; = |a?™t1].

a

Ornegin; Lg = [a®] =[49.9787] = 47 ve Ly; = |a!| =1199.0050] = 199 dur.

Teorem 4.1.28. (Koshy, 2001)

1
Ln+1=[aLn—§l, n>2.

Ornegin;

1 1
[ang _El = [5216( - El = [842.4957] = 843 = L, tiir.

Teorem 4.1.29. (Koshy, 2001)

L, ++5L, -1
n+1:[n Zn l’nZZI

Teorem 4.1.30. (Koshy, 2001)

Ly ++/5[13 + 4(-D)"]

n+1 =
2

Teorem 4.1.31. (Koshy, 2001)

L,+1+.5L%2 —2L, +1
Ln+1: n \/Zn n ,TL24.
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Ornegin; L;s = 1364 icin

1364 + 1 +,/5(1364)2 — 2.1364 + 1
2

= [2207.2748] = 2207 = L, dr.

Teorem 4.1.32. (Koshy, 2001)

Ornegin; L,y = 15127 igin
1 1 1
[E(LZO + E)J = IE(15127'5)J =19349.3091] = 9349 = L4 dur.
Teorem 4.1.33. (Carlitz, 1972)

1
lakLn+§J=Ln+k, n>4vek>2.

Ornegin; (Koshy, 2001) n = 11ve k = 3 igin
1 1
la3L11 + EJ = la3199 + EJ = [843.4775] = 843 = Ly, = L1143 tir.
Teorem 4.1.34. (Koshy, 2001)

1
[akLn—Elszk, n>4vek>1.

Ornegin; n =10ve k = 4 icin

1 1
[a4L10 - E] = [123“4 - E] = [84‘2554‘5] = 84‘3 = L14_ = L10+4 tur

Teorem 4.1.35. (Hoggatt ve Bergum, 1974)

Eger k>1 ve n=2.3% ise n|L, dir.

Teorem 4.1.36. (Hoggatt ve Bergum, 1974)

p , 3’ten farkls tek asal olmak iizere, eger p|L, .x ve n = 2.3%.pt ise n|L,,, t = 1dir.
g 2.3
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Teorem 4.1.37. (Hoggatt ve Bergum, 1974)
Eger p tek asal ve p|Ly, ise p*|L, k-1 , k = 1dir.

Teorem 4.1.38. (Hoggatt ve Bergum, 1974)

Egerp # q , p|Ly, Ve q|L,, ,m ve n tekse (pq)*|L ye-1, k= 1 dir.

mn(pq
Teorem 4.1.39. (Hoggatt ve Bergum, 1974)

p,q >3, p,q farkli asallar, k > 1 iken p|L, .k, q|L,,x Ve 7,t >0 iken
n = 2.3k.pt.q" ise n|L, dir.

Teorem 4.1.40. (Yosma, 2008)

a)n = 0(mod 3) © L, = 0(mod 2)

b) n = 2(mod 4) © L, = 0(mod 3)

c) Eger n = 0(mod 2) ve n % 0(mod 3) ise L,, = 3(mod 4)
d) k = 0(mod 2) ve k # 0(mod 3) ise L4 = —L,(mod L)
e) k = 0(mod 2) ve k # 0(mod 3) ise Fp 2, = —F,(mod Ly)
f) Lyt12 = Ln(mod 8)

Teorem 4.1.41. (Brokling, 1963)
L1+L2+L3+“‘+Ln :Ln+2_3.

Teorem 4.1.42. (Carlitz, 1971)
Lsn/Ln = L3, — (=1)"Lyn — 1.

Teorem 4.1.43. (Hoggatt ve Bicknell, 1964)
2n+2
2n+2
Z ( i )L%+p = 5n+1LZ(n+p) .

i=0

Teorem 4.1.44. (Brown, 1965)

2n
Z(—1)k (ZIZ‘) 2k-1p, =57,
k=0
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Teorem 4.1.45. (Hoggatt, 1971)

2n

n
z (k) (—1)n+kL(4m+2)k = L(2m+1)nLgm+1 .
k=0

Teorem 4.1.46. (Hoggatt, 1971) p tek veya cift iken
Lpsp £ Lnp=LyLy,.

Teorem 4.1.47. (Hoggatt, 1972)

Lo =3L% 1 — L3

Teorem 4.1.48. (Zeitlin, 1972)

2n n
20 b=t
k/ kTR L (kD320 — 2k)! '

Teorem 4.1.49. (Hoggatt ve ark., 1971)

2 i mh+n+kt
Lmh+n+kt F— Lth+2n+2kt + 2(_1) .

Teorem 4.1.50. (Carlitz, 1977)

Ly> = 1(mod p*) ancak ve ancak L, = 1(mod p?).
Teorem 4.1.51. (Berzsenyi, 1977)
L3 = 4(mod 12) her n,m =1,2,3, ...
4.2. Lucas Sayilariyla ilgili Boliinebilme Ozellikleri

Bu kisimda Lucas sayilartyla ilgili boliinebilme 6zellikleri ispatlariyla birlikte

verilmistir.

Teorem 4.2.1. (Vajda, 1989) L, +(-1)"L,_, = L,.L, dir.

Ispat. Binet formiiliine gore L, = a™ + ™ oldugundan
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Ly.Ly = (a" + B")(a™ + B™)
= a’a™ + a’B" + Bra" + BT A"
= Q"N 4 [T 4 g7 BTN 4 T BT QT
= Q™M 4 fTH 4 (af) (BT + aT)
a.f = —1 oldugundan =a™" + BT+ (- )" (@™ + )
= Lpyr + (1)L

olur.
Teorem 4.2.2. (Vajda, 1989) (L,))? = Ly, + (=1)™ 2 dir.

Ispat. Binet formiiliine gére L,, = a™ + ™ oldugundan

(L)2 = (@™ + B)? = a?" + 2.a™. B" + B2"

=a’™ + 2. (a.p)™ + B

a.f = —1 oldugundan =a’™ + B+ 2.(—1)"
= Ly, + (=)™ 2

elde edilir.
Teorem 4.2.3. (Koshy, 2001) 7 > 1 i¢cin L,_qL,.; — L2 =5.(—-1)""1 dir.

Ispat. Binet formiiliine gore L, = a” + 7
Lraliper = 13 = (@7 4+ 0@+ ) = (@ + 67

= &+ (aB) (@ B+ af™) + B2 — a¥ = 2(af) - B

2 2 _
— (aﬁ)r (§+%_ 2) — (a,B)r (ﬁ + aaﬁ 2(13)

a’=a+1, p2=F+1, af =—-1, a + f =1 oldugundan

) = @y () = stapy—" = 51y

p+l+a+1+2
af

= (@p (

olur.
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Teorem 4.2.4. (Koshy, 1998) L,,42n + Lom—2n = Lom. Loy dir.

Ispat. Binet formiiliine gore L,, = a™ + "

— y2m+2n 2m+2n 2m-—-2n 2m-2n
L2m+2n + LZm—Zn =a + .8 +a + B

aZm BZm

— y2m+2n 2m+2n
=a +B tomm

aZmﬁZn + ﬁZmQZn

2m+2n 2m+2n
+ ﬁ + aZn’B 2n

=a

aZmBZn + ﬁZmCZZn

(ap)?n

2m+2n+ﬁ2m+2n+

=a

af = —1 oldugundan (af)?" = 1 olur.
= g2m¥2n | gamian 4 gompan 4 g2mgon
= @M (2N 4 B2n) 4 g2M(g2n 4 g2MY
= (@®™ + ¥ (a®™ + M)
= Lom-Lan

elde edilir.

Teorem 4.2.5. (Hoggatt, 1965) L,.Lp+q = Loy + (=)™ dir.

ispat. Ln-Lpsa = (@™ + B)(@™! + gm0
= g2+l 4 gnpntl 4 gntlgn 4 gantl
= @21 4 B2 4 (@) (a + B)

af = —1vea + B =1 oldugundan
= Lopt + (=17

olur.

Teorem 4.2.6. (Koshy, 1998) L., + L%_, = Ly,Ly, + 4(—1)™T dir.

Ispat. Ly, + L5 = (a7 + B™7)2 + (a7 + p"77)?2
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— a2n+2r + ZIaTL-i-TBTH-T + an+2‘r + aZTL—ZT + Zlan—rﬁn—r + 'BZn—Zr

2n 2n

— aZTH-ZT _I_BZTH-ZT_'_%_I_ﬁZT +2 (aﬁ)n+r _l_Z(aﬁ)n—r.(a’B)Zr

aZnﬁZr + ﬁZnQZr

(aB)®

— a2n+2r + BZTL-I—ZT + aZTLBZT + BZTLCZZT + 4 (aﬁ)n+r

— a2n+2r + ﬁ2n+2r + + 4. (aﬁ)nﬂ*

— aZn(QZr + 'BZr) + IBZn(QZr + BZr) + 4. (_1)n+r
— (aZn + ﬁZn)(QZr + ﬁZT) + 4. (_1)n+r
= LonLyr + 4(-D)™

elde edilir.

Teorem 4.2.7. (Koshy, 1999) L% + L%, , = Lyi+Lyk, dir.

Ispat. 12 + 12, = (a® + B¥)? + (ak*1 + pFt1)2
= a2k 4 2akBK 4 B2k 4 2Kk+2 4 g gk+igk+l | g2k+2
— a2k 4 B2k 4 g2k+2 | g2K+2 4 pokgk | 2ok K (gR)
= a2k 4 g2k 4 q2k¥2 | g2k+2 4 pakpk _ ok gk
— a2k g2k 4 q2k+2 | g2k+2
= LaktLog+z

olur.

Teorem 4.2.8. (Jones, 1976) L%,, — Lp4q.L, — L3 = 5(—=1)™*t dir.

Ispat. Binet formiiliine gore L,, = a™ + "
L1 = Lpgr Ly — L3 = (@™ + 712 — (@™ + g™ ) (@™ + ™) — (@™ + ™)?
— a2n+2 + 2an+1ﬁn+1 + '32n+2 _ a2n+1 _ (a,b’)”a _ (C(,B)nﬁ _ '32n+1
_aZn _ 2((1,3)” _ ﬁZn

— aZn(az _ 1) + '8271(32 _ 1) _ a2n+1 _ '32n+1 + 2(6{ﬂ)n+1 _ (aﬂ)”(a + ,3 + 2)
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a ve B degerleri x2 —x — 1 = 0 denkleminin kékleri oldugundan
a+f=1,ap=-1,a?—-1=a ve p2—1=polur.
— 6zZ‘I‘L+1 + '32n+1 _ a2n+1 _ ’8211+1 + Z(QB)TH—I _ 3(aﬁ)n
=2(ap)*** + 3(ap)"ap
= 5(aB)™*! = 5(—1)"*?

elde edilir.

Teorem 4.2.9. (Koshy, 2001) L3,; — L4 = Ly_1Lp,, dir.

Ispat. 12, — 1% = (Lys1 + Ly)(Lys1 — Ly) = LypyoLn_q elde edilir,

Teorem 4.2.10. (Koshy, 2001) Lz, = L,[Ly, — (—1)"] dir.

Ispat. Ly, = @™ + B = (a™ + B")(a®" ~ (aP)" + B7")
= (a™ + M) (@ + B2 — (=DM
= Lp[Lyn — (=D"]

Teorem 4.2.11. (Vajda, 1989) Eger L, tek say1 ise Ly, /L, de tek bir sayidir.

ispat.
(a) L, tek olsun. p kesinlikle 3’iin kati degildir. Ciinkii Ly, ‘yi tek kabul ettigimiz i¢in
hem n hem de np 3’iin kati degildir. O halde L, ¢ de tek say1 olur. Iki tek sayinin orani

tek say1 oldugundan Ly, /L, orani tek sayidir.

(b) Ly, cift olsun. p, 3’iin kat1 olmaldir. Dolayisiyla np’de 3’iin katidir ve Ly, ¢ift say1
olur. Simdi n tek sayisi i¢in L,, V€ Ly, ‘nin 2’nin aym en yiiksek kuvvetini kapsadigini
gosterecegiz. Biliyoruz ki, bir en yiliksek kuvvet 2 veya 4’ten farkli olmayabilir. Simdi
L, ‘de en yiiksek kuvvet 4 ise L, aym zamanda 4’0 igerecektir. Fakat hi¢bir Lucas

sayist 2°’nin daha biiyilk kuvvetini icermemektedir. Dolayisiyla boliinmede 2’nin
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kuvvetleri dikkate alinmayarak iptal edilir. Eger L,, ‘de en ytiksek kuvvet 2 ise 0 zaman
Teorem 4.1.4.°e gore bu Ly, ’de igerilen en yiiksek kuvvet olacaktir.
Buradan L,,, /L, her iki durumda da tektir.
Bu teoremin tersi dogru degildir. Ly, ¢ift say1 oldugunda L, /L,, orani tek veya ¢ift
olabilir. Ornegin,;
L; =4
Lis/Ls = 1364/11 = 124

Lyg/Ls = 5778/18 = 321

Teorem 4.2.12. (Vajda, 1989) Eger (m,n) = d olmak iizere m/d ve n/d oranlar tek
ise (L, Ly) = Lg olur.

Ispat. Teorem 4.1.6. ile hangi sartlarda L,, ve L, 'nin ortak bodleninin L; olacag
bilinmektedir. L, nin ortak bélenlerin en biiyligii oldugunu gostermeliyiz.

Teorem 4.1.5’e gore F,p, = FuLy, Ve F,, = F,L, olur. (2m,2n) = 2d oldugunu

varsayarsak (L,,, Ly,), F,4 nin bir ortak bolenidir.

(Fym, Fon) = Foq oldugundan F,; , (L, Ly) 'nin bir katidir. Dolayisiyla FyL, ,
(L, L) nin bir katidir.

Teorem 4.1.8.’e gore L,, Ve F,,’nin 2°den biiyiik ortak ¢arpani yoktur. Bu ayn1 zamanda
L, ve E;’nin ve F;’nin bir ¢arpani olan F,F,; i¢in de gecerlidir. Boylece L,, ve F; nin

(ayn1 zamanda L,, ve F;’nin) 2’den biiyiik ortak ¢arpani yoktur diyebiliriz.

Iki durumda da ortak carpan 2 idi. O zaman (L, L,) = 2L, olacakti. Bu nedenle

L/Lg Ve L, /Ly’ nin her ikisinin de ¢ift olamayacagini gostermeliyiz.

m/d ve n/d oranlarmin her ikisi de 3 ile boliinmeyebilir. Eger boliinselerdi; 3d , m ve
t’nin d’den daha biiytik ortak garpani olacakti. Bu nedenle Ly, 4 V€ Ly 4 nin en az biri
tek olmalidir. Terorem 4.2.11.’e gore L,,,/L,4 veya L, /L4 (veya her ikisi) tek olmalidir.

Dolayistyla ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2.13. (Yosma, 2008) L., = (=1)**1L,_,(mod L,)’dir.

Ispat. k =1i¢in L.y, = Ly + L,_; oldugundan L,,; = L._;(mod L;) olup iddia dogru
olur.

1<i<kiginLyy, = (—1)*1L,_,(mod L;) oldugunu kabul edelim.
Leyk+1 = Leyk + Leyg—1 oldugundan
Lesirr = (DML + (=1)*Ly_jei1 (mod Ly)
= (—1**?(L—g41 — Le—g) (mod Ly)
= (=1D**2L_y_1(mod L,)

olur ve iddia k + 1 i¢in de dogru oldugundan timevarim yontemiyle ispat tamamlanir.
Yani

Leyk = (m1D*1L,_, (mod L) ‘dir.

Teorem 4.2.14. (Vajda, 1989)
Ma,b = LZa_1L2a+1 '"LZa—1+2(2b—2) Ve Nb = L1L3 "'LZb—l ' a,b > 1 Olmak Uzere

N, ifadesi M, ; ifadesini boler.

Ispat. a = 1 olursa biitiin b’ler igin;

Ml,b = L1L3 "'L4b—3 ve Nb = L1L3 "'L2b—1 O|Ur, Ml,b/Nb Oldugu aglktlr.
b = 1 olursa biitlin a’lar i¢in;
Ma,l = LZa—l ve N1 = L1 O|Ur, Ma,l/Nl = LZa—l/Ll O|Ur

Varsayalim b = B — 1 ve biitiin a’lar ve b = B ve a = A i¢in teorem dogru olsun.
Teoremin B + 1 ve A igin dogru oldugunu goéstermeliyiz.

MA+1,B = MA,B + MA+1,B—1L2A+4-B—5(L2A+4—B—3 - LZA—l)

Teoram4.2.1.’e gore b = 2A + 2B —2ve a = 2B — 1 alirsak
L2A+4-B—3 - LZA—l = L2A+2B—2L2B—1

MA+1,B = MA,B + MA+1,B—1LZB—1L2A+4—B—5L2A+ZB—2
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0|Ur Varsayahm MA+1,B—1 y NB—l ile boliinebilsin. Bu nedenle MA+1,B—1LZB—1 , NB—l
ile boliinebilir. Boylece esitligin sag1 Ny ile boliinebilir. My, 4  i¢in teorem saglanmis

olur.
Teorem 4.2.15. (Vajda, 1989) p asal ise L, = 1(mod p)’dir.

Ispat. Teorem 4.1.5.’¢ gore

L= |14+ (D)5 + ()52 44 (,71)5]

dir. Esitligin her iki tarafim1 da 2P~ ile ¢arparsak

2Pl = 1+(Z)5 +(Z) 52 4 - 4 <p31> 57

olur. Fermat teoremine gére 2P~1 = 1(mod p) ve Teorem 3.1.21."¢ gore

(Z)EO(mOdﬂ), 1<r<n-1

oldugundan

B)=C)==(,”,)=00m0ar)

olur. Dolayistyla L, = 1(mod p) elde edilir.

Bu teoremin karsit1 dogru degildir.

Ornegin, L,os = 1(mod 705) oldugu halde 705 asal say1 degildir.

Teorem 4.2.16. (Vajda, 1989)
Eger p asal ve t tamsayisi i¢in p = 5t + 1 bigiminde ise L,,_; = 2(mod p)‘dir.

Ispat. Teorem 4.1.5.”e gore

1 p—1 p—1_, p—1\ p-t
Lp‘l_zv-Z[H( 2 )5+< 4 )5 +'"+<p—2>52

ve Teorem 3.1.22.°ye gore

(pzl)z(_l)r(modzﬂ), 1<r<p-1

oldugundan
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(z : ;) = 1(mod p)

)

1
= 572

2)

oldugundan

Ly_y [1+5+52+---+5p7_1]

olur. Esitligin her iki tarafin1 da 2772 ile ¢arparsak

p=1 1/ pt1
272, = 1+5+5%++572 51(5 ; —1)(modp)

p-1 _ _pit
olur. Eger 52 = 1(mod p)ise 5z = 5(mod p) olur.

1
2P72L, 4 = Z(5 —1) = 1(mod p)
2P71L,_, = 2(mod p)

elde edilir. Fermat teoremine gére 2P~ = 1(mod p) oldugundan L,_; = 2(mod p) elde

edilir.

Teorem 4.2.17. (Vajda, 1989)
Eger p asal ve t tamsayis1 igin p = 5t + 2 bigiminde ise L,.; = —2(mod p)‘dir.

Ispat. Teorem 4.1.5.’¢ gére

1 p+1 p+1\_, <p+1> P_H]
L”“‘zp[”( 2 >5+( 4 )5 o p+1 .

olur. Esitligin her iki tarafini da 27 ile ¢arparsak

+1 +1 +1\ et
vap+1=1+(p2 >5+(p4 )52+---+<z+1)5”z

olur. Teorem 3.1.23.’¢ goére

(p j: 1) = 0(modp), 2 <r <p—1oldugundan
('p+1) (p+1)_
2 4 N

p+1
2Ly = (1452 )(mod )

(Z t 1) = 0(mod p)

olur. Buradan
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p-1

elde edilir. Fermat teoremine gére 5 2 = —1(mod p) olur.
p-1
2Ly = (1 +5.5z2 )(mod p)
2PL,41 = —4(mod p)
elde edilir. Esitligin her iki tarafi 2’ye boliiniirse
2P, = —2(mod p)
olur. Fermat teoremine gore 2P~ = 1(mod p) oldugundan
Ly+1 = —2(mod p)

elde edilir.
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5. BULGULAR

Tezin bu kisminda yapilan ¢alismalar sonucunda elde edilen teoremler, ispatlar1 ve

ornekler yer almaktadir.
Teorem 5.1.1. r tek dogal say1ise (Ls,./L,)? — (L3,/L,) — 1 = (Ls,/L,) dir.
Ispat. Binet formiiliinde L,, = a” + 7 oldugundan

3 a3r + 'B3r 2 a3r + ﬁ3r
(L3r/Lr)2 - (L3r/Lr ) -1= <W) - (W) -1

_ <(ar + BT‘) (a2r — aT‘.ﬁT + BZT’))Z d <(a1" + ﬁT‘) (a2r i ar.ﬁr + BZT)) 3 1
(a” + ") (a” +B")

a.f =—1 ve r tek oldugundan a”.f" = (a.p)" = —1
= ((a® + %) + 1)2 — (@ +p*+1)-1

=a" +2+ B +a* + 47— 1

= a* — (a.B)".a? — (a.B)".B¥ +a?. BT + BT

= a* — a¥ . BT +a? . B2 — o B3 + BT

B (ar + lgr) (a4r _ a3r.ﬁr+a2r.ﬁ2r _ dr.ﬁ3r + ﬁ4r)
- (a” + ")

a57" + BST

STt p = Lsy /L,

elde edilir.

Ornek 5.1.2. Bu oOrnekte Teorem 5.1.2°nin dogrulugu bazi r degerleri igin
gosterilecektir.
r =3 i¢in L15 = 1364, Ly = 76, L3 = 4 oldugundan
(L9/L3)2 —(Lo/L3) —1= (76/4')2 —(76/4) -1
=361—-19—1 =341 = (1364/4) = (Ly5/L3) olur.
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Teorem 5.1.3. m cift dogal say1ise (Lzp/Lm)? + (Lam/Lm ) — 1 = (Lspm/Ly) dir.

Ispat. Binet formiiliinde L,, = a™ + " oldugundan

~ Q3m + p3m 2 Q3m 4 g3
(LSm/Lm)2+(L3m/Lm)_1_<am_l_ﬁm) +<C¥m+ﬁm >_1

~ ((am +p™). (a2m — Q™ g™+ BZm))Z . ((am +p™). (aZm — Q™ g™+ '82m)>
B (a™ + ™) (@™ + p™)

-1
a.B = —1 ve mift oldugundan (a.f)™ = a™. ™ =1
=@ —-14+p>™M2+ (a?™ -1+ p*) -1
= (@™ + p¥™)? = 2.(a®™ + BP™) + 1 + a®™ + ¥ = 2
= @*m_q?m _ g2m 4 1 4 g4m
= a*™ — (a. )™ a®™ — (a. )™ fZM %™, 2™ + pAM
= %™ — 3™ M4 q2m I — ™M p3M 4 pAM

B (am + 'Bm) (a4m _ a3m.ﬁm+a2m.ﬁ2m _ am.ﬁBm + ﬁ4m)
- (a™+ p™)

aSm + BSm

B

olur.

Ornek 5.1.4. Bu ornekte Teorem 5.1.3.iin dogrulugu bazi m degerleri icin
gosterilecektir.
m=2 i¢in Lo =123 ,Ls = 18, L, = 3 oldugundan
(Le/L2)? + (Le/L2 ) — 1= (18/3)* +(18/3) -1
=36+6—1=41=(123/3) = (L1o/L,) olur.
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Teorem 5.1.5. r,t € N olmak tizere r > 3 ve t tekise

(L(Zr—l)t/Lt)z = (Lezr-3yc/Lt)- (Lar+1ye/Le) + (Lae/Ly) + 1 dir.

Ispat. Binet formiiliinde L, = a” + 7 oldugundan
(L(Zr—3)t/Lt)- (L(2r+1)t/Lt) + (L3e/Ly) +1
_ (a(Zr—3)t + ﬁ(Zr—S)t). (a(2r+1)t + ﬁ(2r+1)t) a3t + ,83t

= @ + B9 (at + B g

B a(ZT—l)Zt + (X(zr_3)t.ﬁ(2r+1)t + ﬁ(Zr—3)t.a(2T+1)t + ﬁ(ZT‘—l)Zt

B (at + BY). (at + BY)

(@ + BY). (@ + B3*) + (at + BY). (a* + BY)
" (@ + F0). (@t + B5)

a(Zr—l)Zt + (a_B)Zrt_ ((l_3t.ﬁt + at.ﬁ‘3t) + B(Zr—l)Zt
- (@ + 9. (@t + B9

att + at. B3 + B.adt + B + a?t + 2. (a. B)t + B?
" (@@ + B). (@t + B

t tek ve (a. ) = —1 oldugundan (a.B)?"t =1, (a. )73t = —1 ve (a.p)t = —1 olur.

a,(Zr—l)Zt + (a.ﬂ)"“. (ﬁ4t + a4t) + ﬁ(Zr—l)Zt
- (@t + BO). (at + BY)

N a4t + (a’.ﬂ)t. (BZt + aZt) + ﬁ4t + aZt -2+ ,BZt
(at + B9).(a* + B)

B a(2r—1)2t _ B4t _ a4t + ﬁ(Zr—l)Zt + a4-t _ ﬁzt _ azt + ﬁ4t + C(Zt _ 2 + ,BZt
B (at + BY).(at + BY)

B q@r-D2t _ o 4 B(Zr—l)Zt
(at + BY).(at + BY)

2r —1 ve t tek, a.f = —1 oldugundan (a.B)? Dt = —1 olur.

_ a(Zr—l)Zt + 2(_1) + 'B(Zr—l)Zt _ a(Zr—l)Zt + 2. (a_ﬁ)(Zr—l)t + 'B(Zr—l)Zt
B (at + BY).(at + BY) - (at + BY).(at + BY)
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_ (a(Zr—l)t + ﬁ(Zr—l)t). (a(Zr—l)t + ﬁ(Zr—l)t)
(at + BY). (at + pY)

~ a(Zr—l)t+ﬁ(2r—1)t 2
B at + pt

_ (L(Zr—l)t>2
L
2 -y
= (L(Zr—l)t/Lt) elde edilir.

Ornek 5.1.6. Bu oOrnekte Teorem 5.1.5.°in dogrulugu bazi r ve t degerleri igin
gosterilecektir.
r=3vet=3icinLy =24476,Ls =1364, Lo =76,L; =4
(Lo/L3).(Ly1/L3) + (Lo/Ls) + 1 = (19).(6119) + 19 + 1
= 116281
= (341)?
= (L;5/L3)*  olur.

Teorem 5.1.7. r,t € N olmak iizere r > 3 ve t ¢giftise

(Lear—nye/Le)” = (Lar—sye/Le). (Larene/Le) — (Lse/Le) + 1 dir.

Ispat. Binet formiiliinde L,, = a™ + " oldugundan

(L(Zr—S)t/Lt)- (L(2r+1)t/Lt) — (L3¢/Le) +1

_ (a(Zr—3)t +B(2r—3)t)_(a(2r+1)t +ﬁ(2r+1)t) a3t +33t

CEIDNCETD R

_ a(Zr—l)Zt + a(Zr—3)t_'B(2r+1)t + IB(Zr—3)t_a(2r+1)t + 'B(Zr—l)Zt

(at +BY).(a* + BY)

(@t +B9.(@* + ) = (a' + D). (a* + B9)
(at + B9).(a* + BY)

a(2r—1)2t + (a_ﬁ)zn_ (a—3t_ﬁt + a,t_ﬁ—3t) + ﬁ(Zr—l)Zt
- (@t +BD).(at + BY)
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(Z4t + at.ﬁSt + ﬁt.a3t + B4t _ aZt - 2. (a.ﬁ)t _ ﬁZt
- CRYDNCEYD

t ¢ift ve (a.f) = —1 oldugundan (a.B)?"* = 1,(a.p) 3 = 1ve (a.p)' =1 olur.

a(Zr—l)Zt + (a.ﬁ)‘“. (B4t + a4t) + B(Zr—l)Zt
B (@t + D). (@t + f1)

_ (Z4t + (a.ﬁ)t. (BZt + aZt) + B4t _ aZt -2 ﬁZt
(a* + BH).(a* + BY)

a(2r—1)2t + B4t + d4t + ﬁ(Zr—l)Zt _ a4-t _ ﬁzt _ aZt _ B4t + CZZt + 2 + ,BZt
E (at + BY).(at + )

B a(ZT—l)Zt +2+4 B(ZT‘—I)Zt
(at + ﬁt) (at + ﬁt)

2r — 1 tek ve t ¢ift, @. § = —1 oldugundan (a. )@~ D¢ = 1 olur.

B a(Zr—l)zt 4+ 2(1) 1+ ﬁ(Zr—l)Zt a a(Zr—l)Zt + 2. (alﬁ)(Zr—l)t + ﬁ(Zr—l)Zt

(at+ o). (at +B5) (at + BY). (at + BY)
(a(Zr—l)t+B(2r—1)t).(a(2r—1)t_l_ﬁ(Zr—l)t) a(Zr—l)t+B(2r—1)t 2
- (@ +B9). (at + B9 - < at + )
_ (Ler-ne)’
B ( L, )
= (L(Zr—l)t/Lt)z
elde edilir.

Ornek 5.1.8. Bu ornekte Teorem 5.1.7.’nin dogrulugu bazi n ve m degerleri igin
gosterilecektir.
n=3vem =4igin Lyg = 710647 , L, = 15127 , L, =322 ,L, =7
(L12/L4). (Lag/Ls) — (L12/Ly) + 1 = (46).(101521) — 46 + 1
= 4669921
= (2161)?
= (L,o/Ly)?* olur.
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Teorem 5.1.9. r,t € Nolmak tizere r =>4, t > 3 ve t tek ise

Lar-nt/Le = (Lat/L)- (Lar-3)e/Le) — Lae/Le)- (Lar-s)c/Le) + (Lr-7e/Le) dir.
Ispat.

(Ls¢e/Le)- (Lizr—3ye/Le) — (Lse/Le)- (Liar—sye/Le) + (Lizr—7y¢/Le)

= (L3¢ /L¢). (L(Zr—3)t/Lt - L(Zr—S)t/Lt) + (L(Zr—7)t/Lt)

Binet formiiliinde L,, = a™ + ™ oldugundan

_ 0{3t + ,33t a(2r—3)t + '3(2r—3)t _ a(Zr—S)t _ ﬁ(Zr—S)t N a(Zr—7)t + ﬁ(2r—7)t
= at+ﬁt at_{_ﬁt at+ﬂt

(d3t + ﬁ3t). (a(ZT—B)t + B(Zr—B)t r a(Zr—S)t r ﬁ(Zr—S)t)
N (af + ). (at + B9

(at +ﬁt)_(a(2r—7)t +ﬁ(2r—7)t)
(at +BY).(a* + BY)

aZrt + 0(3t.ﬁ(2r_3)t _ a(Zr—Z)t _ a3t_'3(2r—5)t + ﬁ3t_a(2r—3)t + ﬁZrt

(at + BY).(a* + BY)

_'331:_ a(Zr—S)t _ ﬁ(Zr—Z)t + a(Zr—6)t + at_'g(Zr—7)t + ﬁt. a(Zr—7)t + ’3(21”—6)t

* (@t + F9). (@t + f5)

a,ZT't + IBZrt + aZrt(’B3t.a—3t _ 'B3t.a—5t _ a—Zt + ﬁt.a—7t + a—6t)

(at +BY).(a* + )

BZT‘t. (a3t.'8—3t _ a3t.ﬁ—5t _ ﬁ—Zt + at.ﬁ—7t + ﬁ—Gt)
" @t + B9 . (at + 9

aZrt + 'BZrt + aZrt.a—7t. (ﬁ?;t.all»t _ ﬁ3t.a2t _ aSt + ﬁt + at)

(at + B9).(a* + BY)

+,82rt.,3_7t. (a3t.,84t _ (Z3t.,82t _ ’35t + at + ,Bt)
(a + B9).(a* + BY)

aZrt + 'BZTt + a2rt. a—7t. ((a.ﬁ)'“.at _ ((X.ﬁ)Zt.ﬂt _ aSt + ﬁt + at)
(a™+ p™).(a™ + ™)
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+ﬁ2rt-ﬁ_7t- (((l.ﬁ)3t.ﬁt _ (a.ﬁ)Zt. t _ ﬁSt + at + ﬁt)
(at + BH).(a* + BY)

t tek ve (a. ) = —1 oldugundan (a. )3t = —1 ve (a.)?* = 1 olur.

aZTt + ﬁZT’t + aZTt. a—7t. (_at _ ﬁt _ aSt + ﬁt + at)

(at +BY). (a* + BY)

'BZrt"B—7t. (—,Bt _ at _ IBSt + at + ,Bt)
* (at + 7). (@t + B9

aZrt + ,32” + aZrt_a—7t_ (_aSt) + ﬁZTt_ﬁ—ﬁ_ (_ﬁSt)

(at + B9).(a* + BY)

aZr‘t + ’821‘1‘ + (_1).a2rt. a—Zt + (_1).32Tt.ﬁ—2t

(at + B9).(a* + BY)

aZrt + (d.ﬁ)t. aZrt. a—zt + BZrt + (d.ﬁ)t.ﬁzrt.ﬁ_Zt

(at + BY).(a* + BY)

a?’t.(1+a t.p) + ¥ (1 + at.p7Y)
(at + BY).(at + BY)

a,Zrt_a,—t_ (at + ﬁt) + 'BZrt_'B—t_ (at + ﬁt)
(at + B9).(a* + B)

(a,t + ﬂt) (a,(Zr—l)t + ﬁ(Zr—l)t)
(at + 9. (at + BF)

a,(Zr—l)t +'B(2r—1)t
at + pt

Lzr-1)t
L;

L(Zr—l)t/Lt

elde edilir.
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Ornek 5.1.10. Bu o6rnekte Teorem 5.1.9.un dogrulugu bazi r ve t degetleri igin
gosterilecektir.
r=4vet=3iginLy; = 24476 ,L;5 =1364, Ly =76 ,L3; =4

(Lo/L3).(Lys/L3) — (Lo/L3).(Lg/L3) + (L3/L3) = (19).(341) — (19).(19) + (1)
=6119
= L,,/L; olur.

Teorem 5.1.11. r,t € N olmak iizere r > 4, t > 3 ve t cift ise

L(Zr—l)t/Lt = (L3t/Lt)- (L(Zr—B)t/Lt) + (L3t/Lt)- (L(Zr—S)t/Lt) - (L(Zr—7)t/Lt) dir.
ispat.

(L3t/Lt)- (L(Zr—3)t/Lt) + (L3t/Lt)- (L(Zr—S)t/Lt) > (L(Zr—7)t/Lt)

= (L3¢/Ly). (L(Zr—3)t/Lt + L(Zr—s)t/Lt) = (L(Zr—7)t/Lt)

Binet formiiliinde L,, = a™ + ™ oldugundan

_ a3t+,83t a(Zr—3)t+ﬁ(2r—3)t+a(2r—5)t +ﬁ(2r—5)t a(Zr—7)t+ﬂ(2r—7)t
- at_l_’gt at+ﬁt at_l_ﬁt

(a3t + ﬁ?)t). (a,(Zr—3)t + ﬁ(ZT—?»)t + a(Zr—S)t + B(Zr—s)t)
- (at + B9).(at + BY)

(at + ﬁt) (a(Zr—7)t + 'B(Zr—7)t)
- (at + B9). (at + B9

a2t 4 @3t BET-R 4 q(r-D)t 4 o3t p2r-S)t 4 g3t 4 (2r-3)t 4 part
(a* + B).(a* + B)

,83t. a(Zr—S)t + IB(Zr—Z)t _ a(Zr—6)t _ at_'B(Zr—7)t _ ﬁt. a(Zr—7)t _ 'B(Zr—G)t

* (@t + F9). (@t + f5)

aZrt + 'BZrt + aZrt(’B3t.a—3t + ,B3t.(1_5t + a—Zt _ ﬁt.(l_7t _ a—6t)

(at +BY).(a* + BY)

ﬁZTt. (a3t.'b>—3t + a3t.ﬁ‘5t + ﬁ—Zt _ at.ﬁ‘” _ ﬂ_ét)
¥ (at + ). (at + 1)
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aZTt + ﬁZTt + aZTt. (l_7t. (BSt.aél»t + B3t.a2t + aSt _ ﬁt _ at)

B (at + BY).(at + pY)

'BZrt"B—7t. (0(3t.,84t + 6‘(3t.IBZt + ,85t _ at _ ,Bt)

" @t + BD).(at + f9)

aZrt + IBZrt + aZrt. 6‘{_7t. ((a./?)“.at + (a-ﬁ)Zt-ﬁt + a5t _ Bt _ at)
a (at + BY). (at + BY)

N ﬁZrt_ﬁ—7t. (((l.ﬁ)3t.ﬁt + (a.ﬁ)Zt. at + ﬁSt _ at _ ﬁt)
(at + BH).(a* + B)

t cift ve (a. ) = —1 oldugundan (a.5)3¢ = 1 ve (a.)?* = 1 olur.

aZr‘t + '827‘1‘ + (ert.a—7t. (at + Bt + aSt _ ﬁt il at)

B (at + BY). (at + BY)

[32”.,8—”. (ﬁt AL at + BSt i dt _ Bt)
* @t + BD).(a + 9

aZrt + ,32” + aZrt_ a—7t_ (a5t) + ,Bzrt.ﬁ_7t. (ﬁSt)
(a* +BY).(a* + BY)

a?t 4 B2t 4 (1).a?™t. a2t + (1). B2 g2
(at + B9).(at + B°)

aZrt + (a.ﬁ)t.azrt.a‘” + ﬁZTt + (C(.ﬁ)t.ﬁzrt.ﬁ_Zt
(a* + B9).(a* + BY)

a?’t. (1+a t.p) + ¥ (1 + at.p7Y)
(at + BY).(at + BY)

aZrt_a—t_ (at + ,Bt) + ’BZrt_'B—t_ (at + ,Bt)
(at + B9).(a* + B)

(at + ﬁt) (a(ZT—l)t + ﬁ(ZT‘—l)t)
T (@ +89). (@ +pYH

_ a(Zr—l)t + 'B(Zr—l)t
B at + Bt
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_ Ler-nt
Ly

= L(Zr—l)t/Lt
elde edilir.

Ornek 5.1.12. Bu o6rnekte Teorem 5.1.11.°in dogrulugu bazi r ve t degerleri igin

gosterilecektir.
r=4vet=4i¢in Lyg = 710647 , L,y = 15127, L1, =322, L, =7

(L12/L4-)' (LZO/L4-) + (L12/L4)' (L12/L4-) - (L4/L4-)
= (46).(2161) + (46).(46) — (1)
= 101521

== L28/L4_ O|Ur
Teorem 5.1.13. m tek dogal say1ise (Lpy—1)- (Lips1) — 2 = (L3 /L) dir.
Ispat. x? — x — 1 = 0 denkleminin kokleri & ve § olmak iizere
a.fB=—-1ve a+ f = 1olur.
(Lin-1)-Ling1) =2 = (@™ + 7). (@™ + g7+ — 2
— aZm + am—llﬁm+1 + ﬁm—llam+1 + BZm -2
=a’™ + (a.p)™ L. (B2 +a?) + pPMm -2
m tek oldugundan m — 1 cifttir. a. § = —1 oldugundan (a. )™ ! = 1 olur.
=a®™ + B2+ a% + p*m -2

a’?—a—1=0 oldugundan a?=a+1, f?—pf —1=0 oldugundan B2 =4 +1

olur.
=@M+ a+1+B+ 1+ —2=a’ +a+f+ B2 =a? + 1+ 2"
mtek ve a. f = —1 oldugundan (a. )™ = —1

— aZm _ (C{.ﬁ)m + 'BZm — aZm _ am_’Bm + 'BZm
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B (am + ﬁm) (aZm _ am_ﬁm + ﬁZm) B a3m +ﬁ3m
- am 4+ gm T oam4+ gm

Ls
= Lm = L3y /L
m

elde edilir.

Ornek 5.1.14. Bu ornekte Teorem 5.1.13.°iin dogrulugu bazi m degerleri igin

gosterilecektir.
m=>5 i¢in L5 =1364 ,Lg =18, Ls=11,L, =7
(Ly).-(Lg) —2=(7).(18) —2 =124 = L,5/Ls olur.

Teorem 5.1.15. m > 2 ve m ¢ift dogal say1ise (Ly—1). (Lips1) + 2 = (L3pm/Lyy) dir.
Ispat. x? — x — 1 = 0 denkleminin kokleri & ve 8 olmak iizere

a.B=—-1ve a+ [ =1olur.

(Lin-1)-Ling1) +2 = (@™ + 7). (@™ + ™) + 2

= g?m + am—llﬁm+1 + ﬁm—llam+1 + BZm +2

=a? + (a.p)™ L (B*+a?) + B* ™+ 2

m ¢ift oldugundan m — 1 tektir. a. § = —1 oldugundan (a. )™ ! = —1 olur.
=a,2m_ﬂ2_a2+’32m+2

a’—a—1=0 oldugundan a?=a+1, f?—pf —1=0 oldugundan B2 =4 +1

olur.
=a’m—a—-1—-p—-1+p"+2=a’™ —a— L+ p*™ =a’™ -1+ p>m
m ¢ift ve a. f = —1 oldugundan (a.f)™ =1

= a?™ — (@.f)™ + ™M = q®™ — q™. ™ + pZ™

B (am + 'Bm) (a2m _ am.ﬁm + ﬁZm) B a3m +33m
- am + gm T oam 4+ pm
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Ls
= Lm = L3y /L
m

elde edilir.

Ornek 5.1.16. Bu ornekte Teorem 5.1.15.°in dogrulugu bazi m degerleri igin
gosterilecektir.

m=4 i¢inLy, =322 ,Ls =11, L, =7 ,L; =4

(L3).(Lg) +2=(4).(11) + 2 =46 = Ly, /L, olur.

Teorem 5.1.17. m tek dogal say1ise L%, + 3 = (L3, /Lyy) dir.
Ispat. 1%2,+3=(a™+p™)?+3=a’™+2.a™ ™+ [?"+3
=a? +2.(a.p)™+ B*™ + 3

mtek a. f = —1 oldugundan (a. )™ = —1 olur.

=a*™ -2+ B +3=a’" +1+p*"

= a’™ — (a. )™ + 7™ = a®™ — ™. ™ + pZM

B (am + 'Bm) (a2m _ am.ﬁm + ﬁZm)

am+ pm
Ls
= L_m = L3m/Lm
m
elde edilir.

Ornek 5.1.18. Bu o6rnekte Teorem 5.1.17.nin dogrulugu bazi m degerleri igin
gosterilecektir.

m =175 i¢in L5 = 1364, Ls; =11

(Ls)?+3 =112 +3 =124 = L, /Ls olur.

Teorem 5.1.19. m cift dogal say1ise L%, — 3 = (Lgy/Lyy,) dir.
Bu teorem (Hoggatt ve Bergum, 1974) tarafindan

47



Eger n ¢iftise L3, = L,(L% — 3)
seklinde ispatsiz olarak verilmistir.
ispat.
L2, —3=(a™+p™?2? -3 =a?™+2.a™ ™+ p*™ -3

=a’™+2.(a.p)™ + p*™ -3
m ¢ift a. § = —1 oldugundan (a. )™ = 1 olur.
=a’™+ 2+ ™ -3 =q’™m—1+p>m
= a’™ — (a. )™ + 7™ = a®™ — ™. ™ + pZ™M

3 (am ok 'Bm) (a2m _ am_ﬁm L 'BZm)
- a™+ pm

Ls
= Lm = L3y /Ly
m

elde edilir.

Ornek 5.1.20. Bu ornekte Teorem 5.1.19.un dogrulugu bazi m degerleri igin
gosterilecektir.

m =6 i¢gin L;g =5778,Ls =18

(Lg)* —3 =182 -3 =321 = L;g/Ls olur.

Teorem 5.1.21. r,t € N olmak tizere r > 3, t tek ise

Liar-1ye = (L + 2). Lizr—3)c — L(zr—s)¢ dir.
Ispat. Binet formiiliinde L,, = a™ + 8" oldugundan
(LF + 2). Lizr—3)t — Lzr-s)t
— ((at + ﬁt)z 4+ 2)_ (a(Zr—B)t + ﬁ(Zr—B)t) _ a(Zr—S)t _ B(Zr—s)t
— (aZt + 2. (a.ﬁ)t + ﬁZt + 2). (a(2r—3)t + ﬁ(2r—3)t) — q@r-5t _ ﬁ(Zr—S)t

t tek ve (a. f) = —1 oldugundan (a.B)t = —1
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= (a2t + B2b). (a(Zr—3)t n B(Z‘r—3)t) _ o9t _ B(Zr—S)t

— q@r-Dt 4 aZt"B(Zr—3)t + B2, a@r-3)t 4 B(Zr—l)t — -5t _ B(Zr—s)t

= q@r-Dt . g@r-Dt 4 gart (o=3t g2t _ o=Sty 4 part (g2t g3t _ -5ty
= q@r-Dt 4 g@r-Dt 4 gart =5t (g )2t — 1) + B2t g5t ((a. B)2E — 1)
t tek ve (a.f) = —1 oldugundan (a.B)? =1

= q@r-Dt 4 Rr-1t 4 G2t o=5t () 4 g2t =5t (()

— a(Zr—l)t _|_ IB(Zr—l)t — L(Zr—l)t

elde edilir.

Ornek 5.1.22. Bu oOrnekte Teorem 5.1.21.°in dogrulugu bazi r ve t degerleri igin
gosterilecektir.
r=4vet=3icin Ly = 24476 ,L;5 =1364, Lo =76 ,L; =4
(I3 +2).Lys — Ly = (4% + 2).1364 — 76
= 24476

= L21 O|Ur

Teorem 5.1.23. r,t € N olmak iizere r > 3, t cift ise

Liar-1ye = (L = 2)-Lizr—3)c — L(zr—s)¢ dir.
Ispat. Binet formiiliinde L,, = a™ + ™ oldugundan
(L = 2). Lzr_3)¢ — Lzrs)t
— ((at + ﬁt)z _ 2)_ (a(Zr—3)t + ﬁ(Zr—3)t) _ a(Zr—S)t _ B(Zr—s)t
— (aZt + 2. (a.ﬁ)t + ﬁZt - 2). (a(2r—3)t + ﬁ(2r—3)t) — q@r-5t _ ﬁ(Zr—S)t
t ¢ift ve (a.f) = —1 oldugundan (a.B) =1
— (aZt + ,BZt). (a(Zr—3)t + 'B(Zr—?;)t) _ a(Zr—S)t _ ‘B(Zr—s)t

— a(Zr—l)t + aZt_'B(Zr—3)t + ﬁZt. a(Zr—3)t + ’B(Zr—l)t _ a(Zr—S)t _ 'B(Zr—s)t
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— a(Z‘r—l)t + ’B(Zr—l)t + aZrt. (a_3t.,82t _ a—St) + BZ‘rt. (CZZt.B_St _ B_St)
— a(Zr—l)t + ﬁ(Zr—l)t + aZrt_a—St_ ((a.,B)Zt _ 1) + ﬁZrt_ﬁ—St_ ((a.ﬁ)Zt _ 1)
t ¢ift ve (a.f) = —1 oldugundan (a. )%t =1

— a(Zr—l)t + ﬁ(Zr—l)t + aZrt_a—St_ (0) + BZrt_ﬁ—St_ (0)

= a(ZT—l)t + ﬁ(zr_l)t = L(ZT—l)t

elde edilir.

Ornek 5.1.24. Bu o6mekte Teorem 5.1.23.°iin dogrulugu bazi r ve t degerleri igin
gosterilecektir.
r=4ve t=4 ic¢in Lyg =710647 , L,y = 15127, L1, =322 ,L, =7
(L3 — 2).Lyg — Lip = (7% — 2).15127 — 322
= 710647

= L,g olur.
Asagida elde edilen esitlikler (Teorem 5.1.25. ve Teorem 5.1.27.) Hoggatt (1970)’1n
Teorem 4.1.3.’te verdigi esitlikten m tek, n ise hem tek hem ¢ift alinarak elde edilebilir.

Biz bu esitlikleri farkli bir sekilde ifade edip, esitliklerin ispatlarin1 verecegiz.

Teorem 5.1.25. m,n € N olmak tizere m tek ise

S 2m+1  2n-r+1
n n—r
Lon+nym = . ( ) LA
2n—2r +3 r—1
r=1
tiir.
ispat.
n=1 i¢in ve n =2 i¢in dogru oldugu aciktir.
n==k icin
- 2k+1 (2k-r+1
-r
Lik+ym = —( >-L3r’f_2r+3
. 2k —2r +3 r—1
T:

oldugunu kabul edelim.
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n=k+1 igin
k+2

2k—2r+5
L2k

2k + 3 2k—1r+3
Laktam = 2k—2r+5'( r—1 )

r=1
oldugunu gostermeliyiz.

Teorem 5.1.21°e gore m tek iken L(Zn—l)m = (L%n + 2). L(Zn—3)m — L(Zn—S)m

O halde Lizk+3ym = (L3 + 2). Lzk+1ym — Lak-1)m
L,, = z dersek

Lek+zym = (2% + 2). Lok+1ym — Lek-1m

k+1
2k +1 2k—r+1
— (2 2k—-21r+3
(z +2)( 2k—2r+3'< r—1 )'Z )

r=1
k
Z 2k —1 (2k—r—1) J2k-2r+1
— 2k — 2r+1° r—1 '

K+
Z 2k+1 (Zk —-r+ 1) J2Kk-21+S
2k —2r +3° r—1 '

k+1

Z 4k + 2 (Zk—r+1) 2k-2r+43
2k —=2r+3'\ r—1 )’

k
Z 2k -1 (Zk -r— 1) J2k—2r+1
— 2k —2r+1 r—1 '

[lk ifadenin ilk iki terimini, ikinci ifadenin ilk ve son terimlerini ve iiciincii ifadenin son

terimini ayr1 yazarsak

2k +1 (Zk—r—

1
2k+3 2 1 2k+1 Z ) > 2k—-2r+1
@+ D).z ) s e )

k-1
4k + 2 2k —r
2k+1 § 2k-27r+1
+2.z + (4k +2).z + 4 2k—2r+1'< , ).Z
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k-1
2k —1 <2k—r—1

—Qk—-1).z- Zk—2r+1°\ 11

> . ZZk—2r+1

r=

= z2k+3 4+ 2k + 3).2%**1 + 2k + 3).z

2.2k +1).(k—r1) (Zk—r+1

_ )_ZZk—2r+1
1(2k—7‘).(2k—r+1) r+1
r=

k-1
N z 2.2k+1.(r+1) _(Zk —r+ 1) y2k-2r+1
2k =2r+1).Qk—r+ 1)\ r+1
r=

&

=

r.2k—-1).(r+1) <2k—r+1

. >.22k—27‘+1
1(2k—r).(2k—2r+1).(2k—r+1) r+1

<
Il

= z%K*3 4 (2k + 3).z%**1 + (2k + 3).2

&

-1

2k—r+1\ o f 2.2k+1).(k—1)
* (r+1 )'Zk '<(2k—r).(2k—r+1)

<
Il
Juy

2.2k +1).(r+1)
Rk-2r+1).R2k—-r+1)
r.2k—-1).(r+1)
T QRk—=1).Qk=-2r+1D.Qk—-r+ 1))

Simdi son parantezin i¢indeki ifadeyi ayr1 inceleyelim.
Paydalar esitlersek

@Rk —2r+1).2.2k+1).(k—7r)+ 2.2k +1).(r + 1). 2k — 1)
a Rk —-7).Q2k—-2r+1).Q2k—r+1)

r.2k—-1).(r+1)
Ck-1).2k=2r+1).Ck—-1+1)

Pay1 ayri incelersek
= 8k3 — 8k?r + 4k? — 8k?*r 4+ 8kr? — 4kr + 4r? + 4k? — 4kr — 4kr + 2k — 2r
+8k?r — 4kr? + 8k? — 4kr + 4kr — 2r® + 4k — 2r — 2kr? — 2kr + % +r

= 8k3 — 8k?r + 2kr? — 14kr + 16k? + 3r% + 6k — 3r
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= 8k3 + 16k? + 6k + 2kr? + 3r? — 8k*r — 14kr — 3r

= 8k3 + 12k? + 4k? + 6k + 1. (2k + 3) — (8k?r + 12kr + 2kr + 371)

= 4k2. (2k + 3) + 2k. 2k + 3) + 2. (2k + 3) — (4kr. 2k + 3) + r(2k + 3))
=k +3).(4k? + 2k + 1% —4kr — 1)

= 2k +3).(4k? = 2kr = 2kr +r* + 2k — 1)
=QRk+3).Q2k.QRk—1r)—1r.QRQk—1)+ 2k —71)
=Q2k+3).Q2k—-7).2k—-1r+1)

Bu ifade paya yazilirsa

_ (2k+3).2k-1).Qk—-r+1)  2k+3
T Rk-1).k=2r+1).Qk-r+1) 2k—2r+1

olur. Bulunan esitlik yerine yazilirsa

k—
2k +3 2k—r+1
= 23 4+ (2k + 3). 221 + (2k+3).z+22k (
r=1

- )ZZk—2r+1
—-2r+1° r+1 '

k+2
_ 2k +3 (2k—r+3

> ZZk—2r+5
12k—2r+5' r—1 '

r=

elde edilir.

Ornek 5.1.26. Bu omekte Teorem 5.1.25.°in dogrulugu bazi n ve m degerleri igin
gosterilecektir.

n=3vem=5igin Ls = 11, L3z = 20633239

4
Z 7 (7—T'> L9—21"
9—2r'\r—1)"7"°

r=1

=117 +7.115 + 14.113 + 7.11
= 19487171 + 1127357 + 18634 + 77
= 20633239 = Ly olur.
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Teorem 5.1.27. m,n € N olmak iizere m ¢ift ise

n+1
2n+1 2Zn—r+1
L — . .LZn—2r+3. —1 r+1
(2n+1)m 2n—2r+3( r—1 ) m =1
r=1
dir.
ispat.
n=1 i¢in ve n =2 i¢in dogru oldugu agiktir.
n=k igin
-~ 2k+1 2k-r+1
-7
L — . _L2k—2r+3_ -1 r+1
(2k+1)m 12k—2r+3( r—1 ) m =1
r=
oldugunu kabul edelim.
n=k+1 ig¢in
~ 2k+3  2k—r+3
-r
L — ( >.L2k_2r+5. -1 r+1
(2k+3)m 12k —2r+5°\ 11 m =D
r=

oldugunu gostermeliyiz.

Teorem 5.1.23.”e gore m ¢ift iken Liyp—1ym = (L3 — 2). Lizn-3ym — Lean-sym

O halde Lk +3ym = (L% — 2). Lizk+1)m — Lzk-1)m

L,, = z dersek

L(2k+3)m = (ZZ - 2)- L(2k+1)m - L(Zk—l)m

k+1
= (ZZ _ 2) ( Zkz_kT-l;l_Fg (Zkr—_T;- 1) _Z2k—2r+3_ (_1)r+1>

r=1

k
2k—-1  (2k—r—1
) 2k—2r+1_ -1 r+1
ZZk 2r+1( r—1 )Z (-1
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k+1

2k +1 (2k—r+1

] 2k—2r+5. -1 r+1
2k—2r+3°\ r—1 )Z (1)

r=1

4k +2  2k—r+1
2k=2r+3 (_1\r+1
ZZk—2r+3< r—1 )'Z (1)

k
2k —1 2k—r—1
.2k—2r+1. -1 r+1
Zk 2r+1(r—1 )Z (1)

Once k’y1 tek alalim. Bu durumda ilk terimler pozitif, ikinci terimler negatif olacak
sekilde terimlerin isaretleri bir pozitif, bir negatif devam eder ve son terimler negatif
olur.

Ilk ifadenin ilk iki terimini, ikinci ifadenin ilk ve son terimlerini ve Giciincii ifadenin son

terimini ayr1 yazarsak

2k +1 (2k—r—1

2k+3 (Zk 48 1) Z2k+1 + Z T g 1_ ) )_Z2k—2r+1_ (_1)r+1

k-1
4k + 2 2k —r
—2.22k+1 + (4k + 2).Z + z m( r ).ZZk_2r+1. (_1)r+1
=1
S 2%k—1 2k 1
— _r—
-2k —-1).z — —( > 2k—2r+1_ -1 r+1
( ). 2k—2r+1°\ r—1 z (=1
r=

= z2k+3 — (2k + 3).2%%*1 + 2k + 3).z

2.2k + 1). (k — t) <2k—r+1

2k-2r+1 (_1\r+1
_1(2k—r).(2k—r+1)' r+1 )'Z (=1

—  2Qk+1).0r+1) 2k —r+1
+Z(2k (

) ] 2k—2r+1_ -1 r+1
“2r+ D). 2k—r+ D'\ r+1 )Z =D

- r.(2k—=1).0r + 1) 2k — 1 +1
_Z 2k (

) ) 2k—2r+1_ -1 r+1
). 2k—2r+D.Ck—r+ D'\ r+1 >Z =D
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= z2k+t3 _ 2k + 3).z%k*1 + 2k + 3).z

k-1

2k—r+1 o - 2.2k+1).(k—1)
+Z( r+1 )'ZZkz LD 1'<(2k—1’).(2k—1’+1)

r=1
2.2k+1).(r+1)
T k=2t D.Ck=—r+1)
r.2k—1).(r+1)
T QRk-1).Qk-2r+1D.Q2k—-r+ 1))

Simdi son parantezin igindeki ifadeyi ayri inceleyelim.
Paydalar esitlersek

@Rk —2r+1.2.2k+ 1. (k=) +2.2k+1).(r + 1.2k — 1) —r.(2k — 1).(r + 1)
h Qk—1).2k-2r+1).QRk -7+ 1)

rk-1.(r+1)
CQ2k-1).2k=2r+1.2k—-1r+1)

Pay1 ayr1 incelersek

= 8k3 — 8k?r + 4k? — 8k?r + 8kr? — 4kr + 4r? + 4k?* — 4kr — 4kr + 2k — 2r
+8k?r — 4kr? + 8k? — 4kr + 4kr — 2r% + 4k — 2r — 2kr? — 2kr +r® +7r

= 8k3 — 8k?r + 2kr? — 14kr + 16k? + 3r? + 6k — 3r

= 8Kk® + 16k* + 6k + 2kr? + 3r? — 8k?r — 14kr — 3r

= 8k3 + 12k? + 4k? + 6k + r2.(2k + 3) — (8k?r + 12kr + 2kr + 37)

= 4k2. (2k + 3) + 2k. (2k + 3) + 12.(2k + 3) — (4kr. (2k + 3) + 7 (2k + 3))

= 2k + 3).(4k?> + 2k + r*> — 4kr — 1)

= 2k + 3).(4k? — 2kr — 2kr +r*> + 2k — 1)

=QRk+3).Q2k.2k—1r)—1r.QRk—1r)+ 2k —1)

=Q2k+3).Q2k—7).Q2k—-1r+1)

Bu ifade paya yazilirsa
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B k+3).2k—7).2k—1r+1) _ 2k+3
T Rk-1).2k=2r+1.Qk-r+1) 2k-2r+1

olur. Bulunan esitlik yerine yazilirsa

= z2k+t3 _ 2k + 3).z%K*1 + 2k + 3).z

k—
22k2k+3 <2k—r+ 1).22](_2“1.(_1)“1

—2r+1°\ r+1
& 2k +3  2k—r+3
—-Tr
— . 2k—2r+5_ -1 r+1
2k—r+5( r—1 )Z (1)
r=1
elde edilir.

Simdi k y1 ¢ift alalim. Bu durumda ilk terimler pozitif, ikinci terimler negatif olacak
sekilde terimlerin igaretleri bir pozitif, bir negatif devam eder ve son terimler pozitif

olur.

Ilk ifadenin ilk iki terimini, ikinci ifadenin ilk ve son terimlerini ve tigiincii ifadenin son

terimini ayr1 yazarsak

2k +1 (Zk—r—l

2k+3 (Zk + 1) ZZk+1 + z T — 1. i1 >.22k—2r+1. (_1)r+1

k-1
4k + 2 2k —r
—2.22"+1—(4k+2).z+22k (

2k-2r+1 —1 r+1
— 2k — 2r+1° )'Z (=D

r

2k —1 <2k—r—1

— — - @ 2k-2r+1 (_1\r+1
+(2k —1).2 ZZk—2r+1' >.z (=1)
r=

r—1

= z2k+3 — 2k + 3).2%**1 — 2k + 3).z

2.2k +1).(k—=1) (2k—r+1

) ] 2k—2r+1_ -1 r+1
k=) Zk—r+ D'\ r+1 )Z =D
r=
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) .sz—2r+1. (_1)r+1

k-1
+Z 2.2k+1).(r+1) <2k—r+1
1(2k—2r+1).(2k—r+1)' r+1
r:

&

r.2k—-1).(r+1) 2k —r+1
a 1(2k—r).(2k—2r+1).(2k—r+1)'< r+1

=

) .ZZk—2r+1. (_1)r+1

r

= z2k+3 — 2k + 3).2%%*1 — 2k + 3).z

&

-1

2k—r+1
+ 2.
r+1

2.2k +1).(k — 1)
2k —1).2k -1+ 1)

)_ZZk—2r+1_ (_1)r+1_<

<
Il
[y

2.2k +1).(r+1)
T k=2 + D.Ck—r+1)
r.Qk—1).(r+1)
Ck-1).2k—-2r+1).Ck -1+ 1))

Simdi son parantezin i¢indeki ifadeyi ayr1 inceleyelim.
Paydalar esitlersek

@k —2r+1).2.2k+1).(k—7r) + 2.2k + 1).(r + 1). 2k — 1)
h Rk -1).Q2k-2r+1).Q2k—-r+1)

rk-1.(r+1)
CQ2k-1).2k=2r+1.2k—-1+1)

Pay1 ayr1 incelersek

= 8k3 — 8k?r + 4k? — 8k?r + 8kr? — 4kr + 4r? + 4k? — 4kr — 4kr + 2k — 27
+8k?r — 4kr? + 8k? — 4kr + 4kr — 2r% + 4k — 2r — 2kr? — 2kr +r? +7r

= 8k3 — 8k?r + 2kr? — 14kr + 16k? + 3r? + 6k — 3r

= 8k3 + 16k* + 6k + 2kr? + 3r* — 8k*r — 14kr — 3r

= 8k3 + 12k? + 4k? + 6k + 2. (2k + 3) — (8k?r + 12kr + 2kr + 37)

= 4k?.(2k + 3) + 2k. (2k + 3) + 2. (2k + 3) — (4kr. 2k + 3) + r(2k + 3))

= 2k + 3).(4k? + 2k + r?> — 4kr — 1)
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= 2k +3).(4k? = 2kr = 2kr +r* + 2k — 1)
=QRk+3).Q2k.2k—1r)—1r.QRk—1)+ 2k —1)
=0R2k+3).R2k-1r).2k—-7r+1)

Bu ifade paya yazilirsa

@k +3).2k-1.2k-r+1) _ 2k+3
T Rk-1).Rk—=2r+1).Qk-r+1) 2k—2r+1

olur. Bulunan esitlik yerine yazilirsa

= z2k+3 — (2k + 3).z%%*1 — 2k + 3).z

k-

2k + 3 2k—r+1
] 2k—2r+1_ -1 r+1
Z —2r+1( r+1 )Z =D

k+2

_ 2k +3 (2k—r+3

— A ) 2k—2r+5_ -1 r+1
2k—2r+5\ r—1 )Z (=1)

r=1

elde edilir.

Ornek 5.1.28. Bu o6rnekte Teorem 5.1.27.’nin dogrulugu bazi n ve m degerleri igin

gosterilecektir.

n=3ve m=4 in L, =7, Lyg = 710647

4

Z 7
9 —

r=1

=77 —-7.754+14.73 - 7.7
= 823543 — 117649 + 4802 — 49
= 710647

7—r
2r (r — 1) GO

= L,g oOlur.
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Teorem 5.1.29. L, tek olmak iizere L2 \("/;m) = LAF"\L, dir.

Ispat. m tek olsun.

Teorem 5.1.25.’teki
k+1

, 2k+1  2k—t+1 ak-aee3
@k+1ym = 2k —2t+3°\ t-1 m

esitliginde tek sabit say1 k’dir. Kabul edelim ki 2k + 1 ="/, = L . b olsun.

2k — 2t + 3 = L},.c olsun. L, 1’den farkli bir Lucas sayisi iken r daima

(2k — 2t + 3 = 1 hari¢) 2k — 2t + 2 ‘den kiigiiktiir. Her boliimde L2¥~2t*3 carpam
olduguna gore, her boliimde en az p + 1 adet L,,, ¢arpan1 vardir. O halde polinom L’,’,;H
parantezine alinabilir. O halde m tek iken Liygq1)m » Ly NN k =LY ..b  olmak iizere
en fazla p + 1 kuvvetine boliinebilir.

Benzer sekilde m ¢ift iken de ayni sonucu vermektedir. Ispat tamamlanir.

Ornek 5.1.30. Bu o6rnekte Teorem 5.1.29.°un dogrulugu bazi n ve m degerleri igin
gosterilecektir.

m =5 i¢in Ly = 11 “tiir ve tektir.

n =55 igin Lgg = 112%.(2579495909)

L5\(55/5) olur. Buradap = 1 ve L2\Lss olur.

m = 2 i¢in L, = 3 “tiir ve tektir.

n = 54 i¢in Ls, = 3*.(2381483378)

L3 (54/ )olur Buradap = 3 ve L}\Ls, olur.
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6. SONUC

Bu tez ¢alismasinda Lucas sayilariyla ilgili boliinebilme 6zellikleri arastirilmistir. Bu
tez caligmasinda Fibonacci ve Lucas say1 dizileri arasindaki iliskilerden yola ¢ikilarak
Lucas sayilarinda yeni boliinebilme oOzellikleri bulunmustur. Yapilan arastirmalar
neticesinde m.Lucas sayisinin n. Lucas sayisinin kaginct kuvvetine boliinebilecegine

(L,P|Ly, sartina) ulasilmastir.

Benzer ozelliklerin Pell sayilari, Pell- Lucas sayilari, Jacobsthal sayilar1 ve Jacobsthal-

Lucas sayilari i¢in varlig1 arastirilabilir.
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8. EKLER

Tablo 8.1. Ilk yiiz Lucas sayis1

Lo 2 | Lys 167761 | Lg, | 28143753123 | L7s | 4721424167835364

Ly 1 | Ly 271443 | Lg; | 45537549124 | L,g 7639424778862807

L, 3 | Ly, 439204 | Lo, | 73681302247 | L., |  12360848946698171
Ls 4 | Lyg 710647 | Loy | 119218851371 | L, |  20000273725560978
Ly 7 | L,o | 1149851 | L., | 192900153618 | L,o | 32361122672259149
Ls | 11 | Lsy | 1860498 | Lgs | 312119004989 | Lg, |  52361396397820127
Le | 18 | Ls; | 3010349 | Lgs | 505019158607 | Lg, |  84722519070079276
L, | 29 | Ly, | 4870847 | Lg, | 817138163596 | Lg, | 137083915467899403
Ly | 47 | Lss | 7881196 | Leg | 1322157322203 | Lgy | 221806434537978679
Lo | 76 | Ly, | 12752043 | Lgy | 2139295485799 | Lg, | 358890350005878082
Lio | 123 | Lyg | 20633239 | Ly, | 3461452808002 | Lgs | 580696784543856761
Li1| 199 | L, | 33385282 | L, | 5600748293801 | Lg, | 939587134549734843
L, | 322 | Ly, | 54018521 | L, | 9062201101803 | Lg, | 1520283919093591604
Lis | 521 | Lsg | 87403803 | Ly | 14662949395604 | Lgg | 2459871053643326447
Ly, | 843 | Ly | 141422324 | L, | 23725150497407 | Lgo | 3980154972736918051
Lis | 1364 | Ly, | 228826127 | Leg | 38388099893011 | Loo | 6440026026380244498
Lig | 2207 | L, | 370248451 | L., | 62113250390418 | Lo, | 10420180999117162549
Ly, | 3571 | L,, | 599074578 | L, | 100501350283429 | Lo, | 16860207025497407047
Lig | 5778 | Ly | 969323029 | Leg | 162614600673847 | Lo | 27280388024614569596
Lig | 9349 | L,, | 1568397607 | Ly | 263115950957276 | Lo, | 44140595050111976643
Lyo | 15127 | L,g | 2537720636 | L,, | 425730551631123 | Lo | 71420983074726546239
Ly, | 24476 | L, | 4106118243 | L,, | 688846502588399 | Lo, | 115561578124838522882
Ly, | 39603 | L,, | 6643838879 | L., | 1114577054219522 | Lo, | 186982561199565069121
Lys | 64079 | L,g | 10749957122 | L., | 1803423556807921 | Log | 302544139324403592003
Ly, | 103682 | Lo | 17393796001 | L., | 2918000611027443 | Loo | 489526700523968661124
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9. 0OZGECMIS

Kisisel Bilgiler

Ad1 Soyadi : Sadettin KARAGOL
Dogum Tarihi :15.09.1986

Dogum Yeri : Erbaa/TOKAT
Medeni Hali  : Evli

Yabana Dili  : Ingilizce
Telefon : 5452956060
E-posta - karagol.sadettin@gmail.com
Egitim :
Derece Egitim Birimi Mezuniyet Tarihi
Yiiksek Lisans Tokat Gaziosmanpasa Universitesi 2020
Lisans Karadeniz Teknik Universitesi 2009
Ortadgretim Tokat Anadolu Ogretmen Lisesi 2004
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