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ISLEVSEL DERECELENDIRILMiS KAPLAMALARA BAGLI iNCE
FILMLERIN MEKANIK MODELLENMESI

OZET

Bu tezde, sonlu boyda ince film, hemen altinda islevsel derecelendirilmis kaplama ve
en altta ise homojen yarim diizlem destek bulunan birlesik bir yapi, cesitli ylikleme
sartlar1 altinda iki boyutlu lineer elastisite teorisi uygulanarak incelenmistir. Bu tip
yapilarda yiikleme; film/kaplama {iretimi isleminden dolayr kalint1 yiiklerinden,
yapinin kullanimi esnasinda maruz kaldig1r mekanik veya termal yiiklerden kaynakli
gerilmelerden olusabilmektedir. Bu c¢aligmanin temel amaci, arayiizey veya
kaplamada catlak baslangici ve ilerlemesi sorununa neden olabilen film uglarinda
olusan gerilme yigilmalarini veya tekillik siddetlerini incelemektir. Arka plandaki
temas mekanigi problemi, ince film membran; islevsel derecelendirilmis malzemeli
(IDM) kaplama ve homojen destek de elastik siirekli ortam kabul edilerek formiile
edilmistir. IDM kaplama ve homojen destek i¢in elastisite ¢oziimii ve arayiizeylerde
yer degistirmelerin siirekliligi kabulii sayesinde probleme hakim tiimlev (integral)
denklemi bulunmustur. Bu tiimlev denklemi tekil olup, bilinmeyen film-kaplama
araylizey gerilmesi fonksiyonu i¢in Cebisef polinomlarinin 6zelliklerinden
yararlanilarak dogrusal cebirsel bir denklem sistemine indirgenerek, sayisal olarak
¢Oziilmiistiir. Hesaplanan sonuglar, film-kaplama arayiizeyi boyunca olusan kayma
gerilmesi dagilimi, film uglarindaki kayma gerilmesi tekillik siddeti ve film ekseni
boyunca olusan normal gerilme dagilimidir. Bu calisma, yapmin geometrik ve
mekanik degistirgenlerinin (parametrelerinin) ve ayni zamanda yiikleme tipinin,
gerilme dagilimlart ve film ucu kayma gerilmesi tekillik siddeti lizerinde ne kadar
etkili oldugunu gostermistir. Bu degistirgenlerin degerinin ayarlanmasi ve kaplama
icin dogru derecelendirme sekli se¢ilmesiyle kaplamanin yorulma veya kirilmasinda
ve filmin hasar gérmesinde veya bozulmasinda dnemli rol oynayabilen film ucu
kayma gerilmesi tekillik siddeti ve filmde olusan eksenel normal gerilme
degerlerinin distliriilmesi miimkiindiir.

Anahtar Kelimeler: Islevsel derecelendirilmis malzeme, ince film, kaplama, tekil
tiimlev (integral) denklem.
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MECHANICAL MODELING OF THIN FILMS BONDED TO

FUNCTIONALLY GRADED MATERIALS
ABSTRACT

In this thesis, a compound structure consisting of thin film bonded to the coating of
functionally graded material (FGM) which resides on the homogeneous half plane is
studied by applying two dimensional linear elasticity theory under various loading
conditions. In these problems the loading consists of stresses caused by residual
stresses resulting from film/coating processing and thermal or mechanical loadings
during service life of the structure. The primary interest in this study is in examining
stress concentrations or strength of singularities near the film ends, which may cause
crack initiation and propagation in the coating or along the interface. The underlying
contact mechanics problem is formulated by assuming that the film is a “membrane”
and the FGM coating and homogeneous substrate are elastic continua. By using the
elasticity solution for the FGM coating and the homogeneous substrate, and
continuity of displacements at the interfaces, the governing integral equation for the
problem is found. This integral equation comes out to be singular and may be
reduced to a linear algebraic system of equations by using the properties of
Chebychev polinomials, and then solved for the unknown interfacial shear stress
numerically. The calculated results are the interfacial shear stress between the film
and the graded coating, strength of stress singularity at the end of the film and the
axial normal stress in the film. This study reveals that both mechanical and
geometrical parameters of the structure as well as loading type have a great effect on
the stress distribution and the strength of shear stress singularity at the film ends. By
adjusting these parameters and the type of the grading, it is possible to lower the
strength of shear stress singularity and the axial normal stress in the film that may
have a bearing on the fatigue and fracture of the coating and damage or failure during
or after the production stage of the thin film.

Keywords: Functionally graded material, thin film, coating, singular integral
equation.
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olusturmustur.
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Aciklama

Euler’e atfen verilmis askin sayi, tanimlarindan birisi soyledir:

X—>0

e=1lim (1+4) =2.718....
X
Govde kuvveti (yer c¢ekimi, v.s. kaynakli), kiitle kuvveti de
denmektedir (mesela bkz. [61]).
Fourier doniisiimii
Karmasik say1 olup, i =+/-1 olarak tanimlanmaktadir.

i’den baslaylp j’de biten tamsayilar dizisi olup, esitlendigi

degiskenin belirtilen araliktaki tamsayi degerlerini alabildigini
gostermektedir.

Diferansiyel denklem sisteminin karakteristik kokleri

Filmin sirasiyla a ve b ucundaki sabit ve diizgiin dagili mekanik
yiikler (bkz. Sekil 1.1)

Birinci Tip Cebisef' Polinomlari (bkz. EK 7)

Ikinci Tip Cebisef Polinomlar1 (bkz. EK 7)
Sirastyla x ve y yoniinde yer degistirmeler
Koordinat eksenleri (bkz. Sekil 1.1)

Kaplama i¢in heterojenlik sabiti (bkz. denklem (2.1))

Kaplama derecelendirme oranini/seklini gosterir, kaplama st
yliziiniin alt yiiziine gore uyarligidir (bkz. Cizelge 3.1).

Kronecker delta i = j ise 3, =1, diger durumlarda sifirdir.

Dirac delta fonksiyonu ¢ = x oldugunda fonksiyonun degeri sonsuza
giderken diger durumlarda sifir olmaktadir.

Gerinim
Kaplama ve destekteki sabit uzak alan gerinim yiikii

Kolasaf (Ing. Kolosov) veya Muskhelishvili (Ing.) sabiti

! Rus matematikg¢i (1821-1894), isminin orijinal yazilist “Ue0pmmes” olup, farkli dillerde farkl
yaziliglari vardir. Ornegin Ingilizcede “Chebychev,” Almancada “Tschebyscheff” olarak
yazilmaktadir; burada, Rusca soylenisi esas alinarak Tiirk abecesiyle yazilmistir (bkz. mesela
http://dic.academic.ru/).
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ij Koordinat eksenleri 1, 2, 3 (Kartezyen sistemde sirasiyla x,y ve z)
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Genel gosterim kurallari ve adlandirma i¢in liitfen EK 1’e bakiniz.
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1. GIRIS
1.1 Cahsmanin Amaci

Teknolojik ilerlemeler, bir yandan kuramsal ¢alismalara, 6te yandan da gelistirilen
yeni malzemelerle ilintilidir. Dogadaki miikemmel yapilari/sistemleri 6rnek alan
miihendisler, nanoteknoloji ve akilli iiretim yontemleri sayesinde daha akill® yapilar
liretmeye caligmaktadirlar. Uretilen bu yapilarin enerji verimliligi, basarim
(performans), maliyet, ekolojik uyumluluk v.b. hususlarda iyilestirilebilmesi i¢in ¢ok
kiigiik boyutlarda islenmis olmalar1 gerekmektedir. Bu yapilardan biri olan ince filmli
veya kaplamali yapilar, mikroelektronik biitlinlesik devreler, manyetik bilgi saklama
sistemleri, optik kaplamalar (filtreler), asinma veya korozyon dayanimli kaplamalar,
seramik kompozitlerin takviye kaplamalari, giines pili hiicresi, yakit pili,
mikroelektromekanik sistemlerde kuvvet iireteci, v.b. uygulama alanlarinda
kullanilmaya baslanmis ve giiniimiizde de artan bir hizla kullanilmaya devam

edilmektedir [1-5] .

Ince filmlerin iiretimi sirasinda veya sonrasinda olusan gerilmeden dolay1r malzeme
bozulma olasilig1 — temel islevsel karakteri yiik tasima olmayan malzemelerde bile —
teknoloji simirlayan bir bariyer olarak durmaktadir [6]. Uretilen ince filmli yapilarin
yiiksek dayanimli olmasi gerekmektedir. Bu nedenle, ince filmli yapilarin mekanik
olarak modellenmesi ve analitik/hesaplamali yontemlerle elde edilen sonuglarin
1s1g¢inda iiretim yoOntemlerinin iyilestirilmesi ve kullanim sartlarinin belirlenmesi

gerekmektedir.

? Akillilik kavranu insanlara ait olup, erkek demir (sert demir), disi bakir (kolay islenebilen), gelige su
verme gibi birlesik terimlerde oldugu gibi malzemeler icin de kullanilmaktadir. Belki de akilli
malzemeden ziyade, akillica tasarlanan, iretilen ve kullanilan malzemeden sz etmeliyiz.
Kullandigimiz/iirettigimiz malzemelerin/yapilarin  performanst veya “akilliligi” aslinda bizim
akililigimizin da bir gostergesidir.



Film gerilmeleri; i¢ kaynakli ve dis kaynakli gerilmeler olarak ikiye ayrilabilir. I¢
kaynakli gerilmeler filmin destek malzemesi veya komsu katman iizerinde
gelistirilmesi esnasinda olusan gerilmelerdir; dis kaynakli gerilmelerse gelisimi takip
eden siirecte cevre sartlarindaki fiziksel degisikliklerden dolay1 olusan gerilmelerdir.
I¢ kaynakli gerilmelerin giderilmesi igin 6zel vakum pompalari ile asir1 yiiksek
vakum sartlar1 olusturularak (~10'10 Torr) film gelisim gerilmelerinin gergek
zamanda, mesela film egrilik capinin degisiminden hareketle (Stoney formiilii
yardimiyla), gozlemlendigi ve kontrol edildigi “akilli {iretim yOntemleri”

kullanilmaktadir [4, 6, 7].

Bu caligsmada, ayrintilar1 problem taniminda (bkz. kisim 1.2) verilen birbirine bagh
ic malzemeli bir yapi, verilen varsayimlar (bkz. kisim 1.3) altinda iki boyutlu elastik
teori kullanilarak modellenmis ve analiz edilmistir. Yapilan analizle film ucunda
olusan kayma gerilmesi tekillik siddeti, filmdeki eksenel normal gerilme ve film
kaplama arayiizeyindeki kayma gerilmesi dagilimlar1 i¢in elde edilen
analitik/hesaplamali sonuglarin (bkz. boliim 3), sistemin ayirt edici 6zelligini
belirleyen degistirgenlere (parametrelere) bagli olarak nasil degistiginin bulunmasi
amaclanmistir. Bu ¢alismanin temel amaglarindan biri film uglarindaki gerilme

tekillik siddetlerinin incelenmesidir.

Tez c¢alismasimin birinci boliimiinde genel bir literatiir 6zeti ve problem tanimi
verilmis olup, calismadaki varsayimlar siralanmistir. Ikinci béliimde ise karigik sinir
deger problemi tekil tiimlev denkleme indirgenerek, ¢dziimii verilmistir. Ugiincii
bolimde muhtemel yilikleme tiirleri i¢in sayisal sonuglar verilmis olup bazi 6zel
durumlar i¢in Sonlu Elemanlar Analizi (SEA) sonuglartyla dogrulanmistir. Dordiincii
boliimde ise biitiin sonuglar genel bir bakis acisiyla yorumlanmis olup gelecekte
yapilabilecekler sunulmustur. Tez igerisinde egik harflerle yazili biitiin
kelimelerin/ifadelerin anlamlar1 veya Ingilizce karsililari EK 2’de verilmis olup,

formiilasyon esnasindaki bazi agiklamalar da EKLER’e birakilmistir.



1.2 Problemin Tanimi

Islevsel derecelendirilmis malzemelerin (IDM) temas mekanigi genelde iki genis
ulamda (kategoride) incelenmektedir: “Batic1 u¢ problemi olarak da adlandirilan
birincisi, yilikleyen bilesenin rijit veya sekil degistirebilir oldugu ve yiiklenen
bileseninse genellikle sekil degistirebilir oldugu siirtlinmeli ya da siirtlinmesiz
standart yiik aktarim problemleridir. Birinci tipe 6rnek olarak, rulmanlar, digliler,
kamlar, silindir yataklar/piston halkalar1 ve sabit gaz tiirbinlerindeki asindirilabilir
contalar (abradable seals), v.b. verilebilir. Bu uygulamalarda, malzeme 6zelligini
derecelendirme fikri, mekanik pargalar1 — genelde asinma dayanimini iyilestirmek
i¢cin — uygun IDM katmanlariyla kaplanir. Ikinci tip temas problemleri ise IDM
desteklere yapistirilmis ince filmler ve kaplama tabakalarindan olusmaktadir.
Kaplama tabakalar1 genellikle havacilik ve ingaat miihendisligi alanlarinda
kuvvetlendirici veya sertlestirici olarak kullanilmaktayken ince filmler ise daha ¢ok

mikroelektronik uygulamalarda kullanilmaktadir [8,9].”

Problem geometrisinde en altta sonsuz homojen bir yarim destek malzemesi’,
tizerinde islevsel derecelendirilmis kaplama ve en iistte de ince film bulunmaktadir
(bkz. Sekil 1.1). Bu calismada, sadece film ve kaplama arasindaki temas problemi ele
alinmaktadir. Bu problemlerde yiikleme; diizgiin sicaklik degisimlerinden, ani

sicaklik dalgalanmalarindan, uzak alan mekanik yiiklerinden (kaplama ve destekten
|x| — o iken), film {retimi veya baglama isleminden dolay1 kalinti yiiklerinden,

sistemin kullanim1 esnasinda maruz kaldig1 mekanik yiiklerden kaynakli gerilmelerin

biri veya herhangi birkac¢inin birlesiminden olusabilmektedir.

Film, islevsel derecelendirilmis kaplama ve destek malzemesinden olusan bu {iglii
sisteme mekanik yiiklemeler ya filmden ya da altindaki kaplamadan/destekten

uygulanabilir. Uygulanabilecek yiiklemeler Erdogan ve Gupta’nin [10] kullandigi

3 “Yart-sonsuz homojen bir destek” yerine “sonsuz homojen bir yarim destek” ifadesi kullanilmistir.
Ayrica bkz. s.25 dipnot 6.



gibi simetrik (esit biiylikliikte ve karsilikli zit yonlerde) ve antisimetrik (esit
biiytikliikte ve karsilikli ayn1 yonlerde) bilesenlerine ayrilabilir. Destege/kaplamaya
uygulanan uzak alan gerinim yiiklerini de diisiiniirsek miimkiin mekanik yiikleme
sekilleri dorde ayrilir: film uglarindan simetrik ve antisimetrik; kaplamadan/destekten
simetrik (bkz Sekil 1.2) ve antisimetrik yiiklemeler. Her bir yiliklemenin etkisi tek tek
incelenerek sonuglar {ist iiste ekleme (siiperpozisyon) yontemiyle bulunabilir.
Sistemin statik dengede kalabilmesi i¢in destekten/kaplamadan antisimetrik yiikleme
durumu -miimkiin olsa da- olasilik diginda tutulmalidir. Ote taraftan filmden yerel
olarak uygulanan antisimetrik mekanik yiiklemenin etkisi destekte/kaplamada

sonsuza giderken sonlimleneceginden dolay: statik dengeyi bozmayacaktir.

Yukarida yapilan siniflandirmaya gore filmden yapilabilecek mekanik yiikleme
tiirleri filmin her iki ucundan da kuvvet uygulamay1 gerektirmektedir. Biraz daha
analiz edildiginde, aslinda bu yiikleme tiirlerinin de temelde tek ugtan bir yilikleme
tiirlinlin yaratacagi etkilerin uygun sekillerde {ist liste eklenmesiyle elde edilebilecegi
goriiniir. Iki uclu yiiklemeden once, tek uglu yiiklemenin (bkz. Sekil 1.3)
incelenmesi, ince filmli modelin mekanik tepkisinin fiziksel agidan daha agik

anlasilmas1 bakimindan da 6nemlidir.

Problem formiilasyonu biitlin mekanik yiikleri ve termal yiikleri ortak bir yiik
fonksiyonuyla verecek sekilde yapilmis olup (bkz. bolim 2); sayisal sonuglar

muhtemel mekanik ytliklemeler i¢in ayr1 ayr1 verilmistir (bkz. boliim 3).

Bu haliyle, problem karigik sinir deger problemi olup, probleme hakim denklemin
elde edilmesi i¢in uygulanacak fiziksel sart*, film-kaplama arayiizeyindeki ideal bag
varsayimindan dolay1 yer degistirmelerin (dolayisiyla yer degistirmelerin eksenel

yondeki gradyantlarinin) esitlenmesidir (bkz. denklem (5e,)).

* “Probleme hakim fiziksel sart” (“The physical condition that governs the problem...”) tabiri daha
once Benscoter [11] tarafindan kullanilmistir.
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1.3 Varsaymmlar

Sekil 1.1°de tasvir edilmis olan problem asagidaki varsayimlar altinda ¢oziilmiistiir
(bkz. bolim 2):

e Her li¢ malzeme i¢in de dogrusal elastik teori (Hooke Yasasi) gegerli,

e Malzemeler, ideal siirekli ortam olarak alintyor (piirlizsiiz, ¢atlaksiz),

e Ince film membran gibi davranmakta,

e Ince film-kaplama arasindaki ve kaplama-destek malzemesi arasindaki
araylizey ideal bagli (yani arayiizey noktalarmin yer degistirmeleri ayni ve
arayiizeyde katmanlar arasinda gerilme siirekliligi var),

e Kaplama malzemesi islevsel derecelendirilmis,

e Kaplamadaki malzemenin kayma modiilii listel bir degisim gosteriyor,

e Her lig malzemede de Poisson oranlari sabit kabul edilmekte,

e Diizlem gerinim veya genellestirilmis diizlem gerilme® mevcut (formiilasyon
her iki durum i¢in de ortak bigimde verilmistir),

e Film kalinlig1 boyunca yiikler ve alan degiskenleri diizgiin dagili,

e Film kalinhig1 x’e bagh olarak degismektedir (analitik ¢alismada degisken
kabul edilen film kalinlig1, sayisal 6rneklerde sabit alinmistir),

e Sistemdeki yiiklemeler Destek ve kaplama malzemesinde sabit uzak alan
(6n)gerinimleri , &,; film uglarinda diizglin dagili mekanik yiikler (sekillerde-
Sekil 3.11 disinda- bu yiiklerin bileskesi gosterilmistir); ve film ve kaplama
arasinda termal uyumsuzluk yiikiinden olugsmaktadir,

e Govde kuvvetleri sifir kabul edilmektedir,

e Sistem statik dengededir,

e Kaplama iist yilizeyi film-kaplama araylizeyi boyunca yer degistirme
gradyantlarinin arayiizey gerilme vektorii bilesenleri cinsinden ifade edilmesi
esnasinda, kaplama malzemesinde x - ekseninde art1 ve eksi sonsuzda;

homojen yarim destek malzemesinde x - ekseninde art1 ve eksi sonsuzda, y -

> Bkz. EK 3



ekseninde de eksi sonsuzda gerilmeler sifir kabul edilmistir (Serbest yayilan

etkinin sonsuzda séniimlenmesi sarti). Bu kabul, destek ve kaplamada Xx -
ekseninde art1 ve eksi sonsuzda uygulanan uzak alan (6n)gerinimleri , &, ile

celisiyor gibi goriinmektedir; halbuki bu safthada sadece film-kaplama
araylizeyindeki hayali ylizey gerilme vektorleri dis yiik olarak diistiniilmekte
ve araylizeydeki yer degistirme gradyantlar1 bunlar  cinsinden
hesaplanmaktadir. Gergekte, uzak alan gerinimi veya film ucglarindan
uygulanan kuvvet gibi sisteme etkiyen dis ylikler, bu film-kaplama
araylizeyindeki gerilme vektorlerine neden olmaktadir. Gergek yiikler,
uyarlilik veya film denge denklemleri yazilirken sonradan ilgili denklemlere

dahil edilmektedir.

1.4 Literatiire Bakis

1970’li yillara kadar [11-16] ucak yapiminda kullanilan takviye cubuk bagh
levhalardan olusan yapilarin, 1970’11 yillardan itibaren [17-19] ise genelde elektronik
devrelerin yapiminda kullanilan film/kaplama bagli desteklerden olusan yapilarin
gerilme analizi, arastirmacilart bu konuda calismaya giidiileyen temel etkenlerden
olmustur. Bir diger giidiileyici ise problemin dogasindan kaynakli ve yapinin islevini
yitirmesine neden olabilen film veya cubuk uglarinda olusan gerilme dagilimindaki
tekillikler ve bunlarin geometrik ve mekanik degistirgenlere (parametrelere) baglh
degisiminin agikliga kavusturulmasi istegi olmustur. Yapilmis calismalar
incelendiginde, ugrasilan problemin yapilan varsayimlara veya analitik/niimerik
yonteme bagli olarak farkli ¢ézlimlerinin mevcut olmasinin da aragtirmacilar1 daha
basit ve etkili ¢oziim yontemleri iiretmeye tesvik ettii goriilebilir. Ornegin,
Arutiunian [20] tarafindan 1968’de ¢6ziilen problem, 1971°de Erdogan ve Gupta [10]

tarafindan tekrar ele alinarak ¢ok daha basit ve etkili bir sekilde ¢ozlilmiistiir.



Literatiire, incelenen geometri agisindan baktigimizda: bir taraftan tam ya da yarim
levhaya® bagl tam takviye cubugunun (Melan [21], 1932), yarim takviye ¢ubugunun
(Buell [13], 1948; Koiter [14], 1955; Brown [15], 1957) ve sonlu uzunluktaki takviye
cubugunun (Reissner [12], 1940; Benscoter [11], 1949; Bufler [16], 1961; Arutiunian
[20], 1968; Erdogan ve Gupta [10], 1971) incelendigini; Gte taraftan da- giidiileyicisi
elektronik devreler olanlar tarafindan- yarim destek ve ona bagh film tabakasinin
(mesela Hu [17], 1979; Erdogan ve Joseph [18], 1990; Shield ve Kim [19], 1992;
Alaca ve arkadaslar1 [22], 2002) incelendigini gériiriiz. U¢ boyutta incelendiginde
birbirinden ayr1 olan bu iki geometri, diizlem elastisite agisindan incelendiginde ayni1
probleme donlismektedir. Bu nedenle tez icerisinde her iki problemden de “bu konu”
olarak bahsedilmistir. Ayrica temas mekaniginde incelenen bir batici ug vasitasiyla
yiik aktarimini igceren kaplamali yapilar da, lokal olarak diisiiniildiigiinde ve iki
boyutlu analiz edildiginde bir diizlem ve {lizerinde zorlanmis kaplama kapli olarak

benzer geometri dahilinde modellenebilmektedir (mesela bkz. [23-25]).

Bu konudaki ilk c¢alisma 1932°de Melan [21] tarafindan yapilmistir. Melan,
kaynaklanmis baglantilar kuramindaki gelismelerin demir/gelik yap1 uygulamasinin
gerisinde kaldigindan bahsederek, baglantilar kuraminda yetersiz bazi denemeler
disinda en basit iki boyutlu meselelerin bile o zamana kadar ele alinmadigim
vurgulamigtir. Baglantisiz (takviyesiz) yarim levha durumu i¢in kenarindan
uygulanan yatay noktasal kuvvet etkisi altinda levhadaki gerilme dagilimi 1892’den
beri bilinmekteydi (bkz. mesela [26]). Baglantisiz yarim levha i¢in Boussinesq
tarafindan verilen bu ¢oziimde, kuvvetin uygulama noktasinda gerilme degerleri
sonsuza giderken; Melan [21] yaptig1 ¢6ziimle levhanin kenarindan takviye edildigi
durumda kuvvetin uygulama noktasindaki normal gerilmenin sonlu ve kayma

gerilmesinin ise sadece logaritmik olarak sonsuza gittigini gostermistir.

6 Literatiirde tam ya da yari-sonsuz tabirleri de gecmektedir. Ancak burada ortamun biiyiikliigii her iki
durum i¢in de sonsuz oldugundan, sadece tam ve yarim nitelerme sifatlart tercih edilmistir. Yarim
levha/takviye dendiginde yari-sonsuz levha/takviye; benzer sekilde tam levha/takviye dendigindeyse
tam-sonsuz levha/takviye kastedilmektedir.



1940°da yarim levhaya bagli sonlu boydaki takviye ¢ubugu icin ilk ¢calismay1 yapan
Reissner (1940), calismasinda bir yandan sonlu ve sonsuz uzunluktaki takviye
eleman1 i¢in gerilme dagilimi formiilasyonunu yaparken bir yandan da sistemde
belirlenecek olan limit araylizey kayma gerilmesi degeri i¢in takviye elemaninin
kesit alani i¢in de bir formiil ¢ikarmistir. Cozlimiin levha ve takviyenin goreceli
boyutlarina bagliligin1 ulasilan tiimlev denklemle gdstermis olup, bu denklemin
sonlu boyda hava kanadi teorisindeki denklemle ayni tipte oldugunu vurgulamis ve

benzer sekilde ele alinabilecegini belirtmistir [12].

Yarim takviye cubuklu yarim levhay1 inceleyen Buell (1948) formiilasyonunda Airy
gerilme fonksiyonlarini kullanmis; levhayi karmasik diizlem olarak alip bir gemberin
icine konformal doniisiim uygulamistir. Ardindan bu fonksiyonlar1 Fourier serilerine
acarak soruyu cebirsel denklem sistemine indirgemistir [13]. Tam, yarim takviye ve
takviyesiz durumlar1 karsilagtiran Buell [13], takviyenin varliginin gerilme
yigilmasin1 malzemesel’ olarak azalttigmi; daha uzun takviyenin gerilme y1gilmasini
daha fazla azalttigin1 gostermistir. Ayrica Buell [13], etkili takviye boyunun takviye
ve levha elastik modiilleri ve levha et kalinligi ile takviye kesit alanina bagli oldugu

gostermistir.

Tam levhaya bagli sonlu uzunlukta bir takviye cubugunu inceleyen Benscoter
(1949), probleme hakim fiziksel sartin temas arayilizeyinde yatay yondeki normal
gerinimlerin esitlenmesi oldugunu ve ardindan da ¢6ziimii formiile etmek igin
levhadaki gerinim icin etki fonksiyonlarinin (influence func.) gerekliligini
vurgulamistir. Ugak kanadindaki genislik boyunca (spanwise) hava yiikii dagilimina
hakim denklemle (Prandtl tagima hatt1 denklemi) ayni bigimde bir timlev denklem
elde etmis ve bilinen ¢6ziim yontemlerinden biri olan Multhopp'un ydntemini

(1938)° uygulamustir. Bu yontem sayesinde tiimlev denklemini sonlu sayida nokta

7 Ayn1 yiiklemeye maruz kalan malzeme miktarimin artmasiyla gerilme degerlerinde olusacak diisiis
kastedilmektedir.
¥ [11] nolu kaynakta bahsedildigi sekliyle 6zetlenmistir.
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icin dogrusal cebirsel denklem sistemine doniistiirmiistiir. Simetrik ve antisimetrik
cubuk yiiklemesi durumu icin ayr1 ayri formiilasyon yapilmig; bir simetrik bir de
antisimetrik yiikleme durumu i¢in malzeme elastik sabitleri ayn1 alinarak sayisal
sonuclar elde edilip takviye yarim uzanimi i¢in eksenel kuvvet grafikleri

gosterilmistir [11].

Yarim ya da tam levhaya baglh yarim takviyeli bir geometriyi inceleyen Koiter
(1955), Buell [13]’in verdigi ¢Ozliime gore uzun fakat niimerik hesaplamalar
kolaylastiran bir analitik ¢alisma yapmistir. Koiter bu ¢alismasinda [14], Mellin
donigiimiinii  tekil integro-diferansiyel denkleme uyguladiktan sonra karmasik
diizlemdeki bir seritte fark denklemine doniistiirmiistiir. Doniisen bu denklem de
Laplace doniisiimii sayesinde c¢oziillip, ters Mellin doniisiimii (kontur tlimlevi
alinarak) yapilarak nihai ¢6ziim elde edilmistir. Takviyedeki eksenel kuvvet dagilimi

boyutsuz sekilde grafikle gosterilmistir.

Tam levhaya bagli yarim takviye problemini inceleyen Brown (1957), Melan [21] ve
Buell [13] tarafindan yapilan c¢alismalari analitik kesinlik agisindan takdir etmistir.
Brown [15] calismasinda, karisik sinir deger problemlerini yeni bir teknikle,
Muskhelishvili (Ing., 1953) karmasik potansiyellerini kullanarak hakim ikinci derece
fonksiyonel diferansiyel denklemlere indirgemis ve bunlar1 seri biciminde

¢Ozmuistiir.

Yarim ya da tam levhaya bagli sonlu uzunlukta takviye ¢ubugu ya da iki yarim
levhaya bagli takviye problemlerini inceleyen Bufler (1961), kendisine kadar
yapilmis en kapsamli ve sistematik caligmay1r yapmistir. Ulastigi tekil tiimlev ve
integro-diferansiyel denklemleri E. Carafoli'nin tasima kanadi kuraminda verilen
yonteme gore yaklasik olarak ¢6zmiistiir. Bu yonteme gore form sayilar1 uygun bir
bicimde kararlastirilarak takviyenin gesitli profil formlar1 elde edilmis; bu esnada,
diferansiyelinden, levha ile ekleme parcasi arasinda aktarilan kayma gerilmesi elde

edilen, ekleme pargasi kuvveti bir trigonometrik seri veya Us serisi olarak ifade
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edilmistir. Bu caligmada [16] dikdortgensel bir takviye elemani (ekleme elemani)
cesitli yikleme (zorlama) durumlart altinda incelenmis ve sonug gerilme egrileriyle
gosterilmistir. Yaptig1 analiz sonucunda Bufler [16], takviye parcasinda aktarilan
kayma ve normal gerilme bilesenleri ve takviyedeki eksenel gerilme bilesenlerinin
takviye ucuna dogru sinirsizca arttigini analitik olarak tespit etmis ve fotoelastik
(gerilme optiksel) bir yontemle de sonucu dogrulamis olup sonlu uzunluktaki

takviyenin bir tiir ¢entik etkisi yarattigini vurgulamistir.

Sonlu boyda elastik takviyeli yarim diizlemi inceleyen Arutiunian (1968), problemi,
temas gerilmelerini belirlemeye miisaade eden Prandtl tipinde bir integro-
diferansiyel denklem elde ettikten sonra bu denklem icin sonsuz kuvvet serisi
seklinde bir cevap varsayarak sonsuz cebirsel denklem sistemine indirgeyerek
¢Ozmiistlir. Arutiunian [20] bu denklem sisteminin diizenliliginin malzemelerin
elastik modiillerine ve takviye boyuna bagli oldugunu gostermistir. Takviye
uclarindaki gerilme durumunu karakterize eden tuhafliklar1 agikga goOsteren tam
analitik (exact) ¢O0ziimii hedeflemis c¢alismada niimerik ya da grafik sonug

verilmemis olup konuya iligkin tarihi ¢caligmalar etraflica siralanmaya calisilmustir.

Arutiunian [20] tarafindan verilen ¢oziimii ¢cok karisik bulan ve 6rnek verilmemis
olmasindan yakinan Erdogan ve Gupta (1971), ayn1 problemi daha basit ve etkili bir
yontemle ¢ozmistiir. Elastik takviyeli yarim diizlem problemi araylizey kayma
gerilmesi cinsinden tekil bir timlev denklemle ifade edildikten sonra, problem
Cebisef polinomlar1 vasitasiyla sonsuz cebirsel denklem sistemi ¢dziimiine
indirgenmistir. Bu denklem sisteminden Cebisef polinomlarinin bilinmeyen
katsayilari, agirlikli kalintilar yontemi kullanilarak bulunmustur. Yontemin giicli
yanlarindan birisi cebirsel denklem sisteminin ¢oziiliir ¢oziilmez yeni kuadratiir
gerektirmeden arayiizey gerilme dagiliminin ve uglardaki tekilliklerin hemen
bulunabilir olmasidir. Sistem diizenliligi (regularity) malzeme mekanik 6zellikleri ve
film kalinligin iceren bir degistirgene bagli olarak bulunmustur. Caligsmada [10] ana

timlev denklem genel miimkiin ylklemelere gore ortak bir bicimde verilmis olup,
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sonuglar arayiizey kayma gerilmesi ve gerilme tekillik siddetini iceren tam niimerik

bir 6rnek verilerek, sekille de gosterilmistir.

Genel olarak baktigimizda, problem ¢ubuk veya filmdeki normal gerilme cinsinden
formiile edildiginde integro-diferansiyel (tiimlev-diferansiyel) denklem elde
edilmekte; arayiizey kayma gerilmesi cinsinden elde edildiginde ise tlimlev
denklemle ifade edilebilmektedir. Her iki denklem de tekil tlirden olup; tam agik
bicimde ¢Oziimi heniiz bilinmemektedir. Bu denklemin ¢6ziimii icin (bkz.
Muskhelishvili (ing.), 1953° ) verilen klasik yaklasim: timlev denklemin baskin
kisminin incelenmesiyle arayiizey gerilme fonksiyonunun uglardaki tekil davranigini
tam ifade eden temel fonksiyonunun bulunmasi ve ardindan da temel fonksiyonun
baska bir tekil islegle (operatorle) carpilip diizenli hale getirilmesinden sonra tekil
fonksiyonlar cinsinden Fredhholm tiimlev denklemi elde edilip ¢oziilmesidir [27]. Bu
yontemin sayisal ¢oziimiiniin zorlugu ve uzunluguna karsit olarak temelde Erdogan
(1969) tarafindan Onerilmis olan ve sonradan daha da gelistirilen Erdogan ve
Gupta’nin (1972) 6nerdigi yontem ¢ok daha basit ve etkilidir. Erdogan ve Gupta
[27], tekil tiimlev denklemin uglardaki tekil davranisini tam ifade eden temel
fonksiyonun Cebisef polinomlarinin agirlik fonksiyonu oldugunu fark ederek, temel
fonksiyon ve Cebisef polinomlarinin birlikte ¢arpimlarini bilinmeyen arayiizey
gerilme fonksiyonu yerine yazip, tekil tiimlev denklemi i¢in Gauss-Cebisef tiimlev
formiiliinii elde edip sectikleri 6zel noktalarda, birinci tip Cebisef polinomunun
koklerinde, Cebisef polinomlarimin bilinmeyen katsayilar1 i¢in tekil tiimlev

denklemini cebirsel bir denklem sistemine indirgeyerek ¢c6zmeyi basarmistir.

Elektronik pargalarda kullanilan destek ve iletken veya yalitkan ince filmli ¢ok
katmanli yapilarda destek iizerinde film ucu etkili biiyiik gerilmelerin olusabilmesi
Hu’yu (1979) yarisonsuz destek iizerinde yarim film problemini incelemeye

yonlendirmistir. Once tam filmde eksenel yonde diizgiin dagil i¢ gerilme kabul eden

? Bilgiler [27] nolu kaynaktan zetlenmistir.
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Hu [17], aniden filmin yarisinin kesilerek oteki yarisinin ayrildigini hayal etmis ve
bu durumda ortaya ¢ikan film ucu sebebiyle olugsmus gerilme dagilimini sonlu farklar
yontemi kullanarak incelemistir. Calismada [17] filmde film gerinimi
rahatlamasindan/bosalmasindan kaynakli dagili kuvvete miisaade edilmistir (eksenel
yonde). Tam film ucunda kuvvetin uygulandigi alanin sifira gitmesinden dolay1 film
ucundaki tekilligin siirekli ortam hipotezinden/vaklasimindan kaynakli oldugunu
sOyleyen Hu [17]; bu tekilligin, bag basma kuvvetin alan basina kuvvetten daha

uygun oldugu sadece ayrik atomsal analizle ¢6ziilebilecegini belirtmistir.

Elastik destek tizerinde ¢ok katmanli veya ¢oklu filmlerin mekanik modellenmesini
yapan Erdogan ve Joseph (1990) homojen sicaklik degisimleri, yavas dongiisel 1s1l
yiikler veya uzak alandaki mekanik yiiklerden dolayr zorlanan sistemin film
uclarindaki gerilme yigilmalar1 veya tekillikleri, film ayrilmasi/bagsizlasmasi igin
gerinim enerjisi yayilim orant ve destekte miimkiin catlak ilerlemesi sartlarini
incelemistir. Calismada [18] film, ortotropik membran; destek, elastik siirekli ortam;
araylizey ise, ideal veya homojen kayma tabakasi olarak alinmis olup film kalinlig

degisken kabul edilmistir.

Destek iizerine bagh ince filmlerde kenar etkisiyle ayrismay1 arastiran Hutchinson ve
arkadaslar1 (2001) tst iiste ekleme yoOntemini kullanarak kenarlarin (u¢ ve
araylizeydeki kenarlar) gerilme dagilimi ve araylizey catlaklarinin enerji yayilim
oranini biiyiik Ol¢iide etkilemekte oldugunu; ug¢ kenarlarin arayiizey ayrismalarinin
olusumuna kars1 kendiliginden koruma sagladigini (farkli boyda ama uglardan ¢eyrek
film kalinlig1 uzakligina kadar esit aralikta hemen hemen ayni arayiizey gerilme
dagilimma sahip iki film arasinda daha kisa boylu olani araylizey ayrigmalarinin

olusumuna kars1 daha emniyetli oldugunu) gostermistir [28].

Yaptig1r analitik c¢alismay1 sonlu elemanlar yontemi kullanarak dogrulayan ve
deneysel ¢alismayla da destekleyen Alaca ve arkadaslar1 (2002) analitik ¢ozlimde:
destek lizerine bagl degisken kalinlikli film; deneysel caligmada 152 pm kalinlikta
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polyamid destek iizerine bagli 400 nm Al film serit ve Sonlu Elemanlar Analizi
¢Oziimiinde ise filmden 94 defa daha kalin bir destek kullanmistir [22]. Calismada
sistem tizerindeki yiikleme eksenel yonde ve destekten uzak alan ¢ekme gerilmesi
olup, aym1 zamanda filmle destek arasindaki gerinimsel uygunsuzlugu da temsil
edecek sekilde verilmistir. Calismanin [22] analitik kisminda 1s1l yiikler de formiile
edilmis olup araylizey kayma gerilmesi i¢in ulasilan tekil tiimlev denklem Vekua'nin
(1945) sonlu genislikteki ucak kanadi teorisinde kullandigi ¢oziimii kullanilarak
Fredholm denklemine indirgenerek c¢oziilmiistiir. Film wuglarindaki gerilme
yigilmalarini inceleyen Alaca ve arkadaslar1 [22]: (i) serbest uglarda karekok tekilligi
oldugunu, (ii) verilen yiik altinda filmin narinlik (boy/kalinlik) orani arttik¢a ve film-
destek rtijitlik oran1 azaldikca kayma gerilmesi tekillik siddetinin azalmakta
oldugunu, (iii) film-destek rijitlik oranin ondan biiylik olmasi durumunda filmin

egilme etkilerinin ihmal edilebilir oldugunu vurgulamistir.

Filmin kayma cevabini olduk¢a iyi veren membran benzesiminin arayiizeydeki
kavlama/soyulma gerilmesi hakkinda bilgi vermemesinden hareketle Shield ve Kim
(1992), elastik yarim diizleme uyumlu halde bagli sonlu uzunlukta ince film
problemini filmin egilme katiligin1 ihmal etmeden kirig teorisini uygulayarak
¢Oozmiustlir. Shield ve Kim [19] film ucglarindaki akmayi modelleyebilmek igin
“yapiskan bolge” (cohesive zone) modeli uygulamis; kayma bolgesi olarak
adlandirilan bu bolgede normal acilmasiz sadece teget kaymalara miisaade edilmistir
(film-destek araylizeyinde yer degistirmelerin esitligi sarti yerine kaymanim film
akma kaymasina esitligi sarti getirilerek sinir sart serbestlestirilmistir). Destekte
yanlardan diizgiin dagili bas1 gerinimi (ayn1 zamanda termal uyumsuzluk gerinimini
de temsil etmektedir) kabul eden Shield ve Kim [19], film i¢in kiris teorisi kullanarak
yazdiklar1 diferansiyel denklemleri tiimlev denkleme dontstiirdiikten sonra yari
diizlem i¢in verilen tekil timlev denklemle birlestirmistir. Calismada [19] elde edilen
sonuglardan bazilar1 sunlardir: (i) destege gore film sertlestikge egilme etkisinin
artmasi ve uclarda diisey yonde ¢ekme kuvvetlerinin (negatif basing) olusmasi, (ii)
daha rijit filmlerde membran benzesiminin — kiris modeli sonuglarina goére — daha

yakin sonug vermesi, (iii) filmdeki eksenel kuvvet dagiliminin uzun filmlerde ortada
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daha fazla olmasi, (iv) membran modelinin mod agisinin yaklasik n/2 oldugu kati

durumlar i¢in daha gegerli oldugu.

Cubuk takviyeli levha problemiyle ugrasan arastirmacilar tek uctan [20] veya cift
uctan [11,12] ¢ubuga kuvvet uygulayarak, ya da levha uglarindan diizglin dagil
gerilme uygulayarak [15] yapi iizerindeki yiliklemeyi verirken; film bagh destek
problemini inceleyenler ise genelde filmde [17] ya da destekte diizgiin dagili [19] bir
on gerilme/gerinim kabul etmektedirler. Film uclarindaki herhangi bir yiikleme
durumunun simetrik (iki uctan esit biiylikliikte zit yonlere) ve antisimetrik (iki ugtan
esit ve ayni1 yonde) yiik bilesenlerine ayrilabilecegini belirten Benscoter (1949) her
iki durumu da ayr1 ayr1 incelemistir. Cubuk takviyeli levha geometrisini inceleyenler
arasinda en sistematik calismayr Bufler (1961) yapmistir. Bufler [16], takviye
cubugunun tek ugtan, iki uctan (simetrik ve antisimetrik) miimkiin ylikleme
durumlarim1 ayr1 ayri incelemistir. Takviye bagli yarim diizlem geometrisini
inceleyenler arasinda Erdogan ve Gupta (1971) hem diizlemden yiikleme durumunu
hem de takviye uglarindan simetrik veya antisimetrik ylikleme durumlarini igeren bir
yiik fonksiyonu tanimlayarak problemin tiimlev denklemini ortak bir bigimde
gosterebilmistir [10]. Biz bu calismada (tezde), problemi biitiin mekanik yiikleme
durumlar1 i¢in formiile etmis olup; problemin fiziginin ve simetrik ve antisimetrik
ylikleme durumlarinin farkinin daha iyi anlasilabilmesi acisindan oncelikle film-
destek yapisinin tek uclu filmden yiiklenmesi durumunu inceledik ve sonuglarin {ist

tiste eklenmesiyle filmden iki uglu yiikleme durumlari i¢in sonuglar elde ettik.

Takviye ¢ubuk bagh plaka geometrisini inceleyenler cesitli varsayimlar yapmislardir.
Cubugun egilme katilig1 ihmal edilmis olup; ya tek boyutlu dogrusal elastisite teorisi
kullanilarak [11-16,20,21] ya da membran benzesimi [10] kabul edilerek ¢ubuk
modellenmistir. Film bagl destek problemini ¢dzenlerinse ¢ogunda [8,18,22] ince
filmin egilme katilig1 ihmal edilerek film i¢in membran benzesiminin kabul edildigini
gormekteyiz. Levha ya da destek ise 2-boyutlu incelenmistir. Filmin egilme katiliginm

varsayarak (kiris teorisini uygulayarak) film-destek yapisindaki gerilme dagilimini
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inceleyen Shield ve Kim (1992) ayrica film uglarindaki akmayi modelleyebilmek
icin normal a¢ilmasiz sadece teget kaymalarin miisaade edildigi yapiskan bolge
(“cohesive zone”) modeli de uygulamis olup, yapiskan bolge modelinde arayiizeyde
yer degistirmelerin esitligi sarti yerine kaymanin akma kaymasina esitligi sartini

koyarak sinir sart1 serbestlestirmislerdir [19].

Sistemdeki birbirine bagli yapilar ve arayiizey c¢esitli sekillerde modellenebilir.
Arayiizey kalinligi sifir kabul edilirse bu durumda malzemeler arasinda ilerlerken
mekanik oOzelliklerde ani degisimlere (slireksizlige) miisaade edilmis olur. Bu
stireksizligi siirekli hale getirmenin yollarindan birisi baglanan malzemelerin
mekanik oOzellikleri arasinda derece derece gegis olusturacak sekilde baglama
islemini gergeklestirmektir. Normalde de, iki farkli mekanik 6zellige sahip malzeme
cesitli mekanik, 1s1l veya kimyasal yontemlerle birbirine baglanmigsa araylizeyde
homojen olmayan bir durumla karsilasiriz. Araylizeylerin kirilma mekanigi ile ilgili
bildirisinde Erdogan [29] yaptigi smiflandirmada arayiizey modellerini bege
ayirmistir: (a) ideal, (b) kayma yayi, (c¢) kayma/cekme yayi, (d) homojen siirekli
ortam, (¢) homojen olmayan siirekli ortam. Ideal arayiizey disindakilerin hepsi belli
bir araylizey kalinligi gerektirmektedir. Ayni ¢aligmada [29] baglananlar ise iice
ayrilmistir: (i) membran, (i1) plaka veya kabuk, (ii1)) homojen veya homojen olmayan
stirekli ortam. Erdogan [29] genelde analizi yapilacak bagli yapinin bazi geometrik
degistirgenleri ve problem ¢oziimiinde gerekecek analitik araclarin yeterliliginin bu
modellerden hangisinin segilecegi konusunda belirleyici oldugunu vurgulamistir.
Biz, bu ¢alismada ideal arayiizey kabul edip filmi membran, kaplama ve destegi ise

stirekli ortam olarak kabul ettik.

Literatiirdeki hizl1 gelismeler, bazi1 basit hatalar1 da beraberinde getirmistir. Ozellikle
hesaplamali yontemlerin yeterince gelismedigi veya deneysel dogrulamanin zor
oldugu déonemlerde yapilan analiz sonucglarinin dogrulamasi yapilamadigindan dolay1
bazi arastirmacilarin yaptigr hatdlar1 sonradan gelenlerin diizelttigi goriilmiistiir.

Arutiunian’mn [20] 1968’de integro-diferansiyel denklemin formiilasyonunda yaptigi
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isaret hatdsint 1971°de Erdogan ve Gupta [10] fark etmis ve diizeltmistir. Bu
calismada ise Erdogan ve Gupta [10] tarafindan antisimetrik yiikleme durumu igin
verilen niimerik sonuglarin (formiilasyonun dogru olmasina ragmen) bir isaret
hatasindan dolay1 yanlis verildigi tespit edilmis ve sonuclar 38 sene aradan sonra
diizeltilmigtir. Bu tez c¢aligmasi esnasinda, kendi yaptigimiz diger bilimsel
calismalardaki hatalar1 da fark edip diizeltme imkan1 bulduk (bkz. EK 10). Kuramsal
gelisim sirasinda rastlanan bu tip hatalara diisilmemesinin yolu analitik sonuglarin
dogrulamasimnin yapilmasindan geg¢mektedir. Gilinlimiizde, problemin igerdigi
mekanik ve geometrik degistirgenlerin (parametrelerin) ¢oklugu ve deney
diizeneklerinin yiiksek maliyeti nedeniyle deneyle dogrulama yerine genelde
aragtirmacilar yiiksek hesaplama hizina sahip bilgisayarlar vasitasiyla Sonlu
Elemanlar Analizi yaparak sanal deney diizenekleri vasitasiyla dogrulama yolunu
tercih etmektedirler. Bu calismadaki homojen destekli durum igin verilen sonuglar

Sonlu Elemanlar Yontemiyle dogrulanmaistir.

Literatiirde yari-sonsuz destege bagli film yapist yerine birbirine bagli sonlu
boyutlardaki yapilari inceleyenler de vardir. Dogrusal elastisite teorisinin temel
denklemlerinin iyi biliniyor olmasina ragmen ¢ok katmanli yapilarin gerilme ve yer
degistirme durumunun analitik agidan tam ¢6ziimiiniin zorlugunu vurgulayan Bufler
(1971), temel dogrusal elastisite denklemleri kullanarak tiimlev doniisiimleri ve
matris analizine dayali yaptig1 calisma sonucunda doniisiim/egilebilirlik matrisleri
yoluyla diizlem elastik ve yén bagimsiz katmanl ortamlarda bulunan gerilme ve yer
degistirme durumunu incelemistir [30]. Diizgiin 1sitma veya sogutmaya maruz kalmis
her ikisi de sonlu biiyiikliikte iki miikemmel bagli metal seritten olusan bir termostati
inceleyen Suhir (1986), araylizey kayma gerilmesi, ayrilma gerilmesi, termostat
boyunca olugan normal gerilme dagilimini arayilizeyin kendi eksenine diisey yonde
yer degistirmesinin olmadig1 varsayimi altinda incelemis ve ayrilma ve arayiizey
kayma gerilmelerinin uglarda en biiylik; eksenel normal gerilmenin ise ortada en
biiylik oldugunu gdostermistir [31]. Jain ve arkadaslart (1995) Sonlu Elemanlar
Yontemi kullanarak film-destek yapisini tamamen iki boyutlu olarak incelemis ve

film ucuna yakin yerlerde film kalinlig1 ince bile olsa enine gerilme dagilimindaki
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degisimin ihmal edilemeyecegini belirtmistir. Benzer sekilde destek sonsuz
biiyiikliikkte de olsa sekil degisikligi ihmal edilemez diyen Jain ve arkadaslar [32]
bunlar1 ihmal eden analitik ya da Sonlu Elemanlar Analizi sonuglarinin dogru sonug
vermeyecegini belirtmistir. Baslangicta yon-bagimli ve yon-bagimsiz modelleri
karsilastiran Jain ve arkadaslar1 [32] yon-bagimsiz modellemenin %14°liik bir hata
icerdigini ve bu hatinin da farklh yazarlar tarafindan verilen elastik modiillerin ve
Poisson oranlarinin dagilimindan kaynakli hatd oraniyla ayni mertebede oldugunu
gorerek yoOn-bagimsiz varsayimini kullanmiglardir. Destege bagl ince film seritli
yapilarin mikroelektronik aygitlarda kullanilmasi, analitik sonuglarin sonlu elemanlar
analizi ve deney sonuglariyla kiyaslandiginda yeterli olmamasi ve bazi analitik
modellerdeki karmagik denklemlerin ¢6ziimii i¢in hesaplamali(niimerik) yontemlerin
gerekmesi gibi glidiileyicilerle hareket eden Hsueh (2000), uyumsuzluk gerinimi ile
zorlanmig sonlu boyda film seriti, sonlu kalinlikta bir destege bagli (derinlemesine
sonsuz boyutlar) sistemdeki film ucu etkilerinin destek lizerindeki film seritindeki
kalint1 gerilme dagilimina etkisini aragtirmis ve kapali bi¢imde analitik ¢oziim elde
etmistir [33]. Silikon teknolojisindeki mikron ve mikron-alti ozelliklere sahip
homojen olmayan yapilardaki gerilme ve gerinim teorisi ve Ol¢limiindeki
gelismelerden bahseden tarama makalelerinde Jain ve arkadaslari (1996) incelenen
yapilar1 geometrik agidan destek ve ona bagl filmin ayni1 boyutlarda oldugu a (alfa),
ve filmin kismen destegin ¢ok kiigiik bir parcasini kapladigi ancak derinlemesine
ayni boyutlarda olduklar1 B (beta) olarak ikiye ayirmislardir. GeSi, B-yapili serit-
destek yapilarinda yapilan deneylerde seritin tam ortasinda enlemesine ydndeki
normal gerilmelerin, yani ayrilma gerilmelerinin, pratik olarak sifir oldugu
aktarilmistir [34]. Calismalarinda Jain ve arkadaslari[34] serit ucu kaynakli gerinim
rahatlamasi/bosalmas1 mekanizmalarini — basi yiiklemesine maruz birakilmig serit
destege baglandiktan sonraki durum ig¢in — iice ayirarak vermistir: (i) serit uglarinin
destek “latis” dlizlemini beraberinde siiriikleyerek yanlara dogru genislemesi
durumu, (ii) araylizeyin rijit, destegin bozulmadan kaldigi, serit iist kisminin alt
kismindan yanlara dogru daha fazla genisledigi durum, (iii) serit uclarinin asagi
dogru egilerek hem serit hem de destek “latis” diizleminde bir tiimsek olusturmasi
durumu. Analitik modellerin biitiin gerinim rahatlama mekanizmalarin1 dikkate

almadig1 ve kabul ettigi diger baz1 varsayimlardan dolay1 yapilan deney sonuglar1 ya
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da daha az sayida varsayim kullanan SEA sonuglarinin ortiismedigi vurgulanmus;
ornek olarak da: Jain ve arkadaslart [32] tarafindan mikro-Raman o6l¢iimleri
sonucunda fark edilen ve Sonlu Eleman Analizi yontemiyle de dogrulanan seritin
narinlik orani (boy/en) azaldikca destekte olusan normal gerilme dagilimi egrisinin
ani bir sekilde ¢ukur (konkav) yapidan tiimsek (konveks) yapiya gegtiginin rapor
edilmis olmas1 verilmistir [34]. Jain ve arkadaglar tarafindan yapilan bu ¢aligmanin
[34] disinda gerilmeyle ilgili kavramsal bilgilerin de verildigi ve silikon
teknolojisinde yasanan bir¢ok problemin siniflandirilarak modellenmesi konusunda

kapsamli bir literatiir taramasi1 da Hu (1991) tarafindan yapilmistir [35].

Dogadaki yapilarda var olan ancak miihendislik tarihinde 1980’lerin ortalarindan
itibaren bilingli olarak — Japonlarin uzay-havacilik sanayii arastirmalarina
girmeleriyle birlikte — finans destekleri ve es-giidimlii calismalarla birlikte
Japonya’da bagslatilan islevsel derecelendirilmis malzemelerle ilgili arastirmalar,
temas mekaniginin yiiz yili agkin siiredir ugrastig1 birbirine bagh yapilardaki gerilme
problemlerinin caresi olarak aragtirmacilara yeni bir yol agmistir. Bu sayede birbirine
bagl yapilardaki mekanik siireksizlik giderilebilecek ve derece derece istenilen
yonde beklenen islevi yerine getirecek sekilde olusturulmus sofistike yapilar
dogadaki miikkemmel yapilara bir derece daha yaklasmamizi saglayacaktir. 1995 ve
1997°de yazdiklar1 tarama makalelerini giincelleyerek gelistiren ve yazdiklarini
“Islevsel Derecelendirilmis Malzemelerin Temelleri” adli kitapta toplayan Suresh ve
Mortensen (1998), Hein ve Erdogan [36] tarafindan yapilan calismada ¢atlaksiz ve
plirtizsiiz farkli malzemelerden yapilmis bagh iki plakanin uglardan uzak bolgelerde
sadece diizlem dogrultusunda esit iki eksenli normal gerilme durumunun (yani
kayma ve diizlem dis1 ayrilma gerilmeleri sifir), uglardaysa ¢ok eksenli bir gerilme
durumunun oldugunun (kayma ve ayrilma gerilmeleri mevcut) tespit edildigini
aktarmig, bagli yapilarin arasindaki bolgenin derecelendirilmesi durumunda film
ucundaki gerilmelerin — mekanik 6zelliklerin siireklilestirilmesi sayesinde — sonlu
biiyiikliiklere cekilebildigini Hein ve Erdogan [36] ve Erdogan (1995, Comp. Eng.
5,pp.753-770) c¢alismalarina atfen sOylemistir [37]. Schwarzer (2000) sert film

malzemesi ve destek arasinda elastik modiiliin islevsel derecelendirilmis olarak
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degismesinin olusan birlesik yapinin plastik deformasyona karsi korunmasini
sagladigin1 ve cekme gerilmesi altindaki film ¢atlaklarina kars1 da filmin tistiinti daha
esnek baska bir tabaka ile kaplamak gerektigini vurgulamistir [25]. Onceden
incelenmis homojen destek yerine 2008’de Giiler [9], destek mekanik o6zelliklerini
istel bir sekilde degistigini kabul ederek islevsel derecelendirdigi destek-film
yapisinda araylizeyde olusan kayma gerilmesi, filmde olusan eksenel gerilme ve film
uclarinda olusan gerilme siddet carpani agisindan film geometrisi, film ve destek st
ylizey elastik sabitlerini igeren bir mekanik degistirgen ve derecelendirme sabiti
degistirgenlerine bagli olarak degisimini inceleyerek derecelendirmenin bilingli
yapildiginda gerilmeler iizerindeki diisiiriicii etkisini gdstermistir [8,9]. Islevsel
derecelendirilmis kaplamalara ait bir¢ok ¢alisma yapilmis olup, analitik ¢alismalara
yeni en az iki degistirgen (kaplama veya arayiizey kalinlig1 ve derecelendirmeyi
temsil eden sabit veya 6zellik) daha katilmistir. Destek yap1 lizerine bagh kaplama
tizerinde sonlu boyda film problemi ilk kez Giiler ve arkadaslar1 (2008) tarafindan
ele alinmistir [38,39]. Biz bu ¢alismada 2008°de ele alinan geometriyi [38,39], farklhi
mekanik yiiklemeler altinda daha genis kapsamli inceleyip, homojen destek
durumuna indirgendigi hal i¢in literatiirde verilmis sonuclarla kiyaslayip bu sonuglari

Sonlu Elemanlar Analizi ile dogrulamaya ¢alisacagiz.
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2. FORMULASYON

Bu béliimde tanimi (kisim 1.2) ve varsayimlari (kisim 1.3) verilmis olan karisik sinir
deger probleminin formiilasyonu yapilacaktir. Problemin ¢6ziimiine diizlem elastisite
denklemlerinin yer degistirmeler cinsinden yazilmasiyla baslanilir. Bu denklemlere
literatiirde (mesela bkz. s.500, [40]) Navier denklemleri denmektedir. Daha sonra
Navier denklemlerine (kismi diferansiyel denklemler) Fourier doniisiimleri yapilarak
bir degisken cinsinden homojen dogrusal adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
Kisim 2.1.1°de elde edilen bu denklem sistemine sinir sartlar1 uygulanarak; ¢oziim
fonksiyonunun bilinmeyen katsayilar1 kaplama yilizeyindeki ylizey gerilme vektorii
bilesenleri cinsinden ifade edilir. Kisim 2.1.2°de kaplama iist yiizeyi, film-kaplama
araylizeyi boyunca, yer degistirme gradyantlar1 ylizey gerilme vektorii bilesenleri
cinsinden ifade edildikten sonra, kisim 2.1.3’te problemin fiziksel uyarlilik sart1 olan
film ve kaplama arayiizey yer degistirme gradyantlarinin esitlenmesiyle probleme
hakim tiimlev denklemi bulunur. Ardindan kistm 2.1.4’te bu denklem Cebisef
polinomlar1 ve ozellikleri kullanilarak dogrusal cebirsel bir denklem sistemine

indirgenerek farkli yiikleme durumlari i¢in ¢oziiliir.

Formiilasyonun genelligi acisindan baslangicta film-kaplama arayiizeyinde normal
gerilmeler var kabul edilmis olup sonradan membran benzetimi uygulanarak sifira
gotiiriilmiistiir. Benzer sebepten, kaplamanin destekle birlestigi yerde her iki
malzemenin kayma modiilleri farkli alinarak daha genel bir formiilasyon yapilmis
olup, ¢oziim sathasinda kayma-destek araylizeyinde kayma modiilleri birbirine

esitlenmistir.

Homojen destek malzeme iizerindeki IDM kaplamalarin Green fonksiyonlarinin elde
edilmesi temelde Giiler (2001) tarafindan yapilan “IDM Kaplamalarin Temas
Mekanigi” adli doktora tezinden yararlanilarak yazilmis olup; formiiller genelde
matris bi¢iminde veya indis gOsterimiyle verilmis ve analitik ¢ikarim esnasinda
miimkiin olugunca agiklama verilmeye calisilmistir. Giiler’in doktora tezinde [23]

farkli egrilik c¢aplariyla Coulomb siirtlinmesi varsayimi altinda temas eden iki
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kaplamali yiizey temas mekanigi acisindan etraflica incelenmistir. Bu tezde,
incelenen geometri kaplama ve destek acisindan bahsedilen doktora tezindekiyle ayni
olmasina ragmen [23], kaplamanin {izerine ince film bagli olmasindan dolay1
farklidir. Farklilik sadece geometriler arasinda degil, ayn1 zamanda da sistemdeki

yiiklemeler arasindadir.

Bu béliimde kullanilan genel sembollerin agiklamalar1 “Sembol Listesi” kisminda

verilmig olup, kullanilan genel gosterim sekli icin EK 1’e bakiniz.

2.1 Diizlem Elastisite Probleminin Formiilasyonu

Sekil 1.1°deki diizlem elastisite probleminde; en alttaki destek, homojen ve yari

uzanimli sonsuz sirekli ortam olarak, onun iizerindeki kaplama / kalinliginda
islevsel derecelendirilmis malzeme ve en istteki malzeme A, (x) degisken kalinlikli

ince film olarak modellenmistir (bkz. Sekil 1.1). Ince film ve kaplamanin kayma

modiilii sirasiyla £ ve g, ( y) > dir. g4 sabit ve g, ( y) sOyle kabul edilmistir:

/uc(y):luoe}/y, y<07 (21)

Burada y malzeme heterojenligini gosteren degistirgen, f,, . (y) nin kaplama

yiizeyindeki ( =0) degeridir.

Derecelendirilmis ortamda —oo < y <0 , Poisson oran1 degerinin konumsal degisimi

ihmal edildigi i¢in v; =v, () =v = sabit kabul edilmistir.
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3-boyutlu genel hal i¢in 1.3’te belirtilen varsayimlar ¢ergevesinde, sistemin yapisal
iligkisine yon-bagimsiz Hooke yasasi (2.2) hakimdir ve sistem elastostatik denge

denklemelerini (2.3) saglamalidir [40]. Bu denklemler indis gosterimiyle yazilirsa:

0, = Ay 0, +2ue,, (2.2)
0, TH=0; (2.3)

buradaki ;i ve j indisleri 1, 2 ve 3 numarali koordinat eksenlerini temsil etmekte
olup Kartezyen koordinat sistemindeki x, y ve z eksenlerine karsilik gelmektedir. 4

Lamé sabiti olup kayma modiilii ve Poisson sabiti cinsinden sdyle yazilir [40]:

2vu

A= )
1-2v

(2.4)
Kisim 1.3’te bahsedilen mitkemmel araylizey bagi varsayimi, katmanlar arasi (film-
kaplama ve kaplama-destek) ara yiizeylerinde yer degistirmelerin ayni olmasi sinir
sartin1 gerektirmektedir. Bu sinir sartin1 uygulayabilmek i¢in denklem (2.2 ve 2.3)’1
yer degistirmeler cinsinden ifade etmeye gerek vardir. Gerinimlerin yer degistirmeler

cinsinden tanimi indis gdsterimiyle sdyledir:

1 -
e :E(”'*f tu,),  i,j=1,2,3. (2.5)

y

Incelenen diizlem temas problemi icin denklem (2.2-5) kullanilarak kaplama igin

Hooke Yasas1 yazilabilir:

i o G,
o (5.3) = 20 () T (3 22| .60
] ; .
%(wF% (3-x,) aL;C +(x, +1) ay , (2.6b)
75, (%,y)= ﬂc(y){aay”“ +%} (2.6¢)
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burada —h, <y <0 ve K, kaplama i¢in Kolasaf sabiti'® olup; diizlem gerilme ve
gerinim durumlarinin ayni bigimde gosterilmesini saglamaktadir. Diizlem gerinim

durumunda K, =3—4v, genellestirilmis  diizlem gerilme durumundaysa

k,=(3-v)/(1+v) almr. Denklem (2.6), gdvde kuvvetleri, £, sifir kabul edilerek

1

elastostatik denge denkleminde (2.3) yerine konursa Navier denklemleri elde edilir:

o*v o*v o*u ou ov
1 < -1 <42 < 3-— < 1)—=
(x+1) oy’ (e -1) ox* " Ox0y +r(3-x) Ox +r(e+) oy (2.7a)
=0, —-h <y<0,
(k. +1)62uc +(x, —1)82u° +2 o, +7(x —l)auc +7(x —1)6V° =
e TV T T gy T T TR TR o)
=0, —h <y<0.

Denklem (2.7a,b)’deki heterojenlik sabitini ( ) sifir alip mekan koordinati olan y 'nin

tamim araligin1 degistirirsek, homojen destek malzemesi icin kismi diferansiyel

denklemler elde edilmis olur:

o’ o o'u
(x,+1) ayzs+(lcs—l)8 2S+2a 8)8220’ —0<y<—h, (2.7¢)
X X
2 2 2
(KS+1)‘2L§+(KS—1)‘Z;S+2§X;;:0, —c0<y<—h,. (2.7d)
X

' fsmin Rusca orijinal yazihst: Konocos I'ypuit Bacumsesuu (bkz. http:/www.ras.ru/). Ingilizcede
Kolosov olarak yazilmaktadir. Literatiirde Muskhelishvili (Ing.) sabiti olarak da gegmektedir [41]. EK
4’te diizlem elastisite denklemlerini ortak bi¢imde ¢ok daha basit bir sekilde gosteren bagka bir sabit
de verilmistir.
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2.1.1 Smmr Sartlarin Uygulanmasi

Sistemdeki ortamlarin maruz kaldig1 sinir sartlar1 sdyledir:

Kaplama-destek arasindaki miitkemmel araylizey bagindan dolay1 yer degistirme ve

araylizey gerilme vektorii bilesenleri siirekliligi vardir:

uc (.X', 'hc) = I/ls (X, 'kc) 5

(2.8a,b)
vc (X, _hc) = Vs (xa 'hc ) 5

U;y (Xa _hc) = G;y (Xa _hc) ’

2.8¢c,d
£ () = 7 (1) (28¢0

Film-kaplama arasindaki miikemmel araylizey bagindan dolay1 uyarlilik denklemleri

ve gerilme siirekliligi vardir:

u,(x,0)=u.(x,0)= &’ (x,0)=¢& (x,0),
ov(x,0)  0v(x,0) (2.8e,9)
ox ox

v.(x,0)=v(x,0)=

f c
o’ (x,0)= 0%, (x,0)=0,

2.8g,h
7! (x,0) =7, (x,0). (2.8g,h)

Denklem (2.8f)’deki sart temas mekanigi problemlerinde batici u¢ profili eksenel
yonde degisim gosterdigi zaman kullanilmaktadir (mesela bkz. [23]). Burada
kaplamaya bagl filmin profili ve kaplama iist yilizeyi yatayda diiz kabul edildiginden
dolay1 “diisey yer degistirmenin film ekseni yoniindeki gradyanti” sifirdir ve

denklem (2.8f)’deki sart kendiliginden saglanmaktadir. Dolayisiyla uyarlilik sarti

25



sadece film-kaplama araylizeyinde film ekseni boyunca normal gerinimlerin esitligi

acisindan saglanmalidir.

Kayma gerinimleri gerilme siireklilik sartindan dolay1 (2.8h), malzemelerin kayma
modiillerine bagli oldugundan sadece kaplama {ist yiizeyinin kayma modiiliiniin

filmin modiiliine esit oldugu durumda birbirine esittir, yani sembolik dille ifade

f c

T
edersek g}fy =& > ——=—"6 u. = u . Benzer sekilde, diisey yondeki normal

T 2u 2u

C

C

gerinim de film ile kaplama {ist yiizeyinin mekanik 6zellikleri ayni oldugu ve gerilme
sireklilik sart1 (2.8g) saglandig1 siirece birbirine esittir. Bizim ele aldigimiz

problemde film ve kaplama kayma modiilleri birbirinden farkli olabildiginden

(44 # 44.) dolayi, sadece film-kaplama arayiizeyinde film ekseni boyunca normal
gerinimlerin esitligi (& =& ) soz konusudur. Film ekseni boyunca normal

gerinimlerin esit olmast ve aym zamanda birbirine bagli film ve kaplama iist
ylizeyinin mekanik 6zelliklerinin farkli olmasi, film kaplama arayiizeyi boyunca

x — yoniindeki normal gerilme bileseni siireksizligine yol ag¢maktadir (yani
ol (x,O) #0, (x,()) ). Dolayisiyla gerilme siireklilik sart1 o, i¢in gecerli degildir.
Bu durum Newton’un etki-tepki prensibi agisindan ters degildir; ¢linkii bu gerilme
bileseni (0, ) film kaplama araylizeyinde olusmamaktadir ve film kaplama

arayiizeyinde olusan gerilme bilesenleri de zaten siireklilik sartin1 saglamaktadir
(2.8g,h). Ozetlersek, Hooke yasasi geregi, kaplama iist yiizeyinin mekanik
ozelliklerinin filminkinden farkli olabilmesinden dolay1 gerilmelerde siireklilik varsa
ilgili gerinimlerde siireksizlik veya tam tersine gerinimlerde siireklilik oldugunda

ilgili gerilmelerde siireksizlik olmaktadir.

Dikkat edilmesi gereken bir diger husus da — kaynak [20]’de de bahsedildigi gibi —
yer degistirme gradyantlarmin esitligi sarti ile yer degistirmelerin esitli§i sart1
arasindaki farkin sadece tiimlev sabiti oldugu ve bunun da kaplamanin rijit gévde

hareketine tekabiil ettigi ve gerilme durumunu etkilemedigidir.
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Destekte y—ekseninde eksi sonsuzda kaplama {iist yiizeyine sinirli boydaki filmden

aktarilan kuvvetlerin (araylizey gerilme vektorlerinin) zorlayici etkisinin filmden
uzaklastikca soniimlenmesi beklendiginden'' gerilmelerin sifira  gittigi kabul
edilmistir (benzer sekilde diistintiliirse film kaynakli zorlayici etkilerin yaratacag: yer
degistirmelerin de sonsuz uzakta sifira gidecegi goriilebilir). Fizik agisindan Serbest
yvayilan etkinin sonsuzda séniimlenmesi olarak, matematik agisindan ¢o6ziimiin
strekliligini  sagladig1 i¢in “diizenlilik sarti (regularity condition)” olarak

adlandirabilecegimiz bu sarta gore:

O';y —0,
y—>—0 = (2.8i,j)

S

., > 0.

(2.7)’de verilen homojen kismi diferansiyel denklem sistemini ¢dzmek icin
kullanilan yontem: sistemin Fourier doniisiimlerini yaparak dogrusal adi diferansiyel
denklem sistemi haline getirmek ve ardindan da bu denklem sistemi {izerinde
(2.8)’de verilen smir sartlarim1 uygulayarak gerekli asimptotik analizleri yapip, yer

degistirmelerin gradyantlarini bulmaktir.

Yer degistirmelerin Fourier dontisiimleri asagidaki gibi tanimlanirsa:

Fu)=F(a,y)= [u(xy)e’™ dr,
- (2.9a,b)
F(v) = Ga,y) = | v(xy)e dx,

ters Fourier doniisiimleri soyle olur:

"Boussinesq’in yarim diizlem/plaka iizerine etkiyen acili bir kuvvet icin 1892’de verdigi gerilme
dagilimina bakilirsa gerilme degerlerinin ilgili noktanin kuvvetin uygulama noktasina uzakligryla ters
orantili oldugu ve uygulama noktasindan sonsuz uzaklikta degerlerin sifira gittigi goriiliir [26].
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u(x,y)= 2%! I F(a,y)e™ da,
| - (2.10a,b)
V(%)== [ G(a,y)e da.
2n s

(2.9) ve (2.10)’da verilen tanimlar ¢ercevesinde yer degistirmelerin kismi tiirevleri

yazilirsa:

7(2—1) =icfF(u)=iaF(a,y),

g@}gngﬁgﬁ,

) dy dy
azu zg. 2
F| Fel i (u)=-a’F(a,y), (2.11a-¢)
2
A s ig () =ia L @2),
Ox0y dy dy
o'u) d d’F(a,y)
Fl = |= 2 Fu)=— 5
oy dy dy

Benzer sekilde y — ekseni yoniindeki yer degistirmelerin kismi tiirevleri de su hali

alir;

=i (v)=iaG(a,y),

oy ) dy dy

o%v )

= J =—a'F(v)=-a’G(a.y), (2.12a-¢)
9( 0%y j:ia d T () dG(a, y),

OX0y dy dy

22 L) - L

dy” ) dy dy
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Dikkat edilirse kismi tiirevler adi tiireve doniismiistiir (doniisiim parametresi olan o

sabit gibi diislinlilmektedir). Yukaridaki Fourier dontigiimleri x — ekseninde
sonsuzda yer degistirme ve X'e gore yer degistirme gradyantlarinin (tiirevlerinin)

stfira gittigi (diizenlilik sartr) kabul edilerek yazilmistir, yani |x| — o iken u,v >0

VGZ—%?—)O (doniigiimlerle ilgili detayli bilgi icin mesela bkz. [42,43]).
X OX

(2.7a,b)’deki kismi diferansiyel denklemler, (2.11) ve (2.12)’deki esitlikler

yardimiyla yeniden yazilip matris bigiminde diizenlenirse:

F(a, 0
[LC(D)]{ (@ y)}={0}; (2.13)

G (a,y)

burada, koseli parantez matrisi, kivrik parantez ise vektorii temsil etmektedir.

[LC(D)] dogrusal diferansiyel isle¢c matrisi olup asagida icerigi verilmistir:

2iaD+y(3-k,)ia D+ 7D - 0a’
[L.D)]=(x +1) (k. +1) ; (2.14)
oD’ +yoD -’  2iaD+ yoia

burada,
p=4,
dy
D? = d_2
dy’ (2.15a,d)
|
= ,
K +1
K #-—1

Boylece denklem (2.7a,b)’de verilen kismi diferansiyel denklem, denklem (2.13)’de
verilen dogrusal adi diferansiyel denklem sistemine indirgenmistir. Bu denklem

sistemi i¢in uygun ¢Oziim birinci ve ikinci dereceden tiirevi de sadece katsayi
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farkiyla kendisine esit olan {listel fonksiyonlardir. Bu sayede denklem (2.13)’deki
tiirevlenen terimler ve tiirevi alinan ¢dziim fonksiyonunun ilgili katsayilarla ¢arpilip
toplanmasinin sonucu sifir ¢ikabilmektedir. Bu nedenle denklem (2.13) igin

asagidaki gibi iistel bir ¢oziim varsayilir:

F(a,y) < 4;(a) ny
{Gc(a,y)};{Agj(a)}e ’ (2.16)

burada, 7; (2.13)de verilen dogrusal diferansiyel denklem sisteminin karakteristik

koklerdir. (2.13)’de verilen denklem sisteminin sifirdan farkli ¢éziimiiniin olabilmesi

icin denklem (2.14)’deki diferansiyel isle¢ D yerine n degiskeni konulduktan sonra

diferansiyel isle¢c matrisi [Lc(n)] ‘nin determinantinin sifira esitlenmesi gerekmektedir

[44]. Bu sayede, dogrusal diferansiyel denklem sisteminin karakteristik kokleri

asagidaki gibi bulunur:
n* +2yn’ +(y* =200’ =2a’yn+a’t + 6’y =0; (2.17)
burada,
3-k
o = c. (2.18)
K, +1

Denklem (2.17)’deki dordiincii derece polinom (karakteristik denklemi) yeniden

diizenlenirse:

(n* —a’ +yn) +6°a’y’ =0, (2.19)

n’+yn=a’+ilday|, (2.20)
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denklem (2.20)’deki ncinsinden ikinci dereceden denklemin sol tarafini tam kareye

2
doniistiirmek i¢in her iki tarafa da % eklenip:

2 2

e+l =L 1o +ilsa
= |say

9

denklem (2.21)’in sol tarafi kare bi¢iminde yazilarak kokler bulunur:

b

2 2
(n+1j =L iy +iloay
2 4

y ’ .
n :—Ei\/%+a2 ti|oay|.

Denklem (2.23)’de verilen karakteristik kokler, sdyle siralanabilir:

M

2
n, =—%+\/%+a2 +i|oay

b

2
n, :_Z+\/%+a2 +i|oay

3

. 2
n, =n, :—%+\/%+a2 —i|oay

2
n,=n, =—%—\/%+az ~i|oay].

2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Goriildiigii gibi karakteristik kokler karmasik olup #yve n,sirasiyla 7, ve#, nin

eslenigi olarak yazilmistir (bkz. denklem (2.26,27)).
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Dort tane karakteristik kokii olan homojen dogrusal adi diferansiyel denklem sistemi

(2.13) i¢in denklem (2.16)’da varsayilan ¢oziim fonksiyonlarinin tiirevleri alinirsa

ar(a.y)
dy R A (@) .

4G.(@.y) _;{Agj(a)}nfe ’ (2.28)
dy

d°F(a,y)
dy’ 3 4,(a)| "

4G (a.y) _;{Ama)}n’e ' (2.29)
dy’

Denklem (2.16)’da verilen ¢6zliim ve (2.28)’de ve (2.29)’da verilen tiirevler denklem
sistemi (2.13)’te yerine konulup {istel fonksiyonlar cinsinden ortak paranteze alinip

yeniden diizenlenirse denklem (2.13) asagidaki gibi yazilabilir:

Jj=l1

Ly (k. +1) 4, 2ia A +y (k. +1)4;,
> e n +n, +

(x, — 1)A1°j y(K, — 1)A1°j + 2iaA2°j
—(xk, + Do’ 4 + yia(k, 1) 45, 0

Denklem (2.30)’daki iistel terim e"” *in yanindaki vektorel terimin her bir satir1 ayri

(2.30)

ayn sifira esitlenirse; birinci ve ikinci satirdan sirasiyla (dikkat edilirse denklem

(2.30)’da A4/, ve A; katsayilari & ’min fonksiyonudur ancak yer tasarrufu igin

denklem (2.28-29)’daki gibi acikca yanlarina yazilmamuistir):
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(i<, +1)(n} +vn;)—(k, -’

A° =—
Y ia(2n, +7(3-x,)) 2
2.31ab
) ia(2n, +y(x, -1)) o ( )
;= 4, j=1.4.

(i, — )22 +yn,) — (<, + e’

Burada birinci satirdan elde edilen denklem (2.31a) ile ikinci satirdan elde edilen
denklem (2.31b) birbirine esitlenip aralarinda igler dislar carpimi yapilip
karakteristik koklerle ilgili verilen denklem (2.20) ve tanim (2.18)’den yararlanilirsa

her iki denklemin de (2.31a,b) ayni iliskiyi ifade ettigi goriilebilir.

Denklem (2.31a) daha sade bi¢cimde yazilirsa:

Alcj = acj (a)Agj s
(k,+D)(n} +yn;)—(x, - Da’
ia(2n,+y(3-x,))

(2.32a,b)

a,(@)=— , j=1.4,

olup karakteristik kokler arasinda denklem (2.26)’da ve (2.27)’de verilen

birbirlerinin eslenigi olma 6zellikleri hesaba katilirsa

des (a)= —d (@),

(@) =—a, (@)

(2.33a,b)

oldugu goriiliir.

Benzer sekilde diferansiyel denklem sistemi (2.7¢,d)’de verilen homojen destek

malzemesi i¢in denklem (2.23)’te heterojenlik sabitini () sifir alinirsa, homojen

destek malzemesi i¢in karakteristik kokler bulunur:

, (2.34)
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her iki kdk de siralanarak yazilirsa:

n, =|a

’ (2.35a,b)
n, =—|af.

Homojen destek i¢in sdyle bir ¢dziim varsayilirsa:
{F; (@, y )} _ A+ ALy el 4 Ay + Ay e lay (2.36)
Gs (aa y) A;l + Azszy A;3 + A;4y .

y — —o iken destekte smir sart olarak (2.81,)) gerilmelerin ve yer degistirmelerin

o]y

sontimlendigi kabul edildiginden dolay1 denklem (2.36)’daki € teriminin
oniindeki katsayilarin hepsi sifir olmalidir:
A, =4,=4,=4,=0. (2.37)

Denklem (2.37), (2.36)’da yerine konup denklem (2.36) yeniden yazilirsa:

{Fs(a,y)}: A+ Aoy | o (2.38)
Gs (a9 y) ASI + A2SZy |

Denklem (2.38)’deki homojen destek i¢in verilmis olan ¢dziimiin tiirevleri alinirsa:

dF(a.y)
dy i 14151 a|+A1S2 (|a|y+1) e‘a‘y ’ (2 39)
dG @) [ | e 4 (v +1) |
dy
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d’F,(a,y)

e Afla2+Af2<a2y+2|a|) b
, = ) ) e (2.40)
I’Glay)| |4’ +45,(a’y+2a|)
a’y2

Kaplama i¢in yazdigimiz denklem sistemlerinden (2.13,14) yararlanarak homojen
destek malzemesi i¢in Fourier bolgesindeki dogrusal adi diferansiyel denklem sistemi

yazilirsa:

F(a, 0
[Lsﬂ))]{ @ y)}:{o}; (2.41)

G,(a,y)

burada, [LS(D)] destek i¢in dogrusal diferansiyel isle¢ matrisi olup asagida icerigi

verilmistir:

2iaD (k, +1)D* —(x, - o’

2.42
(k, —~1)D* - (x, + 1)’ 2iaD (242)

LO)-|

Denklem (2.38)’deki ¢oziimii ve (2.39,40)’da verilen tlirevlerini denklem (2.41)’de
yerine koyup yeniden diizenlersek, homojen destek i¢in diferansiyel denklem sistemi

su hali alir:

(2icr4;,

a|+ 245,07 )y + 2ia (4

a|+Af2)+
(-240° + 2ialal 45) y+ (x, = 1) 4}, 2|a] +

He, + DA 2)a]+ 2074, | L (o
20’ A}, + 2ia (43 || + 43,) ° _{o '

(2.43)
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y — —o iken destekte sinir sart olarak denklem (2.81,j)’de verilen gerilmelerin ve yer
degistirmelerin soniimlendigi kabul edildiginden dolay1 denklem (2.43)’de y'nin

yanindaki terim sifira gotiirilmelidir'? (her iki satirdan da ayn1 sonug elde edilir'):

a

o]

A, =i 4, . (2.44)

Denklem (2.44)’deki sonu¢ (2.43)’de yerine konup denklem (2.43) yeniden

diizenlenerek yazilirsa:

{210: || 4, + 2| |, 45, + 207 45, } el _ {0} (2.45)

Diak AL, 203 A% +2ia A, 0)

|

Denklem (2.45)’deki esitligin sol tarafindaki ifadenin sifira esit olabilmesi igin {istel
terimin Oniindeki katsayinin sifira esit olmasi gerekir. Denklem (2.45)’deki birinci ya
da ikinci satir sifira esitlenirse homojen destek icin (2.38)’de yazilan ¢ozlimdeki
katsayilar arasindaki bir iliski daha bulunmus olur (diger iliskiler de sinir sartlarin

uygulanmasiyla bulunacaktir):

S i S S
4, :;(|O‘| 4, +KsA22)' (2.46)
Hem denklem (2.16)’da kaplama, hem de denklem (2.36)’da destek icin yazilan

diferansiyel denklem sistemi ¢oziim fonksiyonlarinda 8’er tane olmak {izere,

toplamda 16 tane o 'ya bagli bilinmeyen katsay1 olup, simdiye kadar bunlar arasinda

12 Ustel terimin yanindaki katsaynn sifir olabilmesi i¢in de bu gereklidir.

" Denklem (2.44), denklem (2.43)teki ikinci satirin y > nin yanindaki terimi sifira gotiirecek sekilde

yazilsaydi, “mutlak deger alfa” payda olcakti, alfa reel oldugundan dolayi, mutlak deger alfanin payda
o «a

ya da paydada olmasi sonucu degistirmez, ¢iinkii alfa reel ise U = H

(24 (24
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cesitli bagintilar bulunmustur. Bu bagintilar bulunurken (2.13)’teki kaplama denklem
sistemi ve (2.41)’deki destek denklem sistemine, ¢oziim yerlestirildikten sonra

(2.30,2.43) denklemin sol tarafinin y ve «'ya bagh iistel bir fonksiyonla yaninda

carpim halinde « ’ya bagl katsayilardan olugmus birlesik bir terimin oldugu bir

bicime indirgenmistir. Denklem sistemlerinin tiirev aldigimiz bagimsiz degiskeni y
olup, biitiin y ’ler i¢in denklemlerin sol tarafinin da sag taraflar1 gibi sifir olabilmesi

icin ya flstel terimin ya da yanindaki birlesik katsayi teriminin sifir olmasi

gerekmektedir. Ustel terim y ve «'ya bagl olarak keyfi degerler alabildigi i¢in

denklem sistemleri ¢oziiliirken iistel terim yanindaki birlesik katsayi terimi sifira
esitlenmis ve katsayilar arasinda kaplama i¢in (2.32)’de ve destek icin de
(2.44,46)’da verilen toplamda 6 tane baginti bulunmustur. Destek i¢in baslangigta

laly

kabul edilen ¢oziimdeki (2.36) ikinci istel terim olan € ", y — —oo iken sonsuza

gittiginden dolayi ilgili diferansiyel denklem sistemine (2.41) yerlestirilmeden 6nce
diizenlilik sartinin saglanmasi i¢in yaninda c¢arpan olarak yer alan ifadedeki 4 tane
katsay1 denklem (2.37)’de sifira esitlenmistir. BOylece toplam 16 bilinmeyen
katsayidan 4’1 sifir olarak bulunmus olup, kalan 12’siyle ilgili de denklem (2.32)’de
4 kaplama katsayilar1 i¢in, denklem (2.44,46)’da da iki tane destek katsayilari igin
olmak {izere toplam 6 tane baginti bulunmustur. Buraya kadar diferansiyel
denklemlerin homojenlik ve denklem (2.81,j)’de verilen filmden aktarilan serbest
yvayilan etkinin sonsuzda soniimlenmesi sartini kullandik. Katsayilar1 tamamen
bulmak icin gereken diger 6 baginti, her biri ikiser tane olan miikemmel bag
varsayimindan kaynakli kaplama destek arayiizeyindeki yer degistirme (2.8a,b) ve
gerilme siireklilik (2.8c,d) ve kaplama iist ylizeyindeki sinir (yiizey gerilme vektorii)

sartlarinin uygulanmasiyla bulunacaktir.

Yatay (2.8a) ve diisey (2.8b) yondeki kaplama ve destek malzemesi arasindaki yer

degistirme stireklilik sartindan sirasiyla:
1 T F(a,-h)e™da = 1 T F(a,-h)eda (2.47a)
2n ¢ o e 2n Y ¢ o e ’ '
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1 7 - 1 7 »
— | G(a,-h)e""da=— | G.(a,-h)e"da, 2.47b
o= j (a,-h,) = j (@,-h,) (2.47b)

bulunur. Denklem (2.47)’nin saglanabilmesi i¢in tiimlevlerdeki ¢ekirdekler birbirine
esitlenirse:

F(a,-h)=F/(a,-h,), (2.48a,b)
Gs ((Z,—hc) = Gc (a’_hc)’ | |

olur; ardindan (2.16)’da kaplama ve (2.38)’de destek icin yazilan ¢Oziim

fonksiyonlarindan yararlanarak (2.48) yeniden yazilirsa:

J=1

) (2.49a,b)
(45, — Ay, )e e = 45 (a)e ™.
j=1

Katsayilar arasinda (2.32,33)’de kaplama i¢in ve (2.44,46)’da destek i¢in onceden

bulunan bagintilar da kullanarak, (2.49) matris bi¢iminde yeniden yazilirsa:

a 1
—(K‘S—|Ol
lof @

h) {AST}_
. h A,

C

acl (a) ac2(a) _acl ((Z) _aCZ (0!) AZC; .
1 1 1 1 ol

3

*
4

Ay (2.50)
burada,
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s* s _—alh
1= Azle ’ H
$* _ S 7‘a‘hc
A22 - AZZG ’
o ge Qe
A, =4 7,

j=1.4.

(2.51a,d)

Denklem (2.50)’yi ¢6zebilmek i¢in denklemin sol ve sag tarafindaki bilinen katsay1

matrisleri sembolik olarak agagidaki gibi tanimlanirsa:

a1

1m a(ics—|a hc)) =[D],
] ~h, (2.52a,b)
a,(@) a,(@) —a,(a) —a,(a) _ [K]
1 1 1 1 ’

bu tanimlamalar altinda soldaki bilinmeyen destek fonksiyonu katsay1 vektori igin,

denklem (2.50) ¢oziiliirse:

4
A;’;} )4
=D K]y s
SN Gl
4,
burada,
(D] - Eklenik [ D]
- det[D] ’

Eklenik[D] = (Kofaktor[D]) =

K
det|D|=—-1—.
et[ ] la

(2.53)
1
-h - —
c a (|a hc Ks)
a ) (2.54a,c)
o]
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Denklem (2.54a,c) ve (2.52b)’dekiler denklem (2.53)’te yerine konulup carpma
islemi yapilirsa denklem (2.53) su hali alir:

Ay
{A;T} 1+hb(a) 1+hb(a) 1+hb(a) 1+hb,(a)||As
o= B 210 (2.55)
A22 b1(a) bz (0[) b1 (0[) bz (0() A23
4y
burada,
bl (a) = _M_igacl(a) = _K[M—i_iacl (a)J H
K, K, K\ a
o .o oo .
b,(a) = _u_l_acz(a) = __[u+1ac2(a)Ja (2.56a,c)
K, K, K\ a

k. #0.

S

Denklem (2.55)’te matris goOsterimiyle verilen iliski indis gosterimiyle yeniden

yazilirsa:

(2.57)

{A;’:}_i (1+hd,(@) 4]
4] 7 @4 ’
burada,

by(@)=b(a),

b,(a)=b,(a), (2.58)

A5, A, j=1.4, m=1,2: bkz.denklem (2.51) .

2j° m

Denklem (2.51) ve (2.57)’de verilen iliskilerle birlikte destek fonksiyonu katsayilari
kaplama fonksiyonu katsayilari cinsinden ifade edilmis oldu. Bdylece bilinmeyen
katsayilarin sayis1 4’e diismiis oldu. Dordii de kaplama fonksiyonu katsayilar1 olup,
bunlar da kaplama-destek arayiizeyindeki gerilme siireklilik (2 tane) ve kaplama {ist
ylizeyindeki ylizey gerilme vektorli sinir sartlari (2 tane) yardimiyla bulunacaktir.

Once (2.8¢)’deki diisey yondeki gerilme smir sarti denklem (2.6b)’de kaplama igin
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verilen Hooke yasas1 bagintis1 kullanilarak yazilirsa (ayni denklem kayma modiilii

sabit alinip ve ortam adini belirten indisler degistirilerek destek i¢in de yazilmistir):

u (-h) ou ov
c c 3— c 1 c —
K, —1 {( k) Ox ke )Gy} )
R (2.59)
S {(3-KS)G”S+(KS+1)5%}
K, —1 Ox oy

y=-hc

Denklem (2.59) denklem (2.11) ve (2.12) yardimiyla doniisiim fonksiyonlari

cinsinden Fourier bolgesinde yeniden yazilirsa:

4, (-h,)

{(3—Kc)iaFc(a,y)+(Kc+1)M} -
x,—1 y=-h

dy
(2.60)

:%{(3—&)@!&(%)’)"'(’(8 +1)(1G%,f,y):|y— h |

S

Denklem (2.16)’da kaplama ve denklem (2.38)’de destek fonksiyonlar1 i¢in verilen
tanimlardan ve bu fonksiyonlarin tiirevlerinden (2.28,2.39) hareketle denklem (2.60)

yeniden yazilirsa:

. 4
[T R o
= /!

K (2.61)
- Kﬂi 1.|:(3—Ks)ia(AIS]* 3y )+ (e, + 1) (o] 43 + 43 (1= R Jer])) ]
burada,
A=A
c* _ g —nh
hy = At (2.62a.d)
j=1.4,
m,n=1,2.
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Katsayilar arasinda daha 6nceden buldugumuz iliskiler (2.32, 2.44, 2.46, 2.57) ve
denklem (2.56) kullanilarak denklem (2.61) asagidaki bi¢imde yazilabilir:

$y45 4 5, 5y = =5 A = 5,435 (2.63)
burada,

s, = iAO{aCj(Ot)+Z(KC +1)nd(S —|05|(KS +1),

J=12,

A=(x,-1)+xZ(3-k,),

(<. —1) (2.64a,h)

Simdi de (2.8d)’deki kaplama-destek araylizeyindeki kayma gerilmelerinin esitligi
sartt1 denklem (2.6c)’de kaplama i¢in verilen Hooke yasast bagintisi kullanilarak
yazilirsa (ayni denklem kayma modiilii sabit alinip ve ortam adini belirten indisler

degistirilerek destek igin de yazilmustir):

h) 8u6+8vc _ | Ou +8vs 5 65
A oy Ox # oy ox ' (2.65)

y=-he y=-he

Denklem (2.65), denklem (2.11) ve (2.12) yardimiyla dontisiim fonksiyonlar

cinsinden Fourier bolgesinde yeniden yazilirsa:

uc(-hc){mﬂae’c(a,y)} =u{M+iaGs(a,y>} . (2.66)
dy y=-h, dy y=-h,
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Yukarida verilen denklem (2.63)’lin ¢ikariminda oldugu gibi (2.16)’da kaplama ve
(2.38)’de destek fonksiyonlar1 i¢in verilen tanimlar ve bu fonksiyonlarin
(2.28,2.39)’da verilen tiirevleri denklem (2.66)’da yerine konulduktan sonra
katsayilar arasinda daha onceden (2.32, 2.44, 2.46, 2.57)’de bulunan iligkiler ve
denklem (2.56) kullanilarak, denklem (2.66) asagidaki bigimde yazilabilir:

LA —t, A5, = —t A5, + 1 AS, ; (2.67)

burada,
t, = acj(a)(XCSKsnj —|e|(x, +1))+i0{(/{S (X, —1)+1),
J=12,

x o HCh)

cou (2.68a,f)
M, #0,
K, #0,

K, #1.

Denklem (2.63) ve (2.67)’de verilen kaplama fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar bir

arada matris bi¢iminde yazilirsa:

tz _tz CZ _tl tl A2C;

(2.69)’da verilen dogrusal denklem sistemindeki sol taraftaki katsay1 vektoriinli sag
taraftakiler cinsinden ifade edecek sekilde c¢ozebilmek i¢in denklemin sol ve sag

tarafindaki bilinen katsay1 matrisleri sembolik olarak asagidaki gibi tanimlanirsa:

S2 S2_:| = [STZ ] ,
tz _Zz

- _ (2.70a,b)
—s, _fl:| _ [STI ]

__t1 tl
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Bu tanimlamalar altinda soldaki bilinmeyen kaplama fonksiyonu katsay1 vektorii i¢in

denklem (2.69) ¢oziiliirse:

A A
22 _ S -1 S 21 : '
{A;} [Sr2] | n]{AC*} (2.71)

23

burada,
-1 Eklenik[S,, ]
S 1 _ T2
[Sr.] det[S,,]
Eklenik[S,, ] = (Kofaktér[STz])T = (_? ?J’ (2.72a,c)
T 2

det[STz] =A, = —(s25+s2t2).

Denklem (2.72a,c) ve (2.70b)’dekileri denklem (2.71)’de yerine koyup carpma
islemini yaparsak denklem (2.71) su hali alir:

{AZC;} _[Stl St2:|{A2c:} (2 73)14
A) Lse s L4
burada,

1 —_ —
Sy :—(slt2 +s2tl) ,

st

1
S :_(Sltz _Sztl) >

st

Ast = _(Szg"'gtz) >

(2.74a,c)

Azcj., j=1..4: bkz.denklem (2.51c) .

Denklem (2.73) ile birlikte denklem (2.16)’da kaplama ve (2.36)’da destek

fonksiyonu i¢in aranan biitiin katsayilar sadece 2 katsayiya bagl olarak bulunabilir

' Bu denklemde kiigiik harflerle verilen Sy S yi denklem (2.70,71)’de gegen [STI ] R [Srz ] matrisi

ile karistirmaymniz.
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hale gelmistir. Bu iki katsay1 da kaplama iist yiizeyindeki bilinmeyen yiizey gerilme
vektorii bilesenleri cinsinden ifade edilerek bulunacaktir (bkz. Sekil 2.1°deki sinir
sartlar). Denklem (2.6b,c)’de kaplama igin verilen Hooke yasasi bagmtilarindan

normal ve kayma gerilmeleri yeniden yazilirsa:

U;y(x’y)zw{(3_’(0)%+(’(c +1) avc:|’

K, —1 0x oy
(2.75a,b)
(5.0 = ()| e 2
o B V)T HLY dy  ox |
Denklem (2.75a) ve (2.75b) Fourier doniisiimii altinda yeniden yazilirsa:
j of,(ty)e'™ dt = ALY) (yl) {(3 —K, )iaF, (a,y)+(k, + 1)—dG°((1a’y)},
” ¢ . Y (2.76a,b)
[ 25 @y)e'™ dt= u(y) {%ﬂa@(mw}.
Yiizeydeki temas gerilmeleri tanimlanirsa:
75, (0) = o (x),
(2.77a,b)

7., (x,0)=7(x).

Bu gerilmeler film-kaplama arayilizeyinde (i¢ ve dis kaynakli) cesitli sebeplerden
dolay1r olusmus kaplama ve film arasinda aktarilan araylizey gerilme bilesenleri
olarak distiniilmelidir. Filmin bagli olmadig1 kisimlar serbest yilizey olup gerilme

bilesenleri degeri buralarda sifirdir (bkz. Sekil 2.1).
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film (145, 1(%))

P, Y4 / R,
D S AN
4o
7(x) X
4 a = >
P b
+° (K He = Hee™) \ kaplama
(x,, 14,) destek

Sekil 2.1 Kaplama yiizeyindeki yiizey gerilme vektoriiniin temsili gosterimi (sistem
sinir sart1).

Denklem (2.77)’deki ylizey gerilme vektorlerinin Fourier doniisiimleri alinirsa:

P(a)= T o(t)e’™™ dt,
- (2.78a,b)
O(a)= j r(t)e dt.

y — 0iken denklem (2.76)’nin limiti alinip denklem (2.78) ve (2.1)’deki tanimlar

kullanilarak son durum yazilirsa:

ey =tim, .o (- i+ (1) 2L |

5 Y (2.79a,b)
LQ(O{) = hl’l’lyﬁo {M + i(ZGC (a’y):| )
Hy dy

Daha o6nce yukarida verilen denklem (2.63)’iin ve (2.67)’nin ¢ikariminda oldugu

gibi; (2.16)’da kaplama fonksiyonlar1 i¢in verilen tanimlar1 ve bu fonksiyonlarin
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(2.28)’de verilen tilirevlerini denklem (2.79)’da yerine koyduktan sonra denklem
(2.32,2.73)’te katsayilar arasinda buldugumuz iliskileri, karakteristik koklerin
(2.26,27)’de ve katsayr carpanlarinin (2.33)’te verilen esleniklik ozellikleri ve
(2.51c)’deki tanimlar kullanilarak denklem (2.79) katsayr vektorii solda olacak
sekilde yeniden yazilabilir:

) {A;}: 1 {(Kc—l)Pm)}; 250"
o —h 4, Hy ()

burada,

—he (my ~h (m—ny)

— —-ny)
n=2zy+25,5:¢ +Z,5,€ >

—h(m —h, (m=ny)

13 =2Zy +2p5,C = +;St2€ )

z,=(3-x,)iaa,(a)+(x, +1)n,,

2, =(3-x,)iaa, (@) +(x +1)n,, (2.81a,)
z, =a,(a)n +ia,

Z,, =a,(a)n, +ia,

n,,n, : bkz.denklem (2.24,25).

(2.80)’de verilen dogrusal denklem sistemindeki sol taraftaki katsayr vektoriinii, sag
taraftakiler cinsinden ifade edecek sekilde c¢ozebilmek igin, sol taraftaki bilinen

katsay1 matrisi asagidaki gibi adlandirilirsa:

{rl q =[R] (2.82)

Bu tanim altinda soldaki bilinmeyen kaplama fonksiyonu katsayr vektorii i¢in

denklem (2.80) ¢oziiliirse:

" Bu denklemde Azcl ve Azc3 katsayilarinin ikinci indisleri olan 1 ve 3 ile uyumlu olmasi agisindan

birinci satirda 7, ikinci satirda da 73 kullanilmugtir. Sirali artan indis numaralar1 ya da bagka

semboller de verilebilirdi.
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{AZI}: 1 R]" {(KC—I)P(‘%)}; (2.83)
45 4 O(a)

burada,

_1 Eklenik|R
[R]" = det[R[]]
Eklenik[R]=(Kofakt6r[R])T{::3 _:1} (2.84a,0)

det[R] = Ay =—(r1r_3+;1r3).

Denklem (2.84)’dekiler denklem (2.83)’te yerine konulup carpma islemi yapilirsa
denklem (2.83) su hali alir:

; (2.85)

4] 1 [n(k-1)P@+r0@)
A A |1 (k. ~1) P(@)-10(@)
burada,

7,1, . bkz.denklem (2.81) ,

Ay : bkz.denklem (2.84c¢) ,
M, : bkz.denklem (2.1) .

Boylece denklem (2.85) ile beraber, (2.16)’da kaplama ve (2.36)’da destek
fonksiyonu i¢in aranan biitlin katsayilar sadece kaplama tist yiizeyindeki bilinmeyen
ylizey gerilme vektorii bilesenleri cinsinden ifade edilmis oldu (bkz. Sekil 2.1°deki
siir sartlari; bagintilart veren ilgili denklemler: (2.85), (2.73), (2.57), (2.46), (2.44),
(2.32); tanim denklemleri: (2.51)).

Yiizey gerilme vektorii kaplama ylizeyinde filmle temas edilen bolgede film kaplama
arasindaki elastik/termal gerinim uyusmazligl veya film veya kaplamadaki/destekteki
bagka dis yiiklemeler nedeniyle olugmaktadir. Bilinen yiiklemelerden hareketle,

bilinmeyen yiizey gerilme vektorii bulunabilir. Problemin fiziksel sartlarindan biri
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olan film-kaplama arayiizeyindeki gerinimlerin esitlenebilmesi i¢in filmdeki ve
kaplama {ist yiizeyindeki yer degistirme gradyantlarinin bulunmasi gerekir. Ardindan
bu yer degistirme gradyantlar1 kaplama iist yiizeyi gerilme vektorii cinsinden ifade
edilebilir. Kaplama {ist yilizeyindeki yer degistirme gradyantlar1 kisim 2.1.2°de

bulunacaktir.

2.1.2 Film-Kaplama Arayiizeyi Boyunca Kaplama Yiizey Yer Degistirme
Gradyantlarinin (Green Fonksiyonlarinin) Bulunmasi

Kaplama ve film araylizeyinde yer degistirmeler, diisey ve yatay, her iki yonde
birbirine esittir. Arayiizey x—ekseni boyunca gittiginden yer degistirmelerin x'e gore
tirevleri de birbirine esittir (y'ye gore tiirevleri ise malzeme mekanik 6zellikleri
farkli oldugu ve gerilme siireklilik sarti (2.8g) saglandigi siirece birbirine esit
degildir). Bu nedenle film ve kaplama arasinda uyarlilik sartin1 yer degistirmelerin x'
e gore tiirevleri olusturmaktadir. Bu kisimda, kaplama {ist yiizeyindeki x'e gore yer

degistirme gradyantlarinin ¢ikarimi yapilacaktir.

v=0°daki kaplama iist yiizeyindeki x'e gére yer degistirme gradyantlar1 verilmis
kabul edilip, kaplama i¢in {ist ylizeyde yer degistirmelerin Fourier bolgesinde kismi

turevleri alinirsa:

o0

. ov(xy) 1 or iax
E}L%T—lylilg% J 1aG,(a,y)e“"da,

—00

(2.86a,b)

o0

. 5uc(x,y) T 1 . iax
1;237—923% j 1aF,(a,y)e“da.

(2.16)’da kaplama fonksiyonlar1 i¢in verilen tanimlar1 denklem (2.86)’da yerine
koyduktan sonra (2.32, 2.73, 2.85)’de katsayilar arasinda buldugumuz iligkileri ve
(2.51c)’deki tanimlar1 ve (2.78)’deki yiizey gerilme vektorii bilesenlerinin Fourier

doniistimleri kullanilarak denklem (2.86)’dan asagidaki denklemler elde edilir:
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burada,

(2.87)’deki tiimlev denkleminin, asimptotik analizi yapilarak,

mutlak

1im(27t,uO —avc (x, y)) =

y=0 ox
. . (2.87a)
= IIIT&(J‘ Kll(xaya t)O'(l)dl+ .[ Klz(xa ya t)T(t)dtJa
y—>
, ou,(x,y)
lim| 2mu, ——=> | =
g 2, 2222
(2.87b)

= lin(}( j K, (x, p,0)o(t)dt + j K, (x,, t)r(t)dt}
y—

K, (x,p,t)= Jhy(a,y)e'i““"‘)da, i,j=12,

h(a,y)= _M(;(—C_l)(gg1(aay)+r391(aa)0)a

R

ia (—
hy(a,y)= —A—<tiI(a,y)—tiI(a,y)),

R

i (— _—
h21(a’y) = _A_(rlgz(aoy)—i_rlgz(avy))a

R

S -
(@) = —W(Z—°)(aﬂz(a,y)—rgﬂz(a,y)),

R
h, — B — —
Ql (a’y) =" 4 5,€ . (ny—ny )+nyy +5,e o () —my )+, y ,

he (my=ny )+nyy

a,(a)s,e s

hy(my=n)+nyy

Q,(a,y)=a,(@)e" +a,(a)s,e
S, S, : bkz.denklem (2.74),

r,r, . bkz.denklem (2.81),

Ay : bkz.denklem (2.84c),

n,,n, : bkz.denklem (2.24,25), (2.88a,g)
M, : bkz.denklem (2.1).

a| — oo iken (alfanin

degerinin sonsuza giderkenki) davranisi Taylor acilimlart yoluyla incelenirse

(bkz. EK 5):
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13
. a

h(a,y)—> 1_e‘a‘yzEnrn )
o~ 3=

13
hy(a,y) = e Fr,
n=0

i (2.89a,d)'®
h21(619;y)-_§ iifi_elz)/ZEZ(;nr”:
n=0

o
13
NCROETADW ar
n=0
burada,

E - (k. +1)»E1 _ (x, +5)S’ ’

4 8
B __(K'C —l)’F1 :_(K‘C +1)S’ ,

4
(x,+1) (x,+1)
0= s U = Syeeey
4 8
| K. +1
H, :—( °4 ),H1 :—( C8 )s,..., (2.90a,f)
digerleri i¢in bkz. EK 4
1l
|
)
v
|a| — o iken denklem (2.89)’da #;(«,y)fonksiyonlarir :%’mn polinomlari
' a

seklinde Taylor a¢ilimlar1 yapilarak verilmis olup, bu durum, analitik kisimda sadece

ilk terim kullanacagindan dolay1r sonucu degistirmeyecek olup (diger terimler

|a| — oo iken sifira gittiginden dolay1) sinir degerlerinden birisi sonsuz olan tiimlev

"Bu 14 terimlik agilimlar sayisal analizde karsilagilan sifirdan sonsuza belirli tiimlevlerin sifirdan
yeterince biiyiik bir A degerine, A4 degerinden de sonsuza parcalanarak hesaplanmasi esnasinda, yani
0 A ©

J. :I +J. » A degerinden sonsuza uzanan tiimlevin hesaplanmasinda ]’ll.j (@, y) fonksiyonlarinin
0 0 4

seri agilimlart kullanilmig ve gerekli hassasiyet 14 terimle saglanmigtir [23].
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hesaplamalarinda ise h,.j (a, y) fonksiyonlarinin seri agilimlarmin ilk 14 terimi —
gerekli hassasiyeti sagladigindan dolay1 - yeterli bulunmustur [23].

+1
hlloo(a y) llm hll(a y)_l(K ) e‘a‘y

3

4 o
h = lim h _ (5D g
1200 (aa y) ‘a‘lggo 12 (aa J’) 4 € )
(2.91a,d
(K +1) la|y
hy(a,y)= hm h21(a y)=i———>—e""
4 o
h 1 h (K _1) ‘0"
1 (05 V) = im (a2, y) = 1 :
denklem (2.91)’deki sonuglar (2.88a)’da yerine konulursa:
: (Kc +1) 1 . o laly -ie(t—x)
KI]oo(xayat): llmKII(xayat):—jl_e 5 da’
o> 4 < |d
. (Kc _1) T lely  -ia(t-x)
K]Zoo(xayat):‘l‘lm Klz(xayat):_—J‘ c da »
(2.92a,d)

K =1limK +1 \a\y Aa(t- Y)d
ZIw(xayat) ‘a‘lggo 21('xﬂyat) |(Z| (Z

kK —1 .
Kzzoo (x,y, t) = ‘i‘lgolo Kzz (x,y,t) = % I e‘a‘ye'm(“x)da .

—00

Denklem (2.87)’deki tiimlev gekirdeklerine (2.92)’de verilen |a|— oo ikenki

degerleri ¢ikarilip sonra da eklenirse:

y—0

hm(2ngo W] = hn(}[ j (Kll(xa ya t) _KIIao(xa ya t))a(t)dt +
X 0L

+j (Klz(x,y,t)—Klzw(x,y,t))f(t)dt-i- (2.93a)

+J. KI]oo(xa yat)a(t)dt+ J. K12oo(x9ya t)T(t)dt]a
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linol(%ﬂo WJ - lirro{ [ (Kuye 2,0~ Koy, (et ey +
y—> Yy

X

—00

o0

[ (K@, p,0) =Ko, (6, y.0) o (0)de + (2.93b)

+T K, (x,y,t)c(t)dt+ T K, (x,p, t)a(t)dtJ.

Denklem (2.93)’teki ilk tiimlevler sinirli oldugundan limit islemi tiimlev isaretinin

icine alinabilir. Asagidaki tiimlev esitlikleri kullanilarak

I iMe‘“‘ye'i“(H)da = —Z(t:x) >, ¥<0;
- =)y (2.94a,b)
j e\a\ye—ia(t—x)da — _2—.)2/’ y< 0’
2 (1—x) +)°
denklem (2.92) yeniden yazilabilir:
K +1 t—
K,,w(x,y,t)z( 02 ) ( 2X) 2°
(t—x) +y
kK —1
K]Zoo(x’y’t):( C2 ) yZ 27
(t_X) T (2.95a,d)
K +1 f—x T
KZ]oo(x’yﬁt):( s ) ( 2 ) 2
2 (t—x) +y
(Kc _1) Y
K, (x,y,t)=-— .
2200( y ) 2 (Z_x)z +y2

y — 0~ durumu i¢in denklem (2.95)’teki ifadelerin limitleri alinirsa'”:

' Bundan onceki limitler de sifira soldan yaklasilirken alan limitler olarak diisiiniilmelidir; iinkii
kaplama malzemesi y — ekseninin negatif kisminda tanimlanmustir.
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(k. +1) 1
2 (t—x)’

lim K, (x,y,t) =
y—=>0"

lim K, (x,y,t) = - (KC _1) né‘(t—x),
0 2 (2.96a.d)
(k. +1) 1

2 (t—x) ’

Iim K,, (x,y,t)=
y—>0"

lim K,, (x,p,t)= Mné‘(z‘—x).
y—0 2

Denklem (2.95b) ve (2.95d)’deki ifadelerin limiti alimirken sifira soldan
yaklagtigimiz i¢in (2.96b) ve (2.96d)’de isaretleri ters donmiis ve kesirli ifadeler de

Dirac delta fonksiyonuyla gdsterilebilir hale gelmistir.

Denklem (2.96)’daki ifadeler (2.88a, 2.91)’den de yararlanilarak (2.93)’te yerine
konulursa, sinirli tiimlevlerde limit alma islemiyle tiimlev isleminin yer

degistirebilmesi sayesinde:

ov,(x,0) 2 F
Ny PR} j o (D)1, (t,x)dt +
. o (2.97a)
o
+m£f(f)]lz(t,X)dt+;£(t_x) dt—a)CT(X) ,
ou,(x,0) 2 °
& ox n(x, +1) _'[)T(t)lzl(t’X)dtJr
. o (2.97b)
T .
+m L (O, (t,x)dr +— jw ) dt+w,0(x) ;
burada,
= [ 3 (KC +1)1 o (t—x)
1,,(1,x) _J;[lql(a,O) = B e da,

(2.98a,b)

0

I,(t,x)= J. (hu(a,O) +Qje-ia(znda’
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['e]

L, (t,x)= J‘ (hzl(a,()) -1 (Kc4+1) 1] eIy

o]
.

1, (t,x)= I [hzz(a,O) —@j e-ia(t—x)da’

—00

- (2.98¢,0)
)
© (k. +1)
4u
A, = 0.
© (k. +1)

Denklem (2.97)°deki 1,(t,x) ¢ekirdeklerinin (i,j=12)denklem (2.98) deki

tanimlarina bakilarak ve

a) Euler agilimi (eig =cos(@)+isin (9))

b) £(-6)=£(0) = | f(6)d0=2] £(6)d6,

&) g(-6)=-g(6) = | g(6)d0=0, (2.99.d)
d) T e’dg = T (cos(9)+isin(9))d9 = T cos(@)d@ﬂT sin(6)do
ZZTCOS(H)dQ ,

0

bilgilerini kullanarak, denklem (2.97)’deki 1 (¢, x) ¢ekirdeklerindeki (i, j= 1,2)
tiimlevlerin (bkz. denklem (2.98)) siirlarin1 eksi sonsuz yerine sifirdan baglar hale

getirmek ve tiimlevleri daha basit bigimde yazabilmek i¢in 7/, i (t,x) fonksiyonlarinin
a doniisim degistirgenine gore teklik ciftlikleri (2.99b,c) incelenebilir. /, (t,x)
fonksiyonlar1  /,(2,0) fonksiyonlarmndan (bkz denklem (2.98)) olusmakta

oldugundan dolay1, (2.88b-e)’deki fonksiyon tanimlarindan hareketle 6nce onlarin

teklik/ciftlikleri incelenirse:
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h,(a,0) = tek ,
h,(a,0) — cift
h, (a,0) — tek ,
h,,(a,0) — ¢ift fonksiyondur.

(2.100a,d)

Ardindan denklem (2.100)’deki sonuglar (2.99)’daki bilgiler 1s18inda denklem
(2.98)’de uygulanirsa:

1, (t,x)= 2T(i2q)”(a))s(e—ia(t—x))dO{ = 2TCI)”(a)sin(a(t—x))da,
0 0

1,(t,x)= Z]Q(CI)12 (a))R (e'i“(H) )da = 2TCI>12 (a)cos(a(t—x))da,
° ‘ (2.101a,d)"®

L,(t,x)= ZT(iZ(DZI(a))S(e‘i“(”) )da = 2T®Zl(a)sin(a(t -x))da,

I,(t,x)= 2](@22 (2))R (e'i“(H) )da = 2'[@22 (ar)cos(a(t—x))da;
0 0

burada,
(D”(a)=h”(a,())_iwﬁzh”(a’o)_i(lcc+1)’
4 af 4
q)12(a):h12(a>0)+(Kc4_1)>
1 1 (2.102a,d)
O (@)= (@0 -i B g 0y D),
4 |af 4

q)zz(a): h22(a’0)_@7

3J : imajiner, Onilindeki karmagik fonksiyonun
imajiner(sanal) bilesenini verir,

R : reel, oniindeki karmasik fonksiyonun (2.102e,1)
reel bilesenini verir,

h,(«,0): bkz.denklem (2.88).

'® Burada, alfa igin verilen timlev simrlart pozitif degerlere indirgendiginden dolay: ileriki

(94
denklemlerde (2.102a ve c), ﬂ = l alinmugstur.
(94
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Kaplama iist yiizey yer degistirme gradyantlariyla yiizey gerilme vektorii bilesenleri
arasindaki iligkiyi igeren tiimlev denklemi (2.97), (2.101) ve (2.102)’deki sonuglar

dikkate alinarak yeniden diizenlenip yazilirsa:

A ov,(x,0) _
ox ) ) (103a)
= —0,7(x) L j (L— k,, (t,x)ja(t)dt L j o(t)k,, (1, x)dt,
T \t—X T
A ou,(x,0) _
ox ) ) (2.103b)
= w,0(x) 1L j (L— k,, (t,x)J r()dt 1 j o (1)ky, (1, x)dt;
T \l—X T
burada,
1= 41,
C o (k +1) ’
k;(t,x)=— 2 I,(t,x), (2.104a,d)"”
[ (Kc +1) y ’
i,ji=12,

I,;(¢,x): bkz.denklem (2.101) .

Denklem (2.103)’le birlikte kaplama tist yiizey gradyantlari, yiizey gerilme vektorii

bilesenleri cinsinden ifade edilmis oldu.

2.1.3 Probleme Hakim Tiimlev Denkleminin Cikarilmasi

Bu kisimda probleme hakim tiimlev denklemi bulunacaktir. Problemin fiziksel sarti
olan filmle kaplama arasindaki uyarlilik sartin1 (2.8e) yazarak tiimlev denklemine

ulasabiliriz.

' Denklem (2.104b)’de verilen ¢ekirdekler topluca EK 6’te gosterilmistir.
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Film ve kaplama arasindaki kayma gerilmesi, f(x) fonksiyonuyla tanimlanip,

normal gerilme sifir alinirsa,

0  diger yerlerde,
f(x)  a<x<b, (2.105a,b)

£ (1.0)=7" (x,0) =" (x) ={

o, (x,0) =07 (x,0)=0,

ve film i¢in membran benzesimi varsayimdan (bkz. kisim 1.3) ve gerilmelerin
stirekliligi sartindan (2.8g) hareketle denklem (2.103b)’deki normal gerilmeleri sifir

alarak IDM’li kaplamadaki gerinim yazilirsa,

0 K,+11 0| 1
—u (x,0)=———| | ——k, (t,x) £ (2,0)dt. 2.106
S (50) L (1) (10 2106
£,
— —>h.(x)- 5" (x)
a Ja— - X
!l (x,0)
(:ufaKf) y —
L 7 (x O | P X
h_ s
&
© :: (K ,ﬂc He™) \ kaplama ::go
& :: (Ks’lus) destek _>(C,‘
-« —
-« —

Sekil 2.2 Herhangi bir “ x’ noktasindan kesilmis film i¢in serbest cisim diyagramu.
Herhangi bir ‘ x’ noktasindan kesilmis filmin denge denklemi (bkz. Sekil. 2.2):

P+ j (£,0)dr =P, + j f(t)dt =o' (X)h,(x), (2.107)
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burada, P, kuvveti birim derinlik basina verilmis olup, yonii “—x yonii” pozitif kabul

edilerek yazilmistir; geleneksel gerilme bilesenleri gosteriminde oldugu gibi filmin

(13

alt ylizeyindeki kayma gerilmesi ylizey vektorii de “—x yoniinde pozitif kabul

edilmistir.
Film-kaplama araylizeyi i¢in uyarhlik sart1 (2.8¢) yazilirsa

&L, (x,0) = £,(x,0). (2.108)

Film i¢in membran benzesimi kabul edildiginden (bkz. kisim 1.3), (2.6)’da verilen
diizlem elastisite denklemlerinde normal gerilme sifir alinarak filmdeki eksenel

normal gerilme bulunur:

8
of =B O (x,0). (2.109)
1+x, Ox

Denklem (2.107) ve (2.109) birlikte kullanilirsa,

I)a+J.xf(t)dt: 8#1 guf(X,O)hf(X),
‘ I+, Ox (2.110a,b)

[ £(eydi=p,-P,

Filmdeki gerinim (2.110a)’dan bulunursa,

0 l+x 1 x
(50)= " hf(x)[Pa +Lf(r)dt}. 2.111)

Denklem (2.106)’ya aradaki kayma gerilmesi, f(x), disindaki diger yiiklerden

kaynakli ve uzak alan gerinimini ( &,) de i¢eren miimkiin gerinim ytklerini temsilen

g(x) eklenirse,

59



b

i (x,0)= ’2;1% ' [i_kﬂ (t,x)}/(t)dt+g(x), (2.112)

Denklem (2.111) ve (2.112)’deki sonuglar, denklem (2.108)’de yerine konup yeniden

diizenlenirse probleme hakim tiimlev denklemi bulunmus olur:

1 e6] 1 2 x 4u AP
—| | ——k, (s, t)dt — t)dt = ——= +—"—; (2.113
RLL_X a x)}/() 2h1‘(x)Lf() 150 G
burada,
}L:H—Kf&, g(x)=¢,+(a,—a;)AT, a<x<b,
1+KC ﬂf
AT :sicaklik farki, (2.114a.e)

o, ,a, :sirastyla kaplama ve filmin 1s1l genlesme katsayilari.

(2.113)’te ulagilan probleme hakim tiimlev denklemi denklem (2.110b)’de verilen

film icin genel denge denklemiyle birlikte kullanilmalidir.

Denklem (2.113)’teki g(x), &, gibi kaplama ve destekteki uzak alan gerinim
yiiklemesi ve 1s1l gerinimlerin bileskesi olarak alinmistir. Araylizeyde f (x) disinda
baska mekanik yiikler varsa onlar da g(x) fonksiyonuna eklenebilir [10].
Hesaplamali ¢oziimlerde sadeligi acisindan g(x)=sabit alinmaktadir. Sabit gerinim
yiiklemesi &, yerine diizlem elastisite i¢in Hooke yasasi denklemlerinde (2.6a,b)
0,,(x,0)=0koyarak elde edecegimiz es deger gerilme yiiklemesi (o, =0,) de
kabul edilebilir (kaplama i¢in oy (¥) =81, (¥)s,/(1+k.); destek igin
o, =8u.6,/(1+,)). Kaplama ve destek uzak alaninda sabit gerinim yiikii etkisini

olusturabilmek i¢in esdeger degisken uzak alan gerilme yiiklemesi uygulanmalidir;
clinkii kaplama kayma modiilii sabit degildir. Bagka bir ifadeyle, kaplama uzak
alanda sabit bir gerinim ile yiiklendiginde, kaplama kenarlarinda tistel profilli bir
gerilme dagilimi; destekte ise homojen oldugundan dolayr sabit bir gerilme

olusacaktir.
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Denklem (2.113)’teki “¢” ve “x” degerleri a ile b arasinda deger alabilmektedir ve
denklemin ilk  terimindeki tiimlevlenendeki paydanin  degerini  sifira
gotiirebilmektedirler; bu nedenle bu denklem “tekil (aykir1) tiimlev denklemi” olarak
adlandirilmaktadir. Béylece modellenen IDM kaplamali homojen destekli sistem,
karisik sinir deger probleminin analitik ¢éziimii sonucunda tekil tliimlev denklemi
(2.113) tliretmistir.

Denklem (2.113)’teki tekil tiimlev denkleminin ¢6ziimii olan film-kaplama arayiizey

kayma gerilmesi fonksiyonu, f(x), film uglarinda, x = a,b, tiimlevlenebilir tekillige

sahiptir. Filmin a ve b wucundaki gerilme tekillik siddeti sirasiyla soyle

tanimlanabilir:
A=1lim\/2(x-a) f(x), (2.115)
B=1irrb1«/2(b—x)f(x). (2.116)

2.1.4 Tiimlev Denkleminin Co6ziimii

Silm film
v A v
) /(”f”‘f) o b /(ﬂfﬂff)
P 4 ; F, v o
i e T e e T
(x,, 1, = p,e” )\ kaplama h (., p, = 1,e” )\ kaplama
(., 1) destek RS destek
(a) (b)

Sekil 2.3 Filmde cift (a) ve tek uclu (b) mekanik yiiklemeler.

Film, islevsel derecelendirilmis kaplama ve destek malzemesinden olusan sisteme
mekanik yiiklemeler ya filmden ya da altindaki kaplamadan/destekten uygulanabilir.
Uygulanabilecek yiiklemeler Erdogan ve Gupta’nin [10] kullandigi gibi simetrik
(karsilikli zit yonlerde) ve antisimetrik (karsilikli ayni yonlerde) bilesenlerine

ayrilabilir. Destege uygulanan yiiklerin etkisinin de denklem (2.113)’teki g(x)
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fonksiyonuyla kaplama {ist ylizeyinde ifade edildigi diisiintiliirse miimkiin mekanik

yiikleme sekilleri tige ayrilir: film uglarindan simetrik ve antisimetrik; uzak alandan

(kaplama ve destekten |x|—>oo iken) simetrik yiiklemeler. Dikkat edilirse uzak

alandan antisimetrik yiikleme statik denge sartin1 bozacagindan dolay1 varsayimlar
acisindan incelenmesi miimkiin degildir. Film i¢in yukarida bahsedilen yiikleme
tipleri her iki uctan da yiikleme gerektirmektedir (bkz. Sekil 2.3a). Aslinda, cift u¢lu
film yiiklemesinin sonuglart tek uc¢lu film yiiklemesinin (bkz. Sekil 2.3b)
sonuclarinin st tiste eklenmesiyle bulunabilir. Sistemin mekanik davranisinin daha
1yi anlasilmasi agisindan da tek uglu yiiklemenin once incelenmesinde fayda vardir.
Bu nedenle tiimlev denklemi tek uglu film yiiklemesi ve uzak alanda simetrik
yiikleme durumu icin ayri1 ayri ele almacaktir. Ardindan her hangi bir bileske
yiikleme durumu i¢in incelenen her bir yiiklemenin etkisi iist liste eklenerek bileske

etki bulunmasi1 miimkiin olacaktir.

2.1.4.1 Tek Uclu Film Yiiklemesi

(2.113) ve (2.110b)’deki tiimlev denklemlerinde ve takip eden (2.114b)’de

P, =0,
P, =0, (2.117)
g(x)=0,

almirsa Sekil 2.3b’de verilen tek uclu yiikleme i¢in asagidaki tiimlev denklemi

bulunur:

1e00] 1 A x
;L [E—kﬂ (t,x)}f(t)dt— 2 I f(t)de=0, (2.118a)
j:’f(t)dtzg; (2.118b)

burada,

I+ 4y

a<x<b, A= .
1+Kc luf

(2.119a,b)
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Yeni boyutsuz degerler tanimlanirsa ve film kalinligi sabit , /,.(x) =4, , kabul edilirse:

b—a b+a
r
2 2
b_as+b%, a<(x,t)y<b, —-l<(r,s)<l;

b

7, (x0)=pp(r), p =h2
t

3

ve ardindan sdyle bir ¢6zlim varsayilirsa:

p@hﬂwﬁij,wm=ianw,
-5

n=0

denklem (2.118a)’da verilen tiimlev denklemi su hale doniisiir:

e 1 AL cLeath
;Il{s_r_Kzl(sa’”)}F(S)dS—E 721 2 p(s)ds =0;
f
burada,
L
Kzl(sa’”)=5kzl(fax),
L=b-a,

k,, (l, x) cekirdegi denklem (2.104b)’de verilmistir (ayrica bkz. EK 6).

(2.120b-d) kullanilarak (2.118b)’de verilen denge denklemi su hali alir:

20 2k,
b-a)p, L

[/, ps)ds =

(2.120a,b)

(2.120¢,d)

(2.121a,b)

(2.122)

(2.123a,b)

(2.124)

Birinci, 7, (x), ve ikinci tip, U, (x), Cebisef polinomlarinin asagidaki dzellikleri (bkz.

Ek 7)
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_I T(S) ds— 0, n=0
U, (), n>0

n—cos (), n=0 (2.125a,b)

Jr L) 4o |
- Vl_Sz _;l]n—l(r)“l_r2 >

ve denklem (2.121) birlikte kullanilirsa, (2.122)’de verilen tiimlev denklemi dogrusal

cebirsel bir denklem sistemine indirgenir:

ZA”[ LR (M]=F(), ~1<r<l; (2.126)
burada,

R ()= ,JII\/Z%K”(S r)ds+;— U, (1-r

(2.127a,b)

K
F(r)=4, {A—L(n—cos"l(£r+ a+b)j r M }
4h, 2 b 1=52
A, denklem (2.124)’ten bulunabilir:
1 2h
R (2.128)
na p, nlL

(2.128) denklem (2.127b)’de yerine konulursa sag taraf vektorii F(r) soyle olur:

F(r)= A (l—lcos“(r)j 22 j 1 If;i(ﬂ)ds. (2.129)
T -1 2

Denklem (2.126) sayisal olarak ¢oziiliirken toplama islemi, sonsuz yerine sonuglarin
yeterince kararli oldugu bir N degerine kadar yapilir ve film uglarindaki tekillikler

daha hassas incelenebilsin diye Erdogan ve Gupta’nin [27] yaptig1 gibi r degerleri
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Cebisef polinomlarinin  koklerinden segilir (yani7, () =0). Denklem (2.126)

hesaplamali yontemlerde kullanabilecek bi¢cimde yeniden yazilirsa:

N
D AU, )+ R ()] =F(r); (2.130)
n=l1
burada,
T
= 2i-1)— i=1,.,N. 2.131
r, cos{(z )2N}’ i=1, ( )

Her bir 7, degeri i¢in denklem (2.130) yazilirsa N bilinmeyenli /N tane denklem elde
ederiz. Bu denklem sisteminin ¢6ziimiinden bilinmeyen 4,,.., 4, katsayilar1 bulunur.

A, da denklem (2.124,2.128)’den yararlanilarak bulunur ve bulunan katsayilar

denklem (2.121)’de yerine konarak film ve kaplama arayiizeyindeki kayma
gerilmesinin  boyutsuzlandirilmis hali elde edilir. Film-kaplama arayiizeyindeki

kayma gerilmesi yeniden, boyutsuzlandirilmis bigcimde yazilirsa:

N
£ £ ZAnTn (r)
Ty (I’,O) — thxy (I”,O) —_0 . (2.132)
)2 0 1-7?

Dikkat edilirse denklem (2.132)’deki toplama isleminin indisi sifirdan baslamakta;
cinkii 4, #0 (bkz. denklem (2.128)). Yiikleme durumu simetrik olsaydi 4, =0

olacakti.

Filmin kesilen kisminin denge denkleminden (denklem (2.107)’de P, =0,h:(x) =k,

alinirsa) ve denklem (2.132)’den filmdeki normal gerilme bulunur:
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=) _ L ds. (2.133)

Denklem (2.133)’teki tiimlev Cebisef polinomlarmin 6zellikleri kullanilarak
almabilir. Denklem (2.125b) kullanilirsa,

O'Xfx(r) L _ L A,
o =2—th0(n—cos ‘(r))—E; ; U, (W1-r; (2.134)

A, degeri denklem (2.128)’den almnip (2.134)’te yerine konulursa filmdeki eksenel

normal gerilme asagidaki gibi yazilabilir:

axx(r)zl_cos_l(r)_ L ﬁ:An W= (2.135)

)2 n 2h 5 n

Kuvvet uygulanmayan (a-ucu) ve uygulanan ugtaki (b-ucu) kayma gerilmesi
tekillik siddeti (2.105a, 2.115,116)’daki tanimlar ve (2.8h, 2.120,121) denklemleri
kullanilarak yeniden boyutsuzlandirilmis bigimde asagidaki gibi yazilabilir:

N
J— -7
. (2.136a,b)
T1)=) 4, .

S-S
Dikkat edilirse denklem (2.136b)’de tanimlanan kayma gerilmesi tekillik siddeti
filmin b-ucu igindir. Yik b-ucundan uygulandigi i¢in (bkz. Sekil 2.3b) a-ucuna
gbre b-ucunda daha yiiksek gerilme tekillik siddeti degeri beklenir (yani tek uglu

film yiliklemesi durumunda B > 4 olmalidir).
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2.1.4.2 Uzak Alandan Simetrik Yiikleme

Uzak alandan simetrik yiikleme durumunu incelemek i¢in (2.113) ve (2.110b)’deki
tiimlev denklemlerinde ve takip eden (2.114b)’de

P, =0,
P, =0, (2.137a-c)
g(x)=¢,,

konulmalidir.

Tek uglu film yiliklemesi durumunda @ yiikii yeniden boyutsuzlandirma degistirgeni
p, "de kullanilmist1 (bkz. denklem (2.120d)). Bu yiikleme durumunda ytik sabit uzak
alan gerinimi kabul edilmis ve boyutsuzlandirma/boylandirma da gerinimi iceren

gerilme boyutunda asagida verilen terimle yapilmistir ki bu terim sisteme hakim

tiimlev denkleminin igerisinde aynen yer almaktadir (bkz. denklem (2.113)) :

4
7, (x.0)=—pp(r), p =Kﬂ :

C

&> (2.138a,b)
+1

ve tiimlev denklemi (2.113) i¢in s0yle bir ¢6zlim varsayilirsa

mw=ﬂﬂﬁi7,w@=i%n®, (2.139,b)
—S

n=0

ardindan tek uc¢lu film yiiklemesi durumundaki c¢ikarimlardaki gibi Cebisef

polinomlarinin denklem (2.125)’te verilen 6zellikleri kullanilirsa (burada yiikleme
durumu simetrik oldugundan dolay1r a,=0) tiimlev denklemi (2.113), dogrusal

cebirsel denklem sistemine indirgenmis olur:
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> a,[U,.("N+R,(M]=1, ~l<r<l; (2.140)
1
burada,
_1p T AL —
R”(r)__;L ,_l_szKZI(s,r)ds+4—nh—fUnl(r) 1-r". (2.141)

Tek uclu film yiliklemesindeki ¢ikarim takip edilirse asagidakileri elde ederiz:

film-kaplama arayiizey kayma gerilmesi:

o (r,O) ;anTn(”) 0142

Xy

- 5

D 1-7

2

filmdeki eksenel normal gerilme:

f N
ou(r) _ L Ly (=i, (2.143)
D 2hf n=1 1

a ve buglarindaki kayma gerilmesi tekillik siddeti sirasiyla:

A N
=—>aT (-],
pL/2 Z‘ 4D (2.144a,b)
P Sarm=-y o
=—>a ==>a,.
pl L/2 > nn - n
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3. BULGULAR VE DEGERLENDIiRME

Boliim 2°de analitik olarak Cebisef polinomlar1 yardimiyla tekil tiimlev denklemi
film-kaplama arayiizeyi hatt1 boyunca gecgerli dogrusal cebirsel bir denklem
sistemine indirgenmistir. Bu denklem sistemi, temelde, Guler tarafindan 1999 yilinda
gelistirilen [23], niimerik yontemler kullanilarak yazilmis olan FORTRAN77 kodu
ile gerekli uyarlamalar yapildiktan sonra ¢ozlilmustiir. Yaklagik 5000 satir olarak
yazilmis olan temel kod, iki ayr1 programdan olugmaktaydi. Bu programlar tek bir
programda birlestirilerek sonuglarin otomatik birbirine gecisi saglandi. Ayrica,
baslangigta komut satirindan girilen degistirgen degerlerinin, otomatik, sonug
verilerini iceren metin dosyalarina ad olarak konmasi (¢oklu dinamik dosya
yaratma), degisken boyutlu dizi yaratma, komut satirindan ¢oklu parametre girigi gibi
yeniliklerle FORTRANO90 derleyicisinde derlenebilir hale getirilen kod ile TOBB
ETU Yiiksek Basarimli Hesaplama Laboratuvarindaki Solaris igletim sistemli Obek-1
bilgisayarma toplu komut islemi verilebilir héle getirilmistir (bkz. EK 9). Bu
yenileme calismalar1 esnasinda karsilastigimiz sorunlardan en ilginci : “baslangicta,
farkli iki donanimin/yazilimin (Microsoft Developer Studio ve SunSystems-Solaris)
derleyicisi ile kosturulan ayn1 kodun farkli sonug vermesi” sorunu olmustur. Ik basta
saskinliga yol agan bu sorun yapilan arastirmalar® ve dikkatli denemeler sonucunda
¢Oziilmiistiir. Bu duruma eski kodda fazladan bulunan bir tanimlamanin yol agtig1
tespit edilmis olup ilgili satir ¢ikarilarak kod her iki donanim derleyicisinde de ayni
sonucu verir duruma getirilmistir (Bkz. EK 8). Bu problemle ilgili o tarihlerde TOBB
ETU Bilgisayar Bolim Baskam Prof. Dr. Ali Yazici ile yaptiginz goriisme
sonucunda “ayni kodun farkli derleyicilerde farkli sonu¢ vermesi sorununun zaman
zaman bagkalar1 tarafindan da yasanabildigi bunlarin kimi zaman derleyicilerin

otomatik yaptig1 optimizasyonlardan kaynakli da olabilecegi ortaya ¢ikmustir.”

[k kisimda, literatiirdeki bize en yakin calismanin [10] sonugclari ile bir karsilastirma

yapilip bu ¢alismanin sonuglar1 sonlu elemanlar yontemi kullanilarak dogrulanacaktir

2 Bu noktada Tez Hocam M. A. Giiler’in kod kontrol tecriibesi ve tavsiyeleri isimizi kolaylastirmustir.
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(bkz. Kisim 3.1). Ikinci kisimda ise islevsel derecelendirilmis kaplama i¢in uzak alan
yiiklemesi durumu detayl olarak incelenecektir (bkz. Kisim 3.2). Her iki kisimda da
sonuglar bulunurken diizlem gerinim durumu varsayilmis olup koordinat ekseninin
baslangi¢ noktasi (orijini) film-kaplama arayilizeyinde film boyunun tam ortasinda
kabul edilmistir, yani a yerine —b almmmustir (bkz. Sekil 1.1 ve 3.19d). Sekillerdeki
negatif film-kaplama araylizey kayma gerilmesi degerleri ilgili kayma gerilmesi
bileseninin ydniiniin kaplama iist yiizeyinde sola, film alt yiizeyinde ise saga dogru
oldugunun gostergesidir; degerin pozitif oldugu yerlerde de tam tersi yonelimler s6z
konusudur. Film uglarindaki kayma gerilmesi tekillik siddeti isareti de o ugtaki
kayma gerilmesinin isareti ile ayni olup, filmin her iki ucunda da mutlak degerce
ayni ise pozitif oldugu uctaki degeri grafiklerde gosterilmistir. Filmden iki uglu
(simetrik ve antisimetrik) yiikleme ve uzak alan yiiklemesi durumlarinda arayiizey
kayma gerilmesi tekillik siddeti her iki ugta da mutlak degerce aynidir. Ayn1 olmayan
tek durum filmden tek uclu yiikleme durumudur ki bu durumda kuvvet uygulanan

uctaki kayma gerilmesi tekillik siddeti degeri diger ucgtakinden ¢ok daha fazladir.

Islevsel derecelendirilmis kaplama icin detayli olarak incelenen yiikleme durumu
uzak alan yiiklemesidir. Aslinda uzak alan yiliklemesi durumu ic¢in bulunan
sonuclardan hareketle simetrik film yiiklemesi durumu icin de ayni sonuclara
ulasabiliriz yeter ki probleme hékim tiimlev denklemin (2.113) sag tarafindaki yiik

terimi asagidaki sekilde tanimlansin:

g(x)=0,
p o2 Ay (3.1a,b)
VS R

Bu sayede, Kisim 3.2°de uzak alan yiiklemesi durumu i¢in verilen sonuglar, araylizey
bolgesi ve arayilizey kayma gerilmesi agisindan aynen Ortiisecektir. Denklem
(3.1b)’deki negatif isaretten dolay1 uzak alandan uygulanacak olan ¢ekme ytikiiniin
film-kaplama arayiizeyine etkisi film uglarindan uygulanacak ilgili bas1 kuvvetleriyle

saglanacaktir veya benzer sekilde uzak alandan uygulanacak basi yiikiiniin film-
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kaplama araylizeyine etkisi film ucglarindan uygulanacak ilgili ¢eki kuvvetleriyle
saglanacaktir. Araylizey kayma gerilmesinin ayni ¢ikmasina ragmen filmdeki normal
gerilmeler farkli ¢ikacaktir. Simetrik film yliklemesinde film uglarindan kuvvet
uygulandigi i¢in sinir sart olarak film uglarinda normal gerilme en biiyiik olacaktir;
oysa uzak alan yliklemesi durumuna film uglarindan bir yiik uygulanmadigindan,
film uclarinda normal gerilme sifir olacaktir. (2.107)’deki film i¢in yazilan denge
denkleminde film kalinlig1 sabit almmarak denklem (3.1b) yerine konulduktan sonra

(2.125b) ve (2.138) kullanilarak simetrik film yiiklemesi (film uclarindan basi)

durumu igin filmdeki normal gerilme dagilimi ¢! (x) $dyle bulunabilir:

cl(x) -2 L Ya

e e et N (3 ) B A 3.2
n A 25 () (2

Uzak alandan simetrik ylikleme durumu ve filmden es deger simetrik yilikleme

durumunda filmde olusan normal gerilme dagilimlarinin ornekleri sirasiyla Sekil

3.14 ve Sekil 3.15’te verilmistir.

PR

Yiikleme yonii degistiginde, sadece gerilme boyutsuzlandirma degistirgenin ( p,)

isareti degiseceginden dolayi, filmdeki eksenel normal gerilme ve film-kaplama
araylizey kayma gerilmesi (ve dolayistyla film ucu kayma gerilmesi tekillik siddeti)
degerlerinin sadece isareti degisecektir. Dolayisiyla sekillerde (Sekil 3.14-3.19)
verilen sonuclar, mutlak degerce diisiliniildiigiinde, zit yondeki yilikleme tipleri i¢in de
gecerlidir. Mesela, Sekil 3.15°te verilen film uclarindan simetrik basi kuvveti

yiiklemesinde, (0<x/b<1) araligi i¢in biitin gerilme degerleri (o, (x), 7}, (x))

negatifken; iki ugtan simetrik c¢ekme kuvveti yiiklemesi durumunda, gerilme
degerleri mutlak degerce basi yliklemesi durumundakiyle ayni olup isareti pozitif
olacaktir. Birbirine zit yonlii yiikleme tiplerinde (yani yapiya etkiyen biitiin yiiklerin
yonlerinin zit yone ¢evrildigi durumlarda), sonuglarin mutlak degerce ayni olmasina
ragmen, malzemelerin ¢eki ve basi yiliklemesi altindaki mukavemetleri ve hasar

sekilleri ayn1 olmayabileceginden dolay1 dikkatli olunmalidir.
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Modellenen problemde (bkz. Sekil 1.1), ikisi mekanik ikisi de geometrik olmak
tizere, dort tane temel degistirgen (parametre) vardir (bkz. Tablo 3.1). Mekanik
degistirgenler, islevsel derecelendirilmis kaplamanin kayma modiilii veya

derecelendirme orani, I'=y /4, ve kaplama ist ylizeyinin filme gore kayma
modiilii oran1, A= g4/ .. Geometrik degistirgenler ise film narinlik orani, L/ A, ve
film boyunun kaplama kalinligina oram, L/h ’dir. Burada, T degistirgeni

kaplamanin st yiizeyinin alt yiizeyine gore uyarligini (compliancy), ve A
degistirgeni ise filmin kaplama iist yiizeyine gore uyarligini gostermektedir. Tam
degistirgensel (parametrik) caligsma pratikte miimkiin olarak gozitkmemektedir. Bunu
yapabilmek i¢in bu dort degistirgen icin 4, bir de bu degistirgenlerin etkiledigi alan
degiskeni (gerilme v.s.) i¢in olmak iizere toplam 5 boyutlu bir grafik gerekmektedir.
Bunu agmanin bir yolu iki degistirgeni her seferinde temel degistirgen olarak alip
Oonemli alan degiskenlerini bunlara gore hesaplatip cizmektir. Degistirgenlerin
degerleri simdiye kadar literatiirde benzer modeller i¢in alinmig degerleri
[22,32,33,45-50] kapsayacak ve hesaplamali teknigin verimliliginin miisaade ettigi
[45] 6lclide se¢ilmistir.

Cizelge 3.1 Sistemdeki Temel Degistirgenler (parametreler)

Tiirii Degistirgenler Semboller
Film narinlik oran1 ** L/h;
Geometrik
Film boyunun kaplama kalinligina orani L/h,

Kaplama iist ylizeyinin altina gore uyarhigi I'=u/u,
Mekanik

Filmin kaplama Ust yiizeyine gore uyarligt * | 1=/ y

*y. =v =v.=0.3 alinrsa. ** h.(x) = h. alinirsa.
f c S f f
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3.1 Sonugclarin Literatiirle Kiyaslanmasi (Filmden Yiikleme)

Bu kisimda st iiste ekleme yontemiyle simetrik ve antisimetrik film yiiklemesi
durumlari i¢in kayma gerilmesi dagilimi ve film uc¢larindaki kayma gerilmesi tekillik
siddeti degerleri bulunmustur. Yontemin uygulanma sekli simetrik (uclardan esit
buytiklikte ve zit yonde) yiikleme icin Sekil 3.2°de, antisimetrik (uglardan esit
bliytikliikte ve yondes) yilikleme i¢inse Sekil 3.5°te gosterilmistir.

Ulastigimiz sonuglarin teorik agidan dogrulugunu test etmenin yollarindan birisi bu
calismanin baz1 0Ozel durumlarindaki sonuglarini literatiirde yapilmis benzer
calismalarin sonuclar1 ile kiyaslamaktir. Homojen destek durumu igin literatiirde
yapilmis caligmalar arasinda bizimkine en yakin olani Erdogan ve Gupta’nin (1971)
calismasidir. Sonuglarin literatiirdekilerle [10] kiyaslanabilmesi i¢in degistirgenlerin

bir kismi asagidaki gibi tanimlanmalidir:

a=-1 (3.33,6)

Bu ¢alismada incelenen problem, kaplama homojen, film kalinlig1 bir, film boyu iki
birim alindiginda ve lambdalar arasindaki tanim farki dikkate alindiginda, Erdogan
ve Gupta’nin (1971) inceledigi probleme indirgenmektedir. Bu nedenle incelenen
problemin Oncelikle homojen kaplama i¢in c¢oziimiine bakilacaktir. Homojen

kaplama ve tek uglu film yiiklemesi durumu i¢in hesaplanan film-kaplama araylizey
kayma gerilmesi T;(X) ve filmdeki eksenel normal gerilme o (x)dagilimlart Sekil

3.1’de gosterilmistir. Sekil 3.1’de kullanilan degistirgenlerin degerleri Erdogan ve
Gupta’nin (1971) kullandig1 degerlerle ortiisecek sekilde alinmustir.
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Filmin kaplama iist ylizeyine gore uyarligini gosteren ve tanimi (2.119b)’de verilen
A degistirgeni Erdogan ve Gupta (1971) tarafindan farkli tanimlanmis olup film

kalinhig1 da tamma katilmistir. Ilgili refaranstaki tamim A olarak gosterilmistir.

Tanmimlar arasindaki tam iliski A

Te!

. =A/2h. olup film kalinligi bir birim kabul

edildiginden dolay1 denklem A

¢ =A/2 sekline indirgenmektedir.

Araylizey kayma gerilmesi dagilimi ve film uclarindaki kayma gerilmesi tekillik
siddetini bulmak i¢in tek uglu film yiliklemesi durumu sonuglarindan hareketle iist
iiste ekleme yontemi’' kullanilmustir. Simetrik ve antisimetrik yiikleme durumlar
icin {ist liste ekleme yonteminin kullantm mantigr sirasiyla Sekil 3.2 ve 3.5°te

gosterilmistir.

Antisimetrik yiikleme durumundaki sonuglarin Erdogan ve Gupta’nin (1971)

sonuglariyla karsilastirilabilmesi i¢in denklem (2.120d)’deki boylandirma film
kalinlig1 bir alinarak aynen kullanilabilir (yani p, = ). Karsilastirmali sonuglar

Sekil 3.6 ve 3.7°de verilmistir. Sekillere bakildiginda sonucglarin Ortiismedigi
gorlilmiistiir. Sekil 3.7°de film ucu kayma gerilmesi tekillik siddeti sonuglarina
bakildiginda, her iki sonucun da kaplamaya gore filmin uyarlig1 azaldik¢a (yani film
rijitlestikge) ayni asimptot degerine® (2/m) yaklasmasina ragmen, bu ¢alismanin
sonucunun asimptot degerine yukaridan, Erdogan ve Gupta’ninkinin ise asagidan
yaklagtig1 goriilmektedir. Film uyarliginin kaplamaya gore sonsuza gittigi durumda
(Sekil 3.7°deki orijin noktasi) veya sadece kaplamanin rijit oldugu durumda bu
calismanin sonucuna gore kayma gerilmesi tekillik siddeti degeri en biiyiik degerine
ulagmaktayken Erdogan ve Gupta’nin sonuglarma gore en kiiciik degerine (sifira)
ulagmaktadir. Film (elastik kuvvetlendirici/takviye) uyarligimin kaplamaya gore

sonsuz oldugu durumda filmden uygulanan kuvvet sanki film yokmus, miikemmel

! Dogrusal Elastik Teori varsaydigimizdan dolayr iist iiste ekleme yontemi dogru sonug verecektir.

* Rijid film igin bu asimptot deger icin kapali formda ¢oziim, tekil timlev denklemeler iizerine
Muskhelishvili (Ing.) tarafindan yazilmis kitapta [63] verilmis olup, asimptotun degeri Erdogan ve
Gupta [10] tarafindan 2/ 7 olarak bulunmustur.
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arayiizey bag1 varsayimindan dolayi, dogrudan kaplamaya noktasal olarak
uygulantyormus gibi bir etki yaratacaktir. Bu durumda, kuvvetin uygulama noktasi
olan film ucunda, gerilme degerleri film bagliyken oldugundan daha hizli bir sekilde
sonsuza gidecektir ve dolayisiyla burada film ucu kayma gerilmesi tekillik siddeti de

en biyiik degerine ulasacaktir®.

Literatiirde (Erdogan ve Gupta, 1971) film ucundaki kayma gerilmesi tekillik siddeti,
simetrik ve antisimetrik yiikkleme durumlart i¢in farkli boyutsuzlandirmalarla
gosterilmistir. Film ucu tekillik siddeti, simetrik yiikleme durumunda bir taraftan

p, =4 P=F,, ile boyutsuzlandirilirken; 6te taraftan da, antisimetrik yiikleme

durumunda sadece p,=Q ile boyutsuzlandirilmaktadir. Bu sekilde farkli

boyutsuzlandirma, farkli yiikleme tipleri uygulandiginda fiziksel goriingiiniin
(fenomenin) yanlis yorumlanmasina neden olabilir. Bu nedenle bu ¢alismada
simetrik ve antisimetrik yiikleme tipleri icin aym1 boyutsuzlandirma kullanilmistir.
Sonuglar Sekil 3.8 ve 3.9°da goriilmektedir. Sekil 3.8 ve 3.9°daki sonuglar
incelendiginde antisimetrik yiikleme durumunda kayma gerilmesi tekillik siddeti
degerinin simetrik yiiklemenin ilgili degerinden daima daha yiiksek oldugu goriiliir.
Bu mantiksal olarak da dogrudur; ¢ilinkii antisimetik yiikleme durumunda filmin her
iki ucundaki yiikler ayni yonde etki etmekte ve dolayisiyla birbirinin etkisini
artirmaktalar (bkz. Sekil 3.5); Ote taraftan simetrik yliklemedeyse yiikler film
uclarinda zit yonlerde etkidiginden birbirinin etkisini azaltmakta ve uglardaki gerilme

tekillik siddeti degerini azaltmaktadir (bkz. Sekil 3.2).

Antisimetrik ylikleme durumundaki uyusmazligin nedenini arastirdigimizda Erdogan

ve Gupta (1971) tarafindan verilen antisimetrik yiikleme sonuglarmin bir isaret

» Melan [21] 1932°de yaptigi ¢oziimle levhanin kenarindan takviye edildigi durumda kuvvetin
uygulama noktasindaki kayma gerilmesinin sadece logaritmik olarak sonsuza gittigini (bkz. Kisim
1.4) gostermistir. Boussinesq’in 1892°de takviyesiz yarim levhaya kenarindan etki eden yatay kuvvet
icin verdigi c¢oziimle (bkz. mesela [26]) karsilastirilirsa, levhaya takviye baglaninca kayma
gerilmesinin kuvvetin uygulandigi noktada sonsuza gidisinin yavagladigi goriilmektedir. Bu nedenle,
takviyenin olmamasi veya sanki yokmus gibi bagli oldugu levhaya gore sonsuz uyarli davranmasi
durumlarinda film ucu tekillik siddeti degerinin en bilyiik olmasi beklenir.
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hatasindan dolay1 farkli ¢iktigi tespit edildi. Bu tespitte, probleme hakim tiimlev
denkleminde (2.126) sag tarafin isaretini degistirdigimizde antisimetrik sonuglarin
ortiistiigiinii gérmemiz, yardimer ve dogrulayici olmustur. Bu tezdeki formiilasyonun
ve yaptigimiz tespitin dogru oldugunu ispat etmek i¢in ayni zamanda sonlu eleman

analizi (SEA) yapilmistir.

Sonlu eleman programi olarak genel amagli ANSYS (1997) yazilimi kullanilmustir.
Sonlu eleman modellerinin kafes yapisi 6n islemci yazilimi olan ANSA (2005)
kullanilarak olusturulmustur. Olusturulan kafes yap1 Sekil 3.11°de gosterilmis olup
icerisinde 95436 tane dortgen yapisal eleman bulunmaktadir. Incelenen geometri
ANSYS’te 8 diigim noktali PLANES82 tipli yap1 elemanlar1 kullanilarak
modellenmistir. Arayiizey miikemmel bag varsayimi altinda kafes yapida siireklilik
saglanacak sekilde modellenmistir. Modelde film ucuna dogru bdliintiileme sayisi

artirtlmis olup kafes yap1 her yerde sadece dortgenlerden olugsmaktadir. Sonlu eleman
modelindeki yatayda ve diseyde destek boyutlart siwrasiyla L ve h, olarak

gosterilmistir (bkz. Sekil 3.10). SEA modelinde smir sart olarak film uglarinda
diizgiin dagili yik ve destegin alt koselerinde yatay ve diisey yoOndeki
yerdegistirmeler sabitlenmistir (bkz. Sekil 3.10 ve 3.11).

SEA modelindeki sonlu destek boyutlar analitik modeldeki yarim destegin sonsuz

derinligini benzetim agisindan yeterince bliyiikk ve arayiizeydeki temas gerilme

sonuglarini etkilemeyecek sekilde secilmistir. Bu nedenle L./h., L./L ve h/L

sirastyla 100, 1/17ve 1/2 olarak segilmis olup L, =1326 birim alimmgtir (bkz.
Sekil 3.10). Sistemde film uglarindan diizgiin dagili P =78 N/mm degerinde bir yiik
uygulanmaktadir (bkz. 3.11).

Yapilan sonlu eleman analizi sonucunda ulasilan film-destek araylizey kayma
gerilmesi Tiy (x) ve filmdeki eksenel normal gerilme o' (x) dagilimlart filmden

simetrik ve antisimetrik yiikleme durumlart i¢in sirasiyla Sekil 3.12 ve 3.13°te

gosterilmigtir. SEA esnasinda kayma gerilemeleri tam film-kaplama arayiizeyinde
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alinirken, normal gerilmeler filmin tam ortasindaki yatay eksende alinmustir.

Dolayisiyla o (x) yerine gergekte gfq(x,h?f) konmalidir. Ancak gosterim kolayligi

ve film i¢in yaptigimiz membran benzesiminden dolay1 normal gerilmeler sadece
yatay eksen degiskeni olan x ile gdsterilmistir. SEA sonuclari ile analitik sonuglar
olduk¢a yakin Ortiismiistir. Bu da bu tezde yapilan analitik formiilasyon ve
sonuglarin homojen kaplama durumu i¢in dogru sonug¢ verdiginin isaretlerinden

c e . 4. 04
birisidir™".

?* Baska bir dogrulama yontemi de gergek deney yapmak olabilirdi.
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v /ﬂf’Kf)Q x

v — M —
h -1 1
¢ (ks p = 4y=p)  kaplama
T (s 4) destek
45 12
40 -
10 -
08
£ 0.6
o, (x)
D, 04l
02
‘ ‘ ‘ 0.0 ‘ ‘ ‘
-1.0 05 0.0 0.5 1.0 -1.0 05 0.0 0.5 1.0
x/b x/b

Sekil 3.1 Filmden tek uglu yiikleme ve homojen kaplama i¢in, yani I'= g/, =1
icin, film-kaplama arayiizey kayma gerilmesi ij (x) ve filmdeki eksenel normal

gerilme dagihmio! (x). Bu grafiklerdeki degerler, diizlem gerinim varsayilarak,
v.=v,=v, =03, A=p/p =1/06,L/h. =2, p=0/h =0 alinarak elde
edilmistir.
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destek g
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kaplama r
destek _41

Sekil 3.2 Tek uglu yiiklemelerin (¢ekme, durum 1 ve 2) {ist {iste eklenmesiyle elde
edilen simetrik ylikleme durumu i¢in film-kaplama arayiizeyinde olusan kayma
gerilmesi rfy (x)= f(x) dagilimi. Grafikteki degerler, homojen kaplama durumu,

yani T=pu/py =1, ve v =v.=v,=03,4,=4/2=p,/Qu)=1/12,L/h =2

degerleri i¢indir.
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P ff yA /(:szsn;l(f)]) X
V< ——
n| 1A
¢ (K., 4, = 1y=p)  kaplama
4 (. 14,) destek
81 f(x)
£y
4.
o —0—0 X
1.0 0.5 0 0.5 1.0
41
78_

Sekil 3.3 Simetrik yiikleme durumu i¢in film-kaplama arayiizeyinde olusan kayma
gerilmesi z')fy (x) = f(x) dagilimi. Grafikteki degerler homojen kaplama durumu, yani

F=u/p,=1,vev =v =v,=03

A

> “ref

=4

2=, /(2u)=1/12, L/ h. =2, F, = P4

icindir. Siirekli cizgi bu calismada elde edilen sonug, i¢i dolu yuvarlaklar ise
literatiirde elde edilmis sonuclardir (bkz. kaynak [10], Fig.3).
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n YA film

f

B v ) (ﬂt‘7Kf)P X

i —>
h -1 A 1
¢ (K> 4= t=H)  kaplama
T (x5, 14,) destek

2.0

® B/F(Erdogan ve Gupta, 1971)
——- B/F, i¢in asimptot
—— B/F, (Bu galisma)

PNL/2

0.5

Film Ucu Kayma Gerilmesi Tekillik Siddeti
=

0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1/ 2pef

Sekil 3.4 Simetrik yiikleme durumundaki film ucu kayma gerilmesi tekillik siddeti
B'nin 1/4, degistirgeni ile degisimi. Grafikteki degerler homojen kaplama

Tef
durumu, yani I'=py/y,=1, ve v, =v,=v,=03,L/h =2, p =F=Pi,,

A =A12=p,/(24,) icindir. Siirekli ¢izgi bu ¢alismada elde edilen sonug, ici dolu
yuvarlaklar ise literatiirde elde edilmis sonuglardir (bkz. kaynak [10], Fig.2).
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Sekil 3.5 Tek uclu yiiklemelerin ( bir uctan ¢ekme, durum 1, 6teki ugtan basma,
durum 2) {ist liste eklenmesiyle elde edilen antisimetrik ylikleme durumu i¢in film-

kaplama araylizeyinde olusan kayma gerilmesi r)fy (x)= f(x) dagilimi. Grafikteki
degerler, homojen kaplama durumu, yani I'=g /gy, =1, ve v, =v =v, =03,
g = A1 2=, I2u,)=1/1.2, L/ h, =2 degerleri i¢indir.

82



VA film

f He> K
0 v L) gy
A —
h -1 A 1
© (K M. = 4y=p)  kaplama
4 (. 44) destek
51 ()
Q
4]
o o
000000 POO0O00O0O .
—110 —(I).S 0 0.I5 i,O
41
-8 J

Sekil 3.6 Antisimetrik yiikleme durumu icin film-kaplama arayiizeyinde olusan
kayma gerilmesi Txfy (x)= f(x) dagilimi. Grafikteki degerler homojen kaplama
durumu, yani T'=pgy/y, =1, ve v.=v =v,=03,4,=A4/2=p,/2u)=1/12,
L/h. =2 i¢indir. Siirekli ¢izgi bu ¢aligmada elde edilen sonug, i¢i bos yuvarlaklar ise

Erdogan ve Gupta [10]’da sayisal hesaplamada isaret hatasi1 yapilarak elde edilmis
sonugtur.
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T (Y78 destek
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O 4/Q (Erdogan ve Gupta, 1971)
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—— A/Q (Bu ¢alisma)
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U Aref

Sekil 3.7 Antisimetrik ylikleme durumundaki film ucu kayma gerilmesi tekillik
siddeti 4'nin 1/ 4 degistirgeni ile degisimi. Grafikteki degerler homojen kaplama

tef
durumu, yani I'=p /=1, ve v, =v,=v,=03,L/h=2,p =0/h=0,
Ao = A12=p, (244,) igindir. Stirekli ¢izgi bu calismanin sonucu; ici bos yuvarlaklar
ise Erdogan ve Gupta [10] tarafindan sayisal hesaplamada isaret hatas1 yapilarak elde
edilmis sonugtur.
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A 1 > | P 1 >
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4 (x5 14) destek | T (x5 14,) destek :
I |
| I
2.0 \
|
\ _——— B/Q (Bu galisma), antisimetrik yiikleme.
—————— B/Q igin asimptot
\ —————  B/P(Bucaligma), simetrik yiikleme.

PpNL/2

Film Ucu Kayma Gerilmesi Tekillik Siddeti

0.0 T T T T T

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1/ Aref

Sekil 3.8 Simetrik (siirekli ¢izgi) ve antisimetrik (kesikli ¢izgi) ylikleme
durumundaki film ucu kayma gerilmesi tekillik siddeti B'nin 1/4_ degistirgeni ile
degisimi. Grafikteki degerler homojen kaplama durumu, yani I'=g /gy, =1, ve

v.=v,=v,=03,L/h =2, p=0Q/h=P/h;, Ay =1/2=p,/(2u,) i¢indir.
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Film Ucu Kayma Gerilmesi Tekillik Siddeti
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e — B/Q, (Bu galisma) , antisimetrik yiikleme.

0.0 T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

1/ Aref

Sekil 3.9 Simetrik (siirekli ¢izgi) ve antisimetrik (kesikli ¢izgi) yiikleme
durumundaki film ucu kayma gerilmesi tekillik siddeti B'nin 1/4_; degistirgeni ile
degisimi. Grafikteki degerler homojen kaplama durumu, yani I'=x /g, =1, ve
v.=v,=v,=03,L/h =2, p=20/2h.)=AP/2h), A =A12 =1, 1(2u,),
F,=4,.P, Q,=4,0 i¢indir.
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Sekil 3.10 SEA i¢in sinir gartlar: (a) simetrik film yiiklemesi, (b) antisimetrik film
yuklemesi.

87



P/20

T — 9xP/10

—> P /20

|| destek

Sekil 3.11 Sonlu elaman modeli i¢in kafes yap1 ve sinir sartlari.
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Sekil 3.12 Simetrik ylikleme durumu i¢in film-kaplama arayiizeyinde olugsan kayma
gerilmesi rfy (x) ve filmde olusan eksenel normal gerilme o (x) dagilim.

Grafikteki degerler homojen kaplama durumu, yani ['=g /g, =1, ve
v,=v,=v, =03, A=pu,/p =001, L. /h =100, P=78 N/'mm  degerleri i¢indir.

Siirekli ¢izgiler analitik, noktalar ise SEA sonuglaridir.
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Sekil 3.13 Antisimetrik ylikleme durumu icin film-kaplama arayiizeyinde olusan
kayma gerilmesi r}fy (x) ve filmde olusan eksenel normal gerilme o (x) dagilimu.

Grafikteki

degerler

homojen kaplama

durumu, yani

v,=v,=v, =03, 1=pu,/pu =001, L. /h =100, O =78 N/mm
Stirekli ¢izgiler analitik, noktalar ise SEA sonuglaridir.
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3.2 Uzak Alan Yiiklemesi Durumu (Sabit Gerinim)

Film normal gerilimi 0'; (x) ’deki, ve film-kaplama araylizeyindeki kayma gerilimi,
Tfy(x) "deki degisimler, Sekil 3.14 ve 3.15’te T" , Sekil 3.16°da L/h_, Sekil 3.17°de
L/h.ve Sekil 3.18°’de A degistirgenlerinin farkli degerleri i¢in ¢izilmistir. Film
kalinlig1 boyunca alan degiskenleri diizglin dagili kabul edildiginden dolay1 filmdeki

eksenel normal gerilme sadece x ’in fonksiyonu olarak yazilmistir. Araylizey kayma

gerilmesi  yazilirken de y  koordinatinin sifir oldugu varsayildigindan
z‘jy (x,0)= Tiy (x) olarak gosterilmistir. Film uclarindaki gerilme tekillik siddetindeki
degisim, farkli kaplama derecelendirme orami I" ’ya karsi Sekil 3.19a’da farkli A
degerleri, Sekil 3.19b’de farkli L/h;degerleri ve Sekil 3.19¢’de de farkli L/h,

degerleri i¢in ¢izilmigtir. Sekillerdeki grafikler koordinat sisteminin sadece g¢eyrek
kisminda (bir dordiiliinde) gosterilmistir; c¢linkii, sistemdeki simetrik ylikleme
simetrik gerilme dagilimina neden olmaktadir. Sekillerdeki oklar ilgili parametrenin

artan yoniinii géstermektedir.

Uzak alan yiiklemesi durumunda genel sekil itibariyle film-kaplama arayiizey

gerilme dagilimi, kolunu bir ucta yukari, 6teki ucta asagi indirmis kafasi y -ekseninde

olan bir insanin omuzuyla kollarinin olusturdugu profili andirmaktadir. Omuz
bolgesi diize yakin olup filmin ortasina denk gelmektedir. Filmdeki normal

gerilmeler ise film ortasinda zirvesi olan bir tiimsek seklindedir.

Film boyunun kaplama kalmligma orani, L/h,, arttik¢a, gerilme degerlerini (

Gix (x), z‘iy (x)) artirma veya azaltmada kaplama malzemesini derecelendirme daha

da etkili olmaktadir (bkz. Sekil 3.14). Sabit film boyu i¢in kaplama kalinlig

azaldikca (yani L/h_ arttik¢a) kaplama uyarligmimin igeri dogru arttigi durumlarda
(yani T'<1) gerilme degerlerinin (0'; (x), z')fy (x)) azalmasma ragmen; kaplama

uyarligminin igeri dogru azaldigi durumlarda (yani T >1) gerilme degerleri

artmaktadir (bkz. Sekil 3.14 ve 3.16). Bu nedenle gerilme degerlerinin
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diisiiriilmesinde kaplamanin derecelendirilme sekli (iceri dogru mu yoksa disari
dogrumu uyarligmmin artacagl) onem kazanmaktadir. Sekil 3.14°teki kaplamanin

farkli derecelendirme sekilleri/degerleri i¢in ¢izilmis film-kaplama araylizey kayma

gerilmesi Z')fy (x) coklu-grafiklerine bakarsak giilen bir insan agz1 seklini gorebiliriz:

dudagin ortasindaki ¢izgi homojen kaplama durumunu temsil etmekte ve film
boyunun kaplama kalinligina orami, L/#h_ , arttikga dudagin daha fazla agilarak
giiliimseyis derecesinin arttigini yani ilgili grafik cizgilerinin daha fazla sagildigini
gorebiliriz. Bu nedenle bu sekilleri, miisadenizle, “Giiler sekil” olarak
adlandiracagim. * Simdi bu giiliimseyis benzesimi 1s13inda baktigimizda: arayiizey

. . f . . .« . -
kayma gerilmesi 7, (x) grafikleri agisindan sabit film boyu i¢in kaplama kalinligi

azaldikca c¢oklu-grafik sekli daha da “Giiler” hale gelmektedir (bkz. Sekil 3.14).

Bolim 3’tin bas kisminda bahsedildigi tlizere uzak alandan simetrik yilikleme
durumuna filmden es deger simetrik yiikleme durumu sonuglari Sekil 3.15°te

gosterilmistir. Es deger yiikleme durumunda, film-kaplama arayiizey kayma

gerilmesi Tiy (x) acisindan sonuclar tamamen Sekil 3.14’tekiyle ayn1 olup, filmdeki

normal gerime O';(x) dagilimlarinda kaplama derecelendirme oram1 I 'nin artig

yonilinii gosteren okun yonii ters donmiis ve biitiin derecelendirme oranlari i¢in
mutlak degerce en biiylik normal gerilme degeri ayn1 olup, bu deger kuvvetin filme
uygulandigi uclarda olugmustur. Kayma gerilmesi agisindan uzak alan yiiklemesine
es deger film yiiklemesi durumunda, filmdeki en kiigiik normal gerilme degeri bile
uzak alandan yiikleme durumundaki ilgili en biiylik normal gerilme degerinden daha
biliylik ¢cikmistir (bkz. Sekil 3.14 ve 15). Film uglarindan yiikleme durumunda,
normal gerilmenin en biiylik degeri agisindan bir etkisi olmasa da, film ortasinda
(x = 0) olugan normal gerilmenin en kii¢iik degerleri agisindan kaplamanin kalinlig

ve derecelendirme orani/sekli I etkili olmaktadir (bkz. Sekil 3.15).

» Bu aymi zamanda soyadi Giiler olan tez hocamun yiiziindeki -her goriisimde beni galisma
konusunda isteklendiren- giilimseyislere bir atiftir.
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Kaplama uyarligininin igeri dogru azaldig: (I' =7 ) veya artti1 (I’ =1/7 ) durumlarda

sabit film boyu ve 1=0.01, L/h =5 degerleri igin film kalinhig1 azaldik¢a (yani
L/h; arttik¢a) araylizey kayma gerilmesi z')fy (x) diismekteyken filmdeki normal
gerilme a;(x) artmaktadir (bkz.Sekil 3.17). Bu davranig filmdeki eksenel normal

erilme o' (x) ile film kalinlign 4. arasindaki ters bagmtidan kaynaklanmaktadir
g xx g T g y

(bkz. denklem (2.107)). Filmdeki eksenel normal gerilme ayni zamanda kayma
gerilmesinin tiimlevine de baghdir fakat bu durumda film kalinhigindaki artigin
yarattig1 artirici etki kayma gerilmesindeki azalisin yaratacagi azaltici etkiden daha
baskin ¢ikmaktadir. Kaplama uyarligmimin iceri dogru arttigi (I'=1/7) durumda
gerilme degerleri kaplama uyarligimin iceri dogru azaldig (I = 7 ) durumdaki ilgili

degerlerden daha diisiiktiir.

Kaplama uyarligininin igeri dogru azaldig: (I' =7) veya artti1 (I’ =1/7 ) durumlarda
L/h. =100, L/h, =5 degerleri i¢in filmin kaplama ist yiizeyine gére uyarhigi (A)
artikca gerilme degerleri (O'ix (x), Z')fy (x)) azalmaktadir (bkz.Sekil 3.18). Burada da
Sekil 3.17°de oldugu gibi kaplama uyarligminin iceri dogru arttigt (I'=1/7)
durumda gerilme degerleri kaplama uyarliginin igeri dogru azaldigit (I'=7)

durumdaki ilgili degerlerden daha diistiktiir.

Film uglarindaki kayma gerilmesi aykrilik siddetindeki ( 4) degisim Sekil 3.19°da
verilmistir. Film boyunun kaplama kalinligina orant L/A, ve film narinlik orani
L/ h’nin sabit degerleri i¢in, film altindaki malzemeden daha sert oldukga kayma

gerilmesi tekillik siddeti, A4, artmakta ve kaplama derecelendirme oraniI” "nin etkisi

daha da 6nem arz etmektedir (bkz. Sekil 3.19a). Film boyunun kaplama kalinligina

orant L/h, =1 ve filmin kaplama st yiizeyine gore uyarhgi A=0.01 iken, film

narinlik orant L/ h; arttikga film uglarindaki kayma gerilmesi tekillik siddeti degeri,

A, diismekte ve kaplama derecelendirme orant I" <1 oldugu yerlerde diislis oraninin

daha da arttig1 gorinmektedir (bkz. Sekil 3.19b). L/h; ve A sabitve I' =1 iken film
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boyunun kaplama kalinligma orami L/h_ ’deki degisimin film ucundaki gerilme

tekillik siddeti , A4, lizerinde hicbir etkisi yoktur. Film boyunu sabit kabul edersek,
film uglarindaki gerilme tekillik siddeti A4 'nin disiiriilmesi i¢in kaplama uyarliginin
iceri dogru arttig1 durumda (yani T" < 1) daha ince, azaldig1 durumdaysa (yani " > 1)

daha kalin bir kaplama se¢ilmelidir (bkz. Sekil 3.19c¢).
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Sekil 3.14 Uzak alan yiiklemesi durumunda kaplama derecelendirme oramnin (I' = g4,/ 14)) ve
film boyunun kaplama kalinligma oraninin (L/h,) degisik degerleri i¢in film-kaplama arayiizey
kayma gerilmesi Z'iy (x) ve filmdeki normal gerilme O'ix(x) grafigi. Bu grafiklerdeki sonuglar
diizlem  gerinim  varsayillarak ve Vv, =V =V, =03, A=/ =0.01, L/h =100,

_ e,
(=, +1)

D, alinarak elde edilmistir.
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Sekil 3.15 Film uglarindan, uzak alan yiiklemesine (bkz. Sekil 3.14) es deger simetrik film
yiiklemesi durumunda kaplama oranimin (I = 4, / M, ) ve film boyunun kaplama kalinligina oranmnin

. . . P . . . f .
(L/h,) degisik degerleri i¢in film-kaplama arayiizey kayma gerilmesi (2 (x) ve filmdeki normal
gerilme O'; (x) grafigi. Bu grafiklerdeki sonuglar diizlem gerinim varsayilarak ve

446,
(’(c +1)

v.=v,=v, =03, A=/ =001, L/h =100, p, =

almarak elde edilmistir.
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Sekil 3.16 Sistem uzak alan gerinim yiiklemesi altindayken, kaplama derecelendirme
orant I'=p /pu,=1/7 ve T'=7 ve L/h, degistirgeninin farkli degerleri i¢in film-

kaplama arayiizey kayma gerilmesi z')fy (x) ve filmdeki eksenel normal gerilme
ol (x). Sekillerdeki

—v, =03, A=pu,/ y, =001, L/ h. =100, p, =

sonuclar diizlem gerinim varsayilarak ve

4 e
ZHE0 alinarak elde edilmistir.

(x, +1)

dagilimi

V.=V

S C
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Sekil 3.17 Sistem uzak alan gerinim yiiklemesi altindayken, kaplama derecelendirme
oram1 I'=p /pu,=1/7 ve T'=7 ve L/h, degistirgeninin farkli degerleri i¢in film-

kaplama arayiizey kayma gerilmesi z')fy (x) ve filmdeki eksenel normal gerilme

dagilimi

Vv

S

ol (x). Sekillerdeki

sonuclar

=v,=v, =03, A=u,/p, =001, L/h, =5, p =

C
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Sekil 3.18 Sistem uzak alan gerinim yiiklemesi altindayken, kaplama derecelendirme
orant I'=p /p,=1/7 ve T'=7 ve A=y,/u degistirgeninin farkl degerleri icin
film-kaplama arayiizey kayma gerilmesi r}fy (x) ve filmdeki eksenel normal gerilme
dagihmi o' (x). Sekillerdeki sonuglar diizlem gerinim varsayilarak ve
A&,
(=, +1)

v.=v,=v, =03, L/h =100, L/h =5, p, = alinarak elde edilmistir.

S
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Sekil 3.19 Sistem uzak alan gerinim yiiklemesi altindayken I' = s / p,, A=,/ 4, ,
L/h. ve L/h, degistirgenlerinin farkli degerleri i¢in film ucundaki kayma gerilmesi

tekillik siddeti ( 4 ) degisimi. Sekillerdeki sonuglar diizlem gerinim varsayilarak ve
v, =v,=v, =0.3 alinarak elde edilmistir.
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4. SONUCLAR

Yapilan analiz ve ulasilan bulgulara (B6liim 3) dayanilarak islevsel derecelendirilmis

kaplamalara bagh ince filmlerle ilgili asagidaki yargilara varabiliriz:

Islevsel derecelendirilmis kaplamalara/malzemelere bagl ince filmli yapilarda
film-kaplama arayiizey kayma gerilmesi fonksiyonunun asimptotik davranigini
ifade eden agirlik fonksiyonlar1 filmin her iki ucunda da karekoksel tekillige
sahiptir (bkz. EK 11).

Uzak alan yiliklemesi durumu i¢in elde edilen sonuglar (bkz. kisim 3.2), arayiizey
bolgesi ve arayiizey kayma gerilmesi (ve dolayisiyla kayma gerilmesi tekillik
siddeti) acisindan ele alindiginda, ayn1 zamanda simetrik film yiiklemesi i¢in de
gegcerlidir.

Yiikleme yonii degistiginde (yani yapiya etkiyen biitlin yiiklerin yonlerinin zit

yone gevrildigi durumda) gerilme degerleri (o, (x), 7;,(x)) ve dolayisiyla film

ucu kayma gerilmesi tekillik siddeti degeri mutlak degerce oOnceki yiikleme
durumundakilerle aynmi olup sadece isaret degistirmektedir. Sonuglarin mutlak
degerce ayn1 olmasina ragmen, malzemelerin ¢eki ve basi yiiklemesi altindaki
mukavemetleri ve hasar sekilleri aym1 olmayabileceginden dolayr dikkatli
olunmalidir.

Uzak alan yiiklemesi ve simetrik film yiiklemesi durumlarinda, film uglarindaki
araylizey kayma gerilmesi tekillik siddetinin daha az olmasi i¢in kaplamanin
derecelendirilme sekli ve filmin kaplama iist yiizeyine gore uyarligi Onem
kazanmaktadir. Kaplama uyarliginin igeri dogru artirilmasi (yani I' <1 seg¢ilmesi)
ve filmin kaplama {ist yilizeyine gore uyarhiginin miimkiin oldugunca yliksek
se¢ilmesi gerekmektedir (yani A >1 segilmelidir).

Tek uclu film yiliklemesi durumunda arayiizey kayma gerilmesi dagiliminin film
uclarinda gradyantinin arttigi ve kuvvetin uygulandigi ucta en biiyiik degerine
ulagtig1 goriilmustiir. Filmdeki eksenel normal gerilme kuvvet uygulanmayan

ucta sifir iken kuvvetin uygulandigi ugta en biiyiik degerindedir.
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e Filmden ¢ift u¢lu (simetrik ve antisimetrik) yiikleme durumunda, hem arayiizey
kayma gerilmesi hem de filmdeki eksenel normal gerilme film uglarinda mutlak
degerce en biiyiik degerlerine ulagsmaktadir.

e Uygulanan kuvvetlerin biiyiikliigli ayn1 oldugu siirece antisimetrik yiikleme
(uclardan es biiyiikliikte ve yondes kuvvetlerle yiikleme) simetrik yiiklemeye
(uclardan es biiyiikliikte ve zit yonli kuvvetlerle yiikleme) gore film uglarinda
daha fazla kayma gerilmesi tekillik siddetine yol agacaktir (literatiirde [10]
verilen sonucun aksine).

e Film kalinligin1 veya filmin kaplama iist yiizeyine gore uyarlik degistirgenini (A)
ozellikle film uclarinda degistirerek olusan kayma gerilmesi tekillik siddetinin
azaltilmas1 veya daha diizglin arayiizey kayma gerilmesi dagiliminin elde
edilmesi miimkiin goriinmektedir (bkz. denklem (2.113)). Filmin kaplama {ist
yiizeyine gore uyarlik degistirgeni (A) film veya kaplama malzemesinin yatay

dogrultuda derecelendirilmesiyle degistirilebilir.

Geleneksel malzemelerde, mekanik temas igerisinde olanlarin asinma dayanimin
artirmak, kimyasal temas igerisinde bulunanlarda ise ¢evresel etkilere karsi koruma
saglamak amaciyla; kompozit malzemeler veya akilli sistemler gibi alanlarda ise
yerden/enerjiden tasarruf, 6zgiil mukavemet yiiksekligi, hafiflik gibi amaclarla ince
film ve islevsel derecelendirilmis malzeme iceren ¢ok katmanli yapilar
kullanilmaktadir. Bu ¢ok katmanli yapilardan biri olan film-kaplama-destek iiglii
yapis1 bu tezde incelenmis olup katmanlarin geometrik veya mekanik 6zelliklerinin
se¢ciminde tasarim sathasinda benzeri analitik ¢alismalara basvurulmasinin faydal
olacag1 diisiiniilmektir. Bu c¢alismanin sonuglar1 — ilgili uygulama i¢in buradaki
hipotezler yeterince gecerli oldugu siirece — kaplamalara bagl ince filmlerin tasarim

veya lretimi acisindan baslangi¢ olarak alinabilir.
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EKLER

EK 1: Genel Gosterim ve Adlandirma

Formiilasyon boliimiinde — biiyiik Grek harfleri disindaki — biitiin skaler degiskenler
ve degistirgenler (parametreler) egik harflerle; sabit sayilar (e, n,igibi ), biiyiik
Grek harfleri ve ortamin adina iliskin bilgi vermek amaciyla kullanilan {is veya
indisler ve metinsel acgiklamalar ise dik harflerle; vektor ve matrisler ise dik ve kalin
harflerle gosterilmistir. Bu sekilde gosterim uluslararasi bilimsel yayinlarda — herkes
ayn1 hassasiyeti gostermese de — genelde kullanildigi icin tercih edilmistir (kismen
mantiksal kismen de estetik sebeplerden kullaniliyor olsa gerek). Formiil numaralari
verilirken abecesel siralama kullanilmis olup harfler arasina konulan virgiil ilk
harften baslayip ikinci harfe kadar formiiliin devam ettiini gostermektedir. Tezle
ilgili yapilan/yapilacak uluslararasi c¢alismalarda da aynen kullanilabilmesi igin
(Latin alfabesiyle uyumlu olmasi agisindan) Tiirk¢e aksanli harfler formiil ad1 olarak

kullanilmamustir.

Metin igerisinde gecen taksim igsareti (/) yakin anlamli veya birbirinin yerine

gecebilecek kelimeleri/ifadeleri belirtmek i¢in kullanilmistir.

Metin igerisinde egik harflerle gosterilmis kelimeler/ifadeler EK 2’de Tiirkge-

Ingilizce Terimler kisminda agiklamasiyla birlikte verilmis olanlardur.

Ozel isimlerden kendi dillerinde Latin harfleriyle yazilanlar aynen; diger alfabelerde
(6rnegin Kiril alfabesi) yazilanlar ise ana dillerindeki telaffuzu esas alinarak Tiirk
abecesiyle yazilmistir. Ana dilindeki telaffuzu bilinmeyenler, parentez igerisinde

hangi dilde yazildiklar1 belirtilerek verilmistir.
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Fen Bilimleri Enstitiisii “Lisanstistii Tez Yama Kilavuzu”ndaki 6neriye uygun olarak
bu tezdeki terimler “web” sayfasindan yayimnlanan Tiirk Dil Kurumu’nun (TDK)
“Bilim ve Sanat Terimleri Ana So6zliigii’nde gegen Tiirk¢e kelimeler esas alinarak
yazilmistir. Ayni terim i¢in TDK sozliigiinde birden fazla kelime gegtigi durumda
(mesela vektor ve yoney; matris ve dizey gibi), o terimin yaygin kullanimi (vektor ve
matris) tercih edilmistir. Yaygin olmasina ragmen (integral gibi) TDK sozliigiinde
gecmeyen yabanct kokenli kelimeler yerine sozliikte gecen Tiirkge karsiliklar

(tiimlev gibi) kullanilmistir.
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EK 2: Tiirkce-Ingilizce Terimler

Alan: field

Tekil: aykiri, singiiler; singular

Boylandirma: normalizasyon; normalisation

Cekirdek: Tiimlev(integral) doniistim denklemlerinde iistel terimin yaninda olan
fonksiyon; Kernel

Destek: Altlik, arkalik gibi anlamlara gelen, Latince ‘substratum’ kelimesinden
tiiremis ‘substrate’ yerine kullanilmigtir [51]. Substrate

Degistirgen: parametre; parameter

Dis kaynakli: extrinsic

Diizenlilik sarti: Bkz. “Serbest yayilan etkinin sonsuzda sonlimlenmesi sarti;”
Regularity condition [52].

Eklenik: adjoint

Gerilme tekillik siddeti: strength of stress singularity [10] (gerilme tekillik
mertebesi ile karistirilmamali, bkz. EK 11).

Gerinim: strain

Gerinim rahatlamasi: strain relaxation

I¢ kaynakl: intrinsic

Ince film: Bir boyutu diger iki boyutuna gore ¢ok kiigiik olan malzeme katmani
(analitik tanim, bkz. [3]). Bir’den birkag¢ yiiz molekiil kalinligina kadar kati (cam,
seramik, yar1 iletken v.b.) destek malzemesi iizerine biriktirilmis film malzeme veya
destek sitvist lizerinde bir katman (malzeme bilimsel tanim, bkz. [53]). “Zar” olarak
da adlandirabiliriz. Metin igerisinde ince sifat1 kullanilmadan da baz1 yerlerde sadece
film olarak kullanilmistir, kastedilen ince filmdir; Thin film

Islec: operator

Islevsel derecelendirilmis malzeme (IDM): Islev veya kompozisyonu siirekli veya
ayrik bir sekilde bir taraftan diger tarafa degisen malzeme [54]; functionally graded
material (FGM)

Kavlama/soyulma gerilmesi: peeling stress
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EK 2: Tiirk¢e-Ingilizce Terimler — Devam

Miimkiin: Olabilir (Olas/muhtemel kelimesi ile karigtirllmamahidir. Bir sey
miimkiin olmasma ragmen o seyin ger¢eklesme olasiligi ¢ok diigiik hatta hig
olmayabilir); possible (Different from probable. A thing can be possible but
maynot be probable)

Serbest yayilan etkinin sonsuzda soniimlenmesi sarti: Yon-bagimsiz ve homojen
bir ortamda sinirlt biiyliklilkte ve serbestce yayilan etkinin biiylikliiglintiin enerji
korunumu geregi etki kaynagindan uzaklastik¢a soniimlenmesi beklenir. Ancak, yon
bagimli ve enerji korunumlu homojen olmayan ortamlarda bu sart bozulabilir. Bu
maddedeki agiklamalar, bir tanim 6nerisi olup analitik olarak incelenip dogrulanmasi
gerekmektedir. Bu sarta matematik acisindan “diizenlilik sartr” da denmektedir.
Siirekli ortam hipotezi/yaklasimi: ortamdaki malzemenin molekiiler/atomik yapisi
thmal edilir ve bosluksuz siirekli bir malzemeden olusmus ortam olarak kabul edilir.
Ayrica birlesme yiizeyleri disindaki biitlin yerlerde teoriye giren biitlin
fonksiyonlarin siirekli oldugu kabul edilir. Bu kabul, teoride yer alan fonksiyonlarin
tiirevlerinin de siirekli kabul edildigine isaret eder [40]. Continuum (or continuous
medium) hyphothesis

Tasima Hatti: lifting line

Torr: 1 mm’lik normal civa yiiksekligine denk diisen basing. Torricelli’ye atfen
verilmistir [55]; Torr.

Tiimlev: Integral (bkz. [56]); Integral

Uyarhk: compliancy

Uyarhlik: compatibility

Uyumsuzluk gerinimi: mismatch strain

Ust iiste ekleme yontemi: superposition principle

Yer degistirme: displacement

Yon-bagimsiz: Ayni nokta i¢in her yonde ayn1 mekanik 6zellikleri gosteren,

izotropik; isotropic
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EK 3: Diizlem Gerilme ve Genellestirilmis Diizlem Gerilme Durumu

Diizlem gerilme durumunda diizlem dis1 yonlerde gerilme bileseni tanim geregi sifir
kabul edilir. Diizlem gerilme durumu sadece bu sekilde tamimlandiginda alan
degiskenleri diizleme dik koordinat eksenine de bagimli olabilmektedir®. Bu
bagimlilig1 asip, pratikte karsilanabilen bazi problemlere ¢oziim getirebilmek igin
1903’te Filon [58] tarafindan dikdortgen kesitli prizmatik kiriglerin egilme analizinde
diizlem eksenine dik kalinlik boyunca ortalama alan degiskenleri kullanilmistir. Bu
durum o6zellikle ince plakalarda ve simetri diizlemine gore kenarlardan diizgiin dagili
ve simetrik yiikkleme durumunda (diizleme dik yiiklemeler yokken ve diizlem taban
ve tavani serbest ylizeyken) dogru bir yaklagimdir. Bu yaklagim sayesinde “diizlem
gerinim (sekil degistirme)” durumunda oldugu gibi, genellestirilmis diizlem gerilme
durumunda da alan degiskenleri sadece diizleme paralel koordinatlara bagl olarak
ifade edilebilmektedir. Bu durum, diizlem gerinim ve genellestirilmis diizlem gerilme

durumlarinin ayn1 bi¢imde gdsterilmesini saglamaktadir.

“Genellestirilmis diizlem gerilme” tabirinin, Love A.E.H. (1944)’nin yazdig kitapta
[59] kullamldig1 gériilmiis; Sokolnikoff (Ing.) [60] ve Amanzade [61] tarafindan
yazilan kitaplarda da bu ayrimla ve tabirin ¢ikisiyla ilgili agiklamalara rastlanmistir.
Ancak literatirde, Timasenka (ing.Thimoshenko) ve Goodier ’in (1970)
genellestirilmis diizlem gerilme tabiri yerine sadece “diizlem gerilme” dedigi ve
diizlem gerilme tanimmi diger yazarlarm (Love, Sokolnikoff (Ing.), Amanzade)
kullandig1 “genellestirilmis diizlem gerilme” durumu i¢in kullandig1 tespit edilmistir

(bkz. kaynak [26] s.15).

% Diizlem gerinim durumunda tammm geregi, yer degistirmeler sadece diizlemdeki eksen
koordinatlarina bagl olup; diizleme dik yer degistirme sabit veya sifir kabul edilmekte olup, biitiin
alan degiskenleri de diizlemdeki eksenlere bagl ¢ikmaktadir.
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EK 4: Diizlem Gerinim ve Genellestirilmis Diizlem Gerilme Durumlarinin
Ortak Sekilde Gosterilmesi

Gerinimleri gerilmeler cinsinden ifade edersek:

1
£ = ﬂ((l ~@)o, ~ (DGW):
1
£,y =ﬁ((l—¢)% ~go..), (E3.1a,c)
—_— 1 .
2
burada,
v, diizlem gerinim,
= E3.2a,b
4 L, genellestirilmis diizlem gerilme. ( )
I+v
v: Poisson orani (E3.2¢)

Yukarida tanimlanan “¢” (fi) degistirgeni ile gerinim ve genellestirilmis gerilme
durumlar: ortak sekilde gdsterilmistir. Bu gosterimin iistlin yan1 gerilmeler 6niindeki
katsayilarin (pozitif isaretlilerini alirsak) toplaminin bir yapmasidir. Kullanilagelen
yap1 malzemeleri i¢in 0 <v <1/2 (bkz. s.293 kaynak [40]) oldugunu diisiiniirsek; bu
sekilde gosterim eksenel yondeki normal gerinime, gerinimle ayni yondeki
gerilmenin etkisinin hangi agirlikta oldugunu gésterecektir. Ornegin, v =0.31igin

diizlem gerinim durumunda p=03 olacaktir ~ ve dolayisiyla

& =

XX

1
—(0.7(7)“—0.36, )olacaktlr; fiziksel olarak bekledigimiz gibi, gerinimle
2 ,U yy
(€,) aym ydndeki gerilmenin (o, ) artiricr, dik yondeki gerilmenin (o) ise
oniindeki negatif isaretinden dolayr gerinimi azaltici etkisi vardir. Bu sekilde
gosterimin acgikca ortaya koydugu bir bagka gercek de genellestirilmis diizlem
gerilme durumunda gerinimle ayni yondeki gerilmenin etkisi diizlem gerinim

durumundakine gore daha fazladir. Biraz onceki drnegimizdeki degerlerden hareket
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edersek genellestirilmis diizlem gerilme durumunda @=0.3/1.3=0.231 ve

1
dolayisiyla ¢ = 5(0.7690)“ -0.23 layy) olacaktir.

Benzer sekilde, gerilmeleri 2 boyutta gerinimler cinsinden asagidaki sekilde ifade
edebiliriz:

2
O = j((l - gp) En TP, )’

2
O-yy :j((l_w)gyy +¢8xx)’ (E3.3a,c)
o, =2uE,.

Kolasaf (ing. Kolosov) sabiti («) ile arasindaki iliski soyledir:

4 (E3.4)
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EK 5: Asimptotik A¢ilim Sonuc¢lar

1 (51(02 — 36k, +57)
T8 (k,+1)
1 (x.-3)(x.-7)

b

DTE ery
. (5% -84 +375K, —493)
os12 (. +1) ’
o] (x,—3)(x? ~ 18k, +61)
T 256 (. +1) ’
o1 (5K —152& +1318x7 —4324x, +4783)
2048 (x, +1)" ’

1 (KC—3)(K‘C—7)(K‘CZ—26KC+85)
" 1024 (k. +1) >
o5 (7 — 48k + 682« — 40267 +10479x, —9958)
78192 (x, +1) ’
e o1 (Kc—3)(Kj—521<j+734;c§—37481<c+6217)S_
Y4096 (x, +1) ’
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EK 5: Asimptotik Acilim Sonuclari-Devam

E):_(Kc_l)’
4
E:—(KC+1)S,
8
1
Fz:—z,
s
F:__a
16
E:_L(KC—3),
16 (x, +1)
Rt
64 (x. +1)
1 (x,-3)(x,—7)
Fé:__ 2 >
64 (k, +1)

1 (x —12x,+29)
£ p
256 (k, +1)
-3)(x; —18x, +61
o] (k. =3)(x it )
256 (K‘C +1)
1 () —24K] +147x, -257)
" 1024 (k. +1)
1 (KC—3)(K‘C—7)(KCZ—26KC+85)
© 1024 (k. +1)"
1 (k! —40x] +446x] —1844x, +2531)

= S’

" 4096 (k. +1)°

S’

9

3

- 1 (x,=3)(x =526 + 734K — 3748k, +6217)
P 4096 (k. +1)

3

- 1 (KCS —60x* +1050x —7530x” + 23535« —26610)
13 = S5

16384 (k. +1)
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EK 5: Asimptotik Acilim Sonuclari-Devam

[\
—
A

+

[e—

)

—_—
—

K, — 12k, +29)
©128 (k1)

M

G, =0,
1 (x) —24x7 +147x,-257)
%750 (x,+1) ’
G, =0,
o 1 (k! —40x] +446x] —1844x, +2531)
2048 (x,+1)' ’
G, =0,
o 1 (x - 60 +1050x] — 7530 + 23535k, —26610)
28192 (x.+1) ’
G, =0;
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EK 5: Asimptotik Acilim Sonuclari-Devam

b

g (x,—3)(x.—7)
‘ I('C+1)2
K, — 12k, +29)

1256 (kg +1)

1 (x,-3)(xl ~18x,+61)

(@)
N
—_

b

S.

=75 ; ’
(k. +1)
1 (& =247 +147k, -257)
H,= 3 s,
1024 (x.+1)
1 (K‘C—3)(KC—7)(K‘CZ—26K‘C+85)
1024 (x.+1)" ’
o] (x! — 40« + 446K —1844x, +2531)
"' 4096 (x.+1)* ’
o] (x, =3) (K =52 +734x] —3748x, +6217)
? 4096 (x,+1)’ ’
o] (1 — 60« +1050x; — 7530k, +23535x, —26610)
16384 (x. +1)
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EK 6: Tiimlev Denklemlerindeki Cekirdekler

ky(t,x)= _K4+1J':@l](a)sin(a(t—x))da,
ky, (t,x)=— K4+1J‘:d)lz(a)cos(a(t—x))da,

ky (t,x)= —ﬁj:d)ﬂ(a)sin(a(t—x))da ,
ky (t,x)= —ﬁ_“:d)zz(a)cos(a (1-x))da;

burada,

ia(x, 1)
A

r

K. +1

(Dll(a)z_ (ng"'al’%)_i C4

2

1 - = K. —1
O,(a)= _A_(erl _Q1r1)+c—’

1o - = Kk, +1
q)ZI(a):_A_(QZrl +Qz’”1)_1 4

r

2

ia(k,~1),  — — \ & -1
®22(a)=_A—r(er3_Q2’3)_ 5
Ql — 1 + Stle_hc(nl_nz) + Stze_hc(nl_n2)’

7hc (nl 7@)
b

—he (m—ny) _

Q,=a,+a,se a,S,©

— —he (m—ny) o —h (m —g)
n=2z, +2,5,¢ +2,5,¢

b

_ —ho(m=ny) _ o a—ho(m=ny)
1y =2yt Z)8,¢C Z5)8pC

b

A, =—(r1r3 +nr3)>

z, =0B-k))iaa,, +(x, +1)n,
z, =(3-k,)iaa, +(x, +1)n,,
z, =a n +ia,

Z,, =Aayn, +1a,
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EK 6: Tiimlev Denklemlerindeki Cekirdekler-Devam

(Sl t2 + S2t1 )9

Sy =

st

1
S, = A—(slt2 —5,t), (E5-18,20)

st

Ay = _(5254'51‘2)’

= ay| X —|a| (g +1) [+ia [k, (X, -D+1],

(E5-21,22)
t,=a, [XCSKsn2 —|0(|(Ks + 1)] +ia[Ks (X,—D+ 1],
s, =1Aaa, + Z(x, +Dnx, —|a|(x, +1),
oo ol (E5-23,24)
s, =1Aaa, + Z(x, +1)n,K, —|0(|(K‘S +1),
X —h
z:_csl, XCS=M» AZKS[Z(3—KC)+1]—1 (E5-25,27)
KC - S

acj = . ‘ ):I ’ j:154 (E5—28)

n, =%(—7+\/72 +4(052 +1|a||;/|6)),
n, :%(—y—\/yz +4(0{2 +1|a||7/|§)),
ny =%(—V+\/72 +4(0:2 —1|a||7/|5)), (E5-29,32)
n, —%(—7—\/72 +4(0{2 —1|a||7|5)),
3-k
5% = <. -
o 1 (E5-33)
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EK 7: Cebisef Polinomlari

Birinci ve ikinci tip Cebisef polinomlari sirasiyla s0yle tanimlanmaktadir [57]:

T (x) = cos(nf), (E7.1)
U,(x)= smgz(;w) ; (E7.2)
burada,

x = cos(6), (E7.3)
T,(x) i¢in n=0,1,... (E7.4)
U,(x) igin n=-1,0,1,... (E7.5)

Bunlarin disinda ikinci ve iglincii tip Cebisef fonksiyonlar1 da tanimlanmaktadir
(bkz. [57] nolu kaynak s.102). Birinci ve ikinci tip Cebisef polinomlarinin tanim ve
grafiklerdeki davranislarindan hareketle (bkz. Sekil E7.1-4):

Birinci tip Cebisef fonksiyonlarinin

e x'ebagl n'nci dereceden bir polinom oldugu (denklem E7.1°deki
tanimdan hareketle ve denklem 2.99a’daki Euler agilimi kullanilarak

"cos(nf)" terimi "cos@ = x" cinsinden polinomsal olarak ifade edilebilir),

PR

o degerinin art1 eksi bir arasinda degistigi, yani |7, (x)| <1,

e koklerinin 7 tane oldugu ve uglara dogru (x — *1) koklerinin siklastig
(bu nedenle sayisal ¢6ziim esnasinda cebirsel denklem sistemine indirgenen
tiimlev denklemi film ucundaki gerilme degerlerindeki biiyiik degisiklikleri
kacirmamak i¢in sayisal agidan Cebisef polinomunun kdklerinde

hesaplatilmistir, bkz. denklem (2.131)),

e x =+1 i¢in degerinin bir oldugu, yani 7 (1)=1,

e x =—1 i¢in degerinin n ¢ift iken bir, tek iken de eksi bir oldugu, yani
+1, n:¢ift,
I,(=1)=
-1, n:tek;
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Ikinci tip Cebisef fonksiyonlarinin
e x'ebagl n'nci dereceden bir polinom oldugu (7 = —1 diginda, bu
durumda U ,(x)=0),
e degerinin uglara dogru (x — 1) ve n — © iken sinirsizca artabilecegi,
e koklerinin 7 tane oldugu ve uglara dogru (x — £ 1) koklerinin siklastig,
e x = —1 i¢in degerinin n ¢ift iken pozitif, tek iken de negatif oldugu, yani

U (-1)>0, n:gift,
U,(-1)<0, n:tek;

e x = +1 i¢in degerinin sifir veya pozitif oldugu, yani

U (1)>0,

goriilebilir.

12

-12

-12 x 12

Sekil E7.1 Birinci tip Cebisef polinomlart 7 (x) =7(n,x), n=0.3 ve |x| <1 igin.
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EK 7: Cebisef Polinomlar1 — Devam

1+

T(20,x)

& T T T
r 4
: e
LN j
: o
U-1.2) P ’,
"
Wo.x) 2%, ‘ ‘fﬂ
....... e i
1,n ----..----\.. L .‘_.__._; _______ YL ;_.;_r_.____
+++++++ . . 'y‘- -.i ""q. or w' f'd" ’ :
Lia.x Ay =" B ~ T L
----- e PO Eh T ,ia -
P -’,1 e b TNy Ty 'i
Uz,x) y, L E g
R P L |
2
T4, H
[ E NN N] F
!
-4 L —]
s ! ! |
-1 0.5 0 0.5 1

Sekil E7.3 ikinci tip Cebisef polinomlart U, (x) =U(n,x), n=—1..4 ve |x| <1 ig¢in.
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EK 7: Cebisef Polinomlar: — Devam

20— —

U 5, x)

trm,xy U 7]

-1 =0.5 1] 0.5 1
X

-10

Sekil E7.4 ikinci tip Cebisef Polinomlar1 U, (x) =U(n,x), n=>5,30 ve |x| <1 igin.
Denklem (2.125b)’de verilen tiimlevin alinmasi:

Probleme hakim tiimlev denkleminin ¢Oziimiinde kullanilan ve Cebisef
polinomlarmin ozellikleri yardimiyla alinan denklem (2.125b)’deki tiimlev asagida

verilmistir:

[ L) g (E7.6)

-1 \jl—S2 ,
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sin@ =/1-5"

=1-r

‘T

cos@=s=r

Sekil E7.5 Timlev almada kullanilan trigonometrik doniisiimler icin geometrik
gosterim.

(E7.6)’da verilen tiimlevi alabilmek Sekil E7.5’te gosterilen agsagidaki trigonometrik

dontigiimler yapilirsa:
s =cosb, r=cosf, (E7.7a,b)
bu doniisiimler altinda

ds =—sin6d @ (E7.8)

\J1-s? =siné, N1-r* =sin 6 (E7.9a,b)

olur. (E7.7, 8 ve 9)’dakiler (E7.6)’da yerlestirilip timlev alinirsa:

1 .
cos (1) ——sin(nf), n#0;

7 n
[ 7, (s)2 js=— [ cosnOdO=1 L1, (E7.10a,b)
MRV K T _ J. 1df=n—cos™'(r), n=0

T
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seklinde bir ara sonug bulunur. Denklem (E7.10a)’da ulasilan sonucu “~1—7>  ile

carpip “sin @ ”ya bolersek, “sin@d=+/1-r"" oldugundan sonu¢ degismeyecektir
(bkz. (E7.9b)) ve denklem (E7.10a) su hale gelecektir:

J';d” (5) 1 sm(nH) 1= n=0, |r| <1. (E7.11)

sin @

Ardindan (E7.2)’de verilen ikinci tip Cebisef polinomunun tanimi kullanilarak

(E7.11)’deki tiimlev denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

jT(S) ———U LONI=F, 20, <1 (E7.12)

Denklem (E7.10b) ve (E7.12)’deki sonug birlikte yazilirsa:

r|<1;

J- T (s) %Uﬂ_l(r)\ll—rz, n#0,

-1 I—S

(E7.13a,b)

n—cos ' (r), n=0.

Boylece (E7.6)’da verilen tiimlev analitik olarak alinmis olur.

Denklem (2.125a)’nin ispat1 icin bkz. kaynak [62]27.

" Kaynak [62]’deki ispat, bir yere kadar gotiiriilmiis olup, baska bir kaynaga atifta bulunularak
bitirilmistir.
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EK 8: Kodda Yapilan Degisikliklerden Ornekler

parameter (M1 = 14, M3=15)
real*8 c0, kappa, X(M3)
integer n,i,]

Pi = dacos(-1.0d0)

c0 = - 4.0d0/(kappa + 1.0d0)
do5j=1,Ml1
X() = dcos((2.d0*j-1.0d0) * Pi/ (2.d0*M1))

5 continue

X(0)=X(1)

end do

Yukaridaki FORTRAN kodu baslangicta, farkli iki donanimin/yazilimin (Microsoft
Developer Studio ve SunSystems-Solaris) derleyicisi ile kosturulmustur. Microsoft
Developer Studio’nun derleyicisinin “X(0)=X(1)” satirina gelince otomatik olarak
“X(1)” mekan koordinat degerini kullanic1 tarafindan belirlenmis olan “c0”
degistirgenine (parametresine) atadif1 tespit edilmistir. SunSystems-Solaris Obek-I
derleyicisi ise boyle bir atama yapmayip dogru sonu¢ vermistir. Microsoft Developer
Studio’nun derleyicisi muhtemelen X(M3) dizisinin boyutunu 1’den 13’e kadar
algilamig ve “X(0)” ¢ikinca tanimsiz birakip en yakin satirdaki degisken olan “c0” in
degeri olarak “X(1)”i atamig goziikmektedir. Bu durum kodda “X(0)=X(1)” satir1

kaldirilarak ¢6ziilmiis ve her iki derleyicide de ayni sonug alinir hale getirilmistir.
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EK 9: TOBB ETU OBEK-1 Bilgisayan i¢in Gelistirilen Is Atama Kodu

#!/bin/sh

SRR

# Job Name

HIHHEHHHHEHHEHEH T

#$ -N scriptBastug

#

HHHHEHHHHEHHEHEHHHE R

# Send mail when jobs starts and finishes

SR R R R R R

#$ -M yfgulver@etu.edu.tr

#$ -m be

SR R R R R

# Use current working directory

HIHHEHHHHEHHHEH R

#$ -cwd

#

HIHHEHHHHEHHHEHHEHHH R

# Join stdout and stderr

SR R R R R

#S-jy

#

SRR R R R

# Declare job re-runnable

HIHHEHHHHEHHEHEHHEHH R

#-ry

R I R R R R R R R R R R R
# Run job through bash shell
AR
#$ -S /bin/bash

HAH G G S L S L S L L
# Full command path of your program

# --- Use full pathname to your executable ---

HAH G G S L S L G S L
#

/export/home/gulver/fgm runs_53/a.out<<EOI

$S@

$S@

EOI

Yukaridaki isletilebilir dosya (“scriptBastug” isimli)*® TOBB ETU Yiiksek Basarimli
Hesaplama Laboratuvarindaki SunSystems-Solaris Obek-I bilgisayarina asagidaki

gibi igerisinde problemdeki degistirgenlerin (A= g4/, L/h,, L/ h. ve I'= g1/ 14))

* Dosya ad1 kodun yaziminda yardimei olan Prof. Dr. Turgut Bastug’a atfen konmustur.

127




sirastyla boyutlar1 (ka¢ farkli deger icin kosturulacagr); yiikleme tipi (uzak alandan
yiikleme i¢in “ss”, filmden simetrik yiikleme i¢in “sf,” filmden antisimetrik yilikleme
i¢cin “af” ve filmden tek uglu yiikleme i¢in “nf” yaziliyor); ve, degerlerinin yer aldigi
asagidaki gibi bir i atama emriyle yollanmaktadir:

qsub scriptBastug 1 1 1 55 0.01 0.2 100 0.142857142857143 0.333333333333333
137
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EK 10: Literatiir icin Diizeltmeler

Literatiire Bakis kisminda (kisim 1.4) bahsettigimiz gibi literatiirdeki hizli gelismeler

bazi1 hatédlar1 da beraberinde getirmistir.

Arutiunian’in [20] 1968°de integro-diferansiyel denklemin formiilasyonunda yaptigi

isaret hatasin1 1971°de Erdogan ve Gupta [10] fark etmis ve diizeltmistir.

Bu caligmada ise Erdogan ve Gupta [10] tarafindan antisimetrik yiikleme durumu
icin verilen nlimerik sonuclarin (formiilasyonun dogru olmasina ragmen) bir isaret
hatasindan dolay1 yanlis verildigi tespit edilmis ve sonuclar 38 sene aradan sonra
Erdogan Hocanin tez 6grencisinin (M. A. Giiler) bir tez 6grencisi tarafindan yazilan
bu tezde diizeltilmistir (bkz. Kisim 3.1).

Bu hizli siiregte, donlip geriye, biraz siikinetle baktigimizda, kendi
calismalarimizdaki baz1 hatdlar1 da fark ettik. Bunlar sekilsel ve igeriksel olarak

asagida siniflandirilmis olup, diizeltilmis halleriyle birlikte verilmistir.

Dikkatli ve uzun analitik ¢alisma gerektiren konularla ilgili bizim digimizdakilerin
hatalarim1  ve kendi hatalarrmizi  bulmamiz, c¢alisma bittikten sonra
kontroliin/dogrulamanin (miimkiinse farkli yontemlerle mesela SEA, deney yapmak

veya mantiksal yorumlarla) ne kadar 6nemli ve gerekli oldugunu gostermistir.

1) Sekilsel Hata

Bunlardan biri, kaynak [39] Sekil 2’de ve kaynak [9] Sekil 4, 6, 8 ve 9°da uzak alan
yuklemesi durumunda denklem (2.143)’te verilen filmdeki normal gerilme dagilimi
grafiginin denkleme uygun ¢izilmis olmamasidir. Sekil E10.1°deki solda hatal
cizdirilen grafige bir 6rnek (bkz. kaynak [39] Sekil 2), sagda ise bu Ornegin

diizeltilmis sekli goriinmektedir.
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Sekil E10.1 Guler ve arkadaslar1 [39] tarafindan verilmis filmdeki normal gerilme
dagilimi sekli (soldaki, bkz. kaynak [39] Sekil 2) ve bu calismada ve Guler ve
arkadaslar1 [38] tarafindan diizeltilmis hali (sagdaki, bkz. Sekil 3.14).

Aslinda, filmde olusan en biiyiik eksenel normal gerilme degerleri agisindan her iki
grafik de bir farklilik arz etmemekle birlikte, 6zellikle film ucundaki ¢ikis egimleri
acisindan sagdaki grafigin daha dik oldugu goriiliir. (2.107)’de film i¢in yazilan
denge denkleminden hareketle sabit film kalinlig: i¢in, filmde olusan eksenel normal
gerilmenin film-kaplama arayilizey kayma gerilmesinin tiimlevi ile, ya da eksenel
normal gerilmenin tilirevinin araylizey kayma gerilmesi degeriyle dogru orantili
oldugu goriiliir. Grafiksel olarak diisiindiiglimiizde, film-kaplama araylizey kayma
gerilmesi degerleri, filmdeki eksenel normal gerilme dagiliminin egimi ile orantilidir.
Araylizey kayma gerilmesinin film ucuna dogru (mesela 0.8 <x/a <1 araliginda)
artan bir egimle sonsuza gittigi diisliniiliirse (bkz. Sekil 3.14 ve denklem (2.142)),
ayni aralikta (0.8 <x/a<1) filmdeki eksenel normal gerilme grafigi egiminin de
film ucuna dogru artis gostermesi gerekmektedir. Halbuki, Sekil E10.1°deki soldaki
grafikte ilgili aralikta (0.8<x/a<1) film ucuna dogru egimin neredeyse sabit
kaldig1 goriilmektedir. Bu nedenle de Sekil E10.1°deki soldaki grafigin film

ucundaki ¢ikis egimleri agisindan yanlis oldugu sdylenebilir.

Bu hatdnin nedeninin denklem (2.143)’te verilen filmdeki normal gerilme

dagilimindaki karekoksel terimin “Fortran kodunda” karekdkiiniin, yanlislikla,
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alinmamis olmasindan kaynakli oldugu tespit edilmistir. Kaynak [39] daki
grafiklerin diizeltilmis halleri tezde Sekil 3.14’te ve kaynak [38] Sekil 2’de

verilmigtir.

2) lceriksel Hata

Kaynak [39]’da sonug¢ kismindaki ilk yorumda ayni kaynaktaki Sekil 2’ye atfen

sOylenmis asagidaki yorumda:

“As the film length to coating thickness ratio,//#_, increases, the normal stres

(ch(x)) in the film increases, and the grading gets more effective to increase or
decrease the stress values (see Fig. 2).”

kalin harflerle yazili kisim kismen dogru olup sadece kaplama uyarligininin igeri
dogru azaldigr durumlarda (yani T >1) gegerlidir. Kalin harflerle yazili kisim i¢in

tam dogru agiklama sdyle olmalidir (bkz. Kisim 3.2°de Sekil 3.14’{in agiklamasi):

“Kaplama uyarliginmnin igeri dogru arttifi durumlarda (yani T <1) gerilme

< " f £ S < R
degerlerinin (o (x), 7,,(x)) azalmasina ragmen; kaplama uyarligiminin igeri dogru

azaldig1 durumlarda (yani I' > 1) gerilme degerleri artmaktadir.”
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EK 11: Gerilme Tekillik Mertebesi

Film (-1<x<1) arahiginda uzanima sahip olsun; bu durumda, film-kaplama
araylizeyinde olusacak kayma gerilmesi dagiliminda tekillige/aykiriliga yol agan
terim probleme hakim tekil tiimlev denklemin (2.113) baskin kisminin ¢6ziimiindeki

temel fonksiyonundan gelmekte olup, paydada asagidaki gibi yer alacaktir [63, 64]*:

1

~ . El1.1
B T =7 (4 x)? ELLD

Burada, temel fonksiyon olarak tanimlanan (E11.1)’in sag tarafindaki fonksiyon,

ayn1 zamanda diklik 6zelligine sahip Jacobi polinomlarinin agrilik fonksiyonudur.
a=0.5, f=0.5durumu bu tezde ele alinan karigik siir deger problemi i¢in olup,

temel fonksiyon Cebisef polinomlarimin®® agirlik fonksiyonuna indirgenmektedir.
Tekillige yol acan paydadaki (1—X)’in iissii olan « filmin x=+1 ucundaki;

(1+x)’in iissii olan A ise filmin x=-1 ucundaki tekillik mertebesini ifade
etmektedir. Bu iislerin (e, f) degerleri sadece matematiksel degil ayn1 zamanda da
fiziksel degerlendirmeler sonucunda belirlenmektedir[64]. Bu tezde inceledigimiz
durum i¢in tekillik mertebesi filmin her iki ucunda da “0.5” degerindedir. Dolayisiyla

film-kaplama arayiizeyindeki kayma gerilmesi dagilimini uglarda sonsuza gotiiren
kisim soyledir (bkz. Sekil E11.1°deki diiz ¢izgi):

1 1
T, ~ = .
(1 + x)O.S (1—x)0'5 (l—xz)

(E11.2)

(E11.1)’de a =1, =0 konuldugunda homojen kaplama durumunda film yokken

kaplama yiizeyinden dogrudan uygulanan kayma kuvveti durumu i¢in kayma

?r w (1 - x)“ (1 + X)ﬂ seklinde de tanimlanabilir; 6yle tamimlanirsa @ ve S negatif olacaktir.

30 Jacobi polinomlarinin 6zel bir tiiriidiir. Cebisef polinomlart probleme hakim tekil timlev denklemin
¢ozlimiinde de seri formda kullanilmistir (bkz denklem (2.121)).
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Sekil E11.1 Takviyeli (stirekli ¢izgi) ve takviyesiz (kesikli ¢izgi) durumlarda
uygulanan bir kuvvetin (Q) homojen kaplama yiizeyinde (0<x<1) araliginda

olusturacagi kayma gerilmesi dagiliminin (7,,) tekillik mertebesi (TM) agisindan

davranisi.

gerilmesi dagiliminda kuvvetin uygulandigi noktada tekillige yol acan terim
olusacaktir. Bu durumdaki tekillik mertebesi “1” dir. Bu problemin ¢oziimi
literatiirde Boussinesq (1892) tarafindan verilmistir (bkz. mesela kaynak [26]
s.lOO)3 ! Boussinesq ¢dzlimiine gére x =1 noktasinda uygulanan kuvvet (Q) i¢in
kayma gerilmesi dagiliminda tekillige yol acan terim soyledir (bkz. Sekil E11.1°deki
kesikli ¢izgi):

' Normal kuvvet yiiklemesi durumunun ¢oziimii de Boussinesq’in gelistirdigi ¢oziim yontemi
kulanilarak Flamant (1892) tarafindan verilmistir (kaynak [26] 5.97).
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Txy_takviyesiz - (1 _ x) .

(E11.3)

Dikkat edilirse gerilme tekillik mertebesi arttikga kayma gerilmesi degerleri tekilligin
oldugu noktaya dogru daha da hizli bir sekilde sonsuza gitmektedir (bkz. Sekil
E11.1). Yani tekillik mertebesi ilgili gerilmenin sonsuza gidis seklini/hizim

belirlemektedir.

Ayrica, Melan[21] tarafindan 1932°de belirtildigi ve kisim 1.4’te ifade edildigi {izere,
yarim diizlem veya plakaya bir kuvveti dogrudan uygulamak yerine ona baglh bir
takviyeye (cubuk/film) uygulayarak kuvvetin takviye {izerinden aktarilmasini
saglamak birlesik yapida olusacak gerilme degerlerinin diisiiriilmesi agisindan
onemli olup en azindan tekil noktalarda gerilme degerlerinin sonsuza gidisini

yavaglatmaktadir.

Problem ¢oziimiinde kullandigimiz kuram, dogrusal elastik kuram oldugundan,
sonuclar dogrusal elastik bolgede gecerlidir. Tekil noktalarda (film ucu veya
kuvvetin dogrudan uygulandigi noktada) pratikte malzemede gerilme degerleri
sonsuza ¢ikmak yerine akma/kirilma sinirina kadar artacak ve malzeme aktiktan
sonra olacaklar1 kestirmek icin yeni bir kuram/model uygulamak gerekecektir. Buna
ragmen, dogrusal elastik kuram uygulayarak elde edilen tekil noktalardaki tekillik
siddeti®* degerlerine bakarak hangi durumun hasara yol agma riskinin daha fazla

oldugu soylenebilir.

32 Tekillik siddeti bu ekte anlatilan tekillik mertebesi ile karigtirilmamli; tanimi i¢in bkz. denklem
(2.115, 116).
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