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BAZI (0,1) VE (-1,1) MATRISLERIN MAKSIMUM
DETERMINANTLARI UZERINE

AHMET TURAN

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

(TEZ DANISMANI: DOC. DR. ADEM SAHIN)

Bu tez calismasinda ilk olarak matris tanimi ve gosterimi hakkinda bilgi verildi.
Hessenberg matris ve Hadamard matris basta olmak {izere baz1 matris ¢esitleri tanitildi.
Determinant fonksiyonu ve Fibonacci sayilari ile ilgili temel tamim ve teoremler
uzerinde duruldu. Determinant fonksiyonunun genel tanimi, ikinci ve Uglncu derece
determinantlarin 6zelliklerinden faydalanilarak verildi. Determinant hesaplamada farkli
bir yontem, Alice Harikalar Diyarinda’nin yazar1 Charles Lutwige Dodgson tarafindan
1866°da bir makaleyle tanitilan Dodgson yogunlasma metodu anlatildi. Dodgson
yogunlagsma metodunun lineer denklem sistemlerinin ¢oziimiinde nasil kullanilacagi
anlatildi. Daha sonra 6zel durumlara sahip bir alt Hessenberg matrisinin determinantinin
matrisin derecesine karsilik gelen Fibonacci sayisina esit oldugu gosterildi. Herhangi bir
nxn alt Hessenberg matrislerin maksimum determinantinin Fibonacci sayilar ile olan
iligkisi incelendi. Elemanlart + 1 olan ve o6zel sartlara sahip matrislerin maksimum
determinantlar1 incelendi. Son bdlimde BIBD, SBIBD tasarimlar1 ve insidant matrisleri
tanitildi. Tim (-1, 1) matrisler i¢in esdeger SBIBD sonuglar1 kullanilarak maksimum
determinant sinirlart veya maksimum determinant igin alt sinir degerleri incelendi.

2020, 68 SAYFA
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ABSTRACT

MASTER THESIS

ON THE MAKSIMUM DETERMINANTS OF MATRIX
THAT SOME (0,1) AND (-1,1)

AHMET TURAN

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

(SUPERVISOR: ASSOC. PROF. DR. ADEM SAHIN)

In this thesis, firstly; information about the definition and representation of matrix is
given. Various matrix types including mainly Hessenberg matrix and Hadamard matrix
are introduced. Basic definitions and theories on Determinant function and Fibonacci
numbers are emphasized. The general definition of Determinant function is given by
using then features of second and third degree determinants. A different method of
determinant calculating called "The Dodgson Condensation method" which was
introduced in an essay in 1866 by Charles Lutwidge Dodgson, the author of Alice in
Wonderland, is explained in the thesis. It is explained how to use the Dodgson
condensation method in solving linear equation systems. Then, it is indicated that the
determinant of a lower Hessenberg matrix which has special conditions is equal with the
Fibonacci number corresponding to the degree of matrix. The relation between the
maximum determinant of any nxn lower Hessenberg matrices and Fibonacci numbers is
examined. The maximum determinants of matrices which have +1 elements and special
conditions are investigated. In the last chapter, BIBD, SBIBD designs and incidence
matrices are introduced. For all (-1, 1) matrices, the maximum determinant boundaries
or the lower bounds values for maximum determinant are examined using equivalent
SBIBD results.

2020, 68 PAGE

KEYWORDS: Hessenberg matrix, Hadamard matrix, Dodgson condensation method,
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1. GIRIS ve LITERATUR OZETi

Fibonacci 1170 yilinda Bonacci ailesinin bir ferdi olarak Pisa’da dogdu. Babasi
Guglielmo (William), oglunun kendisi gibi ticaret yapmasii isteyen basarili bir
tiiccardl. Guglielmo, 1190’da Cezayirin Bugia'ya (simdi Baugie) glimriik tahsildar
olarak atandi. Oglu Leonardo’nun hesaplama tekniklerini 6grenmesi i¢in yaninda
Bugia'ya gotiirdii. Bugia’da Fibonacci’ye Hint-Arap sayisal sistem ve hesaplama
teknikleriyle ilgili ilk egitimini veren miisliman bir okulun yoneticisiydi. Bu yonetici
Fibonacci’yi, El-Harizmi'nin Kitab-iil Muhtasar fi Hesab il Cebr vel Mukabele adli

eseri ile tanistirmistir. (Cebir kelimesi bu kitabin bashgindan gelmektedir.)

Bir yetiskin olarak Fibonacci Misir, Suriye, Yunanistan, Fransa ve Konstantinapolise
sik sik is gezileri yapti. Buralarda kullanilan cesitli aritmetik sistemleri inceledi ve
yerli akademisyenlerle goriis alisverisinde bulundu. Fibonacci 1200 yilinda Pisa’ya
geri dondii. Roma numaralandirma sistemine gore zerafeti ve iistiinliigiinden Hint-
Arap say1 sistemlerini Italya’da kullamilmas: icin calismalara basladi. 1202’de oncii
eseri Liber Abaci’yi yayinladi. Liber Abaci, aritmetik ve temel cebiri, Hint-Arap

say1 sistemlerini Avrupa’ya tanitmistir.

Fibonacci’nin 1240 yilinda 6liimiinden sonra, Italyan tiiccarlar Hint-Arap sisteminin
gliciinii takdir etmeye baslad1 ve yavas yavas ticari islemler i¢in kabul etti. Onaltici
ylizyillin sonunda, Avrupanin cogu Hint-Arap say sistemlerini kabul etmisti. Liber
Abaci, iki yiizyildan fazla bir stire Avrupada hantal Roma say1 sistemlerinin yerine

Hint-Arap say1 sisteminin ge¢mesinde 6nemli bir rol oynamistir.

Fibonacci'nin klasik kitabi Liber Abaci’de bir tavsan problemi karsimiza ¢ikar. Bu
problemin ¢oziimiinde elde edilen bir say1 dizisi vardir. 1,1,2,3,5,8,13,21... bu
sayilara Fibonacci sayilar1 denir ve bu diziyede Fibonacci dizisi denir. Fibonacci
dizisi en ilgi ¢ekici say1 dizilerinden biridir. Profesyonel ve amator matemetikgilere
varsayim yapma ve matematik ufkunu genisletme konusunda genis firsatlar sunmaya

devam etmektedir.



Fibonacci dizisine daha dikkatli bakildiginda etkileyici bir ozelligi oldugu goriiliir.
Ik ikisi hari¢ her Fibonacci sayist hemen 6nceki iki Fibonacci sayisisinim toplamidar.

Bu gozlem F' Fibonacci sayisinin asagidaki rekiirans (yineleme) tanimin verir.

Fy;
= IKhL=1 (Baslangic kosullar1)
F, = F,1+F, 2 n>3 (Tekrarlama iliskisi)

Fibonacci sayilar1 dogada; agaclarda, ciceklerde, ayciceginde, ¢cam kozalaklarinda,
enginarda, ananasda, erkek ar1 popiilasyonu gibi bir¢ok yerde karsimiza

gikmaktadir (Koshy, 2001).

Dogada oldugu gibi biliminde bir¢ok dalinda karsimiza ¢gikmaktadir. Biyoloji, kimya,
kriptoloji ve elektrik mihendisligi alanlarinda genis uygulama alani bulmaktadir.
Matematiginde hemen hemen her dalinda (sayilar teorisi, toplanabilme teorisi,
diferansiyel denklemler, olasilik, istatistik, niimerik analiz, lineer cebir)

kullanilmaktadir.

Genellikle matematikte ¢ok degiskenli bir olguyu tek bir say1 ile iliskilendirmek
faydahdir ve bunun giizel bir 6rnegi determinantlardir. Bazi 6zel matrislerin

determinantlar1 Fibonacci sayilarini vermektedir.

Determinantlar 18.yy da Leibniz, Maclaurin, Cramer ve Laplace’in ¢alismalarimdaki
denklemler teorisi ile kademeli olarak ortaya ¢ikmistir. 19.yy gelindiginde 6nemi
giderek artan bir matematik alani haline gelmistir. Gauss, Cauchy ve Cayley konuyla
ilgili 6nemli sonuglar iiretmislerdir ve Alman matematik¢i Karl Jakobi (sonuncusunu
1841 yilinda yayimnladigl) konuyu matematiksel akim haline getiren ii¢ ana makale

yaymlamistir. Determinantlarin uygulama alanlar1 giin gectikce artmistir.

Bir A matrisinin determinanti matris hakkinda geometrik ve cebirsel bilgi

saglamaktadir. Geometrik olarak alan, hacim hesabinda kullanilabilir. Cebirsel



olarak matrisin tersinir olup olmadiginin belirlenmesi ve matrisin 6zdegerlerinin
bulunmasi gibi uygulamalarda kullanilabilir. Ayrica miithendislik, fizik, kimya gibi
alanlarda determinantlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Ornegin kuantum mekaniginde
molekiiler orbital teoresi kullamlarak molekiillerin (6zeliikle 7 elektron sistemleri)
enerji seviyelerini belirlemek igin determinantlardan faydalanilabilir (Rice ve

Torrence, 2007).

Bazi  0zel matrislerin  determinantimin = maksimum smirlarindan  bahsetmek

mumkundiir.

1) Williamson (1946), "Determinant Whose Elements Are 0 and 1" adli eserinde;
Hadamard (1893) her bir elemanimin mutlak degeri 1'i ge¢medigi n’inci derece
determinantlarin  maksimum degerinin n2 oldugu kamtlamistir. Ayrica bu
maksimum degerin yalnizca, determinantin her bir elemani +1 degerine sahipse ve
n =1, 2 veyan =0 (mod4) oldugunda elde edilebilecegini gostermistir. Bu eserde
n # 0(mod4) oldugunda herbir eleman1 +1 olan K, matrislerinin determinantini
arastirmistir. Ozellikle n = 7 oldugunda, boyle bir determinant icin maksimum
degerin 2° - 9 oldugu ve bu degere sahip sadece bir tiir determinant oldugunu
gostermistir. K,, n = 4m ve n = 9, 10, 11 oldugunda olusan 6zel matrislerin

determinantinin maksimum degerinin varhigini incelemistir.

2) Ching (1993), "The Maximum Determinant of an n x n Lower Hessenberg (0, 1)
Matrix" adli eserinde; bir alt Hessenberg (0, 1) matrisinin determinanti igin kesin bir

st sinir bulmus ve bu tist sinirin Fibonacci sayilarina esit oldugunu kanitlamistir.

3) Fallat ve Van Den Driessche (1997), "Maximum determinant of (0,1) matrices
with certain constant row and column sums' adli eserinde; sabit satir toplamlar:
(satir toplamlar ve siitun toplamlar1) & olan n x n tekil olmayan (0, 1) matrislerin
deteminantinin maksimum mutlak degerini arastirmistir. n # 4 ve k = 2 i¢in
bu maksimum determinant n = 3t veya 3t + 2 ise 2 ve n = 3t + 1 ise 27!

olarak bulmustur. Bu matrislerin bir altkiimesinde simetrik ve sifir ize sahip olanlar



(grafikleri k& derece regular), k = 2 i¢in maksimum degeri degistirmezler. Bu siirh
smif icin n > 7, k = n — 3 oldugunda, determinantin maksimum mutlak degeri
(n—3) - 3(%)_1 oldugunu bulmustur. Bu maksimum deger, daha biiytik simiflar
i¢in determinantin maksimumum mutlak degerinin bir alt sinirini verir, ancak genel
olarak bu smir net degildir. Belirli n ve k’lar i¢in diger determinant deger ve

siirlarin bulmustur.

4) Neubauer ve Radcliffe (1997), "The Maximum Determinant of +1 Matrices'
adll eserinde; ilk olarak Barba (1933) tarafindan verilmis olan, n = 1(mod 4)
boyutunda =£1 matris degerinin simir1 igin yeni bir kant verilmis. A. E. Brouwer’in
(1983) bir yapisim uyarlayarak, sinirin sonsuz sayida n degeri i¢in keskin oldugunu
gostermek i¢in 6rnekler verilmistir. Bu da H. Ehlich ve M. Wajhos (1964) tarafindan
n = 2(mod 4) boyutunda +1 matrisin determinant1 i¢in verilen simirlara ulasan
sonsuz bir érnek ailesi vermistir. n = 3 (mod 4) i¢in, Ehlich (1964) tarafindan verilen
s 3 'tinden biraz daha fazlasim elde eden sonsuz bir érnek ailesi olusturulmus.
5) Koukouvinos, Mitrouli ve Seberry (2000), "Bounds on the maximum determinant
for (1, —1) matrices" adli eserinde; Hadamard (1893) varsayiminin dogru oldugunu
ve tim ¢ > 1 icin 4¢ dereceli bir Hadamard matrisi oldugu varsayilmistir. Tim
41 matrisler i¢in maksimum determinant veya maksimum determinant icin alt sinir
olustururken esdeger SBIBD (4t —1,2t —1,t—1) sonuglar1 kullanmlmistir.

Ozellikle 100’den kiiciik esit tiim mertebeler i¢in sayisal sonuclar verilmistir.

6) Cahill ve ark. (2002), "Fibonacci determinants" adli eserinde; Fibonacci sayilariin

baz1 6zel matrislerin determinantlarina esit oldugundan bahsetmistir.

7) Cahill ve Narayan (2004), "Fibonacci and Lucas Numbers as Tridiagonal Matrix
Determinants" adli eserinde ii¢ggensel matrislerin determinantlarinin Fibonacci ve

Lucas sayilar1 arasidaki iliskiden bahsetmistir.



8) Brent ve Osborn (2013), "On Minors of Maximal Determinant Matrices" adli
eserinde; Chon(1965) tarafindan kanitlanmis olan, n dereceli bir Hadamard matrisin
m > 5 dereceli uygun bir Hadamard altmatrisi olmadig1 sonucundan faydalanarak
bu sonucu, Hadamard matrislerin, altmatrislerinin maksimum determinantina
genellemis ve ¢ uzunlugundaki araligin izin verilen derecenin diginda oldugunu
gostermistir. Matrislerin maksimum determinant mindrlerinin kare toplamlar: i¢in
daha dustik bir smir hakkinda bir varsayim yapmis ve bunu destekleyecek kanitlar
vermistir. n < 21 dereceli matrislerin maksimum determinant minorlerinin aldiklar:

degerlerin tablolar1 verilmis ve veriler iizerinde bazi gozlemler yapilmistir. Sonug

olarak tablolar1 hesaplamak icin kullamlan algoritmalar tarif edilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. (Tasct, 2001) F bir cisim ve (a;;) € F (1 <i<m, 1 <j <n)olmak

uzere

@11 Qi2 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2
m1 Am2  *°°  Omp

seklindeki bir dikdortgen tabloya matris denir. ¢ = 1,2, ..., m i¢in

ri = [aﬂ, az,..., am]

ifadesine matrisin satir1 ve j = 1,2, ..., n ic¢in

alj

agj

- am] -
ifadesine de matrisin siitunlar1 denir. m satirh ve n stitunlu bir matrise m x n
boyutlu (mertebeli, dereceli) ya da kisaca bir m x n matris denir. i-yinci satir ve
j-yinci siitunun kesisiminde bulunan cismin elemanina matrisin (7, j)-yinci elemani

denir. Matris kisa bir sekilde A = (a;;) notasyonu ile gosterilir. Elemanlar1 F

mxn
cismine ait olan tiim m x n matrislerin kiimesi M,,x,, (F') veya M, ,, (F') ile gosterilir.
Ozel olarak F = R ise R™*™ gosterimi kulamlacaktir.

Eger bir matrisin satir ve siitunlar: esit ise bu matrise kare matris denir.

Tanim 2.1.2. (Horn veJohnson, 1990) A = (a;;) € M,,, (F) olmak iizere A
matrisinin satir ve siitunlarimin yer degistirmesiyle elde edilen matrise A'mnin

transpozu denir ve A7 ile gosterilir.



Tanim 2.1.3. (Golup ve Van Loan, 1996) A = (a) € R ise, A'nin determinant1 a’dir
ve det (A) = a veya |A| = a ile gosterilir. A € R™™ nin determinanti, (n — 1)’inci
derece determinantlar cinsinden

det (A) = i (—1)jJrl a;; det (A;5)

j=1
seklinde tanimlanir. Burada A;;, A'nin ¢’yinci satir ve j’yinci stitunu silinerek elde
edilen bir (n — 1) x (n — 1) matristir.
A, B € R"" ve ¢ € R olmak tizere determinantin bazi ozellikleri soyledir;
i) det (A.B) = det (A) . det (B)
i) det (A7) = det (A)
iii) det (c.A) = ¢™. det (A)
iv) det (A) # 0 < A tersinirdir.

Tanim 2.1.4. (Tasci, 2001) A matrisinin alt matrislerinin determinantlarma A nin

minorleri denir ve det A;; seklinde gosterilir.
(—1)i+j det A;; isaretli minoriine a;; elemaninin kofaktorii denir ve «;; ile gosterilir.

Tanim 2.1.5. (Tasci, 2001) A = (a;;) n X n bir kare matris ve a;; a;;'nin kofaktorii

olsun. Bu takdirde A matrisinin adjointi adj A ile gosterilir ve

Q11 Qo1 0 Qg

. Q2 Qg+ Q2
adjA =

A1y Qop -0 (0799

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.1.6. (Horn ve Johnson, 1990) Her satir ve siitununda sadece bir eleman
1 ve diger biitiin elemanlar1 0 olan P € M,, matrisine permiitasyon matrisi
denir. Bu tiir matrisler ile ¢carpma, ¢arpilan matrisin satirlarinda veya stitunlarinda

permiitasyon etkisi yapar. Ornegin;



010
P=110 0] € Msxs

0 01
permiitasyon matrisi ile
1
2
3
matrisini soldan carparsak
1 2
Pl2]=1|1
3 3

olup satirlarinda permiitasyon etkisi yapmistir, yani birinci satirla ikinci satiri, ikinci
satirla birinci satir1 degistirmis ve ticiincii satir1 degistirmemistir. Genel olarak A €
M~ matrisini bir permiitasyon matrisi P € M,,«,, ile soldan ¢arpilmasi ile A’nin
satirlarinda; A € M,,, matrisini bir permiitasyon matrisi P € M,,,, ile sagdan

carpilmasi A’'nin siitunlarinda permiitasyon etkisi yapar.

Ornek 2.1.7.

1 1 2
A= 3 5 8
13 21 34
matrisini sirasi ile sol ve sag taraftan
010
P=10 01
1 00

permiitasyon matrisi ile carparsak;



010

PA = 001

1
AP = 3

1

1 00

2

5 8

13 21 34

1 1
3 5

13 21 34

010

2
8 | =

001]|=

1 00

34

5 8 ]
21 34
1 2
1 1 1
3 95
13 21

elde edilir. Bir permiitasyon matrisinin determinant1 41 dir, boylece permiitasyon

matrisleri kesinlikle tersinirdir. Permiitasyon matrisleri genel olarak ¢arpilarak elde

edilmese de iki permiitasyon matrisinin ¢arpimi yine bir permiitasyon matrisidir.

Tanim 2.1.8. (Horn ve Johnson, 1990) A = (a;;) € M, x, matrisinde eger i < j+1

icin a;; = 0 oluyorsa A matrisine iist Hessenberg matrisi denir.

seklindedir.

a11

21

a2
a22

32

ais
a23
a33

aq3

A1,n—1
a2 n—1
a3,n—1

A4.n—1

an,nfl

a1,n
a2,n
a3,n
Q4.

)

Qp,n

A = (a;;) € M,x, matrisinde eger j < ¢+ 1 i¢in a;; = 0 oluyorsa A matrisine alt

Hessenberg matrisi denir.

a11
a21

a31

an,l

seklindedir.

Ap—1,1

a12
22

a32

Ap—1,2

an,Z

23

a33

ap—1,3

an,3

34

Ap—14

Qp 4

CLn—l,n

Qp,n



Tamim 2.1.9. (Golup ve Van Loan, 1996) A € R™ ™ matrisinde AT A = I esitligi

saglaniyor ise A matrisine ortogonal matris denir.

Tanim 2.1.10. (Street ve ark., 1972) Bilesenleri (1, —1) ve satir vektorleri ortogonal

olan matrise Hadamard matrisi denir. Ornegin;

101 1 1
11 1 -1 1 1
1 -1 |1 1 -1 1

matrisleri birer Hadamard matristir.

Lemma 2.1.11. (Street ve ark., 1972) H, h x h tipinde bir Hadamard matris olsun.

Bu takdirde asagidaki énermeler saglanir.

a) HHT = hI,

b) |det H| = hz"

c) HHT" = HTH

d) Hadamard matrisleri satir ve siitun permiitasyonu ile veya satir ve stitunlarim —1
ile carparak diger Hadamard matrislerine doniistiirtilebilir. Bu yontemle birbirinden
elde edilebilecek matrisler H-esdeger olarak adlandirilir.

e) Her Hadamard matrisi, ilk satir ve siitunundaki her elemani +1 olan bir Hadamard
matrisine H-esdegerdir. (Bu ikinci formun matrislerine normallestirilmis denir.)

f) n pozitif tamsay1 olmak iizere bir Hadamard matrisin derecesi 1,2 veya 4n dir.

Tanim 2.1.12. (Koshy, 2001) n’inci Fibonacci sayis1 F,, olmak {izere;

F, = Ih=1

Fn = Fn_1 + Fn_g n Z 3

sartlarini saglayan sayilara Fibonacci sayilar1 denir. Bu sayilarin olusturdugu sayi

dizisine Fibonacci dizisi denir. Fibonacci sayilariin baz 6zellikleri asagidaki gibidir.
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Teorem 2.1.13. (Lucas, 1876)

zn:E:Fn—I—Q_l
i=1

jspat. Fibonacci rekiirans (yenileme) bagmtisi yardimiyla;

Fy, = F5—F
Fy = Fy—F3
F3 = F5—F4

F... = Fn—i—l_Fn

Fn - Fn+2_Fn+1

esitlikleri elde edilir.

Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak;
Y Fi=Fip-Fp=Fys—1
i=1

elde edilir.

Teorem 2.1.14. (Lucas, 1876)

> Py =P,
=1
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jspat. Fibonacci rekiirans (yenileme) bagimtisi yardimiyla;

F, = Fh—F
F3 = Fy—F
F5 - FG - F4

FQTL—3 - FZn—2 - FQn—4

F2n—1 - F2n _FQn—2

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak;

ZF%—I = Iy, — Iy = Fy,

i=1

elde edilir.

Teorem 2.1.15. (Lucas, 1876)
ZFQi = Fop1 — 1
i=1

fspat.

n 2n n
DB = Y Fi=) Faia
i=1 i=1 i=1

- F2n+2_]-_F2n
= (F2n+2 _F2n) -1
= Iy —1

elde edilir.
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2.2. Determinant Uzerine

Bu béliimde verecegimiz determinant tanimi Ferrar (1957)in Algebra kitabindan
almmustir. Once ikinci ve iiciincii dereceden determinantlar tanimlanacaktir. Daha

sonra n’inci dereceden determinantlarin genel tanimi verilecektir.

Determinantlar lineer denklem sistemlerinin ¢oztimii ile yakindan iliskilidir.

ar+by = 0

ast +by = 0

sistemini ele alalim. Bu sistemdeki iki denklemden en az birindeki x ve y say1
¢iftinin sifirdan farkl oldugunu varsayalim. Bu denklemlerden by (a2 + biy) —
b1 (asz + boy) = 0 elde edilir ve bu durumda (a;by — asby) x = 0 duir.

Benzer sekilde, (a1by — agb1) y = 0 elde edilir. Bu durumda a,bs — asby = 0 dur.

a1by — asby bir determinant 6rnegi olarak genellikle

b
“O

as by

seklinde yazilir. Iki satir ve iki siitundan olustugundan determinantin derecesi ikidir

ve a1by onde gelen kosegen terimi olarak adlandirilir.

Determinantin bariz bir 6zelligi vardir. Eger (2.1) denkleminde a; ve by, ay ve by
yer degistirirse a;by — agb; yerine bjas — baa; olur. Bu (2.1)'in iki stitununun yer
degistirilmesiyle benzer terimleri a;by ve asb;’i farkl bir sirayla ve zit isaretli olarak

yeniden tretir.

Yine z, y ve z sayilan sifirdan farkli sayilar olsun.

amr+biy+cz = 0 (2.2)
asx +boy +coz = 0 (2.3)
asx + b3y +c3z = 0 (2.4)
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(2.3) ve (2.4) denklemlerinden,

(a2b3 — agbg) r — (bgCg - bgcg) z = O,

(CLng — agbg) Yy — (CQCLg - 03a2) Z = O,

ve (2.2)'nci esitlikten,

z (a1 (bgCg — 6302) + b1 (62(13 — 63(12) —f- C1 (a2b3 — a3b2)> = 0

olur. z'nin katsayilarimi

&1[9203 — albgcg + CLngCl — a26103 + a3b102 — angCl

seklinde yazabiliriz ve bu katsayilar1 A ile gosterelim. Sonug olarak zA = 0 dir.
Benzer islemler x ve y i¢in yapilirsa ayn1 A katsayisina sahip olduklar: goriilecektir.
Bu durumda zA = 0, yA = 0 yazabiliriz. z, y ve z sifirdan farkli oldugundan
A = 0 olur.

A sayisi genellikle

a by
ay by c
as bz c3

seklinde yazilir. Ug satir ve ti¢ siitundan olustugu i¢in determinantin derecesi ti¢tiir

ve aibacs onde gelen kosegen terimi olarak adlandirilir.

ar+biy+...+kz =0
as® +boy + ...+ kez =0

anx + by + ...+ kyz =0

sistemini ele alalim. Bu sistemdeki tiim denklemlerin z, y, ..., 2 degerleri sifirdan

farkli ise bu denklemlerin ortak ¢oziimlerinden elde edilen katsayilarin sifir olmasi
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gerekir. Katsayilarin bu fonksiyonu

a;, by -k
as by oo ky
a, b, - k,

ile uygun sekilde belirtilebilir ve n’inci dereceden determinant olarak okunur.

aybsy...ky, onde gelen kosegen terimi olarak adlandirilir.

Ikinci derece determinant: kullanarak tigiincii derece determinantlar: belirledigimiz
gibi ii¢lincli derece bir determinant1 kullanarak dordiincii derece bir determinanti
tanimlayabiliriz. Ayni sekilde adim adim n’inci derece determinant: tanimlayabiliriz.
Ancak burada tanima, ftgclnci dereceden determinantlarin belirli 6zellikleri
incelenerek, her bir determinant derecesi i¢in bu ozelliklerin korundugu bir n’inci

dereceden determinant tanimlanarak ulasilmistir (Ferrear, 1947).

U(;iincij derece bir determinant

ap by
ay by c
as bz c3

ifadesinin ac¢ilimi olan
a1b203 - a1b302 + agbgCl — a2b103 + a36102 — CL3b2C1 (25)

cok terimlisine esittir.

Asagidaki durumlarin hepsi ticiincii derece bir determinant i¢in gecerlidir.

(I) (2.5) ifadesi

Z +a,bsc
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bi¢imindedir, buradaki r,s,t degerleri belirli bir sirada ve tekrarlama olmaksizin
1,2,3 ’e alt1 degisik yolla eslenir.

(I1) Onde gelen késegen terimi a;bycs ve isareti + dir.

(IIT) Ikinci derece determinantta oldugu gibi, (2.5) ifadesinde iki harften birinin
degismesi ayn1 terim kiimesini farkh bir sirada ve zit isaretli olarak yeniden tiretir.
Ornegin a ve b (2.5) de degistirildiginde (2.5)’in terimlerinden olusan ancak farklh

bir sirada ve zit isaretli olan
+b1@203 — blagCQ + bgagcl — bgang + bgCLlCQ — b3a201

ifadesi elde edilmistir.
Uciincii derece bir determinantin ti¢ temel ézelligi incelenmis olup simdi bu ti¢ temel
ozellikten faydalanarak n’inci dereceden determinantin tanimi yapilacaktir.

Tamim 2.2.1. Asagida verilen ii¢ temel ozelligi saglayan A,, katsayilar fonksiyonuna

n’inci dereceden determinant denir.

ap by - g1 Kk
a b e ] k

A, — 2 02 J2 2 (2.6)
(07% bn T jn kn

A, in ¢ temel ozelligi:

(I) Bu formun bir ifadesi

> tab,. k&, (2.7)

bi¢gimindedir, burada r, s, ..., ¢ degerleri toplamda n! sirayla ve tekrarlama olmaksizin
1,2, ...,n degerlerine eslenir;

(I1) Onde gelen kosegen terimi aby ... k,, ve isaret + dir;

(III) (2.7) ifadesinde iki harften birinin degismesi ayni terim kiimesini farkl bir

diizende ve herhangi bir terimin ontindeki isaretin tersi olacak sekilde yeniden iiretir.
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Devam etmeden once tanimin a, b, ..., k'nin bu ozellikleri saglayan tek fonksiyonu

oldugunu ispatlamamiz gerekiyor. Bu ispat asagida 4 ana adima ayrilmistir.

1.Adim. (2.6)'nin siitunlaria karsilik gelen a, b, ..., k harflerini herhangi bir sirayla

asagidaki gibi,

dy g, a,..p,..q,... (2.8)

yazildigr varsayilmistir. Birbirinin yaninda duran iki harften olusan bir degisime
komsu degisimi denir. Herhangi bir p ve ¢ harfini aralarinda m tane harf olacak
sekilde (2.8) diizeninde almir. Her birinde p'nin bir saga hareket ettirildigi m + 1
komsu degisimiyle en son p’'nin ¢ dan sonra geldigi asamaya ulasiriz. Her biri ¢'nun
sola hareket ettirildigi m komsu degisimiyle p ve ¢'nun yer degistirdigi (2.8) sirasinin
yeniden iiretildigi bir asamaya ulasiriz. Bu asamaya 2m + 1 komsu degisimiyle
ulasilmistir.

(2.7) de tim isaretleri 2m + 1 kez degistirirsek, ilk isaretin zitt1 olan isaretleri
elde ederiz. Buna gore, (III) tanmimimn kosulu, harflerin komsu degisimleri igin

saglanmaktadir, harflerin her degisimi icin kendiliginden yerine getirilir.

2.Adim. (I), (IT), (III) kosullar1 determinantin (ikinci derecenin)

a; by

as by

degerini a;by — agby olarak sabitler. (I) ve (IT) ye gore determinantin degeri +a;bs +
asby olmalidir ve (III) e gore, a ve b nin degisimi isaretleri degistirmeli, béylece

a1bs + agb; olamaz.

3.Adim. Oyleyse (I), (I), (IIT) kosullarmm (n — 1) dereceli bir determinantin
degerini sabitlemek i¢in yeterli oldugunu varsayalim. (2.7)’ye gore determinant A,

iginde a;’in oldugu bir dizi terim icerir; bu terim kiimesi

a;y b,k (2.9)
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dur ve (2.7) ile A,,’e uygulandig: sekilde;

i) 2,3,...,n degerlerini bir diizende ve tekrarlama olmadan s,t,...,q ile eslemenin
olas1 yollar1 toplam (n — 1)! kadardur.

Ayrica (II)'nin A,’e uygulandigr sekilde,

ii) bocs...k, teriminin Oniindeki isaret +’dur.

Son olarak (III)’tin A,’e uygulandig: sekilde,

iii) b, ¢, ..., k harflerinden herhangi ikisinden birinin degisimi (2.9) boyunca isaretleri
degistirir.

Dolayisiyla (I), (II), (III) kosullarimin n — 1 derecesinin bir determinantinin degerini

belirledigi hipotezimiz ile a,’in sahip oldugu (2.7) nin terimleri

bQ Co ... kg
by ¢ ok

o ’ (2.10)
b, ¢, --- Kk,

tarafindan verilmektedir.
Bu n — 1 derecesinin bir determinantimin (I), (II), (III) kosullar: ile tanimlandig
varsayamina gore aibs, aibs, ..., aib, igeren (2.7) deki tiim terimlerin isaretlerini

sabitler.

4.Adum. (2.7)" deki a ve b terimlerinin yer degistirmesi (III)’lincii 6zellige gore
tiim terimlerin isaretlerini degistirmelidir. Dolayisiyla b;’in sahip oldugu (2.7)nin

terimleri

a9 Co e k;2
a C “ e k‘

b 07 ’ (2.11)
an, Cn, e kn

tarafindan verilmektedir. (2.11) icin byascy...k, teriminin isaretini, (2.10) daki abs¢y...k,

teriminin isaretininin tam tersidir.
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bile ¢, cile d, ..., j ile k arasindaki komsu degisimleri (2.7) nin

bg Cy cee kQ (05}
b3 C3 s kg as
ay - bl
b, ¢, - ky an
a2
n— as
(=) ey
Qn

C2

C3

bigimini almas1 gerektigini gostermektedir.

Bir baska deyisle, eger (I), (II), (III) sartlari ile n — 1 derecesinin bir determinantin
tanimlaniyor ise, o zaman n derecesinin bir determinantini da tamimlanir. Ancak

2'nci derecenin bir determinanti tanmimlanir ise buradan tiimevarimla herhangi bir

derecenin determinanti da tanimlanabilir.
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3. DETERMINANT HESAPLAMADA FARKLI BiR YONTEM
DODGSON YOGUNLASMA METODU

Bu kisimda Dodgson yogunlasma metodu verilecektir. Bu yontemin mucidi Alice
Harikalar Diyarinda’nin yazar: olan Lewis Carrol takma adiyla bilinen Peder Charles
Lutwige Dodgson’dur (Aymi zamanda Oxford Universitesindeki 39 kolejden en
biiyiigii olan Chris Church’te Matematik 6gretmeniydi) (Rice ve Torrence, 2007).
Dodgson 1866’'da Londra Kraliyet Dernegi Bildirilerinde, determinant hesaplarinda
kullanmak i¢in gelistirdigi "yogunlasma metodu" adini verdigi yontemi bir makaleyle
tanitti. Makalesinde yogunlasma metodu ic¢in ‘'simdiye kadar kullanilan
yontemlerden daha kisa ve basit oldugunu' soyledi. Ayrica 3 x 3 ve 4 x 4 ’lik

matrisler i¢in yontemini kanitladi (Donor ve ark., 2016).

Dodgson™un yontemi Jacobinin 1833’te yayimnladigl adjoint matris teoreminin 6zel
bir durumu olup bu teorem Desnanot-Jacobi teoremi olarakta adlandirilmaktadir
(Abeles, 2008). Herhangi bir matrisin determinantini hesaplamanin standart yolu
kofaktor acilimi yapmaktir. Bu yontem miikemmel bir sekilde gtivenilir iken matrisin
boyutundaki artis yontemi zahmetli ve zaman alici kilmaktadir. Ornegin 25 x
25 tipinde bir matrisin determinantinin kofaktor acilimiyla heseplanmasinda 25!
den fazla islem gerekmektedir (Hill ve Kolman, 2010 ). Dodgson’un "yogunlasma
metodu" daha biiylik matrislerde determinant hesabi yaparken zaman ve hesap
verimliligi i¢in kullamlabilir (Donor ve ark., 2016). Bu yontem ozellikle birgok
islemcinin parelel olarak yiritiilmesi nedeniyle bilgisayar hesaplamalar1 icin
kullanishdir. Yaygin olarak uygulanabilir bir bilgisayar algoritmasi olan DDI olarak
uygulanmistir ve 2001 yilinda Amdeberhan ve Zeilberg, DDI'y1 bilgisayar destekli
yontemler kullanarak tahmin edilen 15 acik determinant degerlendirmesini

kanitlamak i¢in kullanmislardir (Abeles, 2008).

Teorem 3.0.2. (Bressoud, 1999) Desnanot Jacobi adjoint matris teoremi:
Bir M matrisi verildiginde, M j’ , M’nin ¢ satir ve j siitunu silindiginde kalan matrisi
temsil etsin. Eger birden fazla satir veya siitun silmek isteniyorsa, silinmis satirlarin

numaralar1 ist simge olarak, silinmis stitunlarin numaralar: alt simge olarak yazilr.
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Eger M bir n X n matris ise;
(M. [ M| = | M| M| = | M| M

dur.

Lagrenge bu teoremi 1773 yilinda n = 3 i¢in kesfetti. Desnanot ise 1819'da n < 6
icin bu teoremin dogrulugunu gosterdi. Jacobi 1833’te genel teoremi ve kanitini
Cralle’de Journal’de bir makale ile yayinladi ve 1835 ve 1841’deki makalelerinde
tekrarladi ve detaylandirdi (Rice ve Torrence, 2007).

Teorem 3.0.2 ile bir matrisin determinantinin nasil bulundugunu bir o6rnekle

gosterelim.
Ornek 3.0.3.
2 -3 1 2 5
4 1 -2 -3 2
M = 5 —4 2 2 =3
3 -1 5 2 1

matrisini ele alalim. Teorem 3.0.2."ye gore;
(M- [M3] = | My] - [M3] = | Ms] - [ 27|

esitligi gecerlidir. Buradan

1 -2 -3 2 2 -3 1 2

) -4 2 2 - 5 4 1 -2 =3
Ml = 9 M5 - )

-1 5 2 1 5 —4 2 2

1 5 -1 2 3 -1 5 2

21



X 5 —4 i 1 -2 -3 2
M5 = 3 Ml - ?

3 -1 5 2 -4 2 2 =3

-4 1 5 -1 -1 5 2 1
1 -2 -3
MPE2=1 -4 2 2
-1 5 2

altmatrisleri bulunur. Bu altmatrislerin determinantlar |M]2| = 36, |[M{| = —109,

|M2| = 14, [M2| = 421, |[M}| = —290 degerlerine esittir. Teorem 3.0.2."ye gore;

(M- [Mg] = [M] - [ME| = [M5] - | M7
|M]|-(36) = (—109) - (14) — (421) - (—290)

IM|-36 = 120564

120564
(M| =

36
M| = 3349

degeri bulunmus olur.

Dodgson, sadece 2 x 2 determinatlar1 hesaplayarak gerekli determinanlar:

hesaplamak i¢in bir algoritma gelistirmek tizere bu teorimi kullanda.

Yontem asagidaki gibi verilmistir (Donor ve ark., 2016).

Tanim 3.0.4. n > 3 olmak tizere bir n x n A matrisi verildiginde, A nin ic¢i ilk
ve son satir-siittunun silinmesiyle elde edilen (n — 2) x (n — 2) matristir ve intA ile

gosterilir.

Tanim 3.0.5. Bir n X n matrisi i¢cin minor, orijinal matristen m satir ve m siitun
silinerek olusturulan herhangi bir (n —m) x (n —m) matristir. Ornegin asagidaki

matristeki koyu renkli bilesenleri matrisin sol tist kosesindeki minér olusturur.
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2 1 -1 3
1 -2 3 0
3 1 2 -1
0 -2 3 1

Tamim 3.0.6. Ardisik minor, kalan satir ve siitunlarin orijinal matriste komsu

oldugu minordir. Yukaridaki ornekteki minoriin komsu minori asagidaki gibidir.

2 1 -1 3
1 -2 3 0
3 1 2 -1
0 -2 3 1

Tanim 3.0.7. Bagh minor, tiim satirlarin ve siitunlarin komsu oldugu bir sistemdir.

Gosterilen tiim ornekler bagh minorlerdir.

Yontem dort adimdan olusur:

1) A nin icindeki biitiin sifirlarn yok etmek igin elementer satir (siitun) islemleri

kullanilir.

2) A matrisindeki 2 x 2 tiim ardistk minérlerin determinatlarimi alarak yeni

(n—1) x (n — 1) tipinde bir B matrisi olusturulur.

3) Bir (n — 2) x (n — 2) matrisi olusturmak i¢in ayni adim tekrarlanir ve olusan
bu matrisin terimlerini intA'nin karsilik gelen terimlerine bolerek yeni C' matrisi
olusturulur. Eger olusan bu yeni C matrisinin ntC kismindaki matrisin
elemanlarindan biri dahi sifir olsa A matrisine doniiliir ve matris ntC' de sifir
olmayacak sekilde diizenlendikten sonra yeniden ayni islemlere baslanir.

¢

4) Tek bir say1 elde edilene kadar matris “yogunlastirilmaya” devam edilir. En son

elde edilen tek say1 A matrisinin determinantidir (Rice ve Torrence, 2007).
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Ornek 3.0.8. Dodgson™un yontemini 5 x 5 tipinde bir matrise uygulayarak

determinanti bulalim.

2 -3 1 2 5
4 1 -2 =3 2
A= 5 —4 2 2 =3
3 -1 5 2 1

2 x 2 tum ardisik minorlerin determinantini bularak asagidaki 4 x 4 matrise

yogunlastiriyoruz.
2 -3 -3 1 1 2 2 5
4 1 1 =2 -2 =3 -3 2
4 1 1 -2 -2 =3 -3 2
5 —4 -4 2 2 2 2 -3
B =

5 —4 —4 2 2 2 2 -3
3 —1 -1 5 5 2 2 1

3 -1 -1 5 5 2 2 1
-4 1 1 5 5 —1 -1 2

7T =18 -6 8
-1 =10 =15 5
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B matrisi benzer sekilde 3 x 3 matrise yogunlastirilr.

21 16 —-33
420 72 46
—88 210 90

Simdi bu matrisin her bir terimini A matrisinin i¢ kismina karsilik gelen matrisin

terimlerine boleriz.

1 -2 -3
intA = -4 2 2 ;
-1 5 2
Y 21 -8 11
C = | & Z L& =1 105 36 23
=% 0 P 88 42 45

C matrisi tekrar yogunlastirilir.

-84 —580 -6 2
ve intB =

—7578 654 —-18 —6

matrisinin terimlerine karsilik gelen terimlere boliintir.

—84 —580
—7578 654
1578 65 421 109

matrisi elde edilir. D matrisinin determinant1 120564’tiir. C' matrisinin ic¢i 36 olup
120564 sayis1 36 ya boliindiginde A matrisinin determinant1 3349 olarak bulunur
(Bressoud, 1999).

Yogunlasma metodunda verilen matriste i¢ sifirlar varsa bunlar diizenlenerek isleme
devam edilir. Ancak tiiretilmis matrislerde ic sifir varsa boyle bir durumda isleme
devam edilemez. Yeniden ilk matrise doniilerek gerekli diizenlemeler yapilip islem

yeniden baslatilir(Dodgson, 1866). Asagidaki matris buna érnektir.
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Ornek 3.0.9.

0 1 0 4
Ao -1 3 6 -3
51 2 0
-2 1 -1 1
matrisi yogunlasinca
1 6 —24
B=1] -16 0 6
7T =3 2

matrisi elde edilir. B matrisinin i¢inde sifir olustugu igin yeniden A matrisine
donelim ve A matrisine elementer satir (slitun) islemleri uygulayalim. 1’inci ile
4Mincii satirl, 2'nci ile 3'tinct satir1 yer degistirelim. Daha sonra 1’inci ile 3iinci
satir1 yer degistirelim. Bu yeni matrise C' diyelim. Bu yeni matrisin determinantini
toplamda 3 defa satir degistirdigimiz igin (—1)3 ile carparsak A matrisinin

determinantin1 buluruz.

-1 3 6 -3

o= 51 2 0

-2 1 -1 1

0 1 0 4

matrisini yogunlastiralim.

—-16 0 6

D = 7T =3 2

-2 1 -4

yogunlasma islemlerine devam edilirse C' matrisinin determinant1 163 bulunur. Bu

durumda A matrisinin determinant1 —163 tiir (Donor ve ark., 2016).

Buradan da anlasilacag: gibi yogunlasma metodunun ana zayiflig1 matrisin i¢ kismina
gelen sifirlardan kaynaklanmaktadir. Cok fazla sifirin bulunmasi durumunda

geleneksel kofaktor agilimiyla determinant bulunmasi genellikle daha kolaydir.
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Dodgson’un yontemi bu genel matematiksel belirsizligi nedeniyle iyi bilinmemektedir,

ancak ozellikle bliylik matrislerin determinantlarini bulmak i¢in son derece yararh

olabilir (Donor ve ark., 2016).

3.1. Lineer Denklem Sistemlerinin Coziimiinde Yogunlasma Metodunun

Uygulanmasi

(Dodgson, 1866) n satir ve n + 1 siitundan olusan bir matris yogunlastirildiginda
ilki, ilk n siittinun determinanti olan ikincisi, son n siitunun determinanti olan iki
terime indirgenmis olur.

Dolayisiyla n tane denklemden olusan bir lineer denklem sistemi;

1,171 + a12T3... + A1.nTn + a1 n+1 = 0

a21T1 + A22%2... + A2, Ty + G2 i1 =0

n1T1 + p2%2... + Qp Ty + Gy i1 = 0

alinir ve bu denklem sisteminin tiim katsay1 ve sabitleri matris sisteminde yazilirsa;

11 Ar2 ... QA1np4l
21 dA22 ... G2np41
an,l an,2 <o an,nJrl

seklindeki n x n+1 tipindeki matris elde edilir. Bu matris yogunlastirilirsa iki terime

kadar indirgenir. Bunlarin ilki .S ikincisi 7" olsun.

ayi1 ... QAin Q12 ... QG1np41

Qp1 .. Qpp Ap2 .. Qpnt1

Simdi Cramer kuralima benzer sekilde z; = (—1)" - £ ifadesi bulunur.
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Bu nedenle yogunlasma islemi ile elde edilen iki terimden ilkini n'nin tek veya c¢ift
olmasi durumundan + veya — ile isaretleyip z; ile ¢arparak, x; icin bir denkleme
doniistiiriilebilir. Kurahn ikinci kismi su sekilde basitce ifade edilebilir: + ve —
isaretleri dontistimlii olarak en sondan baslayarak tiim stitunlarin tizerine yazilir ve

x1'1 iceren stitunda olan isaret, x;’in etkilenecegi isarettir.

Boylece x; degeri bulundugunda ilk n — 1 denklemde yerine yazilabilir ve n — 1
satir ve siitundan olusan yeni matriste ayni islem tekrarlanir. Ancak ikinci matris
serisinin hesaplanmasinda, isin ¢ogunun zaten yapildigl goriilecektir; aslinda yeni
matriste gerekli olan iki determinanttan biri zaten dogru bir sekilde hesaplanmistir,
digeri ise neredeyse oyle diizeltildiki tliretilmis matrislerin herbirinde yanhzca son

stitunun diizeltilmesinin yeterli olacag1 belirtilmistir.

Ornek 3.1.1. Asagida verilen lineer denklem sisteminin ¢oziimii, Dodgson

yogunlasma metoduyla bulunmustur.

-+ - +
Sr+4+2y—324+3=0
3r—y—22+7=0
20+ 3y+2—12=0
Bu lineer denklemlerin tiim katsay1 ve sabitleri matris formunda yazilir ve son iki

terim kalana kadar Dodgson yogunlasma metodunu uygulanir.

5 2 -3 3
11 -7 —15
3 -1 -2 7 <_22 22) 997 — 22 ise x = 1

1 5 17
2 3 1 12

bulunur. x = 1 degeri lineer denklem sisteminde yerine yazildiginda sadece son
situn degisecektir. Buradan olusan ilk iki denklem matris formunda diizenlenir ve

ayni isleme devam edilir.

2 -3 8

(—7 —14) —Ty=-14, y=2
—1 =2 10
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degerini yerine yazip diizenledigimizde
< 3 12) 32 =12, 2 =4

bulunur.

Bu ornekte goriildiigii tizere = 1 degerini bulduktan sonra olusan yeni matris
formunda degisen sadece son siitundaki sayilardir. Son stitundan ¢nceki stitundaki
sayilar hep ayni kalmistir. Bundan dolay1 ilk bilinmeyen bulunduktan sonra olusacak

yeni matrislerde sadece son iki siitunu yazarak isleme devam etmek yeterlidir.

Ornek 3.1.2. Asagida verilen lineer denklem sisteminin ¢oziimii, Dodgson

yogunlasma metoduyla bulunmustur.

— + — + — +

r + 2y + z — u + 2v 4+ 2 =0
xr — Yy — 2z — u — v — 4 =0
2r + y — z — 2u — v — 6 =0
r — 2y — 2z — u + 2v + 4 =0
2 — y 4+ 22 4+ u — 3v — 8 =0

Bu lineer denklemlerin tiim katsay1 ve sabitleri matris formunda yazilir ve son iki

terim kalana kadar Dodgson yogunlasma metodunu uygulanir.

1

1 -1 -2 -1 -1 -4
2 1 -1 -2 -1 -6
-1 2 4

—_
|
[\
|
[u—y

0 0 6 0
0 12 12
6 -6 8 =2 ( 36 -T2 )
18 40 -8
—-17 8 —4 6
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Son iki terim kaldi. Denklemlerin istiine yazilan isaretlerde x degerine — karsihik
geldiginden —36z = —72 buradan x = 2 bulunur. x = 2 degeri ilk dort denklemde
yerine yazilir ve son siitiin yeniden diizenlenir. Sadece son siitun degistigi icin
yogunlastirirken son siitundaki terimler degisecektir. Geri kalan siitunlardaki sayilar

yogunlastigl adimdaki siitunun aynisi olarak kalmaya devam edecektir.

2 4

3 0
-1 -2

-1 0
-1 =2

-5 —2
2 6
6 0

(12 12)

8 —2

12y =12 buradan y =1 bulunur.

2 6
3 0
-1 -3 ( 6 6 )
-1 -2
1 -1
— 6z =06 buradan z = —1 bulunur.
2 5
(53)
-1 -1

3u=3 buradan v =1 bulunur.
( 9 4 ) =14

buradan v = —2 bulunur.
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Burada

2 4
-1 -2
-1 =2
2 6

matrisinin onceki stitunlarida disiintldiigiinde i¢ kisminin sadece sondan bir onceki
situndaki kismi degisecektir. Bundan dolay1 i¢ kismin son siitununa bakmak

yeterlidir. Bu durumda bu matrisin i¢inin yogunlasmaya etki edecek kismi

—1
=1

madtrisidir.

3 0
-1 0
-5 =2

matrisi yogunlastiginda ¢ikan terimler karsihikh olarak

—1
—1

matrisinin terimlerine boliinerek bir sonraki matrisin son terimini olusturur.

3 0
-1 0
-5 =2

matrisi yogunlastiginda elde edilen matris
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olur. Bu

matrisi

matrisinin karsilikli gelen terimlerine boltiindiigtinde elde edilen

0
-2

matrisi yogunlasma islemindeki bir sonraki matrisin son siitunudur.
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4. n x n ALT HESSENBERG (0,1) MATRISININ MAKSIMUM
DETERMINANTI

Bu béliimde Ching (1993) tarafindan tanmimlanan 6zel durumlara sahip bir alt
Hessenberg matrisin determinantinin, matrisin derecesine karsilik gelen Fibonacci
sayisina esit oldugu Cahill ve ark.(2002), tarafindan verilen determinant hesaplama
formiiliinden faydalanilarak ispat edilmistir. Daha sonra Ching(1993) tarafindan, bu
ozel alt Hessenberg matrislerden faydalanarak bulunan herhangi (0, 1) alt Hessenberg

matrislerin determinanti i¢in maksimum sinirin ispati verilmistir.

Lemma 4.0.3. (Cahill ve ark., 2002) A,,, n X n tipinde alt Hessenberg matrisi olsun.

det Ag =1, det A; = ay; ve n > 2 olmak tlizere;

n—1 n—1
det An =Aapn det An—l + Z ((_1)”T “Qppr (H aj,j+1> - det Ar—1> .
j=r

r=1

Teorem 4.0.4. (Ching, 1993)

1’ Z_j:_lveyaz—j:2k’k€Z+U{O}U6j21
0, diger durumlarda

xn, &1t Hessenberg (0,1) matrisi asagida verilen esitligi saglar.

det Dy =det Dy =1 ve n>3 icin detD, = F,.

Ispat. Bu esitligin ispatini timevarimla yapacagiz.

det Dy = det Dy = 1 oldugu D,, tanimindan agiktir.
det D,, = F,, dogru olsun. det D,, ;1 = F},41 oldugunu gosterelim.

Lemma 4.0.3’ten

det Doy = dus e - det Dy + ) ((—D”*” i (H dj,j+1> - det DH>
Jj=r

r=1
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bulunur. Buradan;

n ¢ift say1 olsun;

det Dppy = 1-detDy+ Y (1) - dys, - 12 Doy
r=1

= 1-detD, + (:1)1 dpyrmdet Dy + (=1)* dpyrpo1 det D,y
+ (=1’ dpi1modet Dy 34 (=1) dyy1nsdet Dy g+ ...
+(=1)""dpi1adet Dy + (=1)" dpyy.1 det Dy

= 1-detD, +detD,,_o+det D,_4+ ... + det Dy + det Dy

= Fy,+F, 9+ Fy4+..+F+F,

= F,—1+F

= Fn+1
n tek say1 olsun;

det Dppy = L-detDy+ Y (1) - dpiy, - 12 Dy
r=1

= 1-det D, + (=1)" dpy1ndet Dpy_y + (=1)% dpy11 det Dy,
+ (=1 dpi1nodet Dy 4 (=1) dpy1pnsdet Dy g+ ...
+(=1)""dpy1adet Dy + (=1)" dpyy1 det Dy

= 1-detD, +detD,_s+detD,_4+ ... +det D3+ det D,

= Fy+Fy 9+ Fy+..+F+F

= Fu1— Fo

= Fn+1
esitlikleri bulunur. Sonug olarak;
det D,, = det D,,_1 +det D,,_»

dir.
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Teorem 4.0.5. (Ching, 1993) A,,, n x n tipinde herhangi bir (0, 1) alt Hessenberg

matrisi olsun. n > 2 i¢in |det A4,,| < det D,, dir.

Ayrica, P; son iki satir, P ilk iki sutunu degistirilerek birim matristen elde edilen

permutasyon matris olsun. Bu durumda,

det An = det Dn = An = Dn veya PlAnPQ = Dn7

det A, = —detD, & P/A, =D, veya A, P, =D,,

dir.

Ispat. |det A,,| < det D,, esitsizligini kanitlamak i¢in det A,, < det D,, esitsizligini
kanitlamak yeterlidir. ~ Ciinkii P A, bir alt Hessenberg matrisi oldugundan
det (P A,) < det D,, dir. Buradan det A,, > —det D,, olur. det A,, = det D,, esitligi
icinde (det A,, = —det D,,) benzer durum gegerlidir.

Ispati n tizerinden tiimevarimla yapacagiz.

n = 2 igin;
a11 A2
Ay = ,det Ay = ajja2 — arpan <1 =D,
Q21 Q22
dir.
n = 3 i¢in;
a;n a2 0O
det A3 = 91 Q92 Q93
a31 aszz 33
= 11022033 + Q12023031 — Q12021033 — A11023032 < 2 = det Dy
dir.

Ayrica det A3 = 2 oldugunda

@11 = Q2 = A33 = Q12 = Qg3 = G31 = 1,a91 = azp = 0,
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dir. Boylece

tur.

n = 4 i¢in;

a;; a2z 0 0
a1 az a0
det A4 =

a31 dazz 33 34

Q41 Q42 Q43 A44q

azy agz 0 az a0
= Qu1| azy a3z Q34 | — Q12| azg; a3z G34
g2 A43 A44 Qg1 A43 A44q

Eger ay; = 0 veya a9 = 0 ise;
n = 3 i¢in buldugumuz sonuca gore; det Ay = det A3 < det D3 < det D, olur.

a1 = 12 = 1 olsun. Eger 923 = 0 ise

929 0 0 921 0 0
det Ay = | a3 azz ass | — | az asz az
g2 A43 Q44 Qg1 Q43 QA4
az3 as4 33 Aa34
= Q22 — Q21
43 Q44 Q43 A44
a3z a34
= ((1,22 — a21) <1l<detDy
Q43 Q44
diir.
as3 = 1 olsun.
a929 1 0 921 1 0
det Ay = | azy ass ass | — | az ass ass
(g2 Q43 Q44 Q41 Q43 Q44
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as1 = 0 olsun. Buradan
929 1 0 0 1 0
det Ay = | a3 azs azs | —| az azs am
Qg2 Q43 Q44 Q41 A43 Q44
a99 1 0
a31 Aasz4
- azs 33 434 _(_1) SdetD3+1:detD4
Q41 Qg4
g2 A43 A4g4q
ve esitlik durumu ancak ve ancak
929 1 0
31 Aa34
asgy asz asy | =Dz ve =
Qg1 Q44
Qg2 Q43 Q44
A4 = D, oldugunda olur.
Simdi ag; = 1 olsun. Buradan;
1 1 0 0
1 922 1 0
Ay =
31 dzz 33 dA34
Qg1 Q42 QA43 Q44
Eger ag =1 ise,
1 1 0 0 1 1 0 0
1 1 1 0 0 0 1 0
31 dazz G33 A34 31 dgz 33 A34
Q41 Q42 Q43 Q44 Q41 Q42 Q43 A44q
1 1 0

(_]->5 as1 Qazg Aa3q < det D3 < det D,

g1 QAq2 Q44
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olur.

Son olarak ass = 0 oldugunu varsayalim. Buradan;

1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 1 0 0 1 1 0
A4 = ise P1A4P2 =
a31 a3z 33 A34 Qg2 Q41 A43 QA4q4q
i (41 Q42 Q43 Q44 i i 32 Aagz1 33 A34 i

elde edilir. Buradan;

1 1 0 0 1 0
det Ay = det PLAP =1 ay; ayz agq |~ 1| ase au3 au
a31 as3z 34 agz2 a3z 34
1 1 0
Qg2 Q44
3 41 Q43 Q44 + SdetD3+1:detD4
a3z 34
a31 33 34

ve esitlik durumu ancak ve ancak Py A4P» = D, oldugunda olur.

Simdi n — 2 ve m — 1 igin hipotezimizin dogru oldugunu kabul edelim. Yani
det A,—o < detD,_5 ve esitlik durumu A,_» = D,_o veya PiA, 2P, = D, _,
oldugunda gegerlidir. detA,_; < detD,,_; esitlik durumu A4,y = D,_; veya

P A, 1P, = D,_; oldugunda gecerlidir. Sonra

a1 a192 O O
a1 Q22 Qg3 0
det A, =

an1 Ap2 ap3 Ann
Q22 A23 0 Q21 Q23 0
asy ass 0 as;  ass 0

= a1 — a2

Ap2  An3 Ann an1 A3 Ann
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Eger ikisinden biri a;; = 0 veya a2 = 0 ise n — 1 sonucuna gore;

det A, =det A,,_; < detD,,_; < det D,, dir.

Farzedelim ki

det A,

dir.

a11 = a2 = 1 olsun. Eger a3 = 0 ise;

9292 0 0 cee 0 21 0 0 tee 0
a3z a3z Azq4 - 0 a31 a3z azq - 0
Ap2 Ap3 Apg4 - Ann an1 Ap3 QApg4 - Apn
asz azy -+ 0 azzy azg -+ 0
= a22 oo o ob N e —a,21
an3 Apq4 - Qnn Ap3 Apg4 - (07599
33 a34 0 e 0
(43 Gaq Qg5 -+ 0
= (ag —ag) < detD,_o < detD,,
An3 Ap4a Aps - Ann

Farzedelim ki as3 = 1 olsun.

olur.

1 1 0 0
An _ 21 A22 1 s 0
ap1 Qp2 Gp3 -+ Qpp
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as1 = 0 olsun.

an1

a2

as2

An2

a22

as2

An2

22

a32

An2

a33

Qn3

33

An3

a33

an3

34

Qp4

34

Qp4

ann

ann

ann

a31

an1

asy

aq1

Qn1

ass

An3

34

Q44

Qn4

34

Qn4

Q45

Qps5

ann

ann

= detB,,_1 +detB,,_o <detD,_; +detD,_o =det D,

ve esitlik ancak ve ancak B, = D,_; veya PD, P ve B,_s = D,_5 veya

P, D, 5P, oldugunda gecerlidir.

Bunlar asagidaki gibidir.

1.Durum: B,,_1 = PD,,_ 1P ve B,,_5 = D,,_». Tk esitlik a,,,,—1 = 1 ve ikinci esitlik

apn—1 = 0 olmasimi gerektirir. Bu bir celiskidir. Bu durumda bu iki esitlik ayni

anda gegerli olamaz.
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aze 1 0 0 0
B, ., — agz azz Qg4 - 0 0
Ap2 Ap3 Qp4a -+ Gpp—1 Ann
1 1 0 0 O
1 0 1 0 O
pr— ... .. .. “ .. ... ... :Pan_1P2
dn—1,2 dn—l,l dn—1,3 —— 0 1
L dn—Z,l dn—2,2 dn—2,3 e 1 1 ]
dir.
a31 Q34 0 o 0 0
B, — A41 Q44 Q45 - - 0 0
Ap1 Qp4a Qps *°° Gpp—1 Qnn
1 1 0 0 O
0 1 1 0 0
dp-31 dp-32 dy_33 --- 1 1
i dnf2,1 dn72,2 dn72,3 e 0 1 ]
dir.

2.Durum: B,_1 =D, _1 ve B,_3 = PD,_5P,. Tk esitlik a, ,—1 = 0 ve ikinci esitlik

(pn—1 = 1 olmasmm gerektirir. Bu bir geliskidir. Bu durumda bu iki esitlik aym
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anda gecerli olamaz.

azxp 1 0 0 0
B, — asy Qsz Azq - 0 0
Gp2 Ap3 Gp4 - Upn—1 Ann
1 1 0 0 O
0 1 1 0 O
= = anl
dnf2,1 dn72,2 dn72,3 T 1 1
| dn—l,l dn—1,2 dn—1,3 * 0 i )
dir.
- -
as1 Q34 0 . 0 0
B, — ag1 Qg4 Qg5 - 0 0
Qp1 Apa Qps - OGppn—1 Onn
1 1 0 0 O
1 0 1 0 O
p— ... .. “ .. .« .. ... ... :Pan_2P2
dn—2,2 dn—2,1 dn—2,3 e 0 1
| dn-sp dp-sy dnsz - 1 1|
dir.

3.Durum: B, 1 = PD,, 1P, ve B, o = PD,,_>P,. Eger n bir ¢ift say1 ise, birinci

esitlikte a,4 = 0 ve ikinci esitlikte a,4 = 1 olmasini gerektirir. Bu bir celiskidir. n
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bir tek say1 ise benzer bir ¢eliski elde edilir.

dir.

dir.

929 1 0

a3z Q33 a34

Ap2 Ap3 Anpg
1 1
1 0

dn—1,2 dn—l,l

dn—2,3 dn—2,2

as; ass 0

Qg1 Q44 Q45

Qp1 Anga  Qps

dn—22 dnp—21

dn73,2 dnf?),l

0 0

0 0

Apn—1 Qnn
0 0 0
1 0 0
dp—13 -+ 0 1
JAE - AV 1

0 0

0 0

an,nfl Apn
0 0 0
1 0 0
dpo3 -+ 0 1
dogg -~ 1 1

=P1Dn 1 Py

= P Dy 2P

4.Durum: B,,_1 = D, _; ve B,_o = D,,_5 dir. Bu durumda A,, = D,, dir.

as; = 1 olsun;
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1 929 1

A, =
Ap1 Ap2 ap3
olur.
Eger ass = 1 olursa;
1 1 0
1 1 1
A, =
Ap1 Ap2 ap3
dir. Buradan;
1 1l 0 0
0 0 1 0
det A, =
ap1 Ap2 AaAp3 App
1 1 0

a31 azz A34

Gp1 Qnp2  Gp4

elde edilir.

Son olarak ass = 0 olsun;
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[ 10 0 |
0 1 1 0
PA P, — a32 asy as3 0
Ap2 (0291 an3 Ann
| An-12 Gn-11 Gn-13 " Gp-1n |
dir.
1 1 0 0 1 0
a31 a33 o 0 as2 ass T 0
an1 an3 e Qpn An2 An3 e Qpn
an-11 0n-13 *°° Gn-1pn ap-12 0p-13 *°° Gn-1pn
1 1 - 0 32 o - 0
asy ass - 0 42 Qgqg - 0
- - (1)
Qn1 an3 e Qpn Ap2 Ap4 o Apn
ap-1,1 Ap—13 **° Qpn—1n an—1,2 Ap—-14 **° Qp—1n

seklinde elde edilir.

Yukarida kullanilan ayni ispatla det A, = det PLA,P, < detD,,_1 + detD,_5 =
det D,, ve esitlik ancak ve ancak Py A, P» = D,, oldugunda gecerlidir.
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5. ELEMANLARI 0 ve 1 OLAN DETERMINANTLAR

Bu béliimde Williamson (1946)'un, "Determinant whose elements are 0 and 1" adl
eserinde elde ettigi bulgulara yer verilmistir. Bu eserde, n # 0 (mod4) oldugunda
herbir eleman +1 olan K, matrislerin determinantini arastirilmistir. Ozelliklen = 7
oldugunda, determinantin maksimum degerinin 2° - 9 oldugu ve bu degere sahip
sadece bir tiir determinant oldugu gosterilmistir. Williamson (1946) K,,, n = 4m
ve n =9, 10, 11 oldugunda olusan ¢zel matrislerin determinantinin, maksimum

degerleri incelenmistir.

K, ve K] iki matris olmak tizere eger K, K,’den sonlu doniisiimlerle; herhangi
bir siranin —1 ile ¢arpilmasi, iki siranin degismesi veya transpoz islemi ile elde
edilebiliyorsa, K, ve K/ niin esdeger oldugu soylenir ve K, ~ K] ile gosterilir.
Eger K, =~ K], ise, K,, ve K, niin determinantlarimin mutlak degeri birbirine esittir.
Ayrica, ilk stitunun her bir elemanimin +1 ve birinci eleman: hari¢ ilk satirin her
bir elemanmin —1 oldugu bir K| ~ K, matrisi vardir. Bu nedenle K,’nin bu
ozel forma sahip oldugu varsayilmistir. K, 'nin ilk stitununu sirasiyla diger n — 1
siituna ekleyerek ilk satirin birinci elemani hari¢ diger elemanlar: sifir olan yeni bir
matris elde edilir. Bu matrisin birinci satir ve siitunu silindiginde olusan (n — 1)’inci
dereceden matrisin determinanti1 K, 'nin determinantina esittir. Elemanlar 0 veya
2 olan bu matris P,,_; ile gosterilmistir. F,_;’in tiim satirlar1 2'nin bir kat1 oldugu
i¢in;

|Kn| = |Pn—1| = Qn_l |An_1| (5.1)

olacak sekilde bu esitligi saglayan elemanlar1 1 veya 0 olan A,_; matrisi vardir.
A,,_1, K,’nin birinci satir ve siitununun silinmesiyle elde edilen alt matristeki her
bir —1 eleman 0 ile degistirerek elde edilebildiginden, islemi tersine ¢evirerek A,,_;

verildiginde karsihik gelen K, matrisi bulunabilir.

Eger A |, A,_1’in siralarimin yeniden diizenlenmesiyle, transpozunun alinmasiyla
veya bu degisikliklerin art arda gerceklesmesiyle elde ediliyorsa A!,_; ve A,,_4’in

esdeger oldugu soylenir ve A,_; ~ A/ _, ile gosterilir. A, ~ A]_, ise A/, ve
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A, _1'in sirasiyla K|, ve K, karsilik gelen matrisleride esdegerdir, ancak bunun tersi

dogru degildir.

K, matrisinin birinci satirinin elemanlari, ilk elamani hari¢ geri kalan1 —1 ve birinci
stitununun tiim elemanlar1 1 dir. Eger K,’de (i + 1)'inci satir ile birinci satirin
yerleri degistirilmek isteniyorsa (i + 1)’inci satirin ilk eleman: harig her elemani —1
olmahdir. Bu (i + 1)’inci satirin ilk siitunu harig elemanlar1 +1 olan stitunlart —1
ile garparak gerceklestirilebilir. Simdi (¢ + 1)’inci satir, orjinal ilk satir ile ve ilk
satir, orjinal (7 4+ 1)’inci satir ile aym oldu. Ik ve (i + 1)’inci satirlar degistirerek
K| ~ K, matrisi elde edilir. K] matrisine karsiik gelen A/ _, matrisi, ¢'yinci
satirini ve siittinunu degistirmeden dogrudan A,,_; matrisinden elde edilebilir. A,_,
matrisinin ¢’yinci satirindaki 0 olan elemanlarimin ait oldugu siitunlar degistirmeden
ve diger stitunlardaki ¢ satirinin elemanlar1 hari¢ diger elemanlar1 1’i 0 ve 0’1 1 ile
degistirerek A!,_; matrisi elde edilir. Buradan A/, ;’i bulmak i¢in asagidaki basit
kural elde edilmistir. A/, in i’yinci satir1 A,y in ¢'yinci satir1 ile aymdir. A],_; in
J’yinci satirim bulmak igin (i # j), A,—1 in 7’yinci satir1 jyinci satiria eklenir ve
her elemanin mod 2’deki karsiligi olan 1 veya 0 degeri yazilir.

A

—1, An—1 den bu islemlerin art arda yapilmasiyla elde edilebiliyor ise, A,_; ve

Al in yar esdeger oldugu sOylenir ve A,y ~ A} _, ile gosterilir. A,_; ve A
yar1 esdeger olmasi durumunda karsilik gelen K, ve K, matrislerinin esdeger oldugu

aciktir ve asagidaki lemma dogrudur.

Lemma 5.0.6. (Williamson, 1946) Eger A, 2, A, _1’in bir alt matrisi ve A, 5 ~
Al _,ise, A!,_,’nin bir alt matrisi oldugu A!,_, ~ A,,_; olacak sekilde bir A}, ; matrisi
vardir.

Lemma 5.0.6” dan faydalanarak A]_; matrisini bulmak icin, sadece A}, _,'nin A,_

den elde edildigi dontisiimleri A,,_; matrisine uygulamak yeterlidir.

A, _1 ile, A,_; matrisinin determinant1 ve herhangi bir A,,_; matrisinin mimkiin
olan maksimum degerinin determinant1 D,,_; ile gosterilsin. Temel ama¢ Dg'nin 9

oldugunu ve determinanti 2% - 9 degerine sahip olan tiim K7 matrislerinin esdeger
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oldugunu kanitlamaktir.

A,_1 = (a;j) ve Dy = |A,_1] olsun. Eger a;; elemanimin kofaktéri A;; > 0 ise
a;; = 1, Aj; < 0 ise a;; = 0 olarak segilmelidir. Aksi takdirde D,_; maksimum
degere sahip olamaz. Eger

q 9
An: ;

8 An

burada ¢, (e, €2, €3, ..., €,_1) satir vektorii ve &', (dy, ds, ds, ..., d,,_1) satir vektoriiniin

transpozu olmak tizere,

n—1 n—1 n—1
A, = ¢ |An—1| —dy Z 6jA1j —dy Z ejAZj — - d,_, Z €jAn—1,j
j=1 j=1 j=1
n—1
= qDp1 — Z diej Ay
i,j=1

dir.

Her d; ve e;, 1 veya 0 degerine sahip oldugundan,
An = an—l - Z /Aij (52)

yazilir. Burada ) ’A;;, A'nmin alt matrislerinin tiim elemanlarinin A;; kofaktorlerinin
toplamidir. Bu alt matris A'nin satirlarindan 1 degerine karsihk gelen d; ve
stitunlarindan 1 degerine karsilik gelen e;’lerden olusur. ¢ = 1 ise > 'A;;’nin en
kiigiikk negatif degeri alinmahdir ki A, ’nin mutlak degeri biiytik bir degere sahip
olsun. ¢ = 0 ise ) ’A;;'nin maksimum degeri alinmalidir ki A,,'nin mutlak degeri

biiytik bir degere sahip olsun.

n’nin kiigiik degerleri i¢in, hangi A alt matrisinin A,,'nin mutlak degerini maksimum

yapacagini belirlemek kolaydir. Asagida baz n’ler i¢in D,, degerleri bulunmustur.
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5.1. Ds’in Determinanti

Dy = 1 oldugu ve determinantlar1 1 olan iki esdeger olmayan matrisin Ay ve Aj

oldugu aciktir.

10 o1
Ay = ve A, =
0 1 01

ve Ay ~ ALdiir. Ay matrisi yardimiyla

1 -1 -1
Ki=11 1 -1
1 A 1

matrisi elde edilir. Ay ~ A oldugu ve baska esdeger olmayan matris olmadig: igin
maksimum determinanti 4 olan tek tip K3 matrisi vardir. Herhangi bir Az > 0 i¢in
D3’ bulurken, minor olarak bir Dy igermeli ve Lemma 5.0.6’nin bir sonucu olarak,
sadece Dy = |As| oldugu durum goz 6niinde bulundurmahdir. Ds’nin herhangi bir
elemaninin kofaktorii pozitif veya sifir oldugundan toplamlar: negatif degere sahip

olamaz. Bu durumda (5.2)’den ¢ = 0 olmalidir. Buradan

01 1
As=11 1 0
10 1

bulunur. O halde D3 = 2 dir ve determinantinin maksimum degeri 16 olan tek tip

bir K, matrisi vardir.

Eger D, minor olarak Dj igeriyorsa Ay,

110
Ay=10 11
1 01
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alt matrisini igermelidir. A%'niin kofaktérlerinin matrisi;

dir. Bj kofaktor matrisinin alt matrislerinin elemanlar1 toplami minimum —1’dir.

Maksimum degeri ise tiim elemanlarimin toplami olup 3’tiir. Bu nedenle (5.2) ile

1 0 01 0111

1 1 1 0 1 1 1 0
Ay = ve A=

0011 1 01 1

01 01 1 1 0 1

seklinde iki matris elde edilir. Bu matrislerin determinantlarinin mutlak degeri 3
tir. Ay ~ A) olmasada, Ay ~ A)’diir. Ay > 3 ve herhangi bir minor olarak bir
Ds icermiyorsa bir elemani 1 diger elemanlar: 0 olan bir satir icermez. Ciinkii bu
durumda Ay < 2 olur. Ay iki eleman 1 diger elemanlar1 0 olacak sekilde de bir
satir icermez. Clinkli minor olarak Dj igermedigi i¢in minorlerinin degerleri 1, 0 ya
da —1 dir. Bu durumda A,’tin determinantinin mutlak degeri maksimum 2 olabilir.
Bu nedenle Ay bir satirinda ti¢ tane 1 den daha az olan bir satir icermez. Ancak
bu bir celiskidir. Ug tane 1’li satirlarla iki 1’li bir satir elde edilebilir. Bu durumda
D, = 3 ve determinantinin maksimum degeri 2 - 3 = 48 olan tek tip K5 matrisi

vardir.

D3’ bulmak igin, eger Ds; minor olarak bir D, igeriyorsa, Lemma 5.0.6’ya gore
sadece A5'in A, veya A)'ne esdeger bir A) alt matris igermesi ihtimalini g6z éniinde

bulundurmak gerekir. A matrisi olarak;

-1 1 10-
0111
1 011
1 101
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matrisi secilsin. AJ matrisinin kofaktor matrisi;

1 1 1 =2

-2 1 1 1
B4 -

1 -2 1 1

1 1 -2 1

dir. B4'tiin herhangi bir alt matrisinin elemanlar1 toplami

bll
b21

b
[b14] ve "

baa
gibi benzer alt matrisler i¢in minimum degerini alir ve —2’dir. Maksimum degeri ise

By’tin tiim elemanlarmim toplami olup 4’ttir. (5.2) ile determinantlarinin maksimum

degeri 5 olan

1000 1 11001
11110 11110
As=100 1 1 1 ve A;=110111
01011 01011
01101 01101

matrisleri elde edilir. Aj, A} esdeger olmasada A; ~ Aj'diir ve sadece tek tip
K matrisi vardir. (Ashnda determinantlar 5 degerine sahip olan ii¢ tip esdeger

olmayan Aj matrisi vardir. Bu Ay ve A} matrisleri dikkate alinarak gosterilebilir.)

Eger A; > 5 ve herhangi bir minor olarak D, icermiyorsa, As’in hichir satiri
(1100 0) ve benzer sekilde olamaz. Ciinkii Az’in minérlerinin mutlak degerinin

maksimum degeri 2’dir. Iki satir

11100
(@) ya da ()
01101

11110
01111

tipinede sahip olamaz. Ciinkii her iki durumda da (1 0 0 0 — 1) sati elde edilir.

Buna gore Ay dort 1'1i iki satir icermez. O zaman her bir satirinda ti¢ tane 1 bulunan
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en az dort satir icermelidir. Bu dort satirdan en az ikisinde iki 1 bileseni alt alta
gelecektir. Bu durumda yine iki 1°’li bir satir elde edilebilir. Bu nedenle D5 = 5tir

ve determinantinin maksimum degeri 2° - 5 = 160 olan tek tip K matrisi vardir.

5.2. Dg’nin Determinanti

Ag = |Ag|'min herhangi bir minorii olarak Ds igersin. Esdeger olmayan tiim Ag’lar
elde etmek i¢in esdeger olmayan tiim Aj’leri goz oniinde bulundurmak gerekir. Ttim
esdeger olmayan K7’leri bulmak icin Lemma 5.0.6'nin bir sonucu olarak sadece A5’i

dikkate almak gerekir.

01111
11001
As=1101 0 1
10011
11110

matrisi se¢ilmistir ve kofaktor matrisi

bulunmustur.

Bs5’in herhangi bir alt matrisinin elemanlar1 toplama,

b1 bis b
s bos] ve 11 013 014

b21 623 b24

igin minumum degeri —4 ve
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b21 b22 b23
b31 b32 b33
b51 b52 b53

icin maksimum degeri 8'dir. Dolayisiyla Ag'nin maksimum degeri 9’dur ve bu deger;

1 00110 110110

001111 1 01 111

1 11001 1 11001
Ag = ve Ag=

01 0101 01 0101

01 0011 01 0011

011110 011110

matrislerinden elde edilir. Bir kez daha Ag ve Aj esdeger degil fakat Ag ~ Ay dir.

Bu sekilde yalniz bir tiir K7 matrisi vardir.

Eger Ag, D5’i herhangi bir minor olarak igermiyorsa ve Ag > 9 ise, Ag yalnizca iki

1 olan bir satir veya

111000 111100 111110
110100 |111010]| 111101

tipinde iki satir icermez. Ayrica Ag

111000
000111

tipinde iki satir veya her satirda ii¢ adet 1, bir siitunda ti¢ adet 1 igeren ii¢ satir

icermez. Yani

101100
011010
101001

tipinde t¢ satir icermez. Burdaki ii¢ satirin herhangi ikisinden birinde iki tane 1

eleman alt alta gelmek zorundadir. Bu satirlardan biri digerinden ¢ikarildiginda iki
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1’li bir satir elde edilebilir.

Eger Ag, bes 1'li ve son eleman 0 olan bir satir ise, son siitundaki diger her eleman
1 olmalidir. Son siitundaki diger elemanlardan herhangi birinin daha 0 oldugunu
varsayalim. Bu siitunda varsaydigimiz 0’in ait oldugu satirda iki tane 1 elemani
olamaz. Eger ii¢ taneyse bes 1'li satirdan ¢ikarildiginda iki 1'li satir elde edilebilir.
Benzer sekilde bu satir dort 1°li veya bes 1'li de olamaz. Bu durumda son stitundaki
diger elemanlar 1 olmalidir. Bu nedenle Ag sadece ti¢ 1'li iki satir ve dort 1'li iki

satir igerebilir, alt1 satir elde etmek imkansizdir.

Eger Ag bes 1'li satir icermiyorsa, Ag

111100
110011
001111

tipinde dort 1’e sahip en fazla ti¢ satir ve ti¢ 1 tipinde dort satir

_111000_
100110
01 0101
001011
igerebilir.
Buna gore Ag i¢in iki olasilik vardir;
111100 111100
110011 110011
001111 101010
ve
101010 100101
100101 011001
01 1001 010110
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biri —8 digeri 8 degerine esittir. Bu durumda Dg = 9 ve determinantinin maksimum

degeri 2° -9 = 576 olan yalnizca bir tiir K7 matrisi vardir.

Dg = 9 olmasi iki nedenden dolay: ilgingtir. Birincisi, Hadamard(1893) Teoremi
tarafindan verilen olasi degerden daha kiigiik bir deger bulunmasidir. Ciinkii bu
teoreme gore, |K7| = m2° < 72 ve m en biiyiik 14 olabilir. Ikincisi, bir Hadamard
matrisi Hg, diger bir deyisle determinantinin maksimum degeri 8! olan bir Kg matrisi
vardir. Hg'in ortogonal olmasi disinda, tiim unsurlar: ortaktir. |Hg| in her 7 x 7
tipindeki minorii £8*/8 = +8% degerine sahiptir. Bu nedenle |Hg| in herhangi bir
7 x 7 tipindeki minorii, (5.1) tarafindan 8%/2% = 8 degerinde bir Ag belirler. Buna
gore |Hg|'in 7 x 7 tipindeki higbir minérii miimkiin olan en yiiksek degere sahip

degildir.

5.3. Ay, I¢in Bir Deger

Eger A, Ky, ~ H,, Hadamard matrisinden (5.1) ile elde edilen bir matris ise,
B = |A] = (4} /2 = 2. 9%

esitligi gegerlidir. Ay,—;’in her satirinda 2n elemani 1 ve 2n — 1 elemam O dir. Her

1 elemanin kofaktérii 72"~ ve her 0 elemanm kofaktorii (—n)*" "

dir. Bu nedenle,
eger B, A nin adjoint matrisi ise B'nin tiim elemanlarmin toplami (4n — 1) - n?*~!
ve (5.2) esitligi ile Ay, 'nin degeri (4n — 1) - n?*~! bulunur. Ayrica A'min herhangi
iki satirinda her iki elemanininda 0 oldugu n — 1 tane siitun vardir. 2n tane siitunda
ise bir elemani 0 diger elemani 1’dir. Bu durumda geriye kalan 4n — 3 satirin
3n — 1 stitununun elemanlarinin kag¢ tanesinin 1 veya 0 oldugu bilinir. Bu nedenle

B matrisinin 4n — 3 satir ve 3n — 1 stitundan olusan oyle bir alt matrisi vardir ki

elemanlar1 toplami (3 - (n — 1) + 2n) - n**~! dir. Buna gore;

Ay = (5n — 3)n**! (5.3)

esitligi gegerlidir.
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5.4. Ag,Ag ve Ajp’un Degerleri

n = 2 oldugunda

11000000
01001110
011000171
Ay — 01011001
10111010
01110100
10010111
_10101101_

matrisi bulunur ve Ag = 56 dir. Ag’in kofaktorlerinin matrisi

32 24 -8 -8 -8 -8 -8 =8
-8 8 —-12 —-12 16 16 16 —12
-8 8 16 —-12 —-12 —-12 16 16
-8 & —-12 16 16 —-12 —-12 16
g§ =8 12 12 12 —-16 12 —-16
-8 8 16 16 -12 16 —12 —12
8§ -8 —16 12 -16 12 12 12
8§ -8 12 -—-16 12 12 —-16 12

dir. B matrisinin

biz bia big

baz bas bag
alt matrisinin elemanlar1 toplami1 —60 dir. Ag matrisi ve bu alt matris, 9’uncu
dereceden A matrisini (5.2) ile bulmak igin kullanilirsa |A] = 116 bulunur. Ay
matrisinin azs = 1 elemaninin kofaktorii —4 tiir. A'nin ass elemanini 0 ile degistirirsek
olusan matrise C diyelim. |C| = 120 bulunur ve C’nin adjoint matrisinin tiim

elemanlarinin toplami 264’tiir. Buradan

0
z C

Ay =
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yazilabilir. Buradaki = her elemani 1 olan satir vektorii ve 2’ her elemani 1 olan siitun
vektorudir ve Ag = 264 tiir. Boylece 56, 120, 264 degerlerine sahip Ag, Ag ve Aqg
determinantlar1 elde edilir. Bu rakamlar 76, 195 ve 521 olan Hadamard (1893)
Teoremi tarafindan verilen maksimum rakamlardan ¢ok daha kiigiiktiir. Ancak
Ds =5 # 6 ve Dg = 9 # 14 oldugu i¢in, Hadamard Teoremi tarafindan verilen

maksimum degere her zaman ulasilmadigy bilinmektedir.

(4n)71/ ® Hy, bir ortogonal matris oldugundan ve bir ortogonal matrisin herhangi bir

minori, tamamlayicit minoriine mutlak degerce esit oldugundan,
A4nfmfl =3 n2nfmAm71 (54)

esitligi gecerlidir. Burada A;, Hy,'nin j + U'inci dereceden bir minérii (5.1) ile elde
edilir. Bu nedenle |H;2| nin mindrlerinden elde edilen A;’nin maksimum degerleri
Ajg =243, Ag =81, Ag =27, A7 =18 ve Ag = 9 dur. Bu degerlerden sonuncusu
hari¢ digerleri daha once elde edilen degerlerden daha diisiiktiir. Buna gore |Hjs,
maksimum degeri 2° - 9 olan 7'nci dereceden mindr icerir, ancak maksimum degere

sahip 7’inci dereceden daha biiyiik bir minor icermez.

Eger n > 2 ise, (5.4) ile bulunan Ay, 4 i¢in n?"~3 degeri, (5.3) ile bulunan (5n — 8)-
(n — 1)*"* degerinden daha kiiciiktiir. Ag,_5 ise Dyn_5 = 2 (n — 1)*"7> degerinden
daha kiiciiktir. Bu son karsilastirmalar, 4n ve 4n — 4 mindrlerinin Hadamard

matrislerinin mevcut oldugu varsayimina dayanmaktadir.
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6. (—1,1) MATRISLER ICIN MAKSIMUM DETERMINANT
SINIRLARI

Bu boliimde once BIBD, SBIBD tasarimlari ve insidant matrislerinin tanimlar:
verilmistir. Sonra Koukouvinos ve ark. (2000) tarafindan yazilan, 'Bounds on the
maximum determinant for (1, —1) matrices" adli calismadaki bulgulara yer verilmistir.
Bu eserde tiim 1 matrisler igin SBIBD (4t — 1,2t — 1,t — 1) sonuglar kullanilarak

maksimum determinant veya maksimum determinant i¢in alt sinir bulunmustur.

6.1. BIBD ve SBIBD

'Balanced incomplete block designs" olarak bilinen tasarimlar (BIBD’ler) 1935
yilinda Yates tarafindan Royal Statistical Society de yayimlanan bir makalade
tanitilmistir. O zaman "symmetrical incomplete randomized blocks" adini ve bir yil
sonrada "symmetrical incomplete randomized block arrangement" adini onermistir.

Mevcut terim 1939’da Bose tarafindan tanitilmistir (Street ve Street, 1987).

Tanim 6.1.1. (Street ve ark., 1972) v, b, k,r ve X pozitif tamsayilar ve v > k > 2
olsun. Dengeli bir tamamlanmanus blok tasarimi, eleman sayis1 v olan bir kiimeden,
blok olarak adlandirilan b alt kiimelerini se¢gmenin bir yoludur. Her blok tam olarak
k farkli nesne igerir, her nesne tam olarak r farkli blogun elemanidir ve her farkl
nesne ¢ifti tam olarak A kadar blogun elemanidir. Bu sekildeki tasarima BIBD veya

(v, b, 7, k, \)-konfigiirasyonu denir.

Ornek 6.1.2. (Street ve ark., 1972) v =9,b = 12,r = 4,k = 3, A = 1 olacak sekilde

(9,12,4,3, 1)-tasarimi asagida verilmistir.

X =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinin alt kiimelerinden olusan bloklar;

1 2 3 1 47 159 1 6 8
4 5 6 2 5 8 2 6 7 3 5 7
78 9 3 6 9 3 4 8 249
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seklindedir. Burada X kiimesinin eleman sayis1 9 dur ve ayr1 ayr1 her satir bir blok
gostermektedir. Toplamda 12 blok vardir ve her blogun eleman sayis1 3 tiir. Her bir

eleman sadece 4 blogun elemanidir. Her eleman cifti sadece 1 blogun elemanidir.
Teorem 6.1.3. (Street ve Street, 1987) Parametreleri v, b, r, k, A olan;

i) Herhangi bir blok tasariminda;
vr = bk dir.
ii) Eger blok tasarimi dengeli ise;

Av—1)=r(k—1) dir.

Tanim 6.1.4. (Street ve ark., 1972) Simetrik (v, b, 7, k, A)-konfigiirasyonunda b = v
ve r = k dir. Buna (v, k, \)-yapilandirmasi veya SBIBD denir.

Burada Teorem 6.1.3"iin ikinci 6nciilii SBIBD ler igin; A (v — 1) = k (k — 1) olur.

Tanmim 6.1.5. (Street ve ark., 1972) Bir BIBD’nin insidant matrisi, ¢ nesnesi j
blogunsaysa a;; = 1 diger durumlarda a;; = 0 olan v x b boyutunda bir (0, 1)

matristir.

Ornek 6.1.6. (9,12,4, 3, 1)-tasarimimin bloklar1 asagida verilmistir.

B, = {1,2,3}, By ={1,4,7}
Bs = {4,5,6}, Bs = {2,5,8}
BQ = {77 87 9} ) BIO = {37 67 9}

B; = {1,5,9}, By={1,6,8}
B; = {2,6,7}, Bg=4{3,5T}
Bll = {3747 8}7 B12 = {27 47 9}

Bu bloklar tarafindan olusturulan insidant matrisi asagidaki gibidir;
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B, By By By Bs Bs By Bs By Biy Bi1 DB

1 11 1 1 0 0 0 O 0 0 0 0
2 10 0 o 0 1 1T 0 O 0 0 1
3 10 0 0 o0 o0 o0 1 0 1 1 0
4 o 1 0 O 1 0 0O 0 O 0 1 1
5 o o 1 o0 1 1 0 1 O 0 0 0
6 o o0 o 1 1 0 1 0 O 1 0 0
7 o 1 0 o0 O 0 1 1 1 0 0 0
8 o o o 1 0 1 0 0 1 0 1 0
9 o o0 1 0 0 0 0 0 1 1 0 1

6.2. (—1,1) Matrisler I¢in Maksimum Determinant Sirlar

X,, n’inci dereceden tiim +1 matrislerin kiimesi olsun. X € X, matrisinin
determinantinin maksimum degeri sorusu, matris teorisinin baslangicina geri donen
eski bir sorudur. X,, de bulunan HH? = HTH = nl, esitligini karsilayan tiim

Hadamard matrisleri igin;

det (H) < (ﬁ zn: hfj) ’ <n? (6.1)

i=1 j=1
Hadamard (1893) esitsizliginin bir sonucudur. (6.1)’in ne zaman net oldugu sorusunu
ele alan ¢ok sayida galisma vardir. Bir n x n Hadamard matrisinin var olabilmesi

icin n =1, 2 veya n = 0 (mod4) olmast gerekir.
n = 1(mod4) i¢gin Ehlich (1964) tarafindan;

c(n—1)"7) (6.2)

N

det (X) < (2n—1)

esitsizligi tiim X, ler i¢in kamtlanmistir. Esitligin (6.7) i¢in gegerli olabilmesi i¢in,
2n — 1’in bir tamsayimin karesi olmasi ve X X7 = (n — 1) I,, + J,, degerine sahip bir

X € X, olmas: gerekir. Burada J,, tim elemanlar1 1’ e esit olan n x n matristir ve
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I, ise n X n birim matristir.

Ehlich (1964) ve bagimsiz olarak Wojtas (1964), tiim n = 2 (mod4), X € X, igin;

det (X) < (2n—2)- (n—2)2 " (6.3)
oldugunu kanitlamistir. Ancak (6.3) esitigi
L 0
XXT=X"X =
0 L

olacak sekilde X € X, varsa gegerlidir. Burada L = (n — 2) I 42.J seklinde bir & x
matristir. Esitlik icin gerekli olan bir baska sart 2n — 2 nin iki tamsayim kareleri
toplami olmasidir. Cohn (1989) bu sonucun bagimsiz bir kanitini verir ve maksimal

orneklerin yapist hakkinda daha fazla bilgi sunar.

Ehlich (1964), en zor durum olarak goriinen n = 3 (mod4) durumunu arastirmistir.

n = 3 (mod4) ve n > 63 sartim saglayan tiim X € X, ler igin;

det (X) < (4 .71716 (n— 3)”77 . n7) ) (6.4)

oldugunu kanitlamistir. Ehlich (1964), iisteki ifadede esitligi elde etmek i¢in n = Tm

olmali ve X € X,, olmak tizere;

XXT=L®[(n—3)In+4Jn — Jn
olmasi gerektigini ifade etmistir.
n =3 (mod 4), n < 63 i¢in karsilik gelen tiim degerlerin sinirlari, standartlastirilmis
maksimum X ornekleri icin X X7 yapilar1 oldugu gibi Ehlich (1964) tarafindan
verilmistir. Eger X X7 yapisi (n — 3) I + 3J formunun kosegen yapisina ve kisegen

dis1 bloklar1 —J'nin blok yapisina sahipse X +1 matrisi, maksimum determinanta

sahiptir.
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Her ne kadar n = 0 (mod 4) durumunda Hadamard smirlarimin  kesin olarak elde
edildigi ve bu anlamda siirlarin net olarak kabul edilmesi gerektigi iyi bilinsede

(6.2), (6.3) ve (6.4)’te verilen siirlarin net olup olmadig: bilinmiyordu.

Koukouvinos ve ark., (2001) sonuglar1 sonsuz sayida £1 matris i¢in daha diisiik bir
sir bulmak igin SBIBD (4t — 1, 2t — 1, t — 1)’e uygulanabilecegini bildirmistir.
Ancak (6.2), (6.3) ve (6.4)’te verilen iist sinirin elde edilemeyecegi, belirli birn = 1, 2
veya 3 (mod 4) degeri i¢in, verimli bir bilgisayar arastirmasi yardimiyla burada
verilenlerden daha biiyiik determinant degerlerine sahip ornekler iiretilebilecegi
varsayilmistir. Ancak asil zorluk, determinantlar: (6.4)’teki simir olan sonsuz bir

ornek ailesi bulmak veya (6.4)" teki sinirin iyilestirilebilecegini gostermektir.

Tim n’inci derecelerin, maksimum determinantinin daha diisiik sinirlarimi elde etmek
icin bazi SBIBD’lerin (1,—1) insidant matrislerin maksimum determinant

kullamlmistar.

Burada kisaca SBIBD (v, k, \), elemanlar1 0 ve 1 olan v X v tipinde B matrisi olarak
gosterilmistir. B matrisinin her satir ve siittununda & tane eleman1 1 ve v — k tane
eleman 0’dir. Herhangi bir satir ve siitun ¢iftinin i¢ ¢arpimi A’dir. B'ni (1,—1)
insidant matrisi A = 2B — J esitligiyle elde edilmistir. J tiim girisleri +1 olan v X v

matristir. v’inci dereceden birim matrisi / ile gostermistir.

Buradan

BBY = (k=X 1+M\J (6.5)

ve onun *+1 esdeger matrisi
AAT =4 (k=N T+ @w—4(k=XN)J (6.6

elde edilmistir.
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Koukouvinos ve ark., (2001)'nin ¢alismasindaki basitlestirme teoremine gore;
det (B) = (k— )T /k+ (v—1)A
ve \(v—1)=k*—k

det (A) =2V (k—\)7 [u—2k| (6.7

veya x = v — 4k + 4\,

[NIE

det (4) = (v — 2)27V v — 24|

dar.

6.3. SBIBD’nin +1 Insidant Matrislerinin Minorleri

Koukouvinos ve ark., (2001) bazs SBIBD (v,k,\)i¢in v X v, (v—1) x (v—1) ve
(v—2) x (v—2) mindrlerinin maksimum degerlerini vermistir, bunlar asagidaki

Teorem 6.3.1 ve Tablol de verildigi gibidir.
Teorem 6.3.1. (Koukouvinos ve ark., 2001) x = v — 4 (k — \) olsun.

1) Bir SBIBD (v, k,A), A'nin (1, —1) insidant matrisinin (v — 1) X (v — 1) minérleri

(v — x)%(v_g) \/(v —2%k+ 1)z + (z— 1) (—vz — v+ 22). (6.8)

degerine sahiptir. Eger + yerine + yazilirsa

(v— x)%(”_g) \/x (v—2k+1)"+ (z — 1) (—vz — v + 22)

ifadesi maksimum determinant1 verir.

2) Bir SBIBD (v, k,\), Anm (1, —1) insidant matrisinin (v — 2) x (v — 2) minorleri

2(v— x)%(”_f’) \/a: (v—2k+ 1)+ (z — 1) (—vz — v + 2z).
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degerine sahiptir. Eger + yerine + yazilirsa

2(v—x)%(1)75) \/x (v—2k+1)°+ (z—1) (—vz — v+ 22)

ifadesi maksimum determinant1 verir.

Tablol: (Koukouvinos ve ark., 2001)

Minor Minor Minor
(282 + 25+ 1,5% \) 452,25% + s, 4t — 1,2t — 1,
A=13(s*—5s) s +s t—1
v X (25 + 1) (252 + 25)° (452)> (4¢)%!
v—1xv—1] 2(s+1)(2s2 +25) ! (452)%° 2 (41)%2
V—2xv—2|4(s+1) (22 +2s) 2 2 (452)% 72 4(40)%°

Baz1 SBIBD’lerin Biiyiikk Minorlerinin Degerleri

Teorem 6.3.2. (Koukouvinos ve ark., 2000) H, 4t dereceden bir Hadamard matris

ve v = 4t — 1 olsun. Bu duruma uygun 41 matrislerin

i) v x v determinantlar1 (4t)*~" bityiikliigiine sahiptir.
ii) (v —1) x (v —1) determinantlar: 2 (4t)* " bityiikliigiine sahiptir.
iii) (v — 2) x (v — 2) determinantlar 4 (4t)*° biiyiikliigiine sahiptir.

fspat. 4t dereceden olan tiim Hadamard matrislerin  bir SBIBD
(4t — 1,2t —1,t — 1) dizaynna esdegerdir. =~ SBIBD (4t —1,2t —1,t—1) icin

yukaridaki sonuclar daha diisiik sinirlar vermistir.

v =4t — 1 i¢in;

i) t > 0 i¢in v x v determinantlar (4t)* ",

ii) 4t — 1 =23, 35, 59, 71 ve 79 icin (v — 1) x (v — 1) determinantlar 2 - (4¢)* 2,
iii) 4¢ — 1 =31, 35, 39, 47, 51, 55, 59, 67, 71, 75, 79, 83, 87, 91, 95 ve 99 i¢in

v —2) x (v — 2) determinantlar 4 - (4¢)* > degerini verir.
g
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7. SONUC

Bu tez ¢alismasinda Ferrar (1957) tarafindan ikinci ve ti¢iincii derece determinant
ozelliklerinden faydalanilarak yapilan determinant tanimi iizerinde duruldu.
Determinant hesaplamada bir ¢ok farkli yontem vardir. Bunlardan biri olan ve
Dodgson (1866) tarafindan gelistirilen "yogunlasma metodu" anlatildi. Bu yontemin
lineer denklem sistemlerinin ¢oziimiinde nasil kullanildigi Dodgson (1866) un
calismalarindan faydalamlarak anlatildi.  Ching (1993) tarafindan verilen bir
teoremin ispat1 Cahill ve ark. (2002) tarafindan tanitilan bir lemma kullamlarak
ispatlandi. Ching (1993)’in  (0,1) alt Hessenberg matrislerin maksimum
determinantlarinin iist siirlarinin Fibonacci sayilart oldugunu gosteren ispata yer
verildi. (—1,1) matrislerin determinantlarimm maksimum simirlarimin (0, 1) matrisler
ile nasil yapildigi Williamson (1946)un calismasindan faydalanilarak anlatildi.
(—1,1) matrislerin determinantlarinin  maksimum smirlarim  bulunusunda

Koukouvinos ve ark. (2001) SBIBD tasarimlarindan faydalandiklarimdan bahsedildi.

Determinant hesabina farkh bir bakis acis1 kazandirmak i¢in lineer denklem sistemleri
yardimiyla determinant tanimina ulasmaya yardimei olacak bicimde yontem tanitildi.
Daha sonra Tiirkge literatiirde ¢ok yer almadigi goriilen farkl determinant hesaplama
yontemi olan yogunlasma metodu detayl bicimde anlatildigindan bu yontemi
kullanarak farklh alanlarda kullanimi icin bir perspektif cizildigi diistintilmektedir.
Devaminda ise farkli (0,1) ve (-1,1) matrislerin maksimum determinantlar ile ilgili
kapsamli bir literatiir verilerek bu alanda calisma yapacaklar icin temel teskil

edilmeye calisilda.
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