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MODULER FORMLARA BILGISAYAR ILE YAKLASIM

OZET

Bu tez calismasinda modiiler grup ve denklik altgruplarinin 6zellikleri verilmektedir. Mod-
iler formlarin tanimu ve 6zellikleri anlatilmaktadir. Modiiler formlar uzayi i¢in bu uzayin tam
olarak siniflandirilmas1 yapilmigtir. Modiiler semboller ve Manin semboller anlatilip bu sem-
bollerin modiiler formlar ile alakalar1 aciklanmigstir. Yapilan siniflandirmalar kullanilarak bil-
gisayarda hesaplamalarin nasil yapilmasi gerektigi aciklanmis ve drnekler verilmistir. Bu tez
verilen bir modiiler form uzay1 i¢in baz nasil insa edilir sorusunu yanitlamaktadir. Bahsedilen
konularla es zamanli olarak SAGE adli William Stein tarafindan gelistirilen acik kaynak cebir
programi hakkinda bilgi verilip, modiiler form uzaylar1 iizerinde hesaplamalar yapilip, bun-

larin yorumlar1 yapilmustir.
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COMPUTING ASPECTS OF MODULAR FORMS

ABSTRACT

This thesis gives an expanded description of modular forms. Starting from modular group
and congruence subgroup, the theory of modular forms is constructed and the origins of modu-
lar forms are given. Classification of modular form spaces are done. Using the classifications,
the discussion about computing aspects are given. For computing purposes the theory of mod-
ular and Manin symbols are built and the relations between symbols and forms are given. The
problems of explicit computing and creating a basis for a modular forms space are done in this
thesis. SAGE, the open source algebra program, is used throughout the chapters to exemplify

the given theories.
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BOLUM 1

1. Onsoz

Bu tez ¢alismasinin amaci sayilar teorisinde paha bigilemeyecek bir teori olan modiiler form-
larin hesaplamaya yatkin hale nasil getirilecegi sorusunun cevaplanmasidir. Sayilar teorisinde
ortaya atilan basit goriiniimlii bir¢cok soru gizemini korumaktadir. Bu tip sorular i¢in analitik
sayilar teorisinden gelen alt sinirlar ile elle hesaplamanin iistesinden gelebilecegi durumlarin

arasini bilgisayar yardimi ile kontrol ederek ilerlemeye calisilabiliriz.

Modiiler formlarin 6neminden bahsetmek gerekirse, Andrew Wiles’in Fermat’in son teoremi-
nin ispatinin iskeletini bu fonksiyonlarin olusturdugunu soylersek herhalde modiiler formlarin
Onemini yeterince agiklamig oluruz. Bu teori, Fermat’in son teoreminde oldugu gibi, bir¢ok
gosterim probleminin ¢dziimiinde yer alir; mesela bir sayinin verilen ¢ift sayida kareler toplamu

olarak kac farkli sekilde yazilabilecegini bilmekteyiz.

Bu tezin motivasyonu olan soru "Istenilen bir modiiler formlar uzayini nasil inga ederiz?" dir.
Bu soru icin gerekli teknikler sirasiyla gelistirilmis veya bulunabilecegi referanslar verilmistir.
Calismada hesaplama zorlugundan teknik olarak bahsedilmemistir; ancak verilen algoritmalar-
dan karmagiklik analizi yapmak miimkiindiir. Anlatilan konulara verilen 6rnekler i¢cin William
Stein tarafindan yazilmigs SAGE cebir programi kullanilmigtir ve okuyucunun SAGE ile islem
yapabilecek seviyeye gelmesi amaciyla 6rnekler adim adim agiklanmastir.

Boliimlerin organizasyonundan bahsedersek, birinci boliim 6nsoziin kendisi olmak {izere; ik-
inci boliim modiiler formlarin tanimlanmasi i¢in zorunlu olan 6zel matris gruplari ve bu gru-
plarin kiimeler iizerine etkilerinin verilmesini amag¢lamaktadir. Bu bilgiler ile beraber daha
sonraki boliimlerde akla gelebilecek sorular cevaplanmistir. Modiiler grup ve denklik altgru-
plar1 6zellikleriyle beraber anlatildiktan sonra SAGE ile islemlerin nasil yapilip yorumlan-

abilecegi konusuna o6rnekler verilip aciklanmustir.

Ugiincii boliimde ¢ift periyotlu fonksiyonlar ve eliptik fonksiyonlar 6zetlenmis ve modiiler
formlara, bir 6nceki boliimdeki bilgileri de icine katarak, gecis yapilmistir. Modiiler formlarin
kompleks analizden gelen bir¢ok 6zelligi bu boliimde aciklanmigtir. Modiiler formlarin bir

vektor uzay1 oldugu fikriyle beraber Miller bazi fikri verilmis ve bu sonuglar i¢in ¢ serileri



tanimlanmugtir. Bunlarin yanisira modiiler formlarin anlagilmasinda 6nemi yadsinamayacak
olan Hecke operatorleri anlatilmistir ve 6zellikleri verilmistir. Boliimiin tamaminda modiiler

formlar hakkinda SAGE’den 6rnekler bulunmaktadir ve bu érneklerin yorumu mevcuttur.

Dordiincii boliimde ise modiiler formlar uzayinin hesaplanmasi igin gerekli olan modiiler sem-
boller tanimlanmugstir. Bu teoriyi gelistirmek i¢in denklik altgruplarinin temel bolgelerine
karsilik gelen kompakt Riemann yiizeyleri anlatilmistir. Modiiler sembollerin modiiler form-
lar ile alakalar1 verilmistir. Hesaplama yapmak i¢in modiiler sembollerin yerini tutacak Manin
sembolleri tanimlanmistir, 6zellikleri ve avantajlar1 anlatilmigtir. Modiiler ve Manin sembol-
leri tizerinde Hecke operatorlerinin etkisi aciklanmigtir. Boliim boyunca SAGE ile yapilmig

islemler yorumlariyla beraber sunulmustur.

Besinci boliimde modiiler formlar uzay1 icin nasil baz olusturabiliriz sorusunun cevabi yer
almaktadir. Bu sorunun tam cevaplanabilmesi i¢in Dirichlet karakteri tanimlanmis ve 6zellik-
leri verilmistir, sonrasinda da Miyake’nin ¢alismalart anlatilmistir. Miyake’nin ¢aligsmalar ve
modiiler (Manin) sembollerin, modiiler formlarla nasil eslenecegi anlatilmistir. Verilen her-
hangi bir modiiler formlar uzay1 i¢in bir bazin nasil olusturulup hesaplanabileceginin ayrin-

tilar1 verilmisgtir.
Yukarida s6zii edilen boliimlerde hesaplamalarin nasil yapilabilecegi tafsilatl bir sekilde anltilmistir.

Altinc1 boliim, bir dnceki boliimiin teorik bilgilerini, secilmis birka¢ 6zel modiiler formlar uza-
yinin bazinin olusturulmasina 6rnek gostermek iizere eklenmistir. SAGE ile yapilan hesaplar

yorumlanmis ve elle yapilan birka¢ ornek ile desteklenmistir.

Son boliimde ise SAGE nin farkli konular i¢in de hesaplamalar yaptigin1 gostermek amaciyla
L fonksiyonlarinin 6zel degerleri konusuna Dockhitser’in fikirleri 6zetlenerek bakilmaktadir.
Bu boliimiin amaci sayilar teorisi ¢alisan bir bireye L fonksiyonlar1 hakkinda niimerik yak-

lagimlarin nasil yapildigini 6zetlemektir.



BOLUM 2

2. Temel Kavramlar

Modiiler formlar1 tanimlamadan 6nce bilinmesi gereken bazi konulari inceleyelim.

Bu boliimiin tamaminda anlatilacak olan fikirler, verilecek ve ispatlanacak olan teoremler,

[19], [3], [11] ve [10]’dan derlenmistir. Daha fazla bilgi i¢in bu yayinlara bagvurulabilir.

2.1. Modiiler Grup

Bu boliimde modiiler formlar1 anlamamizda kilit rol oynayacak olan modiiler grubu tanimlay-

acagiz ve birka¢ 6zelligini verecegiz.
Oncelikle daha genel ve gerekli olabilecek baz1 gruplari tanimlayalim.

R reel sayilar kiimesi olmak iizere, Mat,«,(R), girdileri reel say1 olan n x n kare matrisler

kiimesini gostersin.

Tanim 2.1.0.1. n € N bir dogal say1 olmak tizere n boyutiu genel lineer grup GL,(R),

GL(R) := {A € Mat,x(R) | det(A) # 0}

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.1.0.2. GL,,(R)’ nin determinanti 1 olan elemanlarinin olusturdugu kiimeye n boyutiu

ozel lineer grup denir ve S L, (R) ile gosterilir.

SL,,(R)’nin n boyutlu genel lineer grubun bir altgrubu oldugu agikardir. Ozel bagka bir altgrup
olarak elemanlari tamsay1 olan (n X n boyutlu matrisler grubu) SL,,(Z) ile gosterilir ve bu grup
SL,(R) nin ayrik bir altgrubudur. Ozel olarak I := S Ly(Z)’ye Modiiler grup denir.

Boliimiin geri kalaninda modiiler grubun ileride ihtiyacimiz olacak 6zellikleri hakkinda bilgi

verecegiz.



Teorem 2.1.0.3. Modiiler Grup I,

matrisleri tarafindan iiretilir.

Ispat: T ve S agik¢a modiiler grubun elemanlaridir ve S? = —1 dir. SLy(Z) den bir eleman
b
A= J alalim (detA = 1). S matrisinin A’ya etkisi satirlarini bir isaret degisikligi ile
c

birlikte yer degistirmesi seklindedir.
-1 —c —
g4 0 a b _ c —d
1 0 c d a b

. 1
Obiir taraftan 7" matrisi’nin herhangi bir tamsay1 kuvveti 7" = 0 T ) seklindedir. Bu-

radan 7" matrisinin A matrisi iizerine etkisinin bir 6teleme oldugunu goriiriiz, yani n € 7Z

A — 1 n a b _ a+cn b+dn
0 1 c d c d

SLy(7Z) den alinan herhangi bir A = ¢ p matrisi i¢in iki durum sézkonusudur. Eger
c

¢ # 0 ise dyle bir n € Z vardir ki 7" A matrisinin sol iist bileseni ¢’den mutlakga kiiciik olur.

icin

olur.

Sonra S matrisini bu matrise uygularsak sol iist bilesen mutlakg¢a sol alttaki bilesenden biiyiik
olacaktir ve ayni islemi boylece tekrarlarsak en sonunda sol alt bileseni O eden (bu zaten diger

¢ = 0 durumudur) bir matris elde ederiz. Elde ettigimiz bu matris, m bir tamsay1 olmak {iizere,
1
+ ( 0 7711 ) seklinde olmak zorundadir, bu matrisi 7~ matrisi ile soldan carparsak elimize

+1 matrisi geger ve —1 ile +1°i S? matrisini kullanarak degistirebiliriz. 0J



Not. Ispatta anlatilan algoritma I" dan alinan herhangi bir matrisi 7" ve S lerin bir dizisi olarak
yazmaya yarar ve bu dizi yazilimi tektir. Ayn1 zamanda bu islem, Euclid Algoritmasim kul-
landig1 i¢in sonlu adimda biter. Bu 6zellik [ dan alinan bir elemanin 7" ve S lerin bir sonlu

dizisi seklinde yazilimi i¢in bir algoritma olarak kullanilabilir.
Modiiler grup, iist yar1 diizlem

H:={z€C : Im(z) >0}
y . : . a b :
tizerine dogrusal kesirli doniisiimler ile etki eder. Yani eer v = ( p ) € I'ise
c

b
v(2) :%E H

ozelligi Vz € H* i¢in saglanir.

Bunun bir etki oldugunu ispat edelim: I modiiler grubun birimi ise Vz € H igin I(z) =
(1240)/(0z+1) = zolur. T'(z) = z+1 ve S(z) = —1/z oldugunu biliyoruz. Herhangi, 3 €
I'i¢in v ve 3, T ve S'ler cinsinden tek tiirlii yazilacagindan ¢arpimlart da bu iki elemanin
dizilerinin ard arda yerlestirilmig halidir ve tek tiirliidiir iki elemanin ¢arpimida elemanlarin

ard arda etkisine bundan dolay1 esit olur.

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e I'"nin keyfi bir elemaninin bilesenleri sirasiyla a, b, ¢, d ile

gosterilecektir.

Modiiler grup bu etki altinda iist yar1 diizlemi yoriingelere ayirir ve bu etki bir bagint1 tanimlar;

z,w € Higin z ~p w eger 3y € I' dyle ki v(z) = w ve bu bagnt1 bir denklik bagntisidir.

Teorem 2.1.04. D = {z =+ 1y : |z| < 1/2,|z| > 1} kiimesi modiiler grup I" i¢in bir temel
bolgedir yani su ozellikleri saglar:

- D, H’de bir bolgedir,

- I"nin her yoriingesinin bir eleman1 D veya, D nin sinir1, 0 D’de bulunur,

5



- D’nin higbir noktasi birbirine denk degildir.

Bu teoremin ispatin1 yapmadan once ispatta ihtiyacimiz olacak bir lemmay1 ispatlayalim.

Lemma 2.1.0.5. Secilen bir z € H icin I'z yoriingesinde yiiksekligi, sanal kismi, z den biiyiik
olan sonlu sayida eleman vardir, yani bir yoriingede en biiyiik yiikseklige sahip elemanlardan
bahsedilebilinir.

Ispat: Herhangi z € H ve v € I" alahm

az+b  (az+d)(cZ+d)

i(ad — be)Im(z)
cz+d lcz + d|? = Re(y(z) +

lcz 4+ dJ?

v(z) =

v € T oldugundan ad — bc = 1, buradan Im(vy(2)) = Im(z)/|cz + d|* oldugu ortaya ¢ikar
ve z € Higin Im(vy(z)) > Im(z) yapacak (c, d) ikililerinin sayis1 sonludur, buradan da I'z de
yiiksekligi z den biiyiik olan sonlu sayida eleman oldugu goriiliir. 0

Ispat: [Teorem (2.1.0.4)] H nin I" altindaki keyfi bir yoriingesinde maksimal yiikseklige sahip
bir nokta secelim bunu 6telemelerle, z = = + iy, |x| < 1/2 araligina tasiyabiliriz 0 zaman

acik¢a

D' ={s=s+iyeH: |a| <l lez+d >1YcdeZwithe£0 }

= ﬂ {zEH:|x|<%,\cz+d!>l}

¢,d€Z, c£0

kiimesi T icin bir temel bolgedir. D’ ile D’nin aymi kiime olduklarim1 gosterebilirsek ispat

tamamlanir. ¢ = 1, d = 0 secersek D' C D oldugu goriiliir.

Ote yandan Vz € D ve ¢ # 0 i¢in
lcz +d|* = A|2]* + 2cdRe(2) + d* > & — |cd| + d* > 1

saglandigindan D C D’ olur, yani kiimeler esittir. [
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Modiiler grup icin bir temel bolge alalim. Denklik bagintisin1 géz Oniine alip tersten git-
tigimizde bu I"’nin biitiin elemanlarinin bu bolgenin kapanisi iizerine etkisiyle H nin kapatila-
cagini soyler. Ote yandan daha 6nce Teorem (2.1.0.3) de S ve T matrislerinin modiiler grup

I" y1 iirettiklerini gormiistiik.

Bu bilgiler birlestirildiginde, I' icin bir temel bolgeye S ve T'lerin ard arda uygulanisiyla H

nin kapatilabildigi sonucu ortaya ¢ikar. Asagida, [8] den alinmis figiir bunu agiklar;

= __‘\3 Y, /,_ — —_— " e
NS R K

r'llf \I
S 7o SV 7o SV ?‘C\;‘N’ﬁ;\f e N

Sekil 2.1. I' icin bir Temel Bolge

2.2. Denklik Altgruplar

Bu boliimde, 6zellikle kuadratik formlar calisilirken bolca karsilasilan, modiiler grubun 6nemli

altgruplarina ve bu altgruplarin sagladig1 6zelliklere bakacagiz.

Bundan sonra N € Z i¢in N modundaki tamsayilar kiimesini Zy := (Z/NZ) ile gosterelim.

Tanmm 2.2.0.6. ¢ : Z — Zy dogal homomorfizma, p(n) = 7, modiiler grup I"dan S Ly (Zy)
ye bir homomorfizma » meydana getirir oyle ki,

¢<ab>:<¢<a> w(@)z( >
d c e(c) o(d) d

Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi Iy ile gosterilir ve bu altgrubu kapsayan ve SL,(Z) de en-

S]]
o

ol

deksi ayn1 olan herhangi bir 6zaltgruba (modiiler grubun) N seviyesindeki denklik altgrubu

denir.



Es bir tanim olarak,  homomorfizmasinin ¢ekirdegine veya c¢ekirdegini kapsayan herhangi
bir altgrubuna (modiiler grubun) denklik altgrubu denir. Bu altgrubun i¢inde kalan T

elemanlarinin pozitif en kiiciik {issiinede bu grubun seviyesi denir.
Denklik altgruplarina en basit ornek I'; olabilir, acikca I'y = I' dir ve bu grubun seviyesi 1 dir.

® nin bir homomorfizma oldugu A, B € I" i¢in $(AB) = p(A)p(B) oldugu kolayca gosteril-

erek ispatlanabilir.

Asagidaki gruplar en 6nemli iki denklik altgrubudur;

PO(N)::{ (Z Z)GSLQ(Z):<Z Z) (; I)(modN)}.
Fl(N):—{ <‘C’ Z>65L2(Z);<‘C‘ 2) ((1) j)(modN)}.

Verilen kiimelerin birer altgrup oldugu agiktir. Bunun yamisira I'o(V) > 'y (V) > 'y normal

altgrup baglantilarinin oldugu asikardr.

Ilgimizi Iy iizerine yogunlastiralim.

Teorem 2.2.0.7. T'y, I’nin bir normal altgrubudur ve I'/T'y = SLy(Zy) dir.

Ispat: Bir homomorfizmanin ¢ekirdegi normal altgrup oldugundan teoremin ilk kismui ispata

gerek duymaz.

Ote yandan teoremin ikinci kismi igin @ nin sadece SLy(Zy) yi 6rten bir homomorfizma
oldugunu géstermek gereklidir; gerisi birinci izomorfizma teoreminden agiktir. Ortenligi goster-

mek i¢in ¢ E SLy(Zy) nin bir elemant olsun, yani ad — bc = 1 (mod N) saglan-
c

sin. Bu ad — bc + mN = 1 esitligini saglayan bir m tamsayisi olmasini gerektirir. Bu-
radan (c,d, N) := ebob(c,d, N) = 1 oldugunu goriiriiz, demek ki 6yle bir n € 7Z vardir ki
(¢,d 4+ nN) = 1 saglanir. Bu bilgiyle artik genelligi bozmadan (¢, d) = 1 oldugunu varsaya-

biliriz.



a+eN b+ fN

c
fe) = 14+ N(m + ed — fe)dir. (¢,d) = 1 oldugundan e, f tamsayilarint Bezout teoremi

A= matrisine bakalim; bu matrisin determinanti ad — bc + N (ed —

geregince m = fc—ed denklemini saglayacak sekilde secebiliriz buda A € SLy(Z) oldugunu
yani SLo(Zy)den sectigimiz herhangi bir matris i¢in S Lo (Z) de bir matris bulabilecegimizi

gosterir. O

Denklik altgruplari i¢in temel bolge insa etmek istedigimizde koset temsilcilerine ve bunlarin
sayilarina ihtiyacimiz olacagindan I'y nin I' daki endeksini bulmaya calisacagiz. Once bir

tanim verelim.

Tanmm 2.2.0.8. N tamsayisi igin (a,b, N) = 1 6zelliini saglayan a,b tamsay1 ciftine N
modunda primitif denir. N moduna gore primitif olan ciftlerin sayisin1 A\(V) ile gostere-

lim.

Lemma 2.2.0.9. SLy(Zy) nin elemanlarimn ikinci satirlart N moduna géore primitiftir.

. b
Ispat: ( ¢ 4 > matrisi S Ly (Zy) de bir elemant temsil ediyor olmasi ad —bc = 1 (mod N)
c

ya da bir m tamsayisi igin ad — bc + mN = 1 demektir. Bu da zaten (¢,d, N) = 1 oldugunu

gosterir yani ¢, d ¢ifti N moduna gore primitiftir. 0

Lemma 2.2.0.10. N moduna gore verilen (c,d) primitif ¢ifti icin ad — bc = 1 (modN)
ozelligini saglayan ve birbirlerine denk olmayan N adet (a,b) ¢ifti bulunur. Verilen (c,d)

primitif ¢ifti icin SLo(Zy) de N adet < ¢
c

b
matrisi vardrr.

Ispat: (c,d) primitif ¢ifti ve secilen her a € Zy igin ad — bc = 1 (mod N) denkligini saglay-
acak bir b € Zy bulunmalidir, bu da zaten primitif (c, d) i¢in, N adet (a, b) ¢ifti oldugunu
sOyler. O

Lemma 2.2.0.11. \(N), N’ye gore carpimsal bir fonksiyondur yani eer (p,q) = 1 ise
A(p)A(a) = Alpq) olur.



Ispat: p,p, tamsayilan aralarinda asal, (py, p2) = 1, ve (c;, d;) ¢ifti p; moduna gére primitif
ciftler olsun (¢ = 1,2). O zaman (c1py + cap1, dipe + dopy) cifti (p1,p2) = 1 oldugundan
p1p2 moduna gore primitiftir. Buradan p; ve p, nin denk olmayan ciftlerinin p;p- icin denk

olmayan c¢iftler iirettigi ortaya cikar, yani A(p)A(q) < A(pq) saglanur.

Ote yandan p;p, igin bir primitif (c, d) ¢ifti alalim, bu ¢ift hem p; e hemde p, ye gore primi-
tif olmalidir ¢iinkii p;, p; aralarinda asallardir. Ag¢ikga anlatmak gerekirse (¢, d) primitif ¢ifti
ad — bc = 1 (mod pip,) denkligini, a,b € Z,,p,) icin, saglar. Bu denklikte taraflar1 p; ye
bolersek (i = 1,2), denklik p1ps/(p1, p2) modunda olacaktir ki bu say1 da ya p; ya da p, dir.
Buradan da goriiliir ki A\(p)A(q) > A(pq) saglanir. O

Lemma 2.2.0.12. p asal sayt ise \(p*) = p*k(1 — 1/p?) olur.
Ispat: Biliyoruz ki Z, da terslenebilir elemanlarin sayis
2| = [(Z/p*2)] = p* — p*~" = p"(1 = 1/p)

dir.

Buradan p ile arasinda asal olan bir ¢ € Z,x segersek p* moduna gore primitif ¢ift olusturacak
d igin p* secimimiz olur. Ote yandan eger c, p ile aralarinda asal degilse c icin p*~! secenek
vardir. Bu durumda d yi 6zel olarak p ile aralarinda asal seceriz yani d i¢in p*(1 — 1/p) secim

yapilabilir. Bu iki kosulu toplarsak;
1 _
P - ];)-p’“ +p" (1 - 5) =p(1-=)1+ =) =p"(1— =)

primitif cift elde etmis oluruz. 0

Artik I'y nin I' daki indeksini 6nceki lemmalar1 kullanarak verebiliriz.

Teorem 2.2.0.13. [T : x| = N? [, (1 - )

p

Ispat: [T’ : T'y] yi bulmanin SLy(Zy) nin eleman sayisim bulmakla ayni soru oldugunu
(2.2.0.7) de gosterildigi gibi I'/T'y ~ SLy(Zy) oldugundan biliyoruz. Aritmetigin temel teo-

reminden /N sayisinin asal ¢arpanlarin ¢arpimi oldugunu géz 6niinde bulundurulursa, bu asal
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ve asal say1 kuvvetleri icin primitif eleman sayilarini (2.2.0.12) ile bulabiliriz. Bu ciftlerin
carpimlarinin da primitif ciftler olusturacagini (2.2.0.11) lemmasindan biliyoruz ve son olarak
(2.2.0.10) lemmasinda ispatlandig1 sekliyle her primitif ¢ift icin SLo(Zy) de N adet matris

bulundugundan istenen sonug ortaya cikar. 0

Bundan sonraki sorular I'y icin koset temsilcilerinin nasil bulunacagi ve I'y icin bir temel
bolgenin nasil inga edilecegi olabilir. Koset temsilcilerinin nasil bulunacagini bilmekteyiz. I'y

icin bir temel bolgeyi ise su sekilde inga ederiz.

Theorem 2.2.0.14. I'y, I' nin m endeksli denklik altgrubu olsun ve sag koset temsilcilerini T;

ile adlandiralim (1 = 1,2, ... ,m). Eger D modiiler grup 1 icin bir temel bolge ise,

D=L ;D

'y icin bir temel bolgedir.

Ispat:  D* kiimesinin elemanlarinin 'y etkisi altinda biitiin iist yar1 diizlemi orttiigii acik-
tir. Herhangi segilen bir A € I'y i¢cin AD* N D* # & oldugunu varsayalim, o zaman
di,j €1,2,...,moyle ki AT; = T} saglanir; ancak bu agikca bir celigkidir. 0

Burada I' i¢in temel bolgenin tanimi (2.1.) tizerinde verilen denklik bagintisinin denklik gru-
plari iizerine genisletilmesiyle de gosterilebilir. Yani z,w € H i¢in v(z) = w saglanacak
Jy € 'y var ise z ve w ['y altinda denktir denir, z ~p, w seklinde gosterilir ve bu bagint1
bir denklik bagintisidir. Boylece birbirinden bagimsiz yoriingelerin elemanlarinin temel bolge

ozelliklerini saglayan bir kiimesi de Iy icin bir temel bolge olur.

2.3. Modiiler Grup ve Denklik Altgruplarinda SAGE ile islemler

SAGE her tiirlii matris cebiri iglemini yapabilir. . +.,. — ., . %4, . (= 1), transpose(.) islemleri
sirastyla matrisleri toplama, ¢ikarma, carpma, tersini alma ve transpozunu almaya tekabiil

eder!.

'Bunun digindaki her tiirli iglemler ve SAGE hakkinda ogrenilmek istenilen seyler igin
"http://www.sagemath.org/doc/reference/" sitesine bagvurulabilir.
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SAGE, modiiler grubu bir obje olarak hafizasinda tutabilir ve iireteglerini bulabilir. SAGE
komutlarim altlarinda sonuglari ile verirsek;

SAGE:SL2Z=SL(2,77); SL2Z

Special Linear Group of degree 2 over Integer Ring

SAGE: SL2Z.gens()

SAGE nin verdigi iirete¢ matrisleri kullanmak igin isim vermek de miimkiindiir;

SAGE: S, T = SL.2Z.gens()

SAGE: S

[01]

[-10]

Denklik altgruplari olarak SAGE ye I'y(N) ve I'y (V) yi tanitabiliriz. I'; (V) i¢in koset tem-
silcileri agikardir; ancak bunun diginda SAGE, I'y(V) icin de koset temsilcilerini bulabilir.

12



Bundan sonra SAGE ile yapacagimiz islemlerdeki adimlar i¢in N = 21 secelim.
SAGE:G0 = Gamma0(21); GO

Congruence Subgroup Gamma0(21)

SAGE:G1 = Gammal(21); G1

Congruence Subgroup Gammal(21)

SAGE: list(GO0.coset_reps())

[[1,0,0,1],[0,-1,1,0],[1,0, 1, 11, [1, 1, 1, 2], [1, 2, 1, 3], [-1, -1, 2, 1]]

a

b
Burada SAGE ( J ) seklindeki bir matrisin gésterimini [a, b, ¢, d] seklinde yapmaktadir.

C

Bu ozelliklerin disinda SAGE, modiiler grubu ve denklik altgruplarini birer obje olarak aldigi
icin bir matrisin bizim denklik altgrubumuzda(ya da modiiler grupta) olup olmadigini su sek-

ilde sorabiliriz.
SAGE: [1,1,0,1]in G1
True

SAGE: [3,1,8,3] in G1
False

SAGE: [3,1,8,3] in G
True

Bunun disinda SAGE bu tip denklik altgruplarinin iirete¢ elemanlarini da bu grubun S Ly (Z )
icindeki goriintiisiine bakarak ve I'(/V) nin iireteclerini bu listeye ekleyerek bulabilir ve I" gibi

listeleyebilir.
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Daha ileride de bircok defa SAGE nin kullanimlari ile komutlarin ve sonuglarin ne anlama

geldigine bakacagiz.
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BOLUM 3

3. Modiiler Formlar

Modiiler formlar konusuna giris yapmadan once bu konunun karsimiza nerelerde ¢iktigina
bakalim. Bu iki boliimde iistiinden gececegimiz bazi fikirleri daha sonra modiiler formlar

tizerinde de kullanacagiz.

3.1. Modiiler Formlarin Gelisimi
3.1.1 Periyodik Fonksiyonlar

Periyodik fonksiyonlarin tanimini vererek baglayalim. f : R — C seklinde tanimlanmig bir

fonksiyon eger

flx+n)=f(z), VneZ

ozelligini sagliyor ise bu fonksiyona 1 periyotiu periyodik fonksiyon denir. Periyot 6zel

olarak belirtilmedikge 1 olarak alalim.

Basit bir 6rnek olarak trigonometrik fonksiyonlar1 gosterebiliriz. Siniis fonksiyonunu ele
alalim; her n € Z i¢in sin(x) = sin(z + 2n7) oldugundan bu fonksiyon 27 periyotlu periyodik
bir fonksiyondur. Buradan basit bir modifikasyon yaparsak f(x) := sin(27x) fonksiyonu bir

periyotlu periyodik fonksiyon oldugunu goriiriiz.

Biraz daha komplike bir metodla 6zel fonksiyonlardan nasil periyodik fonksiyonlar elde edilebile-
cegine bakalim.

Tanim 3.1.1.1 (Hizla Azalan). f : R — C fonksiyonu eger Va € (0, 1) pozitif sayisi i¢in

[f ()] < al

Ozelligini yeterince biiyiik x degerleri i¢in saglhyor ise, f fonksiyonuna hizla azalan denir.
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Periyodik fonksiyonlara geri donelim; hizla azalan bir f fonksiyonu alirsak

g(z) =Y f(z+n) 3.1.1)

nel

fonksiyonu mutlak yakinsaktir ve dahasi acikca periyodiktir.

Bunu basitce ispatlayalim, hizla azalan 6zelliginden dolay1

g(x) = Zf(x—l—n) < +OO f(z)dx < 00

neL -

saglanir; buradan mutlak degerler alarak, g(x)’in mutlak yakinsak oldugu goriiliir.

Periyodik fonksiyonlar konusunda
e(r) == ¥ = cos2mw + isin2mx

fonksiyonu ¢ok 6nemli bir yer tutar. Her periyodik ve parcali siirekli fonksiyonun, f : R — C,

Fourier seri gosterimi vardir; 6yle ki sabitler

1
a, = / f(z)e(—nx)dx (3.1.2)
0
olmak iizere f fonksiyonu

flz) = Zane(nx) (3.1.3)

neL

seklinde yazilir.

Dahasi eger f siirekli bir fonksiyon ise (3.1.3) serisi mutlak yakinsak, dolayisiyla diizgiin

yakinsaktir.

(3.1.1) fonksiyonu periyodik ve parcali siireklidir yani Fourier serisi gosterimi i¢in gereken

ozellikleri saglar. Burada f (y), f fonksiyonunun R iizerinde Fourier doniigiimii olsun. Fourier
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serisi bilesenlerine bakarsak;

a, = / Zf(x + k)e(—nx)dx
0 kez
k+1
=> i (z)e(—n(z — k))dz
+o0

= f(x)e(—nz)e(nk)ds = f(z)

—0o0

2mwink

oldugu goriiliir. Egitlikte n, k& € Z oldugundan e(nk) = e = 1 olur. Diizgiin sekilde

yazarsak
an = [ f(x)e(—na)e(nk)dz = f(x)

elde ederiz.

Buradan (3.1.3) seri a¢ilimi, (3.1.1) de verilen g(x) fonksiyonu igin su sekle doniisiir.

Y flatn) = f(n)e(n)

ne’l ne’l

Bu esitlikte « = 0 olarak alirsak ¢ikan sonug¢ Poisson Toplam Formiilii’ diir.

Y f)y=3" fn)

nez nel

ve bu argiiman sadece f ve f hizla azalan ise gecerlidir.

Simdi cift periyotlu fonksiyonlar1 incelemeye baslayabiliriz.

Tanmm 3.1.1.2 (Cift Periyotlu Fonksiyonlar). Eger f : C — C fonksiyonu argiimanlari bir-
birinden farkli w; ve wy kompleks sayilarina gore periyodik ise, yani Vz € C ve Vn,m € Z

icin f(z+nw; +muws) = f(z) saglaniyor ise bu fonksiyona ¢i ft periyotiu fonksiyon denir.
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Burada cift periyotlu fonksiyonlar: periyodik fonksiyonlardan ayiran asil 6zellik w; ve wsy nin
argiimanlarinin birbirinden farkli olmasidir, bagka bir deyisle w;/we ¢ R dir. Bu bolimde

bundan sonra w; ve ws nin argiimanlarinin farkl oldugunu diisiinecegiz.

Eger w; ve wy kompleks sayilart f cift periyotlu fonksiyonunun her periyodunu lineer kom-
binasyon olarak olugturuyorsa (wy, ws) ¢iftine temel periyot ¢ifti denir. Temel periyot ¢ifti

tek degildir ve dahasi bir ¢iftten baska bir ¢ifte gecis yapilabilir.

A(wy,wy) == {nw; + mws : n,m € Z} seklinde tanimlanan noktalar kiimesi iiretegleri tek
sekilde yazilabilen (free) toplamsal bir gruptur ve wy, ws sayilarin iretti§i kafes olarak

adlandirlir. Periyot c¢iftlerinin iirettigi kafeslere periyot kafesleri denebilir.

LWy + We

(0,0)

Sekil 3.1. Bir kafes i¢in paralelkenar

Iki temel periyot ¢ifti (w1, ws) ve (w},w)) eger iirettikleri periyot kafesleri aym ise denktir
denir. Yani periyot ¢iftleri denk oldugunda A(w;,wy) = A(w], wh) gerceklenir.

Teorem 3.1.1.3. (wq, wy) ve (wy, wh) ¢iftleri denk ise Iy € SLy(Z) dyle ki

/ /
= b
( “ ) = ( W > yani agikca gosterirsek W= o o (3.1.4)

wh Wy why = cwy + dwy

gerceklenir.

Bu teoremin ispatini (2.1.0.3) teoreminin ispatinda S Ly(7Z) nin H iizerine etkisini diigiinerek

kolayca elde edebiliriz.
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Periyodik fonksiyonlarin bir ileri seviyesi ¢ift periyotlu fonksiyonlar bize bir¢ok teknik ve
bilgi zenginligi sunar. Burada C, kompleks yapili bir Riemannian yiizeyi (manifold) olarak
diisiiniiliir, yani lizerinde bir metrik vardir ve lokal olarak Euclid uzayina izomorftur; dahasi
izerinde analiz (calculus) yapilabilir. Bundan dolay1 burada, tanimin1 daha sonra verecegimiz
meromorfik fonksiyonlari calisabiliriz ve sadece bunlar1 ¢alisarak bile, fonksiyonlarin kok ve

kutuplarini incelemeye dayanan 6nemli 6zellikler elde edebiliriz.

3.1.2 Eliptik Fonksiyonlar

Modiiler formlara gelmeden once kompleks analizden, modiiler formlarin tanimimn iistiine ku-

racagimiz bir tanim vermemiz gerekiyor.

Tamm 3.1.2.1 (Holomorfik ve Meromorfik). R, kompleks diizlem C nin agik bir kiimesi ol-
sun. f :R— C fonksiyonu eger R de analitik ise bu fonksiyona holomor fik denir.

f :R— CuU{oo} fonksiyonu eger R de sayilabilir nokta diginda analitik ve analitikligin bozul-
dugu ¢ noktalart i¢in (z — &)™ f(z) fonksiyonunu ¢ de kompleks tiireve sahip hale getirecek

n € Z* bulunabiliyor ise (f nin £ de n. dereceden kutbu var ise) meromor fik tir.

Ornek. e fonksiyonu C de analitiktir ve burada hi¢ bir kutup noktast bulunmaz ondan C de
holomorfiktir. Ayni sekilde biitiin sabit fonksiyonlarda C de holomorfiktir.

Ote yandan f(z) = 1/(z — 5)? fonksiyonunun z = 5 noktasinda 2. dereceden kutbu vardir ve
onun disindaki her yerde analitiktir. Yani f(z) fonksiyonu 5 i iceren herhangi bir agik kiime

lizerinde meromorfiktir;, ancak 5 i icermeyen herhangi bir agik kiime iizerinde holomorfiktir.

Biitiin holomorfik fonksiyonlara meromorfik fonksiyonlar olarak da bakilabilir.

Eliptik fonksiyonlar ilk olarak eliptik integrallerin ters fonksiyonlar1 olarak ortaya ¢ikmiglardir;
ancak biz eliptik fonksiyonlar1 daha sonradan c¢alisilan meromorfiklige dayali ozellikleriyle

insa edecegiz. Bunun icin Once bir tanim verelim.

Tamm 3.1.2.2 (Eliptik Fonksiyonlar). f : C — C fonksiyonu eger cift periyotlu meromorfik
bir fonksiyon ise f ye eliptik denir.

Eliptik fonksiyonun sabit fonksiyon olmayan bir drnegini vermek hi¢ kolay degildir. Buna

zemin olusturmak icin Once bazi 6zelliklerini ispatlamadan verelim.
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Ozellik 3.1.2.3. Sabit olmayan eliptik bir fonksiyonun temel periyot cifti bulunur.

Bir eliptik fonksiyon icin herhangi bir temel periyot ¢iftinin (3.1.1) deki sekilde oldugu gibi

icinde kalan alana temel paralelkenar denir.

Onemli bir sonug olarak, Liouville teoreminden sabit olmayan bir eliptik fonksiyonun kafes
elemanlarinin parcaladigi bir paralelkenar icinde en az bir adet kutup noktas1 bulunmasi gerek-
tigi aciktir; aksi takdirde periyodiklik nedeniyle herhangi bir kafes i¢ersinde kutup bulunmaya-
cagindan fonksiyonun C iizerinde bir kutbunun olmadig1 ve bundan dolay1 sabit oldugu ortaya

cikar.

Ozellik 3.1.2.4. Bir eliptik fonksiyon icin temel paralelkenarin sinirlarinda alian kapali kon-

tur integralinin sonucu sifirdir.

Eliptik fonksiyonlar periyodik oldugundan dolay1 bunu gostermek ¢ok kolaydir, paralelkenarin
kargilikli kenarlar1 birbirleriyle sadelesir; ancak daha énemli bir sonu¢ Rezidii teoreminden
hemen ortaya ¢ikar. Fonksiyonun kapali bir kontur iizerinde integrali alindigindan dolay1 bu
integralin degeri rezidiilerinin toplanmas1 olmalidir yani daha agikg¢asi fonksiyonun en azindan
birbirini sadelestirebilecek iki kutup noktasi veya rezidii birakmayacak ikinci dereceden bir

kutup noktasi olmas1 gerekmektedir.

f eliptik bir fonksiyon ise f’ de ayni periyotlara sahip eliptik bir fonksiyondur. Buradan f’/f
fonksiyonunun da eliptik olacag: goriiliir. Bu fonksiyonun temel paralelkenar {izerindeki inte-
grali (3.1.2.4) ten sifir olur; Rezidii teoreminden bu integral f fonksiyonunun dereceleri ile bir-
likte sifirlarinin sayisinin kutuplarinin sayisindan farkidir; yani bir eliptik fonksiyonun temel
paralelkenarda veya diger biitiin paralelkenarlarda sifirlarinin sayisi ve kutuplarinin sayisi

dereceleri ile birlikte sayildiklarinda birbirlerine esittir.

Artik sabit olmayan bir eliptik fonksiyonun ingasina gecebiliriz. Burada n,m tamsayilar
(wy,ws) temel periyod ¢ifti olmak tizere w = nw; + mwy olsun. Weierstrass’in yontem-
ini izleyerek z = 0 noktasinda rezidii birakmayacak ikinci dereceden kutup noktasi olan bir
fonksiyon fikriyle yola ¢ikarsak, her kafes noktas1 w da fonksiyonun Laurent agilim1 vardir ve

serinin esas kismi

A n B
(z-w)? (2 -w)
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seklindedir. Fonksiyonun rezidiisti 0 olacagindan B = 0 olmalidir, kolaylik ac¢isindan A = 1

secilebilir.

Buradan (3.1.1) fikrini kafes elemanlar1 i¢in uygularsak,
I
z —w)?
weA(w1,w2)

serisini elde ederiz. Bu seri kafes noktalarinda 2. dereceden kutup noktasina sahip olur; ancak

seri mutlak yakinsak degildir. Bu nedenle, ayni1 fikri kullanarak
1
f= Z z—w)?
weA (w1, w2)
fonksiyonunu ele aliriz; agik¢a bu, mutlak yakinsak ve her kafes noktasinda 3. dereceden

kutup noktasina sahip bir fonksiyondur.

Eger bu fonksiyonun 0 dan z ye integralini alirsak yeni fonksiyonun kutup noktalar1 gene kafes
noktalarinda 2. dereceden olur ve integrasyon sonrasinda elde edilen seriyi —1 ile ¢arparsak

Weierstrass @ fonksiyonunu elde ederiz.

1 1 |
p=tt ¥ {(z——w)fﬁ} (3.1.5)

0#weA

Eliptik fonksiyon olarak Weierstrass g fonksiyonu bir ¢ok 6zelligi saghiyor olsa da biz sadece

modiiler fonksiyonlara gecis icin onemli kisimlarin inceleyecegiz.

(3.1.5) serisi, lizerinde modifikasyon yapilarak,

o0

=224+ Z(m + 1)Gppg02™
m=1
sekline
Gr(w) = Y w* (3.1.6)
0£weA

olmak iizere sokulabilir.
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Ayn1 zamanda Weierstrass g fonksiyonu

diferensiyel gecikme denklemini saglar. Buradaki go, g5 katsayilari sirasiyla;
go = 6OG4, gs = 14OG6

dir. Ayrica bir diger 6nemli degismez olarak diferensiyel gecikme denkleminin diskriminantini

gosterebiliriz;
A(w) = g3 — 2743
dir. Dahast A(w) sifir degerini hicbir kafes i¢in almaz

G, serisine Eisenstein serisi adi verilir. Ilgimizi burada karstmiza ¢ikan G, Eisenstein
serisine (veya A ya) cevirirsek bunun A(wq, ws) kafesinin bir fonksiyonu oldugunu goriiriiz.
Tanimindan dolay1 eliptik fonksiyonun temel periyot cifti denk bir ¢ift ile degistirilse de
fonksiyonun sabit kalacagini soyleyebiliriz; ancak kafes degisirse Eisenstein serisinin (veya A
nin) degeri de degisir yani kafesin bir fonksiyonu olan Eisenstein serisi (veya dolayli yoldan
A) sabit bir fonksiyon degildir.

Ozel olarak A nm sabit bir fonksiyon olmadigimi gostermek icin G4 ve G nin kok ve kutup

noktalar kargsilagtirilmalidir.

3.2. Modiiler Formlar
3.2.1 Modiiler Formlarin Tanim ve Baz1 Ornekler

Modiiler formlarin resmi tanimi verilmeden once daha anlagilir olmasi agisindan bu fonksiy-
onlar1 kisaca, modiiler grup veya denklik altgruplarindan bazilarinin etkisi altinda etkiye bagh
olarak degerlerinde bir deformasyon gosteren kompleks analitik fonksiyonlardir seklinde an-

latabiliriz.

Bundan sonraki boliimlerde (2.2.) boliimiinden farkli olarak I'y, I' elemanlarinin N modun-

daki goriintiileriyle eslenmesinin ¢ekirdegini kapsayan ve cekirdekle ayni endekse sahip olan
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herhangi bir denklik altgrubunu temsil edecek.

Tamm 3.2.1.1 (Modiiler Formlar). I'y, NV dereceli denklik altgrubunu belirtsin. Eger bir f

b
fonksiyonu H* := H U Q U {00} iizerinde holomorfik ve Vy = < ¢ J ) elyveVzeH
c

i¢in

1) = (e 4 A0 = (e )y (210

ozelligi saglaniyor ise f fonksiyonuna I'y tizerinde &k agirlikli modiiler form denir. Farkli

kaynaklarda Iy lizerinde yerine bazen N seviyel: dendigi de goriilebilir.

Modiiler formlar hakkinda yapabilecegimiz bir gozlem alinan denklik altsinifi bu fonksiyonlar
tizerinde kisitlama yaratti§idir yani I'ya endeksi ne kadar biiyiik denklik altgruplar1 secersek

bu denklik altgrubu iistiindeki modiiler formlarin o kadar az 6zelligi saglamalarina gerek olur.

Ornek. Sabit fonksiyonlar T iizerinde 0 agirlikli modiiler formlardir.

Elimizde bagska bir ornek olmast acisindan bir onceki boliimiin sonunda verilen Gy, Eisenstein

serisine A(wy, we) kafesinin bir fonksiyonu olarak tekrar bakalum

1
Gk<w1;w2): Z W

0#weA

1
B Z (mawy + nws)*

(0,0)#(m,n)€Z2

Burada wy ve wy, Im(wy/ws) > 0 kalacak sekilde yeniden isimlendirilebilir, Bundan sonra
2z = wi/wy nin iist yarum diizlem H da kaldigimi diiiinecegiz. Oyleyse Eisenstein serisi
G (wy,wy) kafesin bir fonksiyonu olarak degil, iist yarum diizlemden kompleks sayilara bir
fonksiyon olarak da diisiiniilebilir, bunun icin tek yapilmast gereken bir onceki tanimda w,

yerine z, ws yerinede 1 koymaktr.

Gr(z) = Z m

(m,n)#(0,0)

a b

Burda dikkat edilirse v = < J ) € U igin Gr(2) = (cz + d)7*f(v2) saglamr yani

C

23



Eisenstein serisi sabit olmayan, 1" iizerinde k agirlikli bir Modiiler formdur.

Modiiler formlarin 6zelliklerinden bahsetmeye baslayalim. f, I" ve I'g(/V) iizerinde tek k € Z

0
agirlikli bir modiiler form olsun. < 0 > € I' (€ I'y(N)) oldugundan

oldugu goriiliir. Yani tek agirlikli modiiler form yoktur.

Tanimdan kolay bir sekilde ¢ikarilabilecek iki 6zelligi yazip ispat edelim.

Ozellik 3.2.1.2. Ty iizerinde sirastyla k; ve k, agirlikli iki modiiler formun carpimi gene T'y

izerinde k; + ko agirlikli bir modiiler formdur.

Ispat: f ve g, 'y lizerinde sirasiyla k; ve ky agirhikli modiiler formlar olsun. Vv € I'y icin
h(z) := f(2)g(z) fonksiyonu,

h(z) = (cz+d)* f(yz)(cz+d)?g(vz) = (cz+d)" 2 f(2)g(v2) = (cz+d)* T2 h(v2)

seklinde oldugundan I iizerinde k; + ko agirlikli bir modiiler form olur. 0

Ornek. A(2) = go(2)% — 27g3(2)? = (60G4(2))® — 27(140G¢(2))? bu zellikten dolayi, T

lizerinde, 12 agirlikli bir modiiler formdur.

Ozellik 3.2.1.3. f, Iy tizerinde k; ve g, ") tizerinde ko agirlikli iki modiiler form ise h(z) :=
f(2)g(2), 'xy NTyy tizerinde ky + ko agirlikli bir modiiler formdur.

Ispat kesisimden bir eleman alinarak bir onceki ispatin tekrarlanmasiyla acikca goriiliir.

Verilen tanim ve Ozellikler ne kadar modiiler formlar1 anlamamizda bize yardimci olsa da
modiiler formlar iizerinde hesaplamalar i¢in G Lo(Q) nun fonksiyonlar iizerine etkisini tanim-
layalim. Daha sonra bu etki altinda modiiler formlarin yukarida yazan tanima es olan tanimini

verelim.

24



k € Z olmak iizere G Lo(Q)’nun Hden C’ye k agirlikls sag etkisini tammlayalim. f : H —

b
Cvery = ¢ J € GLy(Q) olmak iizere;
c

(fP)(2) == det(v)* ez + d) " f(7(2)) (3.2.7)

seklinde tanimlanir.

Onerme 3.2.1.4. (3.2.7) formiilii G Ly(Z) nin Hden C’ye fonksiyonlarin iizerine bir sag etki
meydana getirir. Ozel olarak ~;, v, € G Lo(7Z) olmak iizere,

fh’l’vz}k — (f[’Yl]k)hQ]k (3.2.8)

Ispat: (3.2.7)nin G Ly(Z) iginde bir sag etki meydana getirdigi G'Lo(Z) < G'Ly(Q) oldugun-
dan agiktir.

C .. a b w o x
Simdi (3.2.8)’1 ispatlayalim. ~; = ( J > Y2 = ( > € GLy(Z) olsun. Buradan
c y oz
. aw+by axr 4+ bz ) )
matrislerin ¢carpimi v;y, = seklindedir.

cw+dy cx+dz

(f77 ) (r) = det(mme)* " ((cw + dy)7 + (cx + d2)) " f(11727)
= det(y,) et () 7 (c(wT + x) + d(yT + 2)) 7 f(11727)
= det(m)* " det(v2)*H(yT + 2) (et + ) f(7a7)
= det(72)* " (y + 2) 7 (S) (a7)
= (f0) ()

Tanimladigimiz bu etkiden sonra modiiler fonksiyonlari soyle tekrar tanimlayabiliriz.

Tanm 3.2.1.5 (Modiiler Form). f(z), H* kiimesinde holomorfik fonksiyonuna Vv € I'y igin

eger (f11F)(2) = f(z) ozelligini saghyor ise I'y iizerinde k agirhikli bir modiiler form denir

Bu tanim daha once verdigimiz (3.2.1.1) tanimiyla estir ¢iinkii bu tanim1 acarsak her v € I'y
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igin (f09)(2) = det(y)* ez + d)*f(1(2)) = (c2 + d)*f(3(2)) = f(2) esitliKlerini
goriirliriiz ki bu esitliklerin sonuncusu ile birlikteki varsayimlarimiz modiiler formlar i¢in

verdigimiz ilk tanimdir.

3.2.2 Eisenstein Serisinin Fourier Ac¢ilim

Eisenstein serisinin tanimini hatirlatmakla baglarsak, & ¢ift dogal sayisi ve (m,n) tamsayilar

cifti i¢in

G(2)= > m

(m,n)#(0,0)

serisine k agirhikli Eisenstein serisi denir. Bunun yanisira yakinsaklik icin £ > 2 olmasit
gerektigi bilinen bir gergektir. Bu fonksiyonun I' = SLy(7Z) tizerinde k agirlikli bir modiiler

form oldugunu bir 6nceki boliimde belirttik yani bu fonksiyon Hx iizerinde holomorfiktir.

11
Bir kiiciik gozlemle yola ¢ikarsak, G (z) daha once tamimladigimiz T = ( 01 ) matrisinin

etkisi altinda sabit kalir;

G (2) = det(T) (02 + 1) *G(T2) = G(T2)

Ote yandan e(z) = > fonksiyonuda 7" nin etkisi altinda sabittir ve C/T" sonsuz seridini
C* orijin noktas1 olmayan kompleks diizlemine birebir esler yani bir izomorfizmadir. Sonug
olarak H iizerinde holomorfik ve 7' nin etkisi altinda de8ismez (1 periyotlu bir periyodik
fonksiyon olarakta gozlemleyebiliriz) olan bir f fonksiyonu, ¢g(q) Cx tizerinde holomorfik
bir fonksiyon olmak iizere f(z) = g(e(z)) seklinde yazilabilir. f(z) nin z = oo holomorfik
olmast g(¢q) nun ¢ = 0 da holomorfik olmasi demektir, ve ¢g(q) nun ¢ = 0 noktasinda Laurent

seri acilimi vardir hatta bu noktada holomorfik oldugundan seri a¢iliminin esas boliimii O dir.

f(Z) = g(Q) = Zanqna a, €C
n=0

Bu seri acilimi 7" etkisi altinda de8ismeyen bir fonksiyon i¢in oo noktasinda ac¢ilmig seri

acilimi olarak goriilebilir ve meromorfik fonksiyonlar icin bu yapilanma genisletilebilir.
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Burada ¢ = e(z) dir, bundan sonrada aksi belirtilmedikge bu sekilde kullanilacaktir.

Bu yapilanma Eisenstein serisinin Fourier agilimi oldugunu gosterir ve bu seri agilimi 7 cos 7z / sin mz
fonksiyonunun seri aciliminda akillica modifikasyonlar yapilarak elde edilmistir ve su sek-
ildedir;

Gr(z) = 2C(k) + 2(1%7(::)) ; or_1(n)q"

Burada ((k) := >, - Riemann zeta fonksiyonu, ['(k) := [t le(—t)dt = (k — 1)!
Gamma fonksiyonu ve os(n) := >_,_,, d* seklinde verilmis aritmetik fonksiyonlardir. Bu
noktada Eisenstein serisinin sayilar teorisinde onemli bir yer tuttugunu hemen anlayabiliriz
¢ok basit bir drnek olarak Riemann zeta fonksiyonunun ¢ift & tamsayisindaki degerini, G.(2)

yi olusturup z — oo bakarak hemen elde edebiliriz.

Aym sekilde A(z2) = go(2)3—27g3(2)? nin Fourier agilimini verirsek sabit terimin sadelestigini

goriiriiz. 7(n) Ramanujan fonksiyonu olmak iizere A(z) nin Fourier agilimi su sekildedir;

A(z) = (2m)* Y 7(n)q"

n=1

Biraz hesaplamadan bahsetmek gerekirse, SAGE verilen bir agirlik & i¢in bu seri agilimlarini
istenilen netlige kadar seri aciliminin formiilii belli oldugu icin yapabilir ve bu seri birer obje
olarak hafizasinda tutar ki, bize seri ¢carpimi toplami1 gibi islemleri yapma esnekligi kazandirir.
SAGE Eisenstein serilerinin ve A nin ¢ agilimini normalize edilmis fonksiyonlara gore yap-
maktadir yani ¢ nun katsayis1 daha sonraki amaclar i¢in hep birdir. SAGEde Eisenstein serisi
E), = Gi/a; ve Aspge = A/ (27)!2 seklindedir.

SAGEden 6rnek verelim.
SAGE: E4 = cisenstein_series_qexp(4)
1/240+q+9%q? +28% >+ T3% ¢ + 126 % ¢° +252 % ¢5 + 344 % ¢" +585% 8+ 757* ¢ + O(¢*0)

SAGE: E6 = cisenstein_series_qexp(6)
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—1/504 4 q + 33 % ¢* + 244 * ¢> + 1057 * ¢* + 3126 % ¢° + 8052 * ¢ + 16808 * ¢” + 33825 *
q® + 59293 x ¢° + O(q'0)

Hesaplama netligini 6ya ayarlarsak SAGE bize ¢ seri a¢iliminin 6 ya kadar olan boliimiinii

verecektir;
SAGE: eisenstein_series_qgexp(18,6)

—43867/28728 + q + 131073 x ¢* + 129140164 * ¢> + 17180000257 * ¢* + 762939453126 *
¢ +0(¢°)

A m seri agitlimmida SAGE otomatik olarak yapabilir ve bu modiiler formun agirhig: belli

oldugu i¢in bilgisayara verdigimiz say1 komutu netligi belirtmektedir.
SAGE: delta_gexp(5)

q—24%q>+252 % ¢ — 1472 x ¢* + O(¢°)

Bu serilerle islem yapilabildigine basit bir 6rnek olarak

SAGE: E4™2

1/57600+1/120%q+43/40%¢*+547/30% ¢> + 16513 /120 % ¢* + 13021 /20 * ¢° + 23521 /10 *
q% + 102943 /15 % ¢7 + 140911 /8 * ¢® + 4785157/120 * ¢° + O(q'0)

SAGE: E4"2-E6

269/134400 — 119/120 * ¢ — 1277/40 % > — 6773 /30 * ¢> — 110327/120 * ¢* — 4949920 *
q® — 56999/10 * ¢5 — 149177 /15 * ¢" — 129689/8 * ¢ — 2330003 /120 * ¢ + O(¢'0)

verilebilir. Son yapilan iki islem hakkinda biraz daha bilgi vermek gerekirse (3.2.1.2) dan
bilindigi iizere E42 kendisiyle ¢arpim oldugu icin artik 8 agirlikli bir modiiler formdur ancak

E42-E6 bir modiiler form mudur bu noktada cevaplanamaz.

Bu boliimde dikkat edersek I' modiiler grubu altinda modiiler formlarin seri ag¢ilimlarindan
bahsedildi ancak bunun herhangi bir denklik altgrubuna da gelistirilmesi yapilmistir yani her-

hangi bir denklik altgrubunun altinda bir modiiler form aldigimiz zaman gene bu modiiler for-
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mun holomorfiklik 6zellikleri sayesinde z = oo noktasindaki Fourier serisi a¢ilimi hakkinda
bahsedilebilir.

3.2.3 Cusp Formlar

Modiiler Formlarin tanimindan sonra, bu teorinin merkez objelerinden biri olan cusplar kiimesi’ni

ve I"’nin bu kiime iizerine etkisine bakalim. C'usplar kiimest;

PYQ) := QU {oo}

dir.

b
I' = GL2(Q)’in herhangi bir v = ( ¢ 4 ) eleman1 P! (Q) iizerine su sekilde etki eder;
c

(2) :{ aztb  efer z # 00

4 eferz = o0

Ozel olarak eger c veya cz + d sifir ise,

1(2) = 00 € PL(Q)

seklinde tanimlanir.

Denklik altgrubu I' ’in cusp noktalarinin birbirlerinden farkl yoriingelerinin kiimesini C'(I'y)

ile gosterelim. C'(I"y)’in elemanlarini, yoriingeleri, bir temsilci eleman ile belirtecegiz.

Lemma 3.2.3.1. Vo, 8 € PY(Q) icin 6yle bir v € T vardir ki y(«) = (3 gergeklenir.

Ispat: o € PY(Q) oldugu icin iki durum vardir. Eger o € Q ise dyle iki aralarinda asal tam-

say1 p, g vardir ki & = p/q dur. Bezout teoreminden o zaman p, g i¢in pd + gb = 1 esitligini

saglayacak b, d ikilisi vardir. Bundan dolay1 v, = P € T'dir ve v, (00) = « saglanir.
q

aym sekilde eger 3 da rasyonel ise bir vz matrisi vardir (degilse y3 = I almir). O zaman
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Y57, matrisi o y1 3 ya tagir. O

Lemma 3.2.3.2. Herhangi bir denklik altgrubu 1’ y icin birbirine denk olmayan cusplar kiimesi

C(T'y) sonlu elemanhidur.

Ispat: Denklik altgrubu I'y’in ['da ki indeksi m olsun. O zaman 37; € I',: = 1,2,... ,m, 'y
i¢in bir temel bolge Dr, = 171D UT2D U --- U T, D dir. Bu da bize T;(c0) cusp noktalarinin

I'y’in farkl1 yoriingelerini olusturdugunu gosterir.

Bunlarin disinda bir cusp noktasi £ oldugunu diisiinelim o zaman o cusp noktasi 6zel bir v € I’
ve 1 <17 < m olmak iizere bir v7; D nin sinir noktasidir bu da celigkidir cilinkii varsayimimiz
(€] ¢ {[Ti(c0)] : i =1,...,m} iken sonucumuz £ = 77;(0c0) € [T;(00)] dur. Yani C'(I'y)’in
sonlu elemani vardir ve bu elemanlar koset temsilcilerinin oo iistiine etkimesinden ortaya ¢ikan

yoriingelerdir. O

Tamm 3.2.3.3. [Cusp Form] Eger I'y lizerinde k£ agirlikli bir modiiler form bu denklik alt-

grubunun, Dr in, her cusp noktasinda 0 degerini aliyor ise bu fonksiyona cusp form denir.

Ornek. Herhangi bir Eisenstein serisi, q seri acilumindan goriilebilecegi gibi cusp form degilken,
A(2), T mn tek cusp noktast olan oo (q¢ = 0) da 0 degerini alir, q seri aciliminda sabit terimi

yoktur, yani bir cusp formdur.

3.24 Modiiler Formlarin Lineer Vektor Uzay:

Ayni denklik altgrubu altinda, iki ayn1 agirlikli modiiler formun toplaminin gene bir modiiler
form olacag: asikardir, yani modiiler formlar kompleks sayilar iizerinde bir vektor uzayi olus-
turur. Herhangi bir verilen agirik i¢in modiiler formlarin vektér uzayinda O fonksiyonunun
bulundugunu sdylememizde bir sorun olmaz. Notasyon olarak £ (cift) agirlikli, I'y denk-
lik altgrubu altindaki modiiler formlar uzayini My (I'y) ve cusp formlar uzayim Si(I'y) ile
gosterelim. My, ve Sy seklinde grup belirtilmeyen durumlar modiiler grup gamma altindaki

modiiler ve cusp formlar i¢in kullanilacaktir.

Burada bir notasyona daha ihtiyacimiz olacak, f fonksiyonunun H U oo nin bir elemani

icin ord,(f), f(z)/(a — z)™ fonksiyonunu holomorfik yapan en biiyilk n tamsay1 degerini

30



gostersin. Yani ord,(f), f fonksiyonunun o noktada eger sifir1 veya kutup noktasi var ise bu

noktalarin derecesini belirtir.

Simdi I' = SLy(Z) tizerindeki modiiler formlarin yapisina dair bir teorem verebiliriz. D,

(2.1.0.4) da verilen temel bolge olmak iizere;

Teorem 3.2.4.1. [Valence formiilii] Herhangi verilen cift £ dogal sayis1 ve f, My nin sifir

olmayan bir elemant ise,

ordoo(f)+%ordi(f)—i-lordp(f)—i- Z ordw(f)zﬁ

3 ‘ 12
weD—{p,i}

p= e olmak iizere verilen denklem gerceklenir.

Bu teoremin ispati D temel bolgesinin sinirlarinda alinan kontur integraline rezidii teoremi

uygulanmasindan kolayca ¢ikmaktadir, [19], [10] ve [11] kitaplarindan bu ispat takip edilebilir.

Her cusp formun bir modiiler form oldugunu sadece iizerlerinde fazladan bir kogsul daha oldugunu
hatirlatalim. Bunun disinda cusp form olmayan modiiler formlarinda cusp noktalarinda O
degerini almiyor olmalar biitiin modiiler formlarin sadece i, deki degerlerinin biitiin kom-
pleks sayilarin bu degerlerden elde edilebilecegini gosterir. Bu 6zellikler bir tam dizi olustu-

rur;
0— S, — M, = C

Burada elde ettigimiz tam dizi su lemmay1 ispatlar. Lemma sadece vektor uzayinin elemani
modiiler formlari i, noktasindaki goriintiisii sifir olanlar ve sifir olmayanlar olarak iki alt vek-

tor uzayina ayirmaya dayalidir.

Lemma 3.2.4.2. k ikiden biiyiik cift bir tamsayr ise k agirlikli modiiler formlar uzayr M, =
Si & CGYy, seklinde iki parca olarak simiflandirilabilir.

Herhangi bir sabit olmayan f modiiler formu alindiginda bu fonksiyon Hx da holomorfik
oldugundan verilen keyfi w € C igin ord,(f) negatif degildir. burdan yola ¢ikarak Valence

formiiliiniin kullanimindan bir 6zellik verelim
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Onerme 3.2.4.3. k = 0,2 ise M, = 0 dir, yani agirlig1 0 veya 2 olan sabit olmayan bir

modiiler form yoktur.

Burada f, k agirlikli sabit olmayan modiiler formumuzu simgelesin.

Ispat: k = 0 durumunu gozoéniine aldigimizda, Valence formiilii

ordoo(f)+%ordi(f>+1ordp(f>+ S ordu(f) =0

3 weD—{p,i}

sekline doniisiir bir onceki paragraftan biliyoruz ki bu f modiiler fonksiyonunun derecesi her
hangi bir noktada negatif olmayan bir sayidir, bu da bize biitiin bu toplamdaki terimlerin sifir
oldugunu sdyler yani Yw € D := D U dD, ord,(f) = 0 olur. buda fonksiyonun sabit

oldugunu gosterir.

k = 2 durumu i¢in ayni sekilde baktigimizda sag taraf 1/6 olur ancak bunu saglayabilecek bir
sekil negatif olmayan sayilarla miimkiin degildir. Sonug olarak her iki durumda da M; = C

sabit fonksiyonlar olur. 0

Bu 6nermeyi daha biiyiik sayilar i¢in yapmaya devam edelim;

k=4 Valence formiilii ord,(f) = 1 ve p ya I alunda denk olmayan diger biitiin w € D igin
ordy,(f) = 0 oldugu zaman gerceklenir. G4(z) nin p noktassinda sifir oldugu biliniyor o
zaman Jc € C dyle ki f(00) — ¢(G4(00) = 0 ve bu yeni fonksiyon bir 6nceki fonksiyon
gibi 4 agirlikli bir modiiler form olur; ancak bu durum ord..(f — ¢G,4) = 1 yaptigindan
Valence formiilii saglanmaz yani bu fonksiyon sabit bir fonksiyondur bu da M uzayinin

G4(z) tarafindan gerildigini soyler

k=6 Valence formiilii ord;(f) = 1 ve tim w # i (modI") i¢in ord,(f) = 0 oldugunda
saglanir. G(z), i noktasinda sifir degerini alir ve Mg uzayinin G ( z) tarafindan gerildigi

bir 6nceki durumla ayn1 sekilde ispatlanir.

k=8 Bu durumun saglanmasi i¢in ord,(f) = 2 ve tim w # p (mod I') igin ord,,(f) = 0
olmasi geerkir. ve G,4(z)? bu 6zelligi saglar ve dncekilerle ayni argiiman ile Mg uzayinin

G4(2)? tarafindan gerildigi ortaya ¢ikar
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Bu isleme istendigi kadar devam edilebilinir ve bu Valence formiilii yardimiyla su teorem

ispatlanmis olur

Teorem 3.2.4.4. k ¢ift bir pozitif tamsay1 olmak {izere M, modiiler formlar uzayinin bazi
{GiG%4a + 6b = k, (a,b) € Z*}

seklindedir.

k = 12 durumunu incelerken A(z) fonksiyonunu gozoniine alarak farkli bir bakis agisi elde

edebiliriz.

Teorem 3.2.4.5. A ile carpim M,,_15 den S, ya bir izomorfizma tanimlar.

Ispat:  Mj,_15 den herhangi bir elemanmin A ile ¢arpim islemi (3.2.1.2) 6zelliginden an-
lagilabilecegi sekilde Sy uzayina birebir bir esleme ortaya ¢ikarir. Bundan sonra gostermemiz
gereken tek sey Sy dan alinan bir eleman icin M, de karsilik oldugudur. A fonksiyonunun
H iizerinde herhangi bir noktada sifir olmadigini (Bu 6zellik su noktadaki A(z) fonksiyonu,
(3.1.2) boliimiindeki A(z, 1) fonksiyonu ile ayni oldugunu goriilerek anlasilabilir) biliyoruz.
O zaman [ € Sy ise f/A € My_12 (3.2.7) tanimindan dolay1 gergeklenir. O

Bu teorem bize Mj,_15 nin Sy ile eslenebildigini gosterir ve bu da k agirlikli modiiler form-
lar uzayinin My = A(z)My_12 @ Gi(2)C seklinde simflandirilabilecegini gosterir. Dahasi
onceki bilgilerimizle beraber artik bu uzaylarin boyutu hakkinda bir sonug ¢ikarabiliriz.

0 eger Kk negatif veya tek ise
Sonug 3.2.4.6. boyut M, = |£]  eger k=2 (modl12)
| £]+1 eger k # 2 (modl12)

['o(N) ve I'1(N) denklik altgruplart igin baz ve boyut sorulart da yanitlanmistir ve SAGE,
M, (T'y) igin baz ve boyut belirtebilmektedir. Bu sonuglar1 [16], [10] veya [22] dan bula-
bilirsiniz; ancak [22] da ispatlar bulunmamaktadir.

SAGE de bu iglemlerin nasil yapildigina bakmadan 6nce bazlarin anlamli olmas1 agisindan
SAGE in herhangi bir denklik altgrubu (modiiler grup I" da dahil olmak iizere) i¢inde kul-

land181, bagka bir sorunun cevabinda yardimci olacak, algoritmay1 bir teorem olarak verelim.
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Teorem 3.2.4.7 (Victor Miller Basis). M (I"y) nin boyutu n olsun. a;(f), f fonksiyonunun
q agthmindaki 4. terimi gostermek tizere dyle bir baz fo, ..., f,—1 vardir ki a;(f;) = 0,

(1,7 =0,...,n — 1) saglanir.

Victor Miller bu teoremi yalnizca I altindaki cusp form altuzay1 i¢in yapmustir.

Teoremin ispat1 ve algoritma olarak kullanilan sekli baz elemanlarinin ¢ acilimi yapildiktan
sonra Gauss eliminasyon yontemi ile kanonik hale getirilmesine dayanir. Biitiin baz elemanlari
C|[q]] seri halkasinin i¢inde oldugu i¢in bu miimkiindiir. SAGE bu algoritmay1 cusp formlar

altuzay1 ve cusp form olmayan modiiler formlar altuzaylarina ayri ayr1 uygular.

Burada alt1 ¢izilmesi gereken bir bagka konu ise ne kadar M, (I") modiiler formlar uzayinda
(3.2.4.5) dan goriildiigii gibi baz elemanlarinin biri disinda biitiin elemanlar cusp form olsada,
bu N # 1 durumunda M (T y) icin gegerli degildir bu durumda birden fazla cusp form ol-
mayan modiiler form olusabilmektedir. Bu olusabilecek modiiler formlarin bulunmasi denklik
altgrubunun cusplarinin bulunmasindan sonra sadece cusplarda 0 olmayacak lineer bagimsiz
modiiler formlar iiretilip bu formlarin co deki q seri agiliminin olusturulmasi seklinde yapilir
(burada M (T 5) in boyutu bilindiginden tam bir baz olusturulmasi i¢in kag Eisenstein serisine
ihtiyas oldugunu bilmekteyiz). Bu noktada M (T'y) = Ei(T'y) @ Si(I'x) seklinde Ej Eisen-
stein serilerinin goriintiilerinin altuzay1 (Eisenstein altuzayi) olmak iizere siniflandirilabilir ve
SAGE bunu yapmaktadir. Bu konu hakkinda daha fazla bilgi [11] de bulunmaktadir.

SAGE de I i¢in iglemler ile baglayalim.
SAGE: M4 = ModularForms(1,4); M4

Modular Forms space of dimension 1 for Congruence Subgroup GammaO(1) of weight 4 over
Rational Field

Bu noktada SAGE modiiler form uzayini bir cisim olarak tanimlar ve bize modiiler form uza-
yinin boyutunun ka¢ oldugunu hangi denklik altgrubu altinda hesaplandiinin ve agirliginin

ne olduguyla birlikte ¢ seri agiliminin hangi formal seri halkasinda oldugunu séyler.
SAGE: M4 .basis()
[ 1+ 240 % ¢ + 2160 x ¢* + 6720 * ¢> + 17520 * ¢* + 30240 * ¢° + O(¢%) ]

34



Burada baz eleman1 goriildiigii gibi bir 6nceki boliimde verilen 4 agirlikli Eisenstein serisinin

normalize edilmemis halidir.

SAGE: M4.dimension()

(3.2.4.4) teoremini gostermek acisindan 10 agirlikli modiiler formlara bakalim burada baz el-
emaninin beklendigi gibi G4Gg oldugunu bir 6nceki boliimdeki serilerin ¢arpimina bakarak

anlayabiliriz
SAGE: M10 = ModularForms(1,10); M10

Modular Forms space of dimension 1 for Congruence Subgroup GammaO(1) of weight 10 over
Rational Field

SAGE: M10.basis()
[ 1 —264*q — 135432 % ¢> — 5196576 * ¢° — 69341448 * ¢* — 515625264 * ¢° + O(qﬁ)]

Daha biiyiik bir agirlik alindigi zaman (3.2.4.7) teoreminin algoritmasininda kullanildigini

gorebiliriz.

SAGE: M24 = ModularForms(1,24); M24.basis()

[ ¢ + 195660 * ¢* 4 12080128 * ¢* + 44656110 * ¢° + O(¢°),
¢* — 48 % ¢* + 1080 * ¢* — 15040 % ¢° + O(¢°),

1+131040/236364091%q+1099243323360/236364091x¢>+12336522153621120/236364091
¢ +9221121336284413920/236364091 * ¢* + 1562118530273437631040 /236364091 * ¢° +

0(¢%) ]
Burada baz elemanlar1 goriildiigii gibi sirali olmamalarina kargin kanonik sekildedirler. Ayni

zamanda SAGE modiiler form uzaylarini iiretirken siniflandirmasinida yapar ve bu 6zellik

istenirse modiiler formlar uzayinin sadece altuzaylar1 lizerindede ¢alisma imkani saglar;
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SAGE: M24.eisenstein_subspace()

Eisenstein subspace of dimension 1 of Modular Forms space of dimension 3 for Congruence

Subgroup GammaO(1) of weight 24 over Rational Field
SAGE: M24.eisenstein_subspace().basis()

[14131040/236364091%¢+1099243323360/236364091%¢*+12336522153621120,/236364091 %
g +9221121336284413920/236364091 * ¢* + 1562118530273437631040 /236364091 * ¢° +

O(¢°) 1

SAGE: M24.cuspidal_subspace().basis()

[ g+ 195660 * ¢ + 12080128 * ¢* + 44656110 * ¢° + O(q°),

q® — 48 % ¢ + 1080 * ¢* — 15040 * ¢° + O(¢%) ]

Denklik altsiniflar1 iistiinde ¢alistigimiz zaman daha 6nce belirttigimiz 6zellikleri gorebiliriz.
SAGE: M12_Gamma0_2 = ModularForms(2,12); M12_Gamma0_2

Modular Forms space of dimension 4 for Congruence Subgroup Gamma0(2) of weight 12 over
Rational Field

SAGE: M12_Gamma0_2.eisenstein_subspace()

Eisenstein subspace of dimension 2 of Modular Forms space of dimension 4 for Congruence

Subgroup Gamma0(2) of weight 12 over Rational Field

Bu noktada altuzayin boyutundan goriildiigii tizre bu uzayda cusp form olmayan lineer bagim-
s1z 2 tane modiiler form ailesi bulunmaktadir ki bu durum I" iizerinde ¢alisirken (3.2.4.5) dan

dolay1 asla gerceklesmez.
SAGE: M12_Gamma0_2.basis()

[ g+ 252 % ¢® — 2048 * ¢* + 4830 * ¢° + O(¢°),
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¢ —24xq* +0(¢°),
1+ 65520/691 * g% + 134250480/691 * ¢* + O(¢%),
q + 2048 * q% + 177148 x ¢® + 4194304 * ¢* + 48828126 * ¢° + O(¢°) ]

Yukaridaki bu boliimiin son 6rnegi ise SAGE in (3.2.4.7) teoreminin algoritmasini altuzaylara
kendi i¢lerinde uyguladiginin bir 6rnegidir; ilk iki baz elemani cusp form iken geriye kalanlar
aslinda Eisenstein altuzayinin elemanlaridir ancak sonuncu eleman cusp form olmamasina

ragmen goriildiigii gibi sabit terime sahip degildir.

Daha 6nce (3.2.2) boliimiiniin sonunda cevaplanamaz dedigimiz verilen bir q serisi modiiler
form mudur? sorusu eger agirlig1 ve denklik altgrubu tahmin edilebiliyorsa deneme yanilma
yontemiyle istenilen netlige kadar Victor Miller bazi sayesinde artik cevaplanabilir. Tek yapil-
mas1 gereken q serisi i¢in icinde oldugundan siiphelenilen uzayin Miller bazin1 yazip bazin

kanonik olmasindan otiirii katsayilarin esitlenip esitlemedigine bakmaktir.

3.2.5 Hecke Operatorii

Hecke operatorleri verilen bir say1 icin modiiler formlar iizerinde sayiyla akali bir ortalama
aldirma operatorii olarak islemektedir. Daha agik bir anlatimla A kafesi iizerinde tanimlan-
mus bir f fonksiyonu i¢in n. Hecke operatorii; A’, A icinde n endeksli kafesleri iizerinden
> a:a=n J(A') seklinde toplama seklinde tanimlanmaktadir ve dahasi f fonksiyonunun bazi
ozelliklerini korumaktadir. Modiiler formlar kafeslerin fonksiyonlar1 olarak goriilebilir, boyle
bakildiginda Hecke operatorlerinin Modiiler formlar uzay: i¢inde ozelliklerin gecisine yani
denkliklerin goriilmesine imkan saglar. Bu operator bu nedenlerden dolayr modiiler formlar

teorisinde biiyiik bir yer tutmaktadir. Daha fazla bilgi [3] den alinabilir.

Kolaylik olmasi agisindan Hecke operatoriiniin tanimini ve dzelliklerini modiiler grup I' liz-
erindeki modiiler formlar i¢in yapacagiz ancak denklik altgruplar i¢in baslangi¢c noktamiz

olacak.

b
Hn::{(g d) € Maty(Z)| a > 1, ad:nveO§b<d}

kiimesini
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ile degistirerek verilecek sonuclarin genigletilmis halleri bulunabilir.

Tamim 3.2.5.1 (Hecke Operatorii). &k agirlikli, n. Hecke operatorii f, H tizerinde tanimlanmig

bir fonksiyon olmak iizere

Tn,k(f) = Z'yEH.,L f[’ﬂk(z)

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2.5.2. Eger f € M ise 1), x(f) de M, nin bir elemanidir.

Bu teoremin ispatinda /7,, kiimesinin Hermite normal forma sokulabildigi 6zelligi yani v € I'
olmak tizere H,v kiimesinin i¢indeki her matrisi kdsegenlestirebilecek tek bir matrisin bulun-
abilecegi kullanilip ordan operator 6zelliginin saglandig1 gosterilmektedir; ancak ispat Hecke
cebirinin 6zelliklerinin bilinmesini gerektirdigi i¢in kisa bir anlatimla gegmek daha uygun ola-

caktir.

Bu noktadan sonra Hecke operatorii gosterimi yaparken agirligi belirten & y1 kullanmayacagiz
ve bir modiiler forma uyguladigimiz Hecke operatoriinii formun agirlifiyla ayn1 agirlikta kul-
lanildigim diisiinecegiz.

Hecke operatorunun en 6nemli 6zelliklerinden biri ¢arpimsal olmasidir.

Ozellik 3.2.5.3. k agirlikli modiiler formlar iizerinde Hecke operatorii

Toon =TT, = T, T, eger (n,m) = 1 ise,

Tyn = Tynr Ty — p" 1T, ya eger p asal ise

ozelliklerini saglar.
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Bunun bir sonucu olarak;

Sonu¢ 3.2.5.4. T, p asal oldugu takdirde 7,, nin bir polinomu olarak yazilabilir.

ortaya cikmaktadir, tek yapilmasi gereken Ozelliklerin kullanilip p™ derecesinin diisiiriilme-

sidir.

Hecke operatdriiniin modiiler formlarin seri acilimlarina nasil etki ettigini gordiigiimiiz zaman

asil anlami ortaya ¢cikmaktadir.

Teorem 3.2.5.5. f, modiiler grup [ altinda £ agirlikli ano a,q" sekline Fourier seri agilimina

sahip bir modiiler form olsun. O zaman bu seri iizerine n. Hecke operatorii 7,

Tn(f) = Z Z dkilamn/dz qm

m>0 \ 1<d|(n,m)

seklinde etki eder.

Bu teoremin sonuglarini vermeden once hesaplama acisindan ne anlama geldigini anlatir-
sak, birbirinden farklt Hecke operatorlerini kesilmis (belli bir netlige kadar hesaplanmis) bir
modiiler form’un ¢ ag¢ilimina uyguluyarak serinin gerisini (bir sonraki asal kuvvetine kadar)
hesaplayabiliriz veya eger bir serinin biitiin asal kuvvetlerindeki katsayilar biliniyor ise biitiin

seriyi 6grenebiliriz.

Simdi teoremin teorik zenginlik katan sonuclarim verelim.

Sonug 3.2.5.6. Hecke operatorleri My, ve Sy y1 korur, yani eger f(oco) = 0(#£ 0) ise Vn € N
icin 7),(f)(c0) = 0( 0) olur.

Sonug 3.2.5.7. S5 bir boyutlu bir uzay oldugu ve A tarafindan gerildigi icin A, 12 agirhikli
Hecke operatorleri i¢in 6zform (eigenform) olur. Aymi sekilde modiiler grup altindaki modiiler
form uzaylar icin F, Eisenstein altuzay1 hep 1 boyutlu oldugundan Eisenstein serileri Hecke

operatorleri i¢in hep 6zform olurlar.

Hecke operatorlerinin M, uzayi iizerinde nasil hesaplandigini algoriitma olarak verelim.

Algoritma 3.2.5.8 (Hecke Operatorii). Bu algoritma M, modiiler furmlar uzay1 igin, (3.2.4.7)

da anlatilan Miller bazi lizerinde Hecke operatoriiniin nasil hesaplandigini anlatmaktadir.
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M, nin (3.2.4.6) sonucuna gore boyutu, d, bulunur.

Bu uzay igin (3.2.4.7) fikrini kullanarak kanonik bazi fy, ..., fs_1 (mod ¢®*1) netliginde

hesaplanir. burada netligin ¢¢**! kullanilmasinin sebebi (3.2.5.5) de verilen seride ¢"¢*! e
kadar olan biitiin katsayilarin gerekmesidir.
T.(fi),i = 0,...,n — 1 icgin (modq?) de hesaplanir ve f,..., f,_1 bazimin elemanlarinin

lineer kombinasyonu olarak yazilir. Baz kanonik oldugundan buradaki lineer kombinasyonun

katsayilart, T}, (f;) nin seri agilimindaki ¢¢ ye kadar olan katsayilardir.

Hecke operatoriiniin baz iizerine etkisi matris formatinda yazilir. Burada matrise yazma isle-
minde satirlar kacinct baz elemani oldugunu siitunlar ise heske operatoriinden sonra kaginci
baz elemanindan lineer kombinasyonda hangi katsay1yla etkilendigini gosterir. Ornek vermek
gerekirse bir Eisenstein serisi icin seri 0zform oldugu i¢in matriste sadece kendisine karsilik

gelen satir ve siitunda sifir olmayan bir deger gerisinde hep sifir degeri ¢ikacaktir.

Bu Hecke operatdrii matrisi ile alakali 6nemli bir agik problem bulunmaktadir.

Hipotez 3.2.5.9. p asal ve k£ > 2 olmak iizere, p. Hecke operatorii 7}, nin S;, uzayinin bazina

etkisinden ¢ikan matrisin karakteristik polinomu indirgenemezdir.

SAGE de Hecke operatorii daha sonra karsilasacagimiz baska algoritmalar kullanmakla bir-
likte denklik altgruplar1 i¢inde tanimlanmistir. Simdi I' tizerindeki modiiler formlar icin Hecke
operatorlerinin SAGE de hesaplamalarina bakacagiz burada bir 6nceki boliimde tanimladigimiz

M, ve My gruplarini kullanacagim.
SAGE: M4.basis()
[ 1+ 240 % g + 2160 % ¢* + 6720 * ¢> + 17520 * ¢* + 30240 * ¢° + O(¢%) ]

Burada baz eleman1 bildigimiz tizre £/4 Eisenstein serisidir ve bir 6zformdur yani herhangi bir

Hecke operatorii altindaki goriintiisii bir katsayiyla carpilmasina esittir.
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SAGE: hecke_operator_on_gexp(M4.basis()[0], 7, 4)
344 + 82560 x g + 743040 * ¢ + 2311680 * ¢> + O(q*)

Goriildiigii gibi burada 4 agirlikli 7. Hecke opeartorunun £4 Eisenstein serisinin 344 6zdegeri

ile carpilmasidir.

Buradaki echelon form komutu uzayin bazini kanonik hale getirmek i¢in kullanilir. Daha 6nce
belirttigimiz gibi 6zel bir komut olmadan SAGE modiiler form uzaylarin1 siniflandirir ve her
alt uzayin bazim kanonik hale getirir ancak algoritmada bahsedildigi iizre bu noktada Hecke

Matrisini en primitif ve sorunsuz sekilde yazmak icin kanonik baza ihtiyacimiz vardir.
SAGE: M24 = ModularForms(1,24).echelon_form() ; M24.basis()

[ 1+ 52416000 * ¢* + 39007332000 * ¢* + 6609020221440 * ¢° + O(¢°),

q + 195660 * ¢ + 12080128 * ¢* + 44656110 * ¢° + O(q°),

@ — 48 % ¢® + 1080 * ¢* — 15040 * ¢° + O(¢%) ]

SAGE: T2 = M24.hecke_matrix(2); T2

(8388609 0  39007332000]
[0 0 20468736]
[0 1 1080 |

SAGE: T11 = M24.hecke_matrix(11); T11

[895430243255237372246532  496425571825135680000  4164320021150955531640320000]
[ 0 407518320132 791558771097600 ]
[ 0 38671600 449283648132 ]

Burada ise hipotezin iki 6zel degerde denenmesini gostermek icin bu matrislerin karakteristik

polinomlarini ¢arpanlarina ayirmaya caligalim.
SAGE: T2.charpoly().factor()
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(x — 8388609) * (2 — 1080 * x — 20468736)

SAGE: T11.charpoly().factor()

(z —895430243255237372246532) * (x* — 856801968264 * = + 152480473377151271633424)
Gortldiigii gibi burada elde ettigimiz bilgiler (3.2.5.9) hipotezi ile ¢elismez; ¢linkii cusp form-
lar altuzayinin bazina Hecke operatoriiniin etkisinden ¢ikacak karakteristik polinomlar sirasiyla
(22— 1080+ —20468736) ve (x> — 856801968264z +152480473377151271633424) olacak-

tir. Bu durumun sebebi I" altindaki £ agirlikli Eisenstein altuzayimin 1 boyutlu olup ¢arpanlara

ayirmada karsilastigimiz birinci dereceden faktore denk geliyor olmasidir.
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BOLUM 4

4. Modiiler Semboller

Bu noktada soylenmesi gereken onemli bir nokta modiiler formlarin ¢ a¢ilimindaki terimlerin
onemli oldugudur. Uygulanmasi biliniyorsa buna gore olusturulan bir modiiler formun Fourier

acilimindaki katsayilar aritmetik 6zellikleri saymak i¢in ayarlanabilir.

Bir 6nceki boliimde tanimlar diginda genelde tam modiiler grup I' = SLy(Z) nin tizerinde
calismistik. Bundan sonra genelde denklik altgruplarinda calisacagiz ancak bu altgruplar al-
tindaki modiiler formlarin 6zelliklerinin hesaplanmasi bazi noktalarda daha zor oldugundan ilk
olarak Birch tarafindan ortaya atilan ve Manin tarafindan formiilize edilen modiiler semboller
fikriyle hesaplamalar yapacagiz ve burada yaptigimiz hesaplari modiiler formlar kisminda ne

anlama geldigini acikliyacagiz.
Once denklik altgruplarinin iiretti§i Riemann Yiizeylerini inceleyelim.

4.1. Denklik Altgruplan ile alakali Riemann Yiizeyleri

Bu boliimde [10] de verilen 6zellikleri 6zetleyecegiz.

H/T, iist yarim diizlem H nin I" alinda denk olmayan elemanlarin kiimesini gostersin. Temel
bolge kapaniginda biitiin denklik siiflarindan en az bir elemana sahip oldugu i¢in bu kiime
I' i¢in bir temel bolgenin sinir kiimesinin bir altgrubunun temel bolgeye eklenmesi olarak
goriilebilir. Burada bahsedilen denklik (2.1.), (2.2.) boliimlerinde anlatilan denkliktir. H/T y
ayni sekilde Iy i¢in tanimlanabilir.

H/Ty, (N € N) bir Riemann yiizeyi olarak goriilebilir ve kompaktlagtiriimast P!(Q) nun

gerekli elemanlar: eklenerek yapilabilir.

I’ = I'; icin kompakt Riemann yiizeyini bulmaya ¢aligalim. 7" ve S nin I y1 tirettigini biliyoruz
ondan dolay1 D nin sinirlarinda kiimeye eklenmesi gereken noktalari bu iiretecleri gozoniinde
bulundurarak bulabiliriz. (Sekil 2.1.) seklinde D nin saginda ve solunda Re(z) = £1/2 dogru-

lar1 T" altinda birbirine denktir. Ayni sekilde D nin altinda kalan yayin i noktasina gore saginda
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ve solunda kalan noktalari birbirine S altinda denktir. Buradan H/I" kalin ¢izgiler D temel

bolgesine dahil olmak iizere asagidaki sekilde [8] belirtilebilir;
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Sekil 4.1. H/T'

Buradan bu Riemann yiizeyinin kompaktlastirilmasinda P! (Q) cusplar kiimesinden sadece oo

noktasinin eklenmesi gerekir.

Dikkat edilirse sekildede agikca goriilebilecegi gibi kompakt Riemann yiizeyi i¢in H da dogal
bir ticgenlesme olusur o zaman bunu Euler karakteristik formiilii ile kullanarak elimizdeki

Riemann yiizeyinin genus unu (kompaktlastirildiginda ortaya ¢ikan delik sayisini) bulabiliriz.

Teorem 4.1.0.10 (Euler Karakteristigi). X Euler karakteristigini, g genusu ve o, i-simpleksleri

say1sin gostermek iizere verilen kompakt Riemann yiizeyi R i¢in;
X=2-29g=00—01+0,

saglanir.

Euclid geometrisinde O-simpleksler koseler, 1-simpleksler kenarlar1 ve 2-simpleksler yiizleri

belirtir.

Bu 6zelligi kullanarak bir kompakt Riemann yiizeyinin genusunu bulabiliriz. Bir 6rnek olarak

az once buldugumuz Riemann yiizeyinin kompaktlastirmasiyla caligalim.

Ornek 4.1.0.11. (Sekil 4.1.) seklinden kontrol edilebilecegi gibi 1-simpleksler, p? = e% ,ive

oo noktalaridir. o zaman Euler karakteristigini hesaplarsak;
X=3-3+2=2
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oldugunu buluruz. Yani bu Riemann yiizeyinin genus sayis1 O dir, dahas1 genus sayisi, g = 0
oldugu i¢in bu Riemann yiizeyi topolojik olarak bir kiireye esittir. Burada karisikli§1 6nlemek

icin tekrar belirtirsek birbirine denk olan kenarlar sayilmamustir.

Bir denklik altgrubu i¢in genus sayisin1 bulmakta ayn sekilde kolaydir. Tek yapilmasi gereken
daha 6nceden (2.3.) boliimiinde yaptigimiz sekilde SAGE ile denklik altgrubunun coset tem-
silcilerini bulup daha sonra H da ¢ikan temel bolgeye gore H /Ty i bulup Euler karakteristik
formiiliinii uygulamaktir. SAGE genus sayisini bulmak istedigimizde daha dolayli bir yoldan

bulmaktadir, bu yonii de zaman1 geldiginde agiklayacagiz.

Simdi I'g(11) denklik altgrubu i¢in 6rnek verelim SAGE bu grubun koset temsilcilerini ve

irete¢ elemanlarin1 bulabilir.
SAGE: list(GammaO(11).coset_reps())

[(1,0,0,1],[0,-1,1,0],[1,0, 1, 1], [1, 1, 1, 2], [1, 2, 1, 3], [L, 3, 1, 4], [1, 4, 1, 5], [1, 5, 1, 6],
[(1,6,1,7],01,7,1,8],[1,8,1,9],[1,9, 1, 10]]

SAGE: GammaO(11).generators()
[[(11][01],[-10][O-1,[1-1][O1],[1-1][11-10],[6-5][11-9],[15-13][22-19],

25-22][33-29],[9-5][11-6],[ 46 -41][55-49],[ 19 -13] [ 22 -15], [ 29 -22] [ 33 -25],
49 -41] [ 55 -46], [10-1] [11 -1], [-10 1] [-11 17]

[
[

Buna gore bulunacak olan temel bolgeyi ¢izmek kolaydir ve bu temel bolgenin sinirlarindaki
noktalarda I'g(11) altinda denklige iirete¢ elemanlar ile bakabiliriz ve boylece H/I'g(11) i
bulmusg oluruz. Biitiin bu iglemler yapildiginda Gammag(11) i¢in temel bolgenin kompakt

Riemann yiizeyinin genusunun 1 oldugu goriiliir yani ¢ikan Riemann yiizeyi bir torustur.
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4.2. 1ki agirhkh Modiiler Formlar icin Modiiler Semboller

(3.2.4) bolimiinde k£ > 4 olmak iizere M, (I") modiiler uzayminin bazinin tam anlamiyla hesa-
planabildigini gormiistiik. Bilindigi iizere (3.2.4.1) den dolayi ' altinda 2 agirlikli bir modiiler
uzay bulunmamakta; denklik altgruplarina gectigimiz zaman 2 agirlikli modiiler formlarin bu-

lunabilecegini bilmekteyiz.

Daha 6nceki siniflandirmamizla ayni sekilde I'g (V) igin 2 agirlikli modiiler formlar uzayini,

M3 (Lo(N)) = Ex(I'o(N)) & S2(I'o(N))

seklinde yazabiliriz. Burada E5(I'g(N)) genellestirilmis Eisenstein serileri olup tam olarak
bilinmektedir. Bu nedenden dolay1 bu boliimdeki asil amacimiz Sy (I'g(N)) igin bir baz olus-
turmak olacaktir. Burada I'g(V) se¢ilmis olmasinin sebebi modiiler formlarin sayilar teorisine
uygulamalarinda karsimiza sikca ¢ikan bir grup olmasidir, bu grubu kapsayan bir denklik alt-

grubu i¢in bazi sonuclarin genigletilmesi gerekebilir.

Daha 6nceki boliimlerde, denklik altgruplarinda bu konu gézardr edilmisti ancak 6zellikle I'
tizerinde calisirken, A bizim i¢in bir 6rnek eleman teskil etmekteydi; fakat su an boyle bir
elemanimiz olmadigindan 2 agirlikli cusp formlar ic¢in bildigimiz tek ozelligin I'o(NV) igin
bir temel bolge alindigr zaman biitiin cusp noktalarinda sifir olacag: bilgisi. Bu temel bol-
geyi bir onceki boliimde anlatildig1 sekilde kompakt bir Riemann yiizeyi olarak diisiinelim ve
X (To(N)) ile gosterelim. Topolojik olarak bu Riemann yiizeyi genus’u g olan bir torustur. Bu

torusun genus sayisini ve kompaktlagtirmay1 bir 6nceki boliimde anlatmistik.

Burada 1. homoloji sinifi bizim i¢in 6nemli olacak. X (I'y(/V)) i¢in birinci homoloji sinifint
H{(X(I'4(N))),Z) ile gosterelim bu sinif kapali 1 dongiilerin (1 simplekslerin X' (I'g(V))
izerindeki goriintiisiiniin kapali olanlarinin tamsay1 katsayili sembolik toplamlar1), 2 dongii-
lerin (2 simplekslerin X' (I'(/V)) deki goriintiilerinin tamsay1 katsayili sembolik toplamlari)
sinirlart modunda incelenmesidir. Bundan dolayt H, (X (I'4(N))),Z) baz elemanlar yazila-
bilen rank’1 2¢g olan toplamsal bir gruptur. Yani her genus i¢in iki iirete¢ eleman vardir ve

H{(X(Tg(N))),Z) nin her eleman1 bu elemanlarin lineer bir kombinasyonu olarak yazilabilir.

Ornek olarak I'y(11) i¢in Riemann yiizeyi iizerinde gosterelim;
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Sekil 4.2. Hy (X(To(11))),Z) X Z ® Z

Hecke operatériiniin Hq (X (I'g(N))), Z) iizerine etkisi bilinmektedir ve dahast,
(+,) : So(To(N)) x Hi(X(Th(N))),Z) — C (4.2.1)

integral ile tamimlanmis esleme dejenere olmayan bir eslemedir. Tam tanimini verirsek f €
S2(To(N)) ve x € H (X (I'h(N))),Z) igin

(f,x) = 27Ti/f(z)dz
seklindedir.

Buradan goriilebilecegi gibi eger homoloji grubunda lineer kombinasyonlar1 tamsay1 kombi-

nasyonlar yerine reel say1 katsayili kombinasyonlar olarak alirsak,
(«,) : So(To(N)) x Hi(X(I'h(N))),C) — C (4.2.2)

eslemesi C yi orten bir esleme olur yani her f € So(I'g(N)) ve z € Ciginz € H (I'o(N),C)
bulunabilir ve ayni sekilde homoloji grubundan bir elemanin verilmesiyle cusp formun ne
olmasi gerektigi i¢in en az bir ¢oziim bulabiliriz. Burada bahsedilen 6zellik teoriktir ve ancak

bir sonraki teorem ile hesaplamaya uygun oldugu 6zelligi ortaya cikar.

Teorem 4.2.0.12. (4.2.2) dejenere olmayan ve Hecke operatorii altinda esdegisimli bir eglemedir,
yani hehangi n dogal sayisi i¢in (T, f, x) = (f, T,,x) gerceklenir.

Bu teoremin ispatin1 daha sonraki bir boliimde, daha genel bir hali icin, verecegiz.
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Burada homoloji grubunda kapali dongiiler olma 6zelligini kaldirir ve bir cusptan cuspa giden
homoloji grubunuda diisiinebiliriz. Bu grubu H;(T'g(N), Z; {cusp}) olarak gosterelim. O
zaman bu grup daha 6nce tanimladigimiz H, (I'g(/V), Z) grubunu kapsar ve dahasi bu grubun
elemanlar1 (baz1 denklikler altinda) H de bir cusptan, bir bagka cusp noktasina giden herhangi
bir egri olarak diisiiniilebilir. «, 3 € P(Q) olmak iizere {a, 3} ¢iftine 2 agirlikli modiiler
sembol denir ve cusp noktalar {izerine genisletilmis homolojide oldugu gibi o dan 3 ya H
tizerinde bir egri olarak diisiiniiliir; ancak daha sonra bir denklik altinda modiiler sembol ne

demektir tamimlayacagiz.

<00

o 0 §]

Sekil 4.3. H da cusp noktasindan bagka cusp noktasina giden egriler

a, B ve v € P1(Q) olmak iizere, M, kiimesi, 2 agirhikli modiiler sembol {c, 3} elemanlarinin,

3 terim denkligi;

{o, By +{B,7} +{v,a} =0 (4.2.3)

saglanan ve herhangi bir biikiilmesi olmayan (yani birbiriyle aslen ayni olup gosterimce bir-
birinden farkli elemanlar1 ayiklanmig) grubu olsun. M biikiilmesi olmayan bir kiime oldugu

icin (4.2.3) dan agikga;

{Oé,Oé}:O ve {Oé,ﬂ}:—{ﬂ,@}

oldugu ortaya ¢ikar. Buradan goriilebilecegi gibi bu sembolde cusp noktalarinin yaziminin

sirast onem tagimaktadir.

Bu grubun elemanlari iistiine G'L,(Q) nun etkisini tanimlayabiliriz, soyleki g € G Lo(Q) ol-

mak iizere

g{a, B} = {g(a),9(B)}
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seklindedir ve burada G L»(Q) nun P'(Q) iizerine etkisi (3.2.3) boliimiinde tanimlanan etkidir

ve bir sol etki oldugu aciktir.

My (To(N)) uzayma, I'o(NV) altinda, 2 agirlikli modiiler semboller grubu diyelim ve bu kiime
M nin g € T'o(N), x € M, olmak iizere = — g(x) seklindeki elemanlarinin irettigi alt-
modiillere boliimii olsun ve her tiirlii biikiilme ayiklansin. I'g(/N) i¢in bir modiiler sembol bu
kiimenin bir elemanidir ve etki altindaki denkliklerden dolay1 denk elemanlar1 genellikle bir

temsilci eleman ile gosteririz.

Grup etkisi I'g(N) altinda modiiler semboller i¢in baz1 6zellikleri aciga koyar.

Ornek 4.2.0.13. N dogal sayis1 ne olursa olsun bazi modiiler semboller T'y(N) icin 0 dur.
11
T = 01 € I'o(N) oldugu i¢in {00, 0} = {T'(c0),T(0)} = {00, 1} saglanir. O zaman

{00,0} — {00, 1} = 0 oldugu goriiliir ki buda (4.2.3) den agik¢a {0, 1} = 0 oldugunu gosterir.

Bu 6rnegin daha gelismis halini gozler 6niine sermek gerekirse.

Ornek 4.2.0.14. N dogal sayisimin segimine bakilmaksizin {n, m} modiiler sembolii n, m €
Z olmak tizere My(I'g(IV)) de O dir. Bir 6nceki 6rnekle ayni fikirden yola ¢ikarak baglarsak
1 r

01

{n,o00} — {m, o0} = {n,m}

€ I'o(N) oldugundan agik¢a su denklik gosterilebilir. 0 = {0,00} — {0,00} =

[a¥)

Burada Manin’in ispatladig1 bir izomorfizmay1 da dile getirmekte fayda var ki My (I'g(N)) =
H,(T'y(N),Z;{cusp}) saglanmaktadir. Bu bilgiler bize bir sonraki adimimiz i¢in yol goster-
mektedir; modiiler semboller uzayr homoloji ile birebir eslenen objeler olduguna gore ve ho-
moloji elemanlarinin bazilarini cusp formlarla egleyebildigimize goére amacimiz bu uzayda

cusp formlar1 anlamak adina cusp formlarla eslenen modiiler sembolleri aramak olmalidir.

Manin, My (I'o(NV)) uzayinin Hy(Ig(N), Z) ye izomorf olan altuzayin siiflandirmay1 bagar-
mustir 8yle ki By(To(V)) baz elemanlart C'(To(N)) = To(N)\P'(Q) olan, {a} seklindeki

elemanlar olsun. Bu kiimenin sonlu oldugunu (3.2.3.2) de daha once vermistik. O zaman,

6 : Ma(I'o(N)) — Bo(I'o(N))
{a, 8} = {8} —{a}
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seklinde bir esleme vardir ve bu eslemeye sinir eslemesi denir. Sinir eslemesinin ¢ekirdegini
Se(T'o(N)) ile gosterelim bu altuzaya cuspsal modiiler semboller denir, dahasi bu uzayn ele-
manlart X' (I'g(/V)) tizerindeki goriintiisii kapalr egrilerin tamsayi katsayili lineer kombinasy-

onuna kargsilik gelen modiiler semboller olur. Dahas1

Teorem 4.2.0.15. Sy(I'o(N)) = H,(I'g(V), Z) gerceklenir.

Teoremin ispatt son ciimlemizde belirttigimiz sekilde Sy(I'o(/N)) in herhangi bir elemaninin
X (To(N)) de kapali egrilerin lineer kombinasyon olarak yazilabildigini ve birebir egleme

yapilabildigini gostermeye dayanmaktadir.

Simdi tensor carpimi ile elde ettigimiz bir bilgiye bakarsak, R degismeli bir halka olmak
tizere My(I'o(N), R) := My(I'g(N)) ®z R ve So(I'o(V), R) := S3(I'o(IV)) ®z R seklinde

tanimlansin.

Ozellik 4.2.0.16. boyutcSy(To(N)) = 2boyutcSy(Io(N)) saglanir

Ispat: boyutcSs(To(N)) = rankzSs(To(N)) = rankzHy(To(N), Z) = boyutc H,(To(N),C) =
boyutcSa(T'o(N)) = 2¢ O

Bu noktada SAGE in nasil genus ve cusp form uzayi boyutu hesabi yaptigini anlatabiliriz.
Genus hesabi icin SAGE de verilen denklik altgrubuna kargilik gelen iligkili modiiler sembol
uzayini ve bazini olusturup, sinir eslemesiyle cuspsal eleman sayis1 bulunduktan sonra genus
sayi1s1 bulunan sayinin yarisidir. Ayni sekilde modiiler formlar uzayinin boyutuda genus sayisi

art1 cuspsal olmayan baz elemanlar1 sayis1 seklinde bulunur.

SAGE ile biraz iglem yaparak simdiye kadar bulduklarimiza 6rnekler verelim. Modiiler sem-

bolleri basmak i¢in 6nce SAGE de basim seklini ayarlamamiz gerekiyor.
SAGE: set_modsym_print_mode(’modular’);

[(15) grubuna gére modiiler semboller uzayini olugturalim

SAGE: MS = ModularSymbols(Gamma0(15),2); MS

Modular Symbols space of dimension 5 for Gamma_0(15) of weight 2 with sign 0 over Ratio-
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nal Field

SAGE bize bu uzaymn boyutunu hangi cisim iizerinde tanimli oldugunu ve dahasi bazinin ne

oldugunu soyleyebilir.

SAGE: MS.basis()

(Infinity,0, 1/4,1/3, -1,-4/5, -1/2,-2/5, -2/3,-3/5)

Bu uzaydan cuspsal olan elemanlarin olusturdugu uzayi siniflandirirsak.
SAGE: CS = MS.cuspidal_subspace(); CS

Modular Symbols subspace of dimension 2 of Modular Symbols space of dimension 5 for

Gamma_0(15) of weight 2 with sign 0 over Rational Field
SAGE: CS.basis()
(1/4,1/3 - -1/2,-2/5 + -2/3,-3/5, -1,-4/5 - -1/2,-2/5)

Burada cuspsal modiiler semboller uzay1 2 boyutlu bir uzay oldugu i¢in bizim modiiler formlar
uzay1 i¢in bekledigimiz boyut genus sayist 1 (ki bu saymin cusp formlar altuzayinin boyutu
olmasi gerektigini (4.2.0.16) dan bilmekteyiz ) ile cuspsal olmayan modiiler sembollerin olus-
turdugu altuzayin boyutunun toplami olmas idi ki bu durumda bu sayininda 3 oldugu asikardr.

Kontrol etmek i¢in I'g(15) tizerinde 2 agirlikli modiiler formlar uzayini olugturalim.
SAGE: MF = ModularForms(Gamma0(15),2); MF

Modular Forms space of dimension 4 for Congruence Subgroup GammaO(15) of weight 2 over
Rational Field

SAGE: MF.cuspidal_subspace()

Cuspidal subspace of dimension 1 of Modular Forms space of dimension 4 for Congruence

Subgroup GammaO0(15) of weight 2 over Rational Field
Goriildiigii gibi modiiler formlar uzayinin boyutu 4 ve bunun i¢indeki cusp formlar altuzayinin
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boyutu bekledigimiz gibi 1 dir.

Simdi modiiler sembollerin gosterimini, anlasilmasini ve hesaplanabilirligini daha da kolay-

lagtiracak bir sekile gegmeye ¢alisalim.

4.3. 1ki agirhkl Manin Sembolleri

['o(N) denklik altgrubunun I' altinda sonlu endekse sahip oldugunu bilmekteyiz o zaman

' iginde T'o(V) icin rg, 7y, ..., sag koset temsilcilerini secelim. Yani I' = ['g(N)ro U

Lo(N)ry U...UTo(N)r,, ayrk birlesimi gerceklensin. Sag koset temsilcilerinin P! (Z/NZ)
a b

ile birebir eslenebildigini biliyoruz yani herhangi bir koset temsilcisi 7; = p yerine
c

PY(Z/NZ) den (c : d) elemanini kullanabiliriz.

Bunun diginda Manin’in bagka gozlemledigi bir nokta ise My (I'g(/N)) i¢in baz elemanlarinin
ri{o0, 0} seklindeki elemanlarin tamsayi katsayili lineer kombinasyonu olarak yazilabildigidir.

Bu 6zelligi bir teorem olarak verirsek.

Teorem 4.3.0.17 (Manin). N bir dogal say1 ve rg, 71, ..., 7, elemanlar1 ['o(N) i¢in I" iginde
sag koset temsilcileri olsun. Her {«, 3} € My(Ig(N)), ro{oo, 0}, 71{c0,0},...,rm{oco,0}

kiimesinin tamsay1 katsayil bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

Bu teoremi ispatlamanin birden fazla yolu var ancak burada ispati tiimevarim ile yapmay1

tercih edecegim.

Ispat: {a, 3} = —{0,a} + {0, 3} seklinde yazilabileceginden ve «, 3 € P!(Q) oldugundan,
(a,b) = 1 olmak iizere {0, a/b} seklindeki bir elemanin koset temsilcilerinin bir lineer kombi-

nasyonu olarak gostermek bizim i¢in yeterlidir. (a,b) = 1 oldugundan b € {0,1,2,...} diye-

10
biliriz ve b = 0 durumunda bahsedilen modiiler sembol {0, oo} diir ki bunu I'y(V) 01
kosedinin temsilcisinin etkisi olarak gorebiliriz yani b = 0 durumu gergeklenir. b > 0

oldugunmu diigiinelim, a ve b aralarinda asal oldugundan Bezout teoremini kullanirsak a’ ve
/

“ ) € I' olur, dahasi bu eleman

b’ tamsayilari bulabiliriz ki ab’ — ba’ = 1 saglanir yani < Z .
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v € I'y(IV) olmak iizere bir 7 i¢in yr; seklinde yazilabilir. Buradan

!/
ri{0, 00} = ( - ) {0, 00} = {a'/¥, a/b} = {0,a/b} — {0,0'/¥}
oldugu goriiliir ve timevarimdan dolay1 {0, o’ /V'} elemanida o {00, 0}, 71 {c0, 0}, ..., 7 {00, 0}
kiimesinin tamsay1 katsayili bir lineer kombinasyonudur. 0J

Bu ispatladigimiz teorem bize aslinda modiiler sembollerle ugrasmamiz gerekmedigini sadece
sag koset temsilcilerini se¢ip r¢{oc,0},r1{c0,0},...,r,{oc0,0} kiimesinin lineer bagimsiz
bir altkiimesini baz olarak alabilecegimizi gostermektedir. Koset temsilcilerinin bulunmasini
birinci boliimde yapmustik. r; ler daha 6nce tanimlandigi gibi olmak iizere, [r;] seklinde goster-
ilen elemanlara 2 agirlikli Manin sembolleri denir ve bu elemanlar ;{0, 00}, I" nin sag etkisi
([ri]y = [r:], ~ € ') alundaki denklik siniflarini temsil ederler yani bagka bir deyisle modiiler

semboller yerine kullanilabilirler.

Bu teoremden bir nceki argiimanida kullanirsak, modiiler semboller yerine aslinda P*(Z/NZ)
den elemanlarida kullanabiliriz, bu elemanlarada gene 2 agirliklt Manin sembolleri denir, ki

SAGE de 2 agirlikli modiiler semboller i¢in bunu yapmaktadir.
M (T'o(N)) igin bir baz olusturmak konusunda Manin’in bir teoremini verirsek;

.. 0 —1
Teorem 4.3.0.18 (Manin). Onceki tamimlar gecerli olmakla beraber. o := ( ) ve

1 0
1 -1 . . .. .
T = ( Lo ) olmak iizere M Manin sembolleri [ro][r], ..., [r,,] kiimesinin her i =
0,...,micin
[ri] + [ri]o ve [ri] + [ra]T + [ri]7?

elemanlarinin her tiirlii biikiilmesi ayrilmis sekilde olan kiimesi ise M = M, (I'y(/N)) izomor-
fizmas1 vardir ve [r;]

mapstor;{0, oo} ile verilir.

Bu teoremden anlagilabilecegi gibi M (I'y(/V)) icin bir baz yazmak isteniyorsa buradaki el-

emanlar1 ve elemanlarin iligkilerini gozoniine almak yeterlidir. Zaten bu eglemenin Orten
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oldugu (4.3.0.17) den agiktir, ancak birebir oldugunu gostermek icin M nin elemanlarini mod-
iler sembollerin denklik siniflar1 cinsinden yazarak birbirinden farkli elemanlarin ancak bir-

birinden farkli modiiler sembollere gidebilecegini gostermek gerekmektedir.

Burada verdigimiz fikirlerin SAGE de uygulamasina bakalim, bir énceki 6rnekte modiiler
sembol formatinda bir ¢ikt1 istedigimiz i¢in Manin sembolii formatina degistirme komutuyla
basliyoruz ancak normalde bir degistirme yapilmamis ise SAGE zaten Manin sembolii for-

matinda ¢ikti vermektedir.

SAGE: set_modsym_print_mode(’manin’);

MS bir 6nceki 6rnegimizdekiyle ayni olsun yani;
SAGE: MS = ModularSymbols(Gamma0(15),2); MS

Modular Symbols space of dimension 5 for Gamma_0(15) of weight 2 with sign 0 over Ratio-
nal Field

Asagida verilen Manin iiretegleri komutu bize P! (Z /NZ) in birbirine esit olmayan elemanlarin

bir listesini vermektedir mesela (3,3) = (1, 1) oldugundan (3, 3) eleman: listede yer almaz.
SAGE: MS.manin_generators()

[(0,1), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1,8), (1,9), (1,10), (1,11), (1,12),
(1,13), (1,14), (3,1), (3,2), (3,4), (3,5), (3,8), (5,1), (5,2), (5,3)]

Bu listedeki elemanlari (4.3.0.18) teoreminde anlatilan 6zellikler ile SAGE eleyip bir baz

olusturmaktadir.

SAGE: MS.basis()

((1,0), 3,:4), (5,1), (5,2), (5.3))

Manin iiretegleri P*(Z/NZ) nin elemanlar1 oldugu igin istenirse buradan geri doniilerek I’

icinde I'y(V) nin sag koset temsilcileri bulunabilir, tek yapilmasi gereken Bezout teoreminden

primitif (¢, d) ¢ifti igin ad — be = 1 esitligini saglayacak (a, b) tamsayi ¢iftini olusturmaktir.
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SAGE: [x.lift_to_s12z(15) for x in MS.manin_generators()]

[(1,0,0,1L[0,-1, 1,01, [1,0, I, 1], [1, 1, 1, 2], [1, 2, 1, 3], [1, 3, 1, 4], [1, 4, 1, 51, [1, 5, 1, 6],
[1,6,1,71, 11,7, 1,8], [1, 8, 1,91, [1, 9, 1, 10], [1, 10, 1, 11], [1, 11, 1, 12], [1, 12, 1, 13], [1,
13’ 15 14]9 [_27 _17 3’ 1], [-17 _15 37 2]7 [1a 1, 3a 4]a [25 37 35 5]9 [25 57 3’ 8]’ [-45 -17 57 1]7 [-2’ -19
57 2’]5 [_3’ _27 5? 3]]

Baz elemanlarinin Manin iireteclerinin lineer bir kombinasyonu olarak nasil yazildigin1 merak
ediyorsak asagida verilen komut kullanilir; ancak boyut kii¢iikken matris seyrek olacagindan
SAGE matrisi basmak yerine seyrek bir matris oldugu bilgisini verebilir bu durumda listele

komutuyla matrisi elde etmemiz miimkiindiir.

SAGE: MS.manin_gens_to_basis()

24 x 5 sparse matrix over Rational Field

SAGE: MS.manin_gens_to_basis().list()
[-1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0, 1, -1, 0, -1, 0, 0,
0,001,-1,0,0,0,0,-1,0,0,0,0,-1,1,0,1,0,-1, 1, 0, 1, O,
-1,1,0,0,-1,0,1,0,0,-1,0,0,0,0,-1,1,0,0, -1, -1, 1, 0, O,
-1,0,1,-1,0,0,0,0,0,0,1,1,-1,0,0,0,0, 1, -1,0, 1, 0, 0, 0,
0,00,0,-1,0,0,1,0,-1,0,0,1,0,0,0,0,0, 1,0, 0, 0, 0, 0, 1]

Modiiler sembollerdede ayni 6zellik mevcutta vardir ancak bir eleman1 bazin bir lineer kom-

binasyonu olarak yazdirmak i¢in su komut kullanilir.
SAGE: MS((4,8/7))
-5, +(5,2)

ve bir Onceki ornekle ayn1 sekilde gene cuspsal modiiler semboller uzayi olusturulup, bu uza-
yin boyutu bazit SAGE tarafindan buldurulabilir.
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SAGE: MS.cuspidal_subspace().basis()
((3,4) - (5,2) + (5,3), (5,1) - (5,2))

Amacimiz olan 'y (N) tizerindeki 2 agirlikli cusp formlar altuzay1 igin bir baz yazma sorusunda
daha oncede 6nemini vurguladigimiz bir objeye daha gereksinimimiz var. Bu obje de modiiler

ya da Manin sembollerine Hecke operatdriiniin nasil etki edecegi ve nasil bir etki yaptig1.

4.4. 1Iki Agirhkh Modiiler Semboller icin Hecke Operatorii

Daha 6nce Hecke operatoriinii modiiler formlar tizerinde (3.2.5) de tanimlamistik gene orada
tanimladigimiz H,, ve H,, (V) kiimelerini kullanacagiz ve iki tane tanim verecegiz. Hatirlatma
olarak N = 1 durumunda H, = H,(N) olmaktadir.

Tamim 4.4.0.19 (Modiiler Semboller iizerinde Hecke Operatorii). p, N sayisin1 bolmeyen bir

asal olmak iizere p. Hecke operatorti,

TP({avﬁ}) = Z 7{0'/75}

YEH(N)

seklinde tanimlanir.

Daha 6nce modiiler semboller ile homoloji siniflarinin arasinda gecislerin bulundugunu an-
lattik ondan dolay1 (-, -) integral eslemesinde modiiler semboller iginde Hecke esdegisimlidir
yani f € My(Iy(N)) ve x € MQ(FO(N)) olmak iizere (T,, f, x) = (f, T,x) saglanr ve burada
integral eslemesi (f, {a, 8}) f ﬂ z)dz seklinde tanimlanmaktadir.

Ayn1 sekilde Hecke operatorii Loic Merel tarafindan Manin sembolleri {izerindede Heilbronn
Cremona matrisleri ile tanimlanmistir. Biz Heilbronn, Cremona matrislerinin tanimina ve olus-

turulmasina bakmayacagiz; ancak notasyin i¢in bu matrislerin kiimesine 7 C,, diyelim.

Tanim 4.4.0.20 (Manin Sembolleri iizerinde Hecke Operatorii). p bir asal ve [r;], ' i¢inde
[o(N) in bir sag koset temsilcisiyle iligkili Manin sembolii olsun o zaman bu sembol iizerinde

p. Hecke operatorii,

T(r) = Y [rlv

YEHC)

seklinde tanimlanir.
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Burada ve literatiirde Manin semboliinii anlatmanin tek geregi aslinda hesaplamaya daha yatkin
ve notasyon olarak modiiler sembollerden daha kolay belirtilebildigidir. Modiiler sembollerde
G L,(Q) nun etkisi lineer kesirli dontisiimler iken Manin sembollerinde 2 tane 2 x 2 matrisin

carpiminin yapiliyor olmast bu iki tip semboliin birlikte anilmasinin asil sebebidir.

Simdi Modiiler semboller iizerinde Hecke operatorlerinin etkisine SAGE ile drnekler verelim.
SAGE Heilbronn, Cremona matrislerini listeyen bir Algoritmaya sahiptir;

SAGE: HeilbronnCremona(7)

The Cremona-Heilbronn matrices of determinant 7

SAGE: HeilbronnCremona(7)[0]

[1,0,0,7]

SAGE: HeilbronnCremona(7)[1]

[7,3,0,1]

Bunun disinda Modiiler semboller iizerinde baz elemenlarina istedigimiz Hecke operatoriinii

uygulayabiliriz.
SAGE: T3 =MS.T(3); T3

Hecke operator T_3 on Modular Symbols space of dimension 5 for Gamma_0(15) of weight 2

with sign 0 over Rational Field
SAGE: T2 = MS.T(2).matrix(); T2
[310-11]

[0120-2]

[01111]
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[01201]
[0-1012]

Burada Hecke operatoriiniin bize verdigi matris 7. satirdaki elemanin Hecke operatorii uygu-
landiktan sonra ¢ikan elemanin baz elemanlarinin lineer bir kombinasyonu olarak yazildiginda
siituna gore j. baz elemanindan kag tane bulundugunu belirtir. Mesela burada baz b4, ..., b5
olsun, bu matrise gore 2. Hecke operatoriiniin uygulanmasindan sonra 75 (by) = by + 2% b3 + bs

sekline doniismiistiir.
SAGE: T2.charpoly().factor()
(r+1)2% (x —3)3

Burada da Hecke operatorlerinin aralarinda asal ise degismeli oldugunu asagidaki 6rnek ile

verebiliriz.
SAGE: T2*T3 - T3*T2 == 0 True

Onceki boliimlerde anlattigimiz 2 agirlikli modiiler semboller fikrini simdi & agirlikli modiiler

formlara karsilik gelecek sekildeki modiiler semboller icin genisletelim.

4.5. k Agirhikh Modiiler Semboller

Hatirlatma yapmak adina (4.2.) boliimiinde yaptigimiz M, grubunun tanimini tekrarliyalim.

2 agirliklt modiiler sembol elemanlarin1 biz Hx 1n {izerinde cuspsal homolojinin elemanlari
olarak diistinmekteyiz, baska bir deyisle her bir 2 agirlikli modiiler sembol bir cusptan baska
bir cusp noktasina giden birer egri olarak diisiiniilebilir. Vo, 8,y € P}(Q) olmak iizere M,
{a, 8} seklindeki elemanlarin {a, 8} + {3,7} + {7,a} = 0 ve herhangi bir biikiilmesi
olmayan, bazi olusturulabilen ve dahasi her elemani1 baz cinsinden tek sekilde yazilabilen,

degismeli bir gruptur.
n negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere Z[ X, Y],,, X ve Y degiskenli n. dereceden homojen

polinomlar: belirtsin. Simdi ikiden biiyiikk bir & tamsayist i¢in My, = Z[X,Y];_2 ®z My

kiimesini ele alalim. Bu kiime biikiilmesi olmayan degismeli bir gruptur ve X‘Y*~ 2@ {«, 3}
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seklinde elemanlar barindirir.

Bir 6nceki boliimde izledigimiz siray1 devam ettirerek Iy denklik altgrubunun burada Z[ X, Y], _»

b
iizerine etkisini tanimlayalim. Eger v = ( J > elnve P(X)Y) € Z[X,Y ]2 ise I'y

c
in Z[X, Yo tizerine sol etkisi,

YP(X,Y) = P(dX —bY,—cX +aY)
) .. X
seklinde tanimlanir. Bu etkiyi 2 = ( v ) olarak alirsak,

vP(z) = P(y™'2)

seklinde de algilayabiliriz. Sol etki oldugunuda bir satirla ispatlayalim; v, 7 € I'x olsun,
y7P(2) = P((17)7'2) = P(r7'y7'2) = TP(y"'2) = 7(7P)(2)

saglandig1 goriiliir.

Ote yandan I'y in M, elemanlarina etkisinin v{c, 8} = {ya,v8} seklinde tanimlandigin
(4.2.) boliimiinden bilmekteyiz.

Simdi bu bildigimiz iki etkiyi birlestirerek I"y in M, tizerinde sol etkisini v € 'y ve P(2) ®
{a, B} € My igin,

1(P(2) @ {e, B}) = gP(2) ® g{a, 5}
seklinde tanimlayabiliriz.

Iki agirlikli modiiler semboller ve homojen polinomlar notasyon olarak karismiyacagindan
bundan sonra P(z) ® {«, 5} seklindeki yazilim yerine tensor ¢arpimini gosterimden ¢ikarip

P(2){«, 3} seklinde yazacagz.

Artik denklik altgurubunun etkisi bilindigi tizere I'y i¢in k agirlikli modiiler sembol tanimini

2 agirliklilarda olan tanimida kapsayan bi¢imde yapilabilir.

Tanim 4.5.0.21 (Modiiler Sembol). k£ > 2 olan bir tamsay1 ve 'y, I' nin bir denklik altgrubu
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olsun. x € My ve g € I'y olmak iizere M, kiimesinin z — gz seklindeki denkliklere ve
biikiilmelere gére bolim grubu My, (T v ) ile gosterilir ve Ty i¢in k agirlikl modiiler semboller

olarak adlandiriir.

Burada agik olmayan bir nokta ne kadar M (I"y) bir vektor uzayi olustursa da rankinin sonlu
olup olmadigidir. M, (T" ) vektor uzayinin homolojiden gelmesinden rankinin sonlu oldugunu
biliyoruz buna Z[X, Y], i¢in monomlarn, tek terimli polinomlarin, sayisinin sonlu oldugu

bilgisini eklersek M, (") in sonlu ranka sahip olacagi sonucunu elde edebiliriz.

R halkast tizerindeki modiiler semboller ise M, (I'y, R) := M(I'y) ® R seklinde tanimlan-

maktadir.

Manin sembollerine gecmeden Once cuspsal modiiler sembolleri burada daha 6nce tanim-
ladigimiz sinir eslemesinin k agirlikli modiiler semboller i¢in tanimlanmig hali ile bulmak-
tayiz. By := Z[X,Y];_» ® P}(Q) diye tanimlanan toplamsal grup. Bx(T'y), g € I'x olmak

tizere By nin x — g denkligine ve biikiilmelere boliim grubu olarak tanimlandiginda,

b . Mk(FN) — Bk(FN)
P(z){a, 8} = P(2){8} — P(2){a}

seklinde tanimlanan esleme bir halka homomorfizmasidir ve dahasi ¢ekirdegine £ agirlikli

cuspsal modiiler semboller denir.

Modiiler Semboller uzayin1t SAGE de daha 6nceki burumda oldugu gibi tanimlayip baz ele-
manlarim bulabiliriz ancak modiiler sembollerin hesab1 zor oldugundan bu baz elemanlarini
SAGE Manin sembollerinden olusturacaktir. Bu da elemanlarin bir 6nceki durumda oldugu

gibi giizel bir goriintii sergilemesi olasiligini ortadan kaldirmaktadir.
SAGE de bir modiiler semboller uzay: alarak baslayalim ve bu uzayin bazini yazdiralim.
SAGE: MS = ModularSymbols(Gamma0(13),4); MS

Modular Symbols space of dimension 8 for Gamma_0(13) of weight 4 with sign 0 over Ratio-
nal Field

SAGE: MS.gens()
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(X2 % {0, Infinity},

16 % X2 {3/4,1} —24x X xY % {3/4,1} + 9% Y2 x {3/4,1},

25 % X2 {4/5,1) — 40 % X Y * {4/5,1} + 16 % Y2 x {4/5, 1},

49 % X2 % {6/7,1} — 84 X * Y % {6/7,1} +36 Y2 x {6/7,1},

81 X2 % {8/9,1} — 144 X Y % {8/9,1} + 64 x Y2 x {8/9, 1},
100 % X2 % {9/10,1} — 180 % X * Y % {9/10,1} + 81 x Y% % {9/10, 1},

121 % X2 % {10/11,1} — 220 % X Y % {10/11, 1} + 100 % Y2 % {10/11,1},
1445 X2 % {11/12,1) — 264 % X % Y % {11/12, 1} + 121 Y2 % {11/12,1})

SAGE: Ms1 = MS.gens()[0]; Ms1
X2 x40, Infinity}

Yukarida goriildiigii gibi SAGE ile elde ettigimiz bazdan eleman se¢mek kolay bir istir. Ote
yandan My (I'y) = Z[X, Y];_2 @My (') oldugunu bildigimizden kendimiz bir eleman iirete-
bilmeliyiz; ancak bu 6zellik SAGE de daha gelistirilmemistir.

SAGE: R = PolynomialRing(ZZ, 2, ’XY’);
SAGE: X,Y = R.gens();

SAGE: MS2 =ModularSymbols(Gamma0(13),2); A = MS2.linear_combination_of_basis((0,-
1); A

—{Infinity,0}

Polinom halkamiz1 ve 2 agirlilkli modiiler sembol uzayin1 yukaridaki sekilde aliriz. Burada

-1 0
MS2.linear_combination_of basis((0,-1)) komutunda (0,-1), [ ( 0 ) ) Manin semboliinii

temsil etmektedir. SAGE e kendi olusturdugumuz bir eleman1 bazin lineer bir kombinasyonu

olarak yazmasin su sekilde soyliiyoruz,
SAGE: MS .linear_combination_of_basis(X*Y*A)

Traceback (most recent call last): ... TypeError: unsupported operand parent(s) for **’: *Multi-
variate Polynomial Ring in X, Y over Integer Ring” and "Modular Symbols space of dimension

1 for Gamma_0(13) of weight 2 with sign 0 over Rational Field’
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Ancak goriildiigii gibi SAGE bize Polinom ve Modiiler sembol objelerinin ¢arpilmasi yapila-
mayacagini sdyleyen bir hata veriyor. Bu fonksiyonu Manin sembollerinin sonunda sorun-
suzca kullanacagiz. Simdi baska bir Modiiler sembol secip Modiiler semboller arasinda toplama

cikarma yapabilecegimizi gosterelim;

SAGE: Ms2 = MS.gens()[5]; Ms2

100 % X2 %{9/10,1} — 180 % X * Y % {9/10,1} + 81 % Y % {9/10,1}

SAGE: Ms1 + 3*Ms2

X2 %{0, Infinity} + 300+ X?%{9/10,1} —540 % X Y % {9/10,1} + 243« Y? % {9/10, 1}

Bu durumdada SAGE sinir eslemesine bakarak cuspsal altuzayi olusturabilir ve bu altuzay

icin bir baz yazabilir.
SAGE: CS = MS.cuspidal_subspace(); CS.basis()

(16 % X2 {3/4,1} — 24 % X # YV % {3/4,1} + 9% Y2 5 {3/4,1} — 144 % X? % {11/12, 1} +
264 % X #Y  {11/12,1}—121 % Y2 % {11/12, 1},

25 % X2 {4/5,1} — 40 % X # Y % {4/5, 1} 416 % Y% + {4/5,1} — 144 % X2 x {11/12,1} +
264 % X #Y  {11/12,1}—121 % Y2 % {11/12, 1},

49 % X2 % {6/7,1} =84« X Y « {6/7,1}+36 « Y2« {6/7,1} — 144 « X? % {11/12,1} +
264 % X #Y  {11/12,1}—121 % Y2 % {11/12, 1},

81+ X2 % {8/9,1} — 144 % X x Y % {8/9,1}464 x Y2 x {8/9,1} — 144 » X% % {11/12,1} +
264 % X * Y % {11/12,1} 121 % Y2 {11/12, 1},

100% X?%{9/10,1} — 180 X «Y % {9/10,1}+81 Y% {9/10,1} — 144 % X? % {11/12,1} +
264 X # Y  {11/12,1}—121 # Y2 % {11/12,1},

121 % X2 % {10/11,1} — 220 % X # Y % {10/11,1}-4100 % Y2 % {10/11,1} — 144 % X? x
(11/12,1) + 264 % X # Y % {11/12, 1}~ 121 % Y2 % {11/12,1})

4.6. k agirhkh Manin Sembolleri
Manin sembollerinin gelistirilme amacinin hem modiiler sembollere bagka bir bakis agisi

yaratmak hemde semboller vektor uzayinda islemleri kolaylastirmak oldugunu belirtmistik.
M, (T y) igin M anin sembolleri, P € Z[X,Y],_2 ve g € ' olmak iizere [P, g| := g(P, {0,00}) €
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M (T ) seklinde tanimlanan elemanlardir.

Dikkat edilirse eger I'yvg = I'yh ise [P,g] = [P, h] gegeklenir. Ispatim1 kisaca verirsek
I'vg = I'vh durumu bize ¢ = ~h durumunu saglayan 3y € I'y in varhi§im soyler ve bu
bilgiyi M (I'y) in elemanlarinin = — vz seklindeki biikiilmelerin atildig: ile birlestirirsek bu

elemanlarin ayni olmak zorunda oldugu ortaya ¢ikar.

I'y, T' icinde sonlu, m, endeksli oldugu i¢in bir iistteki paragrafa dayanarak I'y icin secilen
sag koset temsilcileri listesi, [rg,71, ..., y], bize Manin sembollerinin sonlu rankli olmasi

gerektigini gosterir, dahasi,
{[(XY*2 r)] |i=0,1,....,k—2 ve j=0,1,...,m}
kiimesi Manin sembollerinin hepsini iiretir.

Manin sembollerinin genellestirilmesindeki ana fikir (4.3.0.17) teoreminden gelmektedir. g
matrislerinin koset temsilcileri iginden veya (4.3.0.18) teoremine uygun seg¢ilmesiyle My (I"y)
modiiler sembollerini iiretecek elemanlar bulabiliriz. Bu durum saglaniyor olsada M, (T"y)

Manin sembolleri tarafindan iiretilebilir mi sorusuna Manin evet cevabi getirmistir.

Ozellik 4.6.0.22. k agirlikli Manin sembolleri M, (T y) uzayin iiretir.

Ispat: Bu 6zelligin ispati (4.3.0.17) teoreminin ispatinin bir tekrari olacaktir ve sadece poli-
nom kismi i¢in bir 6zelligi kullanmamiz gerekecektir. P{«, 5} = P{«,0}+ P{0, 5} seklinde
yazilabildiginden ve «, 3 € P*(Q) oldugundan, (a,b) = 1 seklinde verilmis tamsayilar igin,
P{0,b/a} nin Manin sembollerinin tamsay1 katsayilt bir lineer kombinasyonu olarak yazila-

bildigini gostermemiz yeterli olacaktir.

10
a = 0 durumu igin P{0,b/a} = P{0,00} = [P, ( 01 )] oldugu asikardir. a > 0 duru-

b
muna bakarsak Bezout teoreminden Jx,y € Z oyleki v = ( v > olmak tizere det v = 1
a y
saglanir (y € ).

7P{0, 00} = (vP){z/y,b/a} = (vP){0,b/a} — (vP){0,z/y}
denkleminde tiimevarim hipotezinden dolay1 (vP){0,z/y} Manin sembollerinin lineer bir
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11

11

kombinasyonu olarak yazilabilir ve v € T oldugundan (yP){0,b/a} = [y 'P,~] Manin
semboliidiir. Burada y~'P ya bakilirsa v modiiler grubun elemani oldugundan v~ !P ¢
Z[X,Y |j—2 olur. O

Artik Manin sembollerinin M, (T"y) modiiler semboller uzayini iiretebildigini bildigimizden,
Manin sembollerinin kendi arasindaki iligkileri sorgulamaliy1z. Bu sorunun cevabi bize Manin
sembollerinin iirete¢c elemanlarini olusturmamizda da yardimer olacaktir. I' nin Manin sem-

bolleri iizerine sag etkisini [P, g]h = [h~! P, gh| seklinde tanimlayalim. Matrisler
0 -1 0 -1 -1 0
o= , T= , J=
) 0a) ()

Teorem 4.6.0.23. x, k agirlikli bir Manin sembolii olmak iizere

olmak iizere.

r+x0 =0

r+ar+axm?=0

z—xJ =0

esitlikleri saglanir ve bu esitlikler Manin sembolleri arasindaki biitiin esitliklerdir. Bu teo-
rem bize modiiler semboller M, (T"y) i diisiindiigiimiizde bu gruba karsilik gelen sonlu sayida

Manin sembolii oldugunu séylemektedir.

Bu teoremde dikkat edilirse J nin I'y denklik altgrubu i¢inde olmasi durumunda 7 esitligi

otomatik olarak saglanmis olur.

Ispat:  Merel in [17] da verdigi sekliyle Manin sembollerinin bu denklikleri sagladigimi
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gosterelim. x = [P, g] olmak iizere;

[P,g] + [P, glo = [P, g] + [0 P, go]
= g(P{0,00}) + (90)((c~ " P){0, 00})
= (9P){9(0), 9(c0)} + (9P){go(0), go(o0)}

= (9P)({9(0), g(0)} + {g(c0), 9(0)})
= 0.

Burada modiiler sembollerde siranin 6nemli olmasindan kaynakli olarak toplam halindeki iki

eleman birbirinin tersi olmustur.

[P, g] + [P, glr + [P, g7 = [P, g] + [r ' P,g7] + [r*P, g7°]
= g(P{0,00}) + g7((77'P){0, 00}) + gm*((772P){0, 00})
= (9P)({4(0), g(c0)} + {g7(0), g7(00)} + {g7%(0), g7*(00)})
= (9P)({9(0), g(00)} + {g(o0), (1)} + {g(1), 9(0)})
= (9P){9(0),9(0)} =0

Son olarak;

[P.g] = [P, g]J = g(P{0,00}) — gJ((J 7" P){0, 00})

= (9P)({9(0), g(00)} = {gJ(0), gJ(00)})
= (9P)({9(0), g(c0)} = {g(0), g(0)})
=0

Burada M i¢in verilen (4.3.0.18) teoreminin bu teoremin 6zel bir durumu oldugu ortaya ¢ikar,

dahasi bunun nedeni J matrisinin M, iizerine etkisinin asikar olmasidir.

Burada bir diger ispatlanmasi gereken nokta ise bu Manin sembolleri arasinda bagka bir den-
klik olmayisidir. Ispatin bu kismi Manin sembollerinin bu denkliklere ve biikiilmelere gore
boliim grubunun My, (T y) ile izomorf oldugunu gostererek yapilmaktadir. Tam ispati i¢in [17]
ya bagvurulabilir. O

Teorem sayesinde Manin sembolleri i¢in iirete¢ elemanlarini bulabiliriz. Manin sembollerinin

sonlu sayida oldugunu biliyoruz yani Manin sembollerini listeler ve sonrasinda bu bagintilara
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bakarsak bagimsiz Manin sembollerini secebiliriz; ancak bu noktada o, 7 ve J in sirasinin
degismesi farkli sonuglar verdiginden bir bagintiy1 bitirip sonra ¢ikan semboller arasinda diger
bagintiy1 yapmak dogru cevabi vermeyebilir. SAGE bir baginti matrisi olusturup bu matrisi

en sonunda echelon forma ¢evirmeyi tercih etmektedir.

Manin sembollerinin tanimina geri donersek sag koset temsilcilerine ihtiyacimiz var. I'y\I'
kosetinin elemanlarin1 yani I'y i¢in sag koset temsilcilerini yazmayi biliyoruz, hatta verilen
bir eleman i¢in hangi kosete ait oldugunu verebilecek algoritmalar [14] iin kitaplarinda veya

[4] te mevcuttur.

Simdi J. E. Cremona’nin 6zel bir denklik altgrubu icin verdigi bir teoreme bakalim. Bu vere-
cegimiz teorem I'g(/N) durumunda koset temsilcilerini P!(Q) ile esleyebildigimiz gergeginin

((4.3.) bolimiiniin baginda anlatilan eslemenin), I'; (N) i¢in kargiligidir.

Teorem 4.6.0.24. I"y nin I" altindaki sag koset temsilcileri, (¢, d, N) = 1 olmak iizere, (¢, d) €

b
(Z/NZ)?* elemanlariyla birebir eslenebilir. Yani ( ¢ J elemanina sahip koset (¢, d) ile
c

eslenir.

Bu teoremin 6nemi gene bir énceki durumda oldugu gibi notasyon olarak Manin sembollerini

gosterirken matrisler ile ¢calismaktansa ikililerle ¢alisilacak olunmasidir.

Ispat: Bu ispat [22] den kopyalanmustir; ancak ordaki ispatin kendiside aslen [5] te gegen

ispatin uygulamasidir.

a; b

1 = 1, 2 olmak lizere v; = < > € T olsun. 7,7, e bakarsak

C; dl
1 a; b dy —by ajdy — bicy *
MY = =
c1 dy —C2 G2 cidy — dicy  azd; — bacy
elde ederiz. Burada 7,7, ' elemaninin I';(N) de olmasi igin gerek ve yeterli sart,

Cldg — d102 =0 (mod N) (464)
CL1d2 - b102 = a2d1 - b261 =1 (mod N) (465)

esitliklerinin saglanmasidir.
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~; elemanlarinin determinantlart 1 oldugundan eger (¢1,d;) = (c2, d2) (mod N) ise (4.6.4) ve
(4.6.5) esitlikleri saglanir.

Ote yandan eger (4.6.4) ve (4.6.5) esitlikleri saglamyor ise,

Cy = agdycy — bycicy (mod N)
= a/2d201 — bQCQCl (mod N)

= ¢; (mod N)
gerceklenir ve ayni sekilde d; = dy (mod N) de gosterilir. O

Burada bu teoremi ispatlamanin en giizel yani ise artik M[;(I'; (/V)) in eleman1 olan bir Manin

semboliinii [XY#71=2 < ¢ p ] ile gostermek yerine (i, ¢, d) tigliisii ile gdsterebiliyor ol-
c

mamizdir.

SAGE de yapacagimiz islemleri notasyon farkini ve elemanlarin hesaplanmasinin kolayligini

gostermek amaciyla bir 6nceki boliim ile ayn1 modiiler semboller uzayini ele alalim.
SAGE: MS = ModularSymbols(Gamma0(13),4); MS

Modular Symbols space of dimension 8 for Gamma_0(13) of weight 4 with sign 0 over Ratio-
nal Field

Bu modiiler semboller uzayinin Manin iirete¢ elemanlarini bulursak;
SAGE: MS.gens()

(X2, (0, ], [X2, (1, 4)LIX2, (1,5)], [X2, (1, TLIXZ, (1L,9)], [X2, (1, 10)],[X2, (1, 11)], X2, (1,12)])
Bir Onceki ornek ile ayni bazi bize vermektedir. [X? (0,1)] = ( (1] (1] ) X2{0,00} =

X?2{0, 00} seklinde manin sembollerini agarak bazlarin ayni oldugunu gosterebiliriz.

Simdi 0zel olarak bir eleman iiretmek icin boliimiin sonunda belirttigimiz tiglii gosterimi

SAGE e vermemiz yeterli olur. Daha once Modiiler sembol iiretmis; ancak SAGE in bu
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fonksiyonunu kullanamamaistik.
SAGE: MS .linear_combination_of_basis((1,0,1))

—3/28 * [X2,(1,4)]4+1/7 = [X2,(1,5)] — 9/28 % [X2, (1,7)] + 9/14 % [X2,(1,9)]—6/7 *
[X2,(1,10)]+23/28 % [X2, (1, 11)] — 9/28 * [X2, (1, 12)]

10
Burada (1,0,1) = [X'Y!, ( 01 >] Manin semboliine kargilik gelmektedir.

Daha once yaptigimiz bir gozlemi hatirlatmak gerekirse denklik altgrubu ne kadar kiigiik
olursa (endeksi ne kadar biiyiik olursa), iistiindeki kosullar azaldigindan modiiler formlar uzay:
o kadar biiyiliyebiliyordu. Aymni kosullar modiiler semboller icin gecerli oldugundan iistteri

orneklerde yer alan I'y(13) i I'; (13) ile yer degistirirsek boyutun artisin1 gorebiliriz.
SAGE: MS = ModularSymbols(Gammal(13),4); MS

Modular Symbols space of dimension 42 for Gamma_1(13) of weight 4 with sign O and over
Rational Field

SAGE: MS.gens()

([X2,(0,5)], [XQ (0,6)], [X*,(0,9)], [XQ,(O, 10)], [X2, (0, 11)], [X?, (0, 12)],
) 4)

(X2, (7, D] X2, (7, 4)], (X2, (7,5)], [X2, (7,6)), [X2, (7, 9)], [X?, (7, 10)],
(X2, (T, 1)), [X2, (7,12)], [X*, (8,0)], [X27(8,2)]a[X27(8>11)]7[X2,(8,12)],
[X2,(9,5)], [X?,(9,8)], [X?, (9,9)], [X?, (9, 10)], [X?, (9, 11)], [X*, (10, 2)],

[X?, (10, 3)], [X?, (10, 7)], [X?, (10,8)], [X*, (10, 10)], [X*, (10, 12)], [X*, (11, 1)],
(X2, (11,2)], [X*, (11, 4)], [X2, (11, 5)], [X?, (11, 7)), [X?, (11,9)], [X*, (11, 10)],
(X2, (12,3)], [X?, (12,4)], [X?, (12, 5)], [X*, (12, 7)), [X®, (12, 1)), [X®, (12, 12)])

4.7. k Agirhikh Modiiler Semboller icin Hecke operatorii

Bu béliimde (4.4.)boliimiinde oldugu gibi Hecke operatoriiniin Modiiler ve Manin semboller

tizerine nasil etki ettigini gorecegiz.
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a b a b 1 %
An::{<c d)eMatg(ZHad—bc:n, (C d) (0 n) (modN)}

seklinde tanimlanan kiimesi verilen Iy denklik altgrubu icin 'yA,, = A, 'y = Ay 6zelligini

saglar ve dahasi I'y\ A,, sonlu bir gruptur.

Daha once k agirlikli modiiler sembollerin iizerinde tanimladigimiz sol etkiyi, G L2(Z) in ele-
manlari i¢in aynm sekilde genisletelim yaniy € GLy(Z) i¢inyP(2){«, 3} =P(v12){y(a),7(3)}
seklinde tanimlansin. O zaman R, I'y\A,, in belli bir koset temsilcileri kiimesini gostermek
tizere Modiiler semboller iizerinde n. Hecke operatérii 7,,(P(2){a, 8}) = > cp 7P (2){«, 5}

seklinde tanimlanir. Dahasi tanimlanan operator M (T" v ) uzayim korur.

Burada tansimlanan Hecke operatoriiniin koset temsilcilerinin degismesi durumunda degismiye-

cegi agikardir.

Bu noktada o6zellikle Hecke operatorii uygulamalarinda Manin sembollerine neden ihtiyag
duydugumuzu goz 6niine serebiliriz. Verilen Hecke operator tanimini uygulamak i¢in Ml (T'y)
1 olusturmak 7}, operatoriinii uygulamak ve baz elemanlar cinsinden yazmak gereklidir. Bu
islemler k biiylidiikce veya I'y in I' igindeki endeksi arttikca zorlagsmaktadir; fakat L. Merel
[17] makalesinde Manin sembolleri i¢in Hecke operatoriiniin nasil etki edecegine kolay bir

¢Oziim bulmustur.

Manin sembolii [P, g] ye n. Hecke operatoriiniin etkisi

seklindedir. Bu operatoriin daha once tanimladiklarimizla ortiistiigiinii gérmek icin [17] veya
[4] e bakilabilir.

Manin sembolleri {izerine tanimlanan bu operator, Modiiler semboller i¢in tanimlanandan daha

efektif ve hizlidir clinkii burada koset temsilcisi bulup listelemeye gerek duyulmamaktadir.
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SAGE de Hecke operatorlerinin modiiler semboller uzay: iizerine etkisine ornek verelim.
Onceki boliimlerden modiiler sembol uzayini tanimlamay1 ve bazini olusturmay1 gormiistiik

ve burada My(I'g(2)) modiiler sembol uzayini ele alacagiz.
sage: MS = ModularSymbols(Gamma0(2),10); MS

Modular Symbols space of dimension 4 for Gamma_0(2) of weight 10 with sign 0 over Ratio-
nal Field

sage: MS.basis()
(X7 Y, (1, D], [X%, (0, )], [X®, (1,0)], [X®, (1, 1)])

Hecke operatoriiniin SAGE de bir eleman iizerine etkisi tanimlanmamigtir bunun yerine biitiin

baz iizerine etkisine bakilabilir.
sage: T2 = MS.T(2).matrix(); T2
[16000]

[051216-16]

[ 025617 -16]

[025610]

sage: T7 = MS.T(7).matrix(); T7
[-952000]

[ 040353608 1301760 -1301760]
[ 0019525448 20828160]

[ 0019526400 20827208]

Bu Hecke matrislerinin karakteristik polinomlarini ¢arpanlarina ayirirsak 6zdegerlerini bulmus
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oluruz ki bu 6zdegerleri bir sonraki boliimde modiiler formlar uzay1 i¢in bir baz olustururken

kullanacagiz.

sage: T2.fcp()

(x —512) * (x — 1) * (z — 16)?

sage: T7.fcp()

(x — 40353608)? * (z + 952)?

sage: MS.cuspidal_subspace().T(2).matrix()
[16 0]

[016]

sage: MS.cuspidal_subspace().T(7).matrix()
[-952 0]

[ 0-952]

Burada kargimiza ¢ikan bagka bir 6zellik ise (3.2.5.9) hipotezinin modiiler sembollerde gecerli

olmayisidir.

Bunlarin disinda Hecke operatorii aralarinda asal sayilar i¢in degismeli olma 6zelligini koru-

maktadir.
sage: T7*T2 == T2*T7

True
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BOLUM 5

5. Modiiler Form uzaylari icin Baz olusturulmasi

Bir Modiiler formlar uzay1 tizerinde calismaya bagladigimiz zaman aslinda bu uzayin bir vektor
uzay1 olmasi gerektiginden ve elemanlarinin saglayacagi 6zelliklerden bagka bir bilgiye sahip
olmuyoruz. Bu nedenden dolay1 bundan sonraki asil amacimiz alinan herhangi bir Modiiler

form uzayi i¢in baz olusturmak olacak.

Miyake kendi ¢calismalarinda Eisenstein serilerinin istenilen Modiiler formlar uzayindaki goriin-
tillerinin nasil olacagi ve dolayisi ile bu uzay altindaki Eisenstein altuzayinin nasil yazilabile-
cegini bulmus, [16] ten daha fazla bilgi alinabilir. Bu bilgiye onceki boliimde verilen Modiiler
Sembol fikrini ekleyerek Modiiler form uzaylari i¢in bir baz olusturulmasinda nasil kullanila-

cagina bakacagiz.

Miyake’nin sonuglarini vererek baglamadan 6nce gerekli olacagindan Dirichlet Karakterlerini

tanitalim.

5.1. Dirichlet Karakterleri

Dirichlet karakterleri gosterimler teorisinde oldugu kadar sayilar teorisinde de oldukca sik
kargimiza ¢ikmaktadir. Dirichlet karakterlerini temel olarak M (I" ) modiiler uzay1 verildigi

zaman bunun Eisenstein altuzayinin bazinmi olustururken kullanmaktayiz.

Tamim 5.1.0.25 (Dirichlet Karakteri). R bir tamlik bolgesi olmak iizere N moduna gore Dirichet
karakteri, ¢ : Z — R seklinde bir eslemedir 6yleki bu esleme bagka bir f : (Z/NZ)x — (()

ile verilen bir homomorfizma iistiine kurulur.

(a) = 0 eger (a, N) # 1ise
S fla(modN)) eger (a,N) = 1ise

seklinde tanimlanir. burada ¢, R i¢inde 1 in bir kokiidiir.

Dirichlet karakterinin en basit 6rnegi olarak Legendre sembolii ( % ) yi gosterebiliriz. Bu

fonksiyon p modunda bir Dirichlet karakteridir, a sayis1 eger p ile arasinda asal degil ise O
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degerini, diger durumlar icin a sayisinin p modundanki goriintiisiine gore +1 degerlerini alir.

N modula gore R iizerinde tanimlanmus biitiin Dirichlet karakterlerinin kiimesi D(V, R) ile
gosterilsin. Bu kiimenin ¢arpimsal grup oldugu, f bir homomorfizma oldugundan, agiktir.
Buradan D(N, R) ve (Z/NZ)* — (() seklindeki homomorfizmalar birebir eslenebildiginden,
D(N,R) = (Z/NZ)* oldugu goriilir. Bagka bir sonug ise |(Z/NZ)*| = ¢(N) oldugundan
¢ min se¢imine gore |D(N, R)| in Euler phi degerine esit veya bu degeri bolecek bir say1
olmasidir ve agikea esitlik; ancak ¢ nin (Z/NZ)* grubunun derecesinin bir kat1 secilmesiyle

olabilir.

Bir Dirichlet karakterini, (Z/NZ)* nin bir elemaniyla esliyebiliyor olmak bize hesaplama
agisindan bolca kolaylik saglar ¢iinkii (Z/NZ)* grup teorisinden bildigimiz iizre cyclic gru-
plarin carpimui seklinde yazilabilir. C; cyclic gruplar ve g; bu gruplarin iirete¢ elemanlari, veya
baska bir deyisle (Z/NZ)* kiimesini iireten elemanlar olmak tizere (Z/NZ)* = [[y<;, Ci =
[lo<i<n(gi) seklinde yazilabilir. Dahasi a; € C; olmak iizere Dirichlet karakteri [aq, az ,7. -
§ek1_in_de bir liste olarak diisiiniilebilir ve hesaplamalar her cyclic grup i¢in kendi altinda yapilarak
kolaylastirilabilir. SAGE verilen bir Dirichlet karakter i¢in boyle bir liste olugturmakta ve

islemleri bu listeler lizerinde yapmaktadir.

SAGE (Z/NZ) ve (Z/NZ)* gruplarim olusturabilir ve (Z/NZ)* i¢in iiretes elemanlari, sayilar
teorisinde gegtigi adiyla p| N seklindeki asallar i¢in (Z/pZ)* 1n primitif kokleri, hesaplayabilir.
Dahasi verilen € karakteri i¢in € karakterinin derecesi primitif koklerin derecelerinin en kiiciik

ortak kat1 olarak bulunabilir.
SAGE: R = Integers(45); R
Ring of integers modulo 45
SAGE: R.unit_gens()
[11,37]

Dirichlet karakterleri grubu D(N, R) asagidaki komutla olusturulur ve 6zel olarak tamlik bol-
gesi verilmemis ise SAGE grubun derecesini bulduktan sonra (; yani k. dereceden birim
kokiinii Q ya ekleyerek cyclotomik cisim Q((x) y1 tamlik bolgesi olarak alir. SAGE de (,

anlasilma kolaylig1 agisindan "zeta k" seklinde gosterilmektedir.
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SAGE: D45=DirichletGroup(45); D45

Group of Dirichlet characters of modulus 45 over Cyclotomic Field of order 12 and degree 4
SAGE: D45.exponent()

12

Birbirinden farkli Dirichlet karakterlerini listeletebiliriz ancak (Z/NZ)+* grubu biiyiik sayilar
icin genis bir grup olacagindan bu liste sevimsizlesir.

SAGE: list(D45)

[[1,1],[zetal2%,1],[zetal2? — 1,1],[—1,1],[—zetal2? 1],[—zetal2? + 1, 1],

(1, zetal23],[zetal2?, zetal23],[zetal2? — 1, zetal23],[—1, zetal23],[—zetal2?, zetal2?],
[—zetal2? + 1, zetal23][1, —1], [zetal2?, —1],[zetal2? — 1, —1],[-1, —1],

[—zetal2?, —1],[—zetal2?+1, —1],[1, —zetal23],[zetal2?, —zetal2?],[zetal2®—1, —zetal2?],
[—1, —zetal23] [—zetal2?, —zetal2?],[—zetal2? + 1, —zetal23]]

Bir Dirichlet karakterini 6zel olarak se¢me islemini iki sekilde yapabiliriz ve bu karakter icin

noktada deger buldurabiliriz. Birinci seklimiz listenin bir elemanini 6zel olarak se¢cmekdir;
SAGE: eps = D45[1]; eps
[zetal2? 1]

Iki noktada degerine bakarsak (3,45) = 3 oldugundan eps(3) tanim geregi 0 dir. Diger noktada
degerine ise ayrik logaritma probleminde en gelismis algoritma olan baby step giant step
algoritmasi ile iireteslerin istenen nokta i¢in iistleri bulunur ve listede verilen alakadar degerin

o uistleri alimip elemanlar ¢arpularak hesap yapilir.

SAGE: eps(3)

SAGE: eps(7)
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—zetal2?

eps(7) yi daha agik bir sekilde yazalim. Bu noktadaki karakterimiz eps = [zetal2?, 1] aslen
listeleme seklinden &tiirii [£(11), £(37)] ile aynidir, ve dikkat edilirse 7 = 117 * 37 (mod 45)
oldugunu goriiriiz. Buradan eps(7) = eps(11)7eps(37) = —zetal2? olur.

SAGE de Dirichlet karakterini listeden se¢mek yerine istenilen sekilde tanimlamakta miimkiindiir.
SAGE: K = D45.base_ring(); K

Cyclotomic Field of order 12 and degree 4

SAGE: zeta = K.0; zeta

zetal2

SAGE: eps2 = D45([—1, zeta®]); eps2

[—1, zetal2? — 1]

Burada eps?2 goriildiigii gibi listenin bir elemanidir ancak liste kullanilmadan tiretilmisgtir.

Dirichlet karakterleri ile alakali daha sonra kullanmamiz gereken bir tanimin1 verelim.

Tanmm 5.1.0.26. Verilen ¢ € D(N, R) olmak iizere eger ¢|N seklindeki sayilardan ¢* €
D(e, R) olanveVa € Zigine(a) = £*(a) 6zelligi saglanan bir eleman bulunabilen ¢ sayilarinin
en kiiciigline verilen karakterin ileticist denir. Eger bir karakterin ileticisi kendisi ise o karak-

tere primitif karakter denir.

Ornek 5.1.0.27. asikar karakter ¢ = 1 icin 1 bu karakterin N degerine gore degismemekle
birlikte ileticisidir. D(2,C) nin asikar olmayan herhangi bir karakterin ileticisi her sartta 2

olacaktir yani asikar olmayan karakterler bu grupta primitiftir.

Artik Dirichlet karakterleri hakkinda yeterince bilgiye sahip oldugumuz i¢in Eisenstein altuza-

ylari icin bir baz olusturabiliriz.

75



5.2. Eisenstein Altuzaylar icin Baz iiretilmesi
Burada ispat sunmadan verecegimiz sonuclar Miyake tarafindan bulunmustur ve buradaki fikir

Mi(T1(N)) =B.cpnv,ry Mr(I'1(IV), £) seklindeki simiflandirmadir. M, (I (N), €) notasy-

onu ile ¢ karakterli modiiler formlar: ifade etmekteyiz ki bu uzayin elemanlari

dt 0
(5 2o
f (2) = e(d) f(2)

ozelligini saglayan modiiler formlardir diye tanimlanmaktadir. Bundan once karakter kullan-

madigimiz tanimladigimiz modiiler formlar1 agikar karakterli olarak diisiinebiliriz.

X ve 1, ileticileri L ve R olan primitif Dirichlet karakterleri olsun ve

Erxw(@) = co+ > | D w(n)x(n/mn*~" | ™ € Qx, ¢)[[q]]. (5.2.1)

m>1 \ nlm

By
2k

0 eger L > 11ise
Ch =
’ — eger L =11se

seklinde By, ,, 1 karakterine gore tanimlanmig k. Bernoulli sayis1 olmak iizere tanimlansin.

Burada Dirichlet karakterlerinin ikisi de eger asikar karakterler ise £}, , = Ej, olur ki bu-

radaki Ej, k agirlikli I izerindeki Eisenstein serisidir.

Teorem 5.2.0.28 (Miyake). k cift bir dogal sayi, ¢ bir tamsay1 ve x ve ¥ daha Once ver-
ildigi sekliyle Dirichlet karakterleri olsun, k=2 ve karakterlerin asikar olmas1 durumu haricinde
Eyr0(q"), My (T1(RLt), x /1) nin bir elemani olur. Disarida birakilan durumda ise ¢ > 1 ol-
masi durumunda Ey, , ,, = E» dir ve Es(q) — tE>(q"), M2(T'o(t)) nin bir eleman olur.

Bu teorem bize karakterlerin belli sartlar1 saglar sekilde secildi§inde modiiler formlar uzayiin

bazi elemanlarin1 tammladigimiz Ej, , ., elemant ile elde edebilecegimizi gosterir.

Teorem 5.2.0.29. (??) ile elde edilen elemanlar RLt|N ve e = x /1 olmak tizere Ey(I'1(N), €),
Eisenstein altuzayinin bir bazini olusturur. Dahasi £ # 2 iken ¢ = 1 durumu ele alindiginda

olusan Eisenstein serileri 6zformlar olur (bu serilere Hecke operatorii uygulanmasi karsilik
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gelen 6zdegerleri ile ¢arpilmasi ile ayni sonucu verir). & = 2 durumunda da Es(q) — tE»(q"),

t > 1 i¢in bir 6zformdur.

Burada Miyake [16] kitabinda karakterlerin se¢ilmesine dayali olarak I'y(V) veya I'o(NV)
tizerinde Eisenstein altuzay1 i¢in bir baz olusturulabildigini aciklamistir. Bunu ise Dirichlet

karakterlerinin izomorf oldugu (Z/NZ)* uzayin ele alarak gostermistir.

5.3. 1ki agirhikh Cusp Formlar Uzay icin Baz olusturulmasi

Su noktada Modiiler semboller hakkinda bildigimiz bilgileri gdozden gegirirsek, (2 agirlikli)
['o(V) modiiler sembollerin uzayinin nasil oldugunu ve boyutunun ve bazinin olusturulabile-
cegini ve nasil olusturuldugunu biliyoruz. Cuspsal modiiler sembollerin sinir eslemesiyle bu-
lunacagini ve bu sembollerin cusp formlar ile eslendigini biliyoruz. Bunun yanisira Hecke
esdegisimli oldugu i¢in modiiler formlar yerine modiiler sembolleri kullanabilecegimiz asikar

bir gercek.

Ancak bu bilgileri asil amacimiz olan I'g (V) iizerinde 2 agirlikli cusp formlar altuzayinin bir
bazini1 yazmak i¢in Hecke operatoriiniin g agilimlarinda oynadig1 6nemli bir rolii aciklamaliyi1z.

Daha 6nce verdigimiz bir teoremi hatirlatma olarak yazalim.

Hatirlatma 5.3.0.30. (3.2.5.5) f, modiiler grup I" altinda & agirlikli ano a,q" sekline Fourier

seri acilimina sahip bir modiiler form olsun. O zaman bu seri iizerine n. Hecke operatorii 7;,

Tn(f) = Z Z dkilamn/d2 qm

m2>0 \ 1<d|(n,m)

seklinde etki eder.

Bu teoremin en dnemli sonucu a;(f), f modiiler formunun seri agiliminda ¢’ li terinin kat-

sayisin1 gostermek {izere;

Corollary 5.3.0.31. a,(T,,(f)) = a,(f)

olmasidir. Ispatinida kisa bir sekilde verebiliriz.

Ispat: m = 1 iken ¢ lu terimin katsayis1 1 * a,, /12 olur. ]
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Bu teoremin dnemi Hecke operatoriiniin modiiler formun, ¢ lu terimi ile ¢" 1i terimi arasinda
bir baglant1 kurmasidir. Dahas1 modiiler semboller bilindiginde herhangi bir modiiler formun
sabit terimi ve ona kargsilik gelen modiiler semboliin bilinmesi halinde ¢ seri agiliminin yazila-

bilmesidir.

Bagka bir sonugta sabit olmayan bir cusp formun agilimindaki ¢ lu terimin katsayisinin O ola-
mayacagidir ¢iinkii eger 0 ise bir onceki sonug geredince biitiin katsayilar sifir olur yani form

0 fonksiyonuna denk olur.

Burada fikirlerin oturmasi agisindan sunlar sdylenebilir. I'g(/N) tizerinde modiiler semboller
uzay1 ile modiiler formlar uzayi, cuspsal homoloji ile alakalidir. dahasi integral eslemeler de-
jenere olmayan Hecke esdegisimli eslemelerdir bu da Hecke operatorii altinda modiiler form-
larda belli bir degisiklik gosteren bir elemanla ayn1 degisikligi gosterecek bir modiiler sembol
bulunabilecegini gostermektedir, dahas1 modiiler semboller i¢cin Hecke operatoriinii uygula-

mak Manin sembolleri ile hesaplanabilirdir.

Bu iligkiler 1s181nda, 2 agirlikli I'o (V) altindaki cusp formlar altuzay: i¢in artik bir baz olus-
turulabilir; ¢linkii cusp formlarin ¢ agiliminda sabit terimi sifirdir ve cuspsal modiiler bir sem-
bole Hecke operatorii uygulayarak bir cusp formun istenilen netlige kadar ¢" li terimlerinin

katsayilar1 alinabilir. Bunu bir algoritma olarak yazip boliimii bitirelim.

Algoritma 5.3.0.32 (2 agirlikli Cusp formlar uzayinin bir bazini olusturmak). N ve B verilmis
iki pozitif tamsay1 olmak iizere bu algoritma Sy(T'o(/N)) igin bir ¢ netligine kadar bir baz

olusturmaktadir.

M (To(N)) uzay igin bir baz (4.3.0.18) da anlatildig1 sekil ile olusturulur.
sinir eglemesiyle cuspsal olan semboller ve Sy (I'g(/N)) bulunur.
(4.2.0.16) dan S»(I'y(N)), cuspsal modiiler formlar uzayinin boyutu d bulunur.

[T,.], n. Hecke operatorii T}, nin S3(I'o(/V)) in bazina uyguladidinda ¢ikan matrisi gostermek

tizere ve a;;([7},]) bu matrisin . satir1, j. stitunundaki girdiyi gostermek iizere

Fol) = 3 s (T)" + 0(d)
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lineer bagimsiz seri sayisi d olana kadar yazilir.

ve bu algoritma S, (T'g(N)) i¢in ¢” netliginde bir baz yazmis olur; ¢iinkii cuspsal modiiler sem-
boller cusp formlar ile iligkilidir, dahas1 Hecke operatorii uygulanmadan bir cuspsal modiiler
semboliin katsayist olan 1 1 bir cusp formun ¢ lu terimindeki katsay1 olarak, Hecke operatorii

altinda iki tarafda ayni degisikligi gosterdigi i¢in, diisiinebiliriz.

Bu noktada hatirlatilmasi gereken bir diger nokta ise cuspsal modiiler semboller uzaymin
boyutunun cusp formlar uzayinin boyutunun 2 kat1 olmasidir bundan dolay1 algoritma igletilirken

alinan bir seri daha 6nce alinmis lineer bagimsiz serilerin bir kombinasyonu olabilmektedir.

Diger agirliklar ve benzer denklik altgruplart i¢in SAGE in benzer igslemler yaptigini gele-
cek boliimde gosterecegiz. Dip not olarak, (3.2.4) boliimiinde modiiler formlar uzay1 icin bir
baz yazarken SAGE in Eisenstein altuzay1 ve cusp form altuzayini en bastan siiflandirdigini
gormiistiik ki bunun nedeni aslinda baz elemanlarinin cusp form altuzaylari i¢in modiiler sem-

boller, Eisenstein altuzaylari icinse Miyake’nin ¢aligmalariyla kolayca hesaplaniyor olmasidir.

5.4. kagirhkh Cusp Formlar Uzay icin Baz olusturulmasi

Bu béliimde modiiler formlar ve modiiler semboller arasinda Hecke operatorleri altinda esde8isimli
bir esleme tanimlayacagiz ve bu eslemeyi modiiler formlarin bir bazini olusturmak i¢in kul-

lanacagiz.

k> 2veSy(Ty) = {f| f € Su(T'n)}, iistgizgi kompleks eslegi gostermek iizere, k agirhik

antiholomor fik cusp formlar uzayr olsun. Merel [17] makalesinde
§: (Si(Ty) ® Sp(Tw)) x M (Ty) — C

B8 B8
((F1, fo), Pla, B}) — / ()P, 1)d + / fo(2)P(z. 1)

eslemesini tanimlamis ve bu esleme hakkinda 6zellikler sunmustur. Burada bahsedilen inte-
graller o dan 3 ya herhangi bir kontur iistiinde alinan integrallerdir, modiiler semboller ho-

molojiden geldiginden bize burada bu esnekligi sunar.

Ozellik 5.4.0.33. ¢ eslemesi iyi tanimlidir, yani modiiler sembol denk bir modiiler sembol ile

degistirildigi zaman sonu¢ degismez.
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Ispat, integralde degisken degistirilmesiyle ve matris 6zelliklerini kullanarak kolayca elde

edilmektedir. (5.4.) ispatina bakilarak ayn1 adimlarla bu ispat yapilabilir.

Buraya bu eslemenin aslinda dejenere bir egleme oldugunu ve ¢cogu M (T" y) elemani i¢in esle-
menin 0 ¢ikacagini not diismekte yarar var; lakin 2 agirlikli modiiler semboller icin gelistirdigimiz
integral eslemesinin soyutlastirilmis hali olan bu eslemenin daha 6nce gordiigiimiiz 6zellikleri

burada da mevcut.

Teorem 5.4.0.34 (Shokurov). ¢ eslemesi cuspsal modiiler semboller iizerine kisitlandiginda
yani Sy(T'y) ® Sk(T'y)) x Sk(T'y) — C seklinde tanimlandiginda bu esleme kompleks uzay-

larin dejenere olmayan bir eslemesi olur.

Ispat [20] makalesinde bulunmaktadir ya da Shokurov sembolleri hakkinda yeterli bilgiye
sahip biri [17] de anlatildig: sekliyle ispat1 ortaya ¢ikarabilir.

Bu teorem bize 6zel bir durumunu daha 6nce homolojiyi kullanarak ispatladi§imiz bir teo-

remin genel halini verir.

Sonug 5.4.0.35. boyutcSk(I'n, C) = 2boyutcSk(I'y)

Buradan goriildiigii gibi her cusp forma karsilik modiiler semboller uzayinda iki tane cuspsal
sembol gelmektedir, bir kendisi digeri ise antiholomorfik halinin goriintiisiine karsilik gelmek

lizere.

Bagka bilinen bir 6zellik ise M (I" y) icinde Ej(I'y) in boyutu kadar cuspsal olmayan modiiler

sembol bulunmaktadir.

Simdi bu eslemenin Hecke operatorii ile iligkisini ¢alismaya baglayalayabiliriz. Daha Once

b
(3.2.1) ve (3.2.5) boliimlerinden iki adet hatirlatma yapalim. f € M (I'y) vey = ( “ J ) €
c

I'y olmak iizere
FOE(2) = det(7)" ez + d) " f(72)
seklinde tamimlanir. Bu operatorii f € Si(I'y) icin
FOT*(z) = det()* ez + d) " f(72)
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seklinde tanimlanabilir.

Ayni sekilde Hecke operatorii f € My(T'n) igin T,,(f) = >_ .y f blk(2) daha 6nce tanim-
lanmigti, bu tammuda f € S(Ty) igin T,(f) = Y- oy fD1*(2) seklinde verebiliriz.

Burada verdigimiz tanimlarla beraber en sonunda daha en baglarda (4.2.0.12) teoreminde
soziinli ettigimiz Hecke esdegisimliligi ispatlayabiliriz. Hecke operatoriiniin 6zelliklerinin
tasinabilir olmasi halihazirda tamimlamig ve bircok 6rnek verdigimiz modiiler sembollerin,

modiiler formlar yerine kullanilabilecegi fikrini de pekistirmis olacaktir.

Teorem 5.4.0.36. (f1, f2) € (Sk(T'y) ® Sk(I'y)) ve P{a, 3} € My (T y) olmak iizere, her n

dogal sayisi1 i¢in

(To(f1, f2), Pe, B}) = ((f1, f2), Tu(P{a, 5}))
esitligi saglanir.

Ispat: Bu teoremin ispatinda [17] i takip edecegiz. Bu eslemeyi cusp formlar ayirarak parga

parca inceleyelim, burada v € G Lo(Q) olmak iizere j(v, z) = ¢z + d yi gostersin,

B8
CMMfMﬁba/nmwwnw

/ SO R

YEH,

Modiiler form f hizla azalan oldugundan integral mutlak yakindaktir.

_ Z/ S P2 1)z

gz — z degisken degisimini uygularsak.
VB

=Y [ det) ) A PO s

yEH, VT
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5 = dety * v~ ! i gostersin o zaman J(z) = 7~ !(z) oldugu agikardir. Bunun yanisira 3 nin

_ det(y)dz

determinant1 det v olacagindan d(vy~12) = d(7z) = &y oldugunu goriiriiz.

B
=Z/d%WWMWWmWMMW%

~eH, V7
- veZHn 7:6 det(7)" f1(2) ()" det(v)* P (7=, 1)%

8
= Z fl(Z)P(fiZ?l)dZ

~EH, V%

B
:Z/ﬁwmmWﬂW%ﬂww

YEH, VT

Benzer bir esitlik f, € S,(I'y) iginde saglanir ve teorem ispatlanmus olur. O

Bu teoremin oneminden bu sefer biraz daha teknik ayrintilar ile tekrar bahsedersek Hecke
operatoriiniin cuspsal modiiler semboller ve cusp formlar arasinda asdegisimli olmasi bu uza-
ylarin bazlarina uygulanan Hecke operatdrlerinin aynm 6zdegerleri alacagi sOylenebilir; ancak
bir cusp form i¢in iki adet aym1 6zdegerli cuspsal modiiler semboliin ¢ikacagi asikardir. Farkli
Hecke operatorleri altinda bu 6zdegerlen bulunup hangi modiiler sembole karsilik geldigi
siniflandirilarak bir baz yazilabilir; ancak bahsedilen algoritma; ancak Hecke matrisi kose-
genlestirilebilir ise gegerlidir. Hecke matrisleri Hermite normal formuna sokulabildiginden
bir matrisin kosegenlestirilebilir olmas1 burada yeterlidir. Buda bir cusp form olan bir 6zform

yazmakta kullanilabilir ki bunlarin 6rneklerini bir sonraki boliimde gorecegiz.
Merel’in cuspsal modiiler semboller ile cusp formlar1 esleme calismalari, kdsegenlesebilen
Hecke operatorii matrisleri digindaki 6zel durumlar diginda bir baz insaa edilmesi i¢in yeterli

degildir. Burada Atkin-Lehner-Li teori ve dejenere olma eslemeleri konuya dahil olur.

N ve M, M|N saglanan ve ¢ de N/M yi bolen pozitif tamsayilar olsun. I'y burada I'g(N)
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veya ['1 (IV) gostermek tizere;

(67 Sk(FM> — Sk(FN>
fla) — f(d)

eslemesine dejenere olma eslemesi adi verilir ve 6biir yon Si(I'y) — Si(I'a) icinde [,

eslemesi bulunmaktadir, bu eslemelerin 6zellikler i¢in [15] kitabina bagvurulabilir.
Sk(T n)eski dejenere olma eslemeleri ile NV in tam bolenlerinden getirilmis cusp formlarin al-
tuzay1, Si(I'y)yeni ise dejenere olma eslemesi ile ortaya ¢ikmayan, baska bir degisle 3,(I'v)

nin ¢ekirdeklerinin ¢ekirdeklerinin kesisiminde kalan, cusp formlarin altuzayini gostersin. O

zaman cusp formlar uzayinin bir siniflandirilmasini,
Se(Tn) = Sk(Tn)yeni © Sk(LN)eski
seklinde yapabiliriz.

Bu noktada Atkin-Lehner-Li nin verdigi teorem indirgeme yontemi ile cusp formlar uzayi icin

bir bazin yazilabilecegini bize gosterir.

Teorem 5.4.0.37. [Atkin-Lehner-Li] Cusp formlar uzayz,

Se(I'v) = EBM\N @t\N/M o (Sk(I'nr) yeni)

seklinde siniflandirilabilir.

Teoremin ispat1 ['; (V) igin [6] da ve genel hali ise [2] makalesinde bulunabilir.

Burada goriildiigii sekliyle artik herhangi bir agirlik ve denklik altgrubu I'y verildiginde, N
in tam bolenlerine soruyu indirgeyip onlar i¢in bir baz olusturur ve sonrasinda dejenere olma

eslemeleriyle ¢ — ¢' degisimi ile istedigimiz cusp formlar uzayinin bazini olusturabiliriz.
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BOLUM 6

6. SAGE de Ayritih Ornekler

Bu boliimde bir onceki boliimde yaptig§imiz modiiler semboller ile modiiler formlarin eslen-
mesini asim adim yapacagiz ve SAGE ile bu iglemlerin nasil yapildigin1 gosterecegiz. k > 2
olan ¢ift bir tamsay1 icin My (I") veM(I'5;) modiiler formlar uzaylarmimn bazlarinin nasil

yazilacagina bakacagiz.

Ful modiiler grup T" igin bir bazin zaten k agirhgina gore { E¢ES|4a + 6b = k, (a,b) € Z*}
seklinde olacagini biliyoruz. Simdi £ = 6 ve £ = 26 durumlarinda bu uzaylar i¢in Miyake’nin
calismalarini ve modiiler sembolleri kullanarak bir baz olusturalim.

SAGE: MS6 = ModularSymbols(GammaO(1),6); MS6

Modular Symbols space of dimension 1 for Gamma_0(1) of weight 6 with sign O over Rational
Field

Burada olasi biitiin modiiler semboller, (4.6.) boliimiiniin sonunda verilen iiclii notasyona gore;

To = (07070)7 €Ty = (17070)7 To = (27070)7 xr3 = (37070)7 Ty = (47070)7

elemanlaridir. Bu elemanlarin (4.6.0.23) teoremindeki denkliklerine bakilirsa elimize siitunlar

modiiler sembol elemanlarini gostermek tizere denklik matrisi,

1 0 0 0 1
0 1 0 —-10
0O 0 0 0 O
3 -3 6 =31

seklindedir burada ¢izginin lizerindeki denklikler x + zo = 0 altindakiler x + 7 + 272 = 0

dan gelen denklemlerdir. anlamlarina bakalim sirasiyla satirlar, zg = —x4, 1 = 23, 192 = 0 ve
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3rg — 3x1 4+ 629 — 323+ 24 = 0 dir. Son esitlikte 6nceki bildiklerimizi kullanirsak x4 = —22;
elde ederiz ki buda bu modiiler semboller uzayinda her elemanin x4 cinsinden yazilabilecegini
gosterir. Matrisde daha sonraki denklikler echelon forma geldiginde sifir olacak satirlardir.
Burada (4.6.0.23) teoreminin J matrisli esitligine ihtiya¢ J € I' oldugundan bulunmamaktadir.
SAGE bu iglemleri kendi altinda otomatik olarak yapmaktadir.

SAGE: MS6.basis()

([X*,(0,0)},)

Bu Manin semboliiniin modiiler sembol karsiligin1 da SAGE den isteyebiliriz.
SAGE: MS6.basis()[0].modular_symbol_rep()

X150, In finity}

Cusp formlara karsilik geldiklerinden dolay1 cuspsal modiiler sembollerin neler oldugunu sora-
biliriz ancak daha 6nce (3.2.4.1) teoreminden 6grendigimiz iizre bu agirlikta I' altinda cusp

form bulunmamaktadir.

SAGE: MS6.boundary_map()

Hecke module morphism boundary map defined by the matrix

[-1]

Domain: Modular Symbols space of dimension 1 for Gamma_0(1) of weight ...

Codomain: Space of Boundary Modular Symbols for Congruence Subgroup GammaO(1) ...

Goriildiigii iizre sinir eslemesi altinda 0 olan eleman olmamistir ondan dolay1 bu uzayda cusp-
sal modiiler sembol dolayisiyla karsilik gelen modiiler formlar uzayr My (I") da cusp form

bulunmaz.

M (T) i¢inde cusp form olmadigimi ve M (I") min bazi cuspsal olmayan tek bir elemandan
olustugu icin boyutunun 1 olacaginida biliyoruz. Simdi bu baz elemanin1 Miyake’nin teknigi

ile yazalim, Eisenstein serisinin goriintiisiiniin I' altinda modiiler form olmasi i¢in (5.2.1) for-
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miiliinde her iki karakterde asikar karakterler olarak alinmalidir. O zaman baz elemant,

()= 2+ 3 (7] o

m2>1 \ nlm

sekline doniisiir yani seri (3.2.2) boliimiinde tanimladigimiz normalize edilmis Eisenstein seri-
sine doniisiir ki buda beklenen sonugtur. Denklemdeki Bg, 6. Bernoulli sayisini belirtmektedir
ve degeri 1/42 dir.

SAGE: bernoulli(6)
1/42

SAGE: -1/(42*12)
-1/504

Baz elemaninin 6 agirlikli Eisenstein serisi olacagini bildigimizden, bu serinin bizim daha

once anlattigimiz ozelliklerle tutup tutmadigina bakalim.
SAGE: E6 = cisenstein_series_qexp(6); E6

—1/504 + q + 33 % ¢* + 244 * ¢ + 1057 * ¢* + 3126 * ¢° + 8052 * ¢° + 16808 * ¢ + 33825 x*
q® + 59293 x ¢° + O(q'0)

SAGE de bazi yazdirmanin bagka bir sekli ise modiiler formlar uzayini1 tanimlayip bazini is-
temek olabilir ki bu durumda genelde elde edilenden farkli bir baz ortaya cikacaktir, bunun
nedeni ise SAGE in elde ettigi bazi (3.2.4.7) teoreminin fikriyle kanonik baz haline getirme-

sidir.
SAGE: MF6 = ModularForms(GammaO(1),6); MF6.basis()
[1 — 504 % ¢ — 16632 * g2 — 122976 * ¢* — 532728 x g% — 1575504 + ¢° + O(¢®)]

SAGE in bize verdigi sonuglarin daha 6nce (3.2.4.1) teoreminden ve Miyake’nin sonuglarin-

dan alinan sonugclarla ortiistiigiinii buradan gorebiliriz.
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Simdi M»6(I") i¢in bir baz yazmaya c¢alisalim. Bu sefer modiiler formlar uzaymin boyutu-
nun (3.2.4.6) dan 2 oldugunu biliyoruz, yani dahasi (3.2.4.5) teoreminde verildigi sekliyle A
cusp formu ile eslemenin bu uzayda bir adet cusp formun varligin garanti ettigini biliyoruz.
Modiiler Semboller uzayini olusturup bazini incelemeden once (5.4.0.35) sonucu bize her cusp
form i¢in modiiler semboller uzayinda o formla alakali iki cuspsal modiiler semboliin bulun-

dugu bilgisini verdiginden, bu uzayin 3 boyutlu olmasini bekleriz.
SAGE: MS26 = ModularSymbols(Gamma0(1),26); MS26

Modular Symbols space of dimension 3 for Gamma_0(1) of weight 26 with sign 0 over Ratio-
nal Field

SAGE: MS26.basis()
([X22 * YZ, (07 O)]a [X23 * Y7 (07 0)]a [X247 (07 0)])

Onceden 6ngordiigiimiiz gibi modiiler sembol uzay1 bu konumda 3 boyutlu bir uzaydir. Simdi

sinir eslemesine bakalim;
SAGE: MS26.boundary_map()

Hecke module morphism boundary map defined by the matrix

Domain: Modular Symbols space of dimension 3 for Gamma_0(1) of weight ...
Codomain: Space of Boundary Modular Symbols for Congruence Subgroup GammaO(1) ...

Bu eslemeden goriildiigii gibi baz elemanlarinin ilk iki tanesi cuspsal modiiler semboldiir. O

zaman bu sembollerin 6zdegerlerine bakarak bir cusp 6zform baz elemani yazabiliriz.

Prosediirii resmi olarak bir defa daha anlatalim. Cuspsal modiiler semboller ile cusp form-
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lar Hecke operatorii esde8ismeli olarak eslenebildiginden, 6zform olan bir cusp formla ayni
0zdeger icin 0zsembol olan iki adet cuspsal modiiler sembol bulunmalidir. Bu diisiince ile
cuspsal bir 6zsembol, ¢ katsayis1 1 olacak bir cusp 6zforma karsilik gelmek zorundadir ve bu
sembole n. Hecke operatorii uygulanmasi ve 6zdegerine bakilmast ile ile diger ¢" terimlerinin

katsayilarida bulunur. Merel’in [17] makalesinde motivasyonu bu olmustur.

Simdi bu fikri SAGE ile iglemler yaparak gosterelim. Mog(I") nin bazina Hecke operatérleri
uygulayip 6zdegerleri bulmak i¢in karakteristik polinomlar1 ¢arpanlara ayirarak bulalim.

SAGE: T2 = MS26.T(2).matrix(); T2
[-48 0 0]

[0-48 0]

[20174427000/43 0 33554433]

SAGE: T3 = MS26.T(3).matrix(); T3

[ -195804 0 0]

[ 0-195804 0]

[509427225216000/43 0 847288609444]
SAGE: T4 = MS26.T(4).matrix(); T4

[ -33552128 0 0]

[ 0-33552128 0]
[676940490712395000/43 0 1125899940397057]
SAGE: T5 = MS26.T(5).matrix(); T5

[ -741989850 0 0]
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[ 0-741989850 0]
[179184645692462592000/43 0 298023223876953126]

Karakteristik polinomlarda hangi 6zdegerin bir cusp 6zforma denk geldigini anlamak kolay
degildir, iki farkli sekilde aradigimiz 6z degerleri bulabiliriz. Birinci yontem rastlantisal
olarak yukardaki matrislerde oldugu gibi 6zdegerlerin sinir eslemesi altinda sifir olan ele-
manlara karsilik gelen matris satirinda kosegen disinda, ve burada kdsegende bulunan deger
0zdeger olur, hicbir degerin bulunmamasi sayesinde, ikinci yontem ise bir cusp forma karsilik
iki cuspsal sembol yani ayn1 6zdegerli iki sembol oldugu i¢in, karakteristik polinomun ¢arpan-
lara ayriliginda derecesi ¢ift olan elemanlarin incelenmesi ile olur; ¢iinkii Eisenstein serilerine
denk gelen elemanlarin farkli Hecke operatorleri altinda birbirlerinden fakli degerler alacag:
asikardir. Daha teknik ancak uygulamaya yatkin olmayan bagka bir bakis asis1 ise [22] da

bulunabilecek olan ¢* kivirma (involution) fonksiyonudur.
SAGE: T2.fcp()

(x — 33554433) * (x + 48)*

SAGE: T3.fcp()

(x — 847288609444) * (z + 195804)*

SAGE: T4.fcp()

(r — 1125899940397057) * (x + 33552128)2

SAGE: T5.fcp()

(x — 298023223876953126) * (z + 741989850)>

Yukarida anlatti§imiz sekilde burada 2, 3, 4 ve 5. Hecke operatorleri i¢cin cuspsal 6zsemboliin
ozdegerleri sirasiyla -48, -195804, -33552128 ve -741989850 olacaktir. Buradan ise Mg (I")
nin cusp formlar altuzaymin bir bazimi ¢ — 48¢? — 195804¢> — 33552129¢* — 741989850¢° +
O(¢%) seklinde ¢° netligine kadar elde etmis oluruz.

SAGE ile bu baz elemanini kontrol edelim. Mg(I") modiiler formlar uzayini tanimlayalim
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ve bazint SAGE e yazdiralim.
SAGE: MF26 = ModularForms(Gamma0(1),26); MF26

Modular Forms space of dimension 2 for Congruence Subgroup GammaO(1) of weight 26 over
Rational Field

SAGE: MF26.basis()

g — 48 % g% — 195804 ¢ — 33552128 * ¢* — 741989850 * ¢° + O(q®),

1 —24/657931 * ¢ — 805306392/657931 x ¢* — 20334926626656 /657931 * ¢°>—
27021598569529368 /657931 * ¢* — 7152557373046875024,/657931 * ¢° + O(q°)

Gortildiigii gibi ilk eleman bizim elimizle yaptigimiz cusp forma esittir, ikinci baz elemam
ise bir onceki ornekte oldugu gibi Miyake’nin calismasindan elde edilen normalize edilmis

Eisenstein serisidir.

Simdi I'(51), I" elemanlarini 51 modundaki goriintiileriyle eslemesinin ¢ekirdegini temsil etsin.
Bu grubu iceren ve I' altinda aynm1 endekse sahip olan herhangi bir I'5; denklik altgrubu icin
koset temsilcileri sayisi fazla olacagindan alacagimiz modiiler formlar uzaylarinin, k, agirlik-
larii ne yazikki kiigiik tutmak zorunda kaliyoruz; ciinkii apirligin biiyiik olmasi durumunda
olast Manin sembollerinin sayisi, "koset temsilcileri sayist x X'Y*~1=2 seklindeki eleman-
lar sayisi (k-2)" olur ve bu kadar elemana (4.6.0.23) da verilen esitliklerin bulunup, modiiler

semboller uzayi icin baz elemanlarin1 bulmak basit bir bilgisayar i¢in imkansizlagir.

Bu durum ile karsilmamasi i¢in SAGE in iireticileri, internet iizerinden erisilebilecek bir
sunucu acmuglardir ve "http://www.sagenb.org" sitesinden bu sunucuya ulagip biiyiik hesapla-

malar yapabilirler.

Giinliik hayatta kullanilan 1 gigabyte hafizali bir bilgisayar ancak M (I'g(4)) i¢in sonuglar
verebilmektedir. Burada verecegimiz Mo(I'o(51)) i¢in baz1 sonuglar, modiiler sembol uza-

yin1 olugturma ve bazlarini bulma, bu sunucu tarafindan ¢oziilebilmektir; ancak Mo(Iy(51))
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icin bir baz verememektedir. Simdi iglemleri gostermek igin Mg(I'g) uzaymin bazini modiiler
semboller kullanarak yazmaya ¢alisacagiz. Mg(I'o(51)) i tammlayip bazim yazarak baglay-

alim.
SAGE: MS6_51 = ModularSymbols(Gamma0(51),6); MS6_51

Modular Symbols space of dimension 60 for Gamma_0(51) of weight 6 with sign 0 over
Rational Field

SAGE: MS6_51.basis()

(6% (0,01 X (18] X (1.9)) X (119 X (1,10 (X (1.15))
X, (1, 16)], [, (1, 17)], [X*, (1, 18)], [X*, (1, 19)], [X*, (1, 20)], [X*, (1,22)]
X, (1,23)], [X*, (1,24)], [X7, (1,25)], [X*, (1,26)], [, (1,27)], [X*, (1, 28)]
X7, (1, 29)], X7, (1,30)], [X*, (1, 31)], [X*, (1, 32)], [X*, (1,33)], [X*, (1, 34)]
[0, (1,35)], [X7, (1,36)], [X*, (1,37)], [X*, (1, 38)], [X*, (1,39)], [X*, (1, 40)]
[0, (1, 41)], [X, (1,42)], [X, (1,43)], [X*, (1, 44)], [X*, (1,45)], [X*, (1,46)]
X (14D (1 9] X (1,49), (X, (1, 50) X 3, 1) (X, 3,2
X, (3, 4)], X7, (3,5)], [X*, (3, 7)), [X*, (3,8)], [X*, (3, 10)], [X*, (3,11)]
X (I [ (3,10 (X, (3. 16)) X (317 (X, (3,20) (X, 3.29)
X7, (3,26)], X7, (3.20)], [X*, (3,32)], [X*, (17, D], [X*, (17, 2)], [X*, (17, 3))

Hecke operator matrisinin ¢arpanlarina ayrilmis durumunu incelersek;
SAGE: ModularSymbols(Gamma0(51),6).T(2).matrix().fcp()

(x=33) % (2 — 1) % (x+6)%* (22 +T*x—24)2 % (2 — 5 *x 22 — 54 x v + 256)2 * (2% —
5k 23 — 108 % 2% + 526 * 1 + 612)% x (2% — 3 x 23 — 94 % 22 4 284 % 1 + 968)* * (2° — 2 —
138 * 2% + 122 % 2% + 2304 * = + 2520)?

Bu carpanlardan bazi 6zdegerlerin reel sayilar bile olmadig1 ortaya ¢ikmaktadir ki cuspsal
modiiler semboller i¢in ¢ift kath 6zdegerlerin diisiiniilmesini bu noktada olanaksizlastirir. Bunun
nedeni modiiler semboller iiretilirken (4.6.0.23) teoreminin kullanilmasidir, dogal bir irdele-
meyle boyut arttikga modiiler semboller ile 6zformlarin birbiriyle alakali se¢ilme olasiligida

azalir.
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Hecke operator matrisini genede istenirse, modiiler sembollerden bir baz elemaninin operator
altindaki goriintiisiinii anlamak i¢in SAGE den 6grenebiliriz. 7. Hecke operatoriiniinii uygu-

layalip, matrisini isteyelim.
SAGE: MS6_51.T(7)

Hecke operator T_7 on Modular Symbols space of dimension 60 for Gamma_0(51) of weight
6 with sign 0 over Rational Field

SAGE: MS6_51.T(7).matrix()
60 x 60 dense matrix over Rational Field

Goriildiigii gibi SAGE bu noktada matrisi basmaktan boyutlart dolayisiyla kaginmaktadir an-
cak .list() kullanilarak 6zel olarak istenen bir matris bastirilabilir ve dahasi biiyiik boyutlar
icin referans olmasi agisindan SAGE matrisin bir kopyasini text dosyasi olarak kaydettigini

ve nereden ulagilabilecegini agiklar.

Modiiler semboller uzay: bir denklik altgrubuyla ¢alistig1 icin denklik altgrubunun 6zelliklerini
merak edildiginde bu uzaydan 6grenebiliriz. Mesela konuya dahil edilmemesine kargin cusp
noktalarinda agilan Eisenstein serisi goriintiilerinin (5.2.0.29) ile elde edilen baz ile ayn1 olup
olmadig1 merak edilirse cusp noktalarinin bilinmesine ihtiyag¢ olacaktir ve bunlar herhangi bir

noktada modiiler semboller uzayina sorulabilir.
SAGE: MS6_51.cusps()
[Infinity, 0, 1/3, 1/17]

Bu verilen cusp noktalarinin denklik algrubunun cusp noktalari oldugunu pekistirmek icin

denklik altgrubunu tanimlayip cusp noktalarii isteyelim.
SAGE: G0_51 = Gamma0(51); GO_51
Congruence Subgroup GammaO(51)

SAGE: GO_51.cusps()
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[0, 1/17, 1/3, Infinity]

Simdi tekrar cusp formlar altuzay1 i¢in baz yazilmasi sorusuna geri donelim ve sinir eslemesini
O0grenelim. Burada modiiler semboller bazi bize daha 6nce gormedigimiz karisik bir matris
verecektir hatta matriste herhangi bir sifir satir cikmayabilir ancak bu matrisi echelon for-
muna ¢evirmek baz elemanlarinin lineer kombinasyonunlarinin sinir eslemesini sormakla ayni
oldugundan bu matrisi echelon formuna sokturabilir ve bu uzayda cuspsal modiiler sembol al-
tuzayinin boyutunu bulabiliriz; ancak daha 6ncede belirttigimiz gibi bu sinir eglemesinin daha
onceki orneklerde odugu gibi O satirlara sahip olmamasi bize modiiler semboller uzayinin baz
elemanlarinin direk cuspsal elemanlar olmadigin1 gostermektedir bu durum hem Hecke oper-

atoriiniin uygulanmasint hemde matrisin ¢arpanlara ayrilmasini zorlagtirmaktadir.

Burada farkli olarak karsilasacagimiz bir baska nokta ise sinir eslemesi matrisinin artik tek
stitun degil dort siitunlu bir matris olmasidir ki bunun sebebi sinir eslemesinin modiiler sem-
bolleri denklik altgurubunun cusplari ile alakal1 bir egsleme yapmasidir, yani herhangi bir mod-
tiler sembol uzay1 icin sinir eslemesi matrisi *baz elemani sayist X denklik altgrubunun cusp

sayist’ boyutlarinda olacaktir.

SAGE: MS6_51.boundary_map().matrix().echelon_form().list()
[1,0,0,0,

0,1,0,0,

0,0, 1,0,

0,0,0,1,

0,0,0,0,

0,0,0,0,

0,0,0,0,
0,0,0,0,
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0,0,0,0]

Bu eslemeden bu uzayda FEisenstein serileri ile alakali semboller altuzayinin 4 ve cuspsal al-
tuzayin 56 boyutlu oldugunu hemen gorebiliriz; ¢iinkii sinir eslemesi altinda 0 olan satirlarin
sayis1 bize cuspsal modiiler semboller altuzayinin boyutunu vermektedir. Bu bilgilerimizi

dogrulayalim ve bu uzaylara birer isim verelim,
SAGE: E6_51 = MS6_51.eisenstein_subspace(); E6_51

Modular Symbols subspace of dimension 4 of Modular Symbols space of dimension 60 for

Gamma_0(51) of weight 6 with sign 0 over Rational Field
SAGE: C6_51 = MS6_51.cuspidal_subspace(); C6_51

Modular Symbols subspace of dimension 56 of Modular Symbols space of dimension 60 for

Gamma_0(51) of weight 6 with sign 0 over Rational Field

Mg(51) i¢in Eisenstein altuzayinin bazini nasil yazabilecegimizi biliyoruz; ancak 6nceki 6rnek-
lerde oldugu gibi burada cusp formlar altuzayinin bir bazin1 sadece cuspsal modiiler sem-
bollere bakarak, Hecke matrisi carpanlarina ayrismadigindan, bulamayiz. Bundan dolay1 Akin-

Lehner-Li teorisi fikrine donecegiz.

(5.4.0.37) teoremini gézoniinde bulundurursak, bazini bulmak istedigimiz cusp formlar uzay1,

Ss(To(51)) = P B (Ss(To(M))yens)

M|51¢[51/M

= D u(Ss(To(1) ) yens)
t[51

+ @D au(Ss(To(3))yeni) + ED e Ss(To(17))yens) + 1 (S5(To(51) ) yens)
17 13

seklinde simiflandirilir.

Burada SAGE den yeni cusp formlar1 bulmasini daha 3, dejenere olma eslemeleriyle bak-
masini isteyerek bu uzaylarin bazlarini elde ederiz. Sonrasinda bulgulari o, dejenere olma

eslemesini kullanarak istedigimiz cusp formlar uzayinin bazini iiretebiliriz.
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Bir 6rnek vermek adina yukaridaki siniflandirmanin ikinci elemant, ;)7 o(S6(L'0(3))yeni)
1 ele alalim. Burada herhangi bir dejenere olma eslemesinden gelmeyen baz elemanlarini

bulmamiz gereken cusp formlar altuzay1 Sg(I'y(3)) diir.
SAGE: CF6_G0_3 = ModularForms(Gamma0(3),6).cuspidal_subspace(); CF6_G0_3

Cuspidal subspace of dimension 1 of Modular Forms space of dimension 3 for Congruence

Subgroup GammaO(3) of weight 6 over Rational Field

Aldigimiz bu uzayda yeni formlari, dejenere olma eglemesinin goriintiisii olarak bu uzaya

gelmemis formlari, bulmak icin .newforms() komutunu kullaniriz.
SAGE: CF6_GO0_3.newforms()
[4—6%¢>+9%¢* +4xq"+ 6"+ 0(¢°)]

Burada aldigimiz bu yeni form Sg(I'9(3))yen; Uzayinin bir bazini olusturmaktadir ve artik bu
elemant dejenere olma eslemesi ile Sg(I'g(51)) uzayinin bazindaki goriintiilerine gotiirebiliriz.

17 yi bolen ¢ degerleri i¢in bu goriintiiler sirasiyla,

a1(q—6x@P+9% ¢ +4xq" + 6"+ O0(¢")
=q—6%x¢+9%¢ +4xq¢" +6x¢" +0(¢"

a17(q— 6+ °+9x¢® +4xq' + 6 ¢° + O(¢°))
=g T— 6% ()2 4+ 9% (¢ + 4% (@) + 6 % (¢ + O(¢"™)
=q—6%¢" +9%¢" +4%¢% +6x¢* +0(¢"")

seklindedirler ve Sg(T'g(51)) uzayinin baz elemanlarinda bulunurlar. Ozel olarak ikinci ele-
manin katsayilarinin tuttugunu gostermek adina simdi SAGE e cusp formlar altuzayinin bazini

yiiksek bir netlik ile hesaplatalim.
SAGE: MF6_51 =ModularForms(Gamma0(51),6); MF6_51

Modular Forms space of dimension 32 for Congruence Subgroup GammaO(51) of weight 6

over Rational Field
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SAGE: MF6_51.set_precision(30);

SAGE: MF6_51.cuspidal_subspace().basis()

q+10%x g2+ 6% ¢ +10% 3 — 3% ¢*2 + 13 % ¢33 — 15 % ¢** + O(¢*),
q2+8*q28—6*q30—4*q31+7*q32+8*q33—|—0(q35),

CH3xgB+ T + 3% +12%¢% — T+ 3 + O(¢>),

P =2%¢B + 4% —A4x P +10% 32 + 4% ¢33 — 2% 3+ O(¢%),

¢ +10% g% — 4% g% + 4% P 4+ 8% ¢ — 16 % ¢* + 10 % ¢* + O(¢*),
P 3xg® g 135 — A — 165 ¢P + 9% ¢+ 0(¢P),
CH+9%¢® =11+ 12% B+ 10 % ¢32 — 12 % ¢33 + 11 % 3 + O(¢%),
P25 650 — 2% 2% g2 A% g — 8% P+ O(¢P),

P H+10x¢® —13%x ¢ +10% 3 + 6% ¢** — 14 % > + 14 % 3 + O(¢*),
GO 1 5g% —8xg0 1 2x¢% —2x¢¥ — 145 ¢® 116 % ¢ + O(¢®),
T 3xg® 125¢%0 —3xg¥ — 25 ¢® + ¥ 1 O(P),

G2 3% 1 THq® — 357 — 25 ¢ 1+ 145 q® — 13+ + O(¢%),
GP 5% —dxg? — gP 4 2% g% — 3% ¢ + O(¢P),

G = 2% g% — 25 g0 1 Ak P — 25 ¢+ O(¢P),

75 — ¢+ 2% 2 — ¢® 1 0(¢¥),

(]16_2*(]28_}_(]30_2*(]31_2>|<q32_}_6*(]33_3*qi’>4_’_0(q35)7
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¢'" = 6% g™+ 0(q%),
q18_2*q28_q30_2*q31_2*q33+2*q34+0(q35>7

GO — 2% g% £ 0 — 2% — B+ O(q35),

UL U R, W RS O(q35),

¢ — ¢ — 2% ¢ — ¢ + 0(¢¥),

02— 2% g%+ ¢ — P — 25 g2 + 25 ¢ — 25 ¢ + O(¢%),
02 — g% — P+ 25 g% — ¢+ 0(¢%),

=2k 250 — 25 P — 25 P2 4 25 ¢ — 25 P+ O(¢P),
0% — ¢ — ¢ — ¢ + ¢ + 0(¢%),

g2 — 25 B+ 25 % — 2% P — ¢ + 2% ¢ — 2% ¢* + O(¢%),
T — 4P — P25 B — 35+ 0P,

q29 _ q30 — 2% q33 + 2 % q34 + O(qSS)

Bu bazdan goriildiigii gibi yazdigimiz elemanlar cusp formlar uzay1 Sg(I'9(51)) in iginde bu-
lunmaktadir. Bu noktada akla gelebilecek bir soru Modiiler sembolleri neden calistigimiz
olacaktir; ancak hatirlatma yapmak gerekirse Modiiler sembol uzaylar1 baz yazziminda Hecke
operatdr matrisinin karakteristik polinomu tam olarak carpanlara ayrildigi takdirde Atkin-
Lehner-Li teorisinden kat kat daha hizli baz olusturabilir ve olusturdugu cusp formlar1 6z-
form olur. Bununda yan sira baz olusturulmasinda sorun yasansa bile 6zel bir modiiler forma
karsilik gelen modiiler sembol, Hecke operator altindaki goriintiileri eslenerek, bulunursa eger

bu form icin biitiin islemlerin modiiler sembol ile cok daha hizl1 yapilabilecek olmasidir.

Daha 6nceden bahsettigimiz bilgisayar ve hesaplama konusunu SAGE den datalara bakarak

kontrol edelim. Burada yapilan islemlerin yaris1 1 gigabyte hafizaya sahip herhangi bir makinede
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yapilamayan hesaplardir, ondan dolay1 bu islemleri daha fazla data almak adina SAGE in in-
ternetten erisilen sunucusu ile yapmayr dogru buluyorum. Burada birka¢ modiiler sembol

uzayinin olusturulmasi zamanini inceleyelim;
SAGE: time MS2_GO0_51 = ModularSymbols(Gamma0(51),2); MS2_G0_51
Time: CPU 0.03 s, Wall: 0.03 s

Modular Symbols space of dimension 13 for Gamma_0(51) of weight 2 with sign 0 over
Rational Field

SAGE: time MS4_GO0_51 = ModularSymbols(Gamma0(51),4); MS4_G0_51
Time: CPU 0.14 s, Wall: 0.14 s

Modular Symbols space of dimension 36 for Gamma_0(51) of weight 4 with sign 0 over
Rational Field

SAGE: time MS6_GO0_51 = ModularSymbols(Gamma0(51),6); MS6_G0_51
Time: CPU 1.27 s, Wall: 1.27 s

Modular Symbols space of dimension 60 for Gamma_0(51) of weight 6 with sign 0 over
Rational Field

SAGE: time MS8_GO0_51 = ModularSymbols(Gamma0(51),8); MS8_G0_51
Time: CPU 3.35 s, Wall: 3.36 s

Modular Symbols space of dimension 84 for Gamma_0(51) of weight 8 with sign 0 over
Rational Field

SAGE: time MS10_GO0_51 = ModularSymbols(Gamma0(51),10); MS10_G0_51
Time: CPU 5.92 s, Wall: 593 s

Modular Symbols space of dimension 108 for Gamma_0(51) of weight 10 with sign O over
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Rational Field
SAGE: time MS12_G0_51 = ModularSymbols(Gamma0(51),12); MS12_G0_51
Time: CPU 9.19 s, Wall: 9.19 s

Modular Symbols space of dimension 132 for Gamma_0(51) of weight 12 with sign 0 over
Rational Field

Gortildugii gibi I'g(51) igin koset temsilcisi sayist az oldugundan dolay1 islemlerin siireleri,
agirliklar 2 ser artarken, ortalama 2 katina ¢ikmaktadir; ancak I'y(51), I'g(51) in altgrubudur,
icin koset temsilcileri sayis1 artacagindan iglemler iistel sekilde artmakta ve SAGE sunucusu-
nun ¢ozemeyecegi bir hal almaktadir. Boyutlarin artmasinada bakilarak gruplarin kiiciik ol-

masinin, modiiler semboller uzaylarinin ne kadar arttirildig1 gozle goriilebilir.
SAGE: time MS2_G1_51 = ModularSymbols(Gammal(51),2); MS2_G1_51
Time: CPU 2.74 s, Wall: 2.74 s

Modular Symbols space of dimension 193 for Gamma_1(51) of weight 2 with sign 0 and over
Rational Field

SAGE: time MS4_G1_51 = ModularSymbols(Gammal(51),4); MS4_G1_51
Time: CPU 117.36' s, Wall: 117.37 s

Modular Symbols space of dimension 576 for Gamma_1(51) of weight 4 with sign 0 and over
Rational Field

SAGE: MS6_G1_51 = ModularSymbols(Gammal(51),6); MS6_G1_51

Traceback (most recent call last):

MemoryError: out of memory allocating a matrix
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Bilindigi gibi Modiiler formlar sayilarin gosterim problemlerinde odak noktasi olmuglardir.
Bu noktada sayilarin kuadratik toplam seklinde yazilmasi konusunda bilgi edinmek i¢in [1]

makalesine veya [13] kitabindan elde edilebilir.
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BOLUM 7

7. L Fonksiyonlarinin Ozel Degerlerinin Bulunmasi

L-fonkiyonlar1 modiiler fonksiyonlar gibi analitik sayilar teorisinin temel odak noktalarindan

o L
n=1 ns

bir tanesidir. En iinlii 6rnegi, s € C olmak iizere, Riemann zeta fonksiyonu, ((s) = >_
dir.

Bu fonksiyonlar ve 6zel noktalardaki degerleri hakkinda bir ¢ok agik problem bulunmak-
tadir ve bu bu acgik problemlerden iki tanesi Clay Matematik Enstitiisiiniin milyon dolarlik
kabul ettigi, biri ¢oziilmiis, yedi problemdendir. Acik problemlerin ilki (Genellestirilmis)
Riemann hipotezidir ve Riemann zeta fonksiyonunun (veya genellestirilmis halinde bir L-
fonksiyonunun) O degerlerini ancak Re(s) = 1/2 de alabildigi sdylemektedir. Ikinci agik
problem ise Birch, Swinnerton ve Dyer hipotezidir ki bu hipotezde verilen K cismi iizerinde
bir E eliptik egrisi i¢in iiretilen L fonksiyonunun 1 noktasinda ki kokiiniin derecesinin eliptik

egrinin rasyonel noktalar1 degismeli grubu, £(K') min ranki oldugudur.

L fonksiyonlarinin 6zel degerlerinde suan iki cok énemli acik sorunun, veya daha parasever-
ler i¢in iki milyon dolar, bulunmasi bu fonksiyonlarin ¢alisilmasinda biiyiik bir motivasyon.

Dirichlet L fonksiyonlarini tanimlayalim.

Tanim 7.0.0.38 (Dirichlet L Fonksiyonlari). yx bir Dirichlet karakter ve s € C olmak iizere

L(s,x) =Y _ xf;:)

fonksiyonuna bir Dirichlet L fonksiyonu adi verilir.

Bundan daha genel bir L fonksiyonunun tanimu,

Tanmm 7.0.0.39. a,, € C olmak iizere

fonksiyonuna L fonksiyonu ad1 verilir.
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seklinde yapilabilir.

L fonksiyonlarinin 6zellikleri ve Modiiler formlar ile alakalar1 hakkinda bilgi almak i¢in sirasiyla
[21], [9] bakilabilir.

Bu fonksiyonlarin 6zel durumlar haricinde verilen s degeri i¢in tam sonucunun bulunmasi
neredeyse imkansizdir ondan dolay1 daha onceki boliimlerde yaptigimiz islemlerin aksine ilk

defa yaklasim yapacagiz.

Simdi [7] makalesinde Dokchitser’in L fonksiyonlarinin 6zel degerlerini bulmak icin yaptigi
calismadan bahsedecegiz. (7.0.0.39) tanimindaki L fonksiyolarini diisiinerek baglayalim. Bu

fonksiyonlar icin ii¢ varsayim yazacagiz.
Varsaymm 7.0.0.40. L(s) fonksiyonu, yeterince bilyiik Re(s) degerleri i¢in yakinsasin.

Varsaymm 7.0.0.41. L(s) fonksiyonunun compleks diizlemin tamamina meromorfik devami
olsun. O zaman Jw > 0, isaret ¢ = +1, pozitif bir iist A ve d > 1 boyutlu ve Hodge sayilari
Aty ..., Ag € Colan I'—faktor

y(s) =T (SJ;M) T (SJ;Ad>

olsun ve L*(s) = A®y(s)L(s) olmak tizere fonkiyonel esitlik

L* :=el*(w —s)

saglansin.

Burada fonksiyonel esitlikte illa iki taraftada ayni1 fonksiyonun bulunmasi gerekmedigini dip

not olarak diiselim.

Varsayim 7.0.0.42. L* fonksiyonu sonlu tane p; basit kutup noktasina sahip olsun ve bu nok-

talardaki rezidiileri r; ile gosterilsin.

Dokchitser’in ¢alismasinin amagladigi iki nokta, varsayimlar saglandigi sartta, verilen L(s), L
fonksiyonu icin fonksiyonel esitligin saglandigin test etmek ve verilen bir sy kompleks sayisi

icin L(sg) degerine istenen netlige kadar bir yaklagim yapmaktir.
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o(t), ©(s) nin Mellin doniigiimiiniin tersi olsun, yani

o) = [ otor ]

saglansin. Burada ¢ pozitif reel (s degiskeninin imajinel kism1 olmasina gerek yok) ve s kom-
pleks say1 alinirsa ¢(¢) fonksiyonunun tanimli oldugu ve dahasi hizla azalan oldugu bilinmek-

tedir. Bu fonksiyonu kullanarak,

- nt
O(t) := n® | —
0= mo ()
seklinde tanimlanirsa, bu fonksiyonun L*(s) in ters Mellin dontisiimii oldugu integrali alinarak

gorilir.

Burada O(t) fonksiyonunun ©(t) = t“O(t) — >, r;t? seklinde bir esitlik sagladigi ve da-
hasi bu esitligin saglanmasinin fonksiyonel esitligin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli oldugu

ispatlanmisgtir.

Artik asil sorumuz olan 6zel bir degerde L fonksiyonunun degerine yaklasim yapmak icin bir

tanima daha ihtiya¢ duymaktayiz;

Gs(t) := t_z/ gzﬁxsd—x
¢ d

seklinde tanimlanan fonksiyona bakarsak, t°*G(t), ¢(¢) nin tamamlanmamus ters Mellin doniistimudiir.
Dahasi L fonksiyonunun varsayimlarda bahsettigimiz orjinal Gamma faktori, v(s) = lim;_ t*G(¢)
seklinde elde edilir. Bagka bir 6zellik olarak G(t) fonksiyonu hizla azalan bir fonksiyondur

ve bu da niimerik ¢aligmalar i¢in iyi bir tercih oldugunu sdyler.

L* fonksiyonunun Mellin doniisiimiinde biraz oynama yaparsak;

00 dt 1 [e)
L*:/ Q) — = +/
0 t 0 1

o dt o dt

—/1 @(t>t87+/1 o1/
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ortaya ¢ikar ve burada O(t), G(t) fonksiyonlarinin tanimlari kullanilarak;

[e.9]

L*:Z s(n/A) —I—z-:Zan w_s(n/A) +Z

n=1

pi — S

esitligi elde edilir. Burada 6nemli olan nokta (G4(t) nin hesaplanmasini bagarabilirsek L
fonksiyonunun degerini veya fonksiyonun herhangi bir tiirevini bu esitlikten hemen bulabile-

cek olmamizdir.

Daha once fonksiyonel esitlikte iki tarafin ayni1 L fonksiyonu olmasi gerekmedigini belirt-

mistik, farkli fonksiyonlar L* ve L* olarak gosterilsin,

A

L*(s) =eL*(w — s)
seklindeki denklem g6z Oniine alinirsa;
O(1/t) = et“O(t Zrtpl

veE

Zan (n/A) —1—82% wes(n/A) +Z

desitlikleri ortaya ¢ikar ve gene istenen 6zel bir noktada L fonksiyonunun degeri daha mesakatli

p—S

olsa dahi ¢oziilebilir.

Bu noktadan sonra Dokchitser hesaplamalarin ¢ nin degerleri ile alakali olarak nasil yapila-

cagini anlatmistir. ¢ nin yeterince kiiciik olmas1 durumundaki sonuglart vererek baglayalim.
Hodge sayilar1 \; ve \;, 2|(\; — A;) durumunu saglyor ise denktir diyelim ve denklik alt-

siniflarint A; ile gosterelim. Bu notasyon ile Aq, ..., Ay denklik altsimflari, [; = |A], j\j =
inf)\e,\j RG(/\) ve

n n—1 d
& = VT (s + M+ my) /2 = n)

olmak tizere,



saglanir.

Burada karsimiza ¢ikan serileri sonlu seri toplami olarak alirsak hizla azalan ¢ fonksiyonu icin
bir yaklagim bulmus oluruz; ancak formiiliinde karisikligindan kolayca anlasilabilecegi gibi bu

hi¢ efektif bir yontem degildir.

Geriye kalan hesaplamalar1 formiil olarak vermek yerine bir ka¢ L fonksiyonu i¢in hesaplama
yapmay1 tercih ediyoruz; ancak atlanilan boliimler [7] da bulunmaktadir. Son bir not olarak
L fonksiyonunun degerlerini ters Mellin doniisiimlerinden hesaplarken Dokchitser yeterince
kiiciik ve yeterince biiyiik ¢ ler diye iki sekilde inceleme yapmistir ancak ’yeterince’ tabiri
bu makalede sezgisel oldugu icin L donksiyonunun hesabinda beklentiden biiyiik hata ¢ik-
abilir. Bunu Onlemek icin fonksiyonun hesaplamada nasil alt araliklara boliintip hesaplama

yapildigina bakmak yararl olacaktir.

Bir L fonksiyonunu SAGE de iki sekilde iiretebiliriz; zel tanimli bir L fonksiyonu istiyorsak
fonksiyonun ileticisini, Gama faktoriinii, w agirligini, isaretini, 6zel olarak Rez > w/2 olan
kutup noktasi istiyor isek kutup noktalarimi ve bu kutuplardaki rezidiilerini ve son olarakta
cikacak deger icin ne kadar netlikte olmasini istedigimizi ya da bir eliptik fonksiyonu alakali

L fonksiyonunu bulmak i¢in SAGE de ki fonksiyona girdi olarak vermeliyiz.

[9] ta modiiler formlar ile L fonksiyonlarinin eslenebildigi kosullar ve 6zellikleri aciklanmisgtir;

lakin SAGE daha bir modiiler formdan sartlar uygun ise L fonksiyonu iiretememektedir.

Klasik bir 6rnek de olsa Riemann zeta 6rnegi ile baglayalim, bu fonksiyonun bilindigi tizre
gama faktorii yoktur (birdir), isareti, ileticisi ve agirhig1 1 dir ve reel kismi 2 den biiyiik bir
kutup noktas1 bulunmaz. Bu bilgileri kullanarak Riemann zeta fonksiyonuna SAGE de Dock-

ister yaklagimini tamimlayalim.

SAGE: L = Dokchitser(conductor=1, gammaV=[0], weight=1, eps=1, poles=[1], residues=[-
1], init="1") ; L

Dokchitser L-series of conductor 1 and weight 1

Riemann zeta fonksiyonunun 1 noktasinda kutup noktasina sahip oldugunu biliyoruz bunu
SAGE de denersek SAGE bize o noktada kutup noktasi oldugunu verecektir.
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SAGE: L(1)

Traceback (most recent call last):

ArithmeticError: ### user error: L*(s) has a pole at s=1.000000000000000000

Riemann hipotezini dogrulayan en kii¢iik asikar olmayan koke bir yaklagimi fonksiyonda yer-

ine koyarsak Dokchitser yaklagiminin ¢ok iyi bir sonug verdigini gérmekteyiz.
SAGE: L(1/2+14.1347251417346937904*sqrt(-1))
-7.81569799043726e-16 + 4.90939641704327e-15*1

Bunlarin diginda bagka bir iinlii zeta degerini deneyelim, ((2) = 72/6 oldugunubiliyoruz

niimerik ac¢idan Dockhitser’in yaklagimiyla bu degeri karsilagtiralim.
SAGE: L(2)

1.64493406684823

SAGE: (pi“2)/6

(pi*2)/6

Bu noktada SAGE in 6zel olarak irrasyonel sayilarla yaklagimlar yaparak ¢alismamak i¢in
sembolik iglemleri gelistirdigini gérmiis oluyoruz ancak niimerik bir yaklasim SAGE den is-

tenebilmekte.
SAGE: numerical_approx((pi“2)/6)
1.64493406684823

Bu ornekten gordiigiimiiz gibi Dockhitser’in L fonksiyonuna yaptig1 yaklasim ile normal bir

reel sayiya yapilan yaklagim birbirini birebir ortiiyor.
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Bunlarin disinda herhangi bir noktay1 denersek, gene bu fonksiyon bize yaklagimlar vermek-

tedir ve burada 6zel olarak belirtmedigimizden 53 bit netlikte calismaktadir.

SAGE: L(3.7)

1.10628824146468

ak
otk

labilmekte ve bunlara yaklasimlar yapilabilmektedir.

Benzer sekilde <+ G(t) yi formiilize ederek Riemann zetanin tiirevlerinin degerlerini de bu-

SAGE: L.derivative(3.7)
-0.0922063233533904
SAGE: L.derivative(3.7,2)
0.0921773819068274

Simdi bir Eliptik egri tanimlayip bu eliptik egri ile alakali L fonksiyonuna Dockister yakinlas-

masi ile bakalim.

Bir eliptik egri y? + ay 2y + azy = 13+ asx? + a4 + ag. formatinda olmak tizere SAGE de bu
eliptik formu "EllipticCurve([al,a2,a3,a4,a6])" veya normalizasyonu yapilmis y? = 2®+ax+b
formatindaki bir Eliptik egriyi "EllipticCurve([a,b])" seklinde tanimlariz.

SAGE: E2 = EllipticCurve([1,2,3,4,6]); E2

Elliptic Curve defined by ? + x x y + 3 x y = 23 + 2 % 2° + 4 * = + 6 over Rational Field

Yukarida tamimladigimiz Eliptik egriden Dockhitser L fonksiyonunu yani alakali oldugu L
fonksiyonuna Dockhitser yakinlagmasini yapabiliriz. Bunun iistiinede artik Birch, Swinnerton,
Dyer hipotezini deneyebiliriz.

SAGE: L _elliptic = E2.Iseries().dokchitser(); L_elliptic

Dokchitser L-function associated to Elliptic Curve defined by ? + z *y + 3 xy = 23 + 2 *
2?2 + 4 * x + 6 over Rational Field
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SAGE: L _elliptic(0)

Ayni1 6rnegi bagka bir eliptik egri ile tekrarlayalim.

SAGE: E = EllipticCurve([2,3]); E

Elliptic Curve defined by y? = x3 + 2 * 2 + 3 over Rational Field
SAGE: L_n_elliptic = E.Iseries().dokchitser(); L_n_elliptic

Dokchitser L-function associated to Elliptic Curve defined by y? = 23 42z + 3 over Rational
Field

SAGE: L_n_elliptic(1)

L fonksiyonlarinin 6zel degerleri i¢in serilerle ugrasildigindan giiniimiiziin teknikleri ile ¢ok
0zel durumlar haricinde ((3.2.2) boliimiinde bir 6rnegi mevcut) verilen L fonksiyonlarin tam
sonucunu elde etmek miimkiin degildir. Bu boéliimde kisaca goz gezdirdigimiz islemlerin
aslinda analitik sayilar teorisinde degeri ¢ok biiyiiktiir. Bu tip algoritmalara sahip olmak sayilar
teorisi ¢calisanlara L fonksiyonlarinin gereken noktalarinda, netligi yiiksek, yaklasik cevaplar

verdiginden yapilan goézlemleri dogrulamak adina kullanilmaktadir.
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