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OZET

X bir Haussdorf uzay1 ve (X, U) bir diizglin yap1 olsun. F, X iizerinde tanimli reel
degerli fonksiyonlardan olusan bir vektor uzay olsun ve sabit fonksiyonlar igersin.
Ayrica kabul edelim ki Y uzay1 X uzaymin kompakt bir alt uzay1 ve {L,}, F den RY
ye tanimli pozitif lineer bir operatorlerin bir dizisi olsun. Bu yiiksek lisans tezinde
istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoremleri elde ettik. Daha sonra elde ettigimiz
teoremlerin  O6nemli uygulamalar1 lizerinde durularak elde ettigimiz yaklagim
sonuclarinin klasik teoremlerden daha giiglii ve uygulanabilir oldugunu gosterdik.
Ustelik sonuglarimiz1 ¢ok degiskenli fonksiyon uzaylarina da genellestirdik.
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Statistical Approximation Theorems on Abstract Spaces

ABSTRACT

Let X be a Haussdorff space provided with the uniform structure (X, U). Let F be a
vector space of real-valued functions defined on X including the constant-valued
functions, Assume further that Y is a compact subspace of X and that {L,} is a
sequence of positive linear operators of F into RY. In this thesis, we obtain an
abstract Korovkin-type approximation theorem in statistical sense. Then, by
displaying some significant applications, we show that our approximation is more
applicable and powerful than the classical ones. Furthermore, we extend our results
to the multivariate function spaces.
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SIMGE LiSTESI

Bu caligmada kullanilmis olan simgeler aciklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Simgeler
#{K}
5(K)
84(K)

Gy
{(Ax) }
Il 1l
Cla,b]

CZTL’(D)

AXB

[Lien Xi

Aciklama

K kiimesinin eleman sayist

K kiimesinin yogunluk fonksiyonu

K kiimesinin A-yogunluk fonksiyonu

Birinci mertebeden Cesaro matrisi

x dizisinin A matrisi altindaki doniisiim dizisi
Aligilmig supremum normu

[a,b] iizerindeki siirekli fonksiyonlar uzay1

D kiimesi lizerinde siirekli 2n periyotlu fonksiyonlar uzay1
Birim matris

A ve B kiimelerinin Kartezyen ¢arpimi

X; Kiimelerinin Kartezyen ¢arpimi
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1. GIRIS

Reel Analizde fonksiyon dizilerinin hemen hemen yakinsaklig1 ve 6l¢iisel yakinsaklig
gibi yakinsaklik metotlar: iyi bilinmekte olup simdiye kadar bunlarin birbirleriyle olan
iligkileri, zayif ve kuvvetli halleri pekgok sekilde incelenmigtir. Say1 dizilerinin klasik
yakinsakligi kavrami ise 1950 li yillardan itibaren literatiirde “istatistiksel yakin-
saklik” ismiyle bilinen yeni bir yakinsaklik metodu yardimiyla gelistirilmistir (bkz.
[1, 2, 3]). Istatistiksel yakmsaklik, son yillarda Toplanabilme Teorisi [4, 5], Fourier
Serileri [6], Topoloji [7, 8], Olgii Teorisi [9, 10], Yaklagimlar Teorisi [11, 12], Bulank
Mantik Teorisi [13, 14], Operator Teori [15, 16, 17] gibi matematigin bir¢ok alaninda
kullanilmistir. Istatistiksel yakinsakligin boylesine genis bir sahada uygulama alan

bulmasi bu konuyu yarim asirdir birgok matematik¢inin ilgi odagi haline getirmistir.

Daha sonra istatistiksel yakinsaklik kavrami 1993 te Fridy [18] tarafindan iiretilen
“istatistiksel limit noktalar1” ve 1997 yilinda Fridy ve Orhan [19] tarafindan verilen
“istatistiksel limit inferior” ve “istatistiksel limit superior” kavramlariyla zenginlestir-
ilmis ve matematik analizin yeni bir dali olarak deger kazanmustir. Istatistiksel yakin-
saklik kavrami daha sonra “A-istatistiksel yakinsaklik” kavramina genellegtirilmigtir
(bkz. [20, 21]).

Korovkin 1950 li yillarda daha sonra yaklagimlar teorisinde adiyla anilan teoremi
ortaya atmistir. Korovkin bu teoreminde oldukca elementer argiimanlar kullanarak,
pozitif lineer operator dizilerinin yaklagim 6zelliklerine iligkin ¢ok onemli bir karak-
terizasyon elde etmigtir. Boylece “Korovkin Teorisi” ortaya ¢ikmig ve daha sonraki

yillarda bu teorinin pekgok alanda genellegmesi elde edilmigtir (bkz. [22, 23, 24]).

Korovkin Teorisinde kullanilan klasik yakinsaklik ilk kez 2002 yilinda Gadjiev ve
Orhan [11] tarafindan istatistiksel yakimsaklik kavrami kullamlarak geligtirilmigtir.

Bu yondeki diger ilerlemelere [12, 25, 26, 27] nolu kaynaklardan ulagilabilir.

Korovkin Teorisinin bazi soyut uzaylar tizerindeki genellesmesi 1976 yilinda Yoshi-
naga ve Tamura [28] tarafindan ele alinmig ve daha sonra [23, 29] nolu ¢aligmalarda

da incelenmigtir.

Ozellikle son 10 yilda istatistiksel yakinsaklik kavraminin Yaklagimlar Teorisinde
oldukca etkin bir sekilde kullanildigini goriiyoruz. Bu yiiksek lisans tez calismasindaki
amacimiz da [28] de soyut uzaylarda verilen Korovkin tipindeki yaklagim teoremlerini
istatistiksel yakinsaklik aracihigiyla gelistirmek olacaktir. Ayrica tezde sonuclarimizin
cok degiskenli fonksiyonlar iizerinde de gegerli kaldig ispatlanacaktir. Elde ettigimiz

sonuglar son haliyle bu alanda literatiirde kayith en genel ve kuvvetli sonuclar olarak
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goriinmektedir. Bizi bu kaniya vardiran husus, literatiirde halihazirda bulunan Ko-
rovkin tipindeki yaklagim teoremlerinin bir ¢ogunun c¢alismamizin 6zel durumlar:
olarak elde edilebilecegini gérmemiz olmasidir. Ayrica klasik yaklagimi gerceklemedigi
halde istatistiksel anlamdaki yaklagimi gercekleyen operator dizilerinin érneklerine de

bu tez calismamizda deginecegiz.

Bu yiiksek lisans tezi dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliim Girig kismina
ayrilmistir. Ikinci boliimde, tezde ihtiyac duyacagimiz temel tanim ve teoremler
sunulacaktir. Istatistiksel yakinsaklik, A-istatistiksel yakinsaklik, klasik Korovkin teo-
remi ve onun soyut uzaylar {izerindeki gelismelerine ikinci boliimde yer verecegiz.
Uciincii ve dordiincii boliimlerde ise bu calismada elde ettigimiz orijinal sonuclar
bulunmaktadir. Burada oncelikle soyut uzaylarda genel bir istatistiksel yaklagim teo-
remi elde edilecek, daha sonra bunun c¢ok degiskenli fonksiyonlar iizerinde kargilig
aranacaktir. Son olarak elde ettgimiz sonuglarin 6zel hallerinin klasikte bilinen pekcok
teoreme indirgendigi gosterilecek ve istatistiksel yaklagimin daha genel oldugunu vur-

gulamak icin 6nemli uygulamalar verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde tez ¢aligmamiz boyunca kullanacagimiz bazi temel kavramlar hatirlatila-
caktir. Daha sonra bu kavramlarla ilgili temel sonuclar verilecektir. Sirasiyla, istatis-
tiksel yakinsaklik, A-istatistiksel yakinsaklik, klasik Korovkin teoremi ve onun soyut

uzaylardaki gelismelerine deginecegiz.

2.1. Istatistiksel Yakimsakhk

Bu bolumde istatistiksel yakinsaklik kavrami tamtilacak ve bu kavramla ilgili temel

teoremler verilecektir.

Tamim 2.1.1 #{K} sembolii ile K C N altkiimesinin eleman saysine géstersin. Bu

durumda

k<j:keK
lim #ik<j ke K}
j j
limiti mevcutsa, bu limit degeri K kiimesinin yogunlugu olarak adlandirilir ve 6(K)

ile gosterilir. [30).

Tanim 2.1.2 Bir z := (2,)nen Sayt dizisi verilsin. ¥ € > 0 i¢in

#in<j:len— Ll =€}
J

0

S({n: |z, — L] >¢€}) =1lim
j
ise, (Ty)nen dizisi L saynsina istatistiksel yakinsaktir denir
st—limz, = L

ile gosterilir [1].

Istatistiksel yakimsaklik tanimindan anlagilacag tizere (z,,) dizisi L sayisma istatistik-
sel yakinsak ise L sayisinin herhangi bir ¢ > 0 komsulugunda dizinin sonsuz elemani
olacag1 gibi indis kiimesinin yogunlugu 0 olmak {izere komsulugun disinda da son-
suz sayida eleman olabilir. Dolayisiyla bir noktaya yakinsak herhangi bir dizi aym
noktaya istatistiksel yakinsaktir fakat bunun aksi herzaman dogru degildir. Bagka
bir deyisle yakinsak dizilerin uzayin c ile, istatistiksel yakinsak dizilerin uzayimi da
s ile gosterirsek, ¢ C s olur. Bu icerme kesin olup agagidaki ¢rnekler bu durumu

aciklamaktadir:

Ornek 2.1.3 (u,) dizisini asajudaki sekilde tansmlayalim :

1, n=m? meN
Up =
0, diger durumlarda.
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Bu durumda dogrudan

st —limu, =0
elde edilir. Ustelik (uy) dizisinin klasik manada yakinsak olmadigina dikkat ediniz.

Ornek 2.1.4 (u,) dizisi su sekilde tanamlansin :

Up =
1/n, diger durumlarda.

{nz, n=m3 meN

Agikca gorilmektedir ki

st —limu, =0

egitligi saglanar. Burada (u,) dizisi ne klasik anlamda yakinsak ne de sinarlidir. O

halde simirsiz bazi diziler istatistiksel yakinsak olabilir.
Simdi istatistiksel yakinsaklik i¢in bazi1 karakterizasyonlar: hatirlatalim.

Teorem 2.1.5 = = (x,) dizisinin istatistiksel yakinsak olmast igin gerek ve yeter
kosul
MHng: ke N} =1, liinxnk =L

olacak sekilde en az bir (x,, ) altdizisinin olmasidur [3, 31].

Sonug 2.1.6 st —lim, z,, = L olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her e > 0 igin 0(K) =
1 olacak sekilde bir K C N kiimesi ve n, = no(e) indisi varder oyle kin € K kosulunu
gercekleyen her n > ng i¢in |z, — L| < € saglanwr. Baska bir deyisle, 0 yogunluklu bir
indis kiimesi disginda (x,,) dizisinin klasik manada yakinsak olmas, dizinin istatistiksel

yakinsak olmasina esdegerdir. |3, 31].

0k € N: P(k) gecerlidir} = 1 ise P ¢nermesi hemen hemen her yerde gegerlidir
denir ve kisaca “h.h.h.” ile gosterilir. Dolayisiyla yukaridaki bilgiler bize gosterir
ki “(z,) dizisinin L ye istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart h.h.h.

lim,, x,, = L olmasidir”.

2.2. A-istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde A-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilacak ve bu kavramla ilgili temel
teoremler verilecektir. Oncelikle toplanabilme teorisinde iyi bilinen asagidaki kavram-

lara ihtiya¢ duyacagiz.



Tanmim 2.2.1 Sonsuz boyutlu A := [a;,] (j,n = 1,2, ...) matrisi ve x = (T, )nen dizisi

¢,
(Az); = Zajnmn
n=1
seklinde tanamlanan Ax = ((Ax);)jen dizisine x in A-dontisim dizisi denir;

burada her n igin > -

o1 Wiy serisinin yakinsak kabul edilmektedir [32].

Tanim 2.2.2 Eger her lim, z,, = L i¢in lim,(Az), = L ise A matrisine regiiler
matris denir [32, 33).

Asagida Silverman-Toeplitz kosulu olarak bilinen regiiler matrisler igin bir

karakterizasyon verilmektedir.

Teorem 2.2.3 Bir A = [a;,] matrisinin regiiler olmast i¢in gerek ve yeter sart
(1) sup; > 0"y |ajn| < oo,
(i1) Vn igin ay = lim; aj, = 0,

(dit) tm; > > az, =1

kogullarinin saglanmasidir [32, 33).

Simdi regiiler matris icin bir 6érnek verelim.

Ornek 2.2.4 Terimleri1 < j < n i¢in cin = 1/j ve diger durumlarda c;, = 0 olarak
tanamlanan Cy = [c;,] matrisi, Cesdro matrisi olarak adlandvrilir. Cesdro matrisinin

regiiler oldugu kolayca gorilebilir.

Bu bilgilerden sonra A-yogunluk ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlarini verebili-

riz.

Tanim 2.2.5 A = [a;,] negatif olmayan regiler bir toplanabilme matrisi olsun.

Verilmis K C N kiimesi icin K nin A-yogunlugu

Ia(K) = li]m Z Qi

neK

seklinde tanvmlanar; burada lim; Y - ajn limitinin mevcut oldugu kabul edilmekte-

dir.



Tanim 2.2.6 Her ¢ > 0 i¢in

6a({n:lon — L] > €}) = lim > au=0

n:lzn—L|>e
ise (Tn)nen dizisi L saypisina A-istatistiksel yakinsak denir ve
sta — liTILn T, =L
ile gosterilir [20).

Tanim 2.2.6 dan anlagilabilecegi tizere A-istatistiksel yakinsaklik tanimi, istatistik-
sel yakinsaklik taniminin daha genellegtirilmis halidir. A matrisi yerine C; matrisi
alinirsa A-istatistiksel yakinsaklik tanimai, istatistiksel yakinsaklik tanimina indirgenir.
Eger A matrisi yerine I birim matrisi alinirsa, A-istatistiksel yakinsaklik klasik yakin-
saklik tanimina doniigiir. Teorem 2.1.5 in benzeri A-istatistiksel yakinsaklik i¢in agagi-

daki sekilde verilebilir:
Teorem 2.2.7 Bir x = (z,,) dizisi verildiginde
stq — li}ln T, =L
egitliginin gerceklenmesi i¢in gerek ve yeter kosul
da{ng: ke N} =1, liinxnk =L
olacak sekilde en az bir (x,,) altdizisinin olmasidur [9).

A—istatistiksel yakisaklik kavrami normlu uzaylarda su sekilde verilmigtir:

Tamim 2.2.8 (X, ||.||) normlu uzay ve x = (x,,), X degerli bir dizi olsun. Her ¢ > 0
icin 64 ({n € N : ||z, — x|l > €}) = 0 olacak sekilde bir vy € X noktast varsa v =

(xy) dizisi xo noktasina X normlu uzayinda A-istatistiksel yakinsaktur denir [21].

Teorem 2.2.7 den yakinsak her dizinin A-istatistiksel yakinsak oldugu kolaylikla
goriilebilir; fakat bunun aksi herzaman dogru degildir. Asagida verilecek teorem bu

durumu agikca gostermektedir:

Teorem 2.2.9 A = [a;,] negatif olmayan regiler bir toplanabilme matrisi olsun.
lim; max,{a;,} = 0 ise, A-istatistiksel yakinsaklik aligilmas yakinsakliktan daha kuvvet-
lidir [21].



2.3. Korovkin Teoremi

Bu bolumde klasik Korovkin Teoremi tanitilacaktir. Teorem verilmeden ¢nce bu
konuyla ilgili fonksiyonel analizde iyi bilinen agagidaki temel tanimlara ihtiya¢ du

yacaglz.

Tanim 2.3.1 X ve Y, K skalar cismi tizerinde iki fonksiyon uzay ve ¢ : X — Y
dontigimii gozontine alinsin (buradaki K skalar cisminin R veya C oldugu gozéniine
alinmaktadir). Bu sekildeki ¢ dondigimiine bir operatdr adu verilir. Ozel olarak Y =

K alimarsa, ¢ ye bir fonksiyonel denir.

Tanim 2.3.2 ¢ : X — Y operatori veridiginde her f,g € X ve a,b € K i¢in

¢(a.f +b.g9) = a.¢(f) + b.¢(g)

ozelligini saglyorsa, ¢ ye lineer operatoér denir. Benzer sekilde lineer fonksiyonel

de tanimlanabilir.

Tanim 2.3.3 ¢ : X — Y lineer operatori verildiginde ¥ f > 0 i¢in ¢(f) > 0

ozelligini saghyorsa, ¢ donisimi pozitif lineer operator adini alir.

Aligildigy gibi, bir [a, b] aralig: {izerinde siirekli ve reel-degerli fonksiyonlarin uzayim
C'a, b] ile gosterelim. Bu durumda C'a, b] uzay1 ahigilmig supremum normuna gore bir

Banach uzayidir. Simdi klasik Korovkin teoremini verebiliriz.

Teorem 2.3.4 L, : Cla,b] — Cla,b| pozitif lineer operatorler dizisi olsun. Herbir

i=0,1,2, ei(x)=a" olmak iizere

lim L, (e;x) = e;(x)

n—oo

esitligi saglanwyorsa, her f € Cla,b] i¢in

lim Ly (f;z) = f(z)

olur; buradaki yakinsakliklar, [a,b] dzerinde dizgindir [22).

Orhan ve Gadjiev 2002 yilinda klasik Korovkin Teoremine, toplanabilme teorisin-
den istatistiksel yakinsaklik metodunu uygulayarak daha genel bir teorem elde et-

mislerdir.

Teorem 2.3.5 L, : Cla,b] — Cla,b| pozitif lineer operatirler dizisi olsun. Herbir
i=0,1,2 icin

st — lim ||L,(e;) —e;]| =0

7



esitligi saglamyorsa, her f € Cla,b] i¢in

st — Tim [[Lo(f) = £l =0

olur; buradaki ||-|| sembolu aligilmag supremum normunu gostermektedir [11].

2.4. Topolojik Uzaylarda Yakinsaklik

Bu boliimde topolojik uzaylarda yakinsaklik ve bu kavramla ilgili olarak filtre kavrami
tanimlanacaktir. Topolojik uzaylarda yakinsaklikla ilgili birkag temel 6zellikten bahsedile-
cektir. Bu boliimde kullanacagimiz temel tanimlar ve teoremler [34] nolu kaynaktan

alinmistir.

Tanim 2.4.1 X bostan farkl bir kiime ve 7 C X bir kiimeler ailesi olsun. Asagidaki

sartlar saglanmyorsa (X, ) topolojik uzay olarak adlandurilir:
(1) o er,
(i) X €,
(tii) UeTtveVerTiseUNV e,
() I indis kiimesi olsun. Her i € I i¢in U; € T ise Ui U; € T olur [34).

Tamim 2.4.2 X topolojik uzay ve x = (x,), X de bir dizi olsun. x dizisi o noktasina
yakwnsaktir ancak ve ancak xo wmm her U komsulugu igin oyle bir ng € N wvardwr ki

Vn > ng i¢in x, € U olur. Bu durum x, — x veya lim, z,, = x ile gosterilir [34).

Tanmim 2.4.3 X bir topolojik uzay ve F C X olsun. Asaqdaki ¢ ozelllik
saglanwyorsa F bir filtre adiny alir [34] :

() VU€eEFveUCViginV €F,
(1) U,V e FiseUNV €F,
(i) @ ¢ F.

Ornek 2.4.4 X topolojik uzay ve x € X olsun. Uy, © noktasinin komsuluk sistemi
olsun. U, bir filtredir.

Tanim 2.4.5 X topolojik uzay ve C, X in bos olmayan alt kiimelerinin bir koleksiy-
onu olsun. Her Uy,Uy € C' igin U3 C Uy U Uy ve Uz € C olacak sekilde bir Us kiimesi
varsa, C ye bir filtre bazy denir [34].



Tanim 2.4.6 X bir topolojik uzay, x € X, F bir filtre olsun. Her U C F i¢inx € U

ise F' filtresi x noktasina yakinsakter denir ve F' — x ile gosterilir [34).
Asagidaki sonuclar verilen tanimlardan elde edilebilir.

Teorem 2.4.7 X topolojik uzay, v € X , A C X olsun . x € A olmast i¢in gerek
ve yeter kosul dyle bir FF C X filtresi vardir ki F' — x gerceklenir [34].

Lemma 2.4.8 X Haussdorf topolojik uzay: ise her F C X filtresi icin ' in yakin-
sadigu en fazla tek nokta vardir [34).

Lemma 2.4.9 XY topolojik uzaylar x € X, I C X bir filtre ve F' — x olsun.
g: X =Y fonksiyonu, sirekli bir fonksiyon ise g(F) — g(x) olur [34].

Tanim 2.4.10 X topolojik uzay ve ¢, X dizerinde bir kiimeler ailesi olsun. ¢ asagi-

daki ozellikleri sagliyorsa, ¢ kiime ailesine X iizerinde bir diizgiin yapu denir [34) :
(1)) UegpiselU, A =A{(r,z):x¢€ X} kiésegenini icerir,

(1)) Uep, UCV, VCXxXiseV € ¢ dir.

(1ii) U,V € ¢ ise UNV € ¢ dir,

(iv) U € ¢ ise oyle bir V € ¢ kiimesi varduwr ki her (z,y) ve (y,2z) € V igin (z,2) € U

olur,

(v) U € ¢ise U™ ={(y,x): (x,y) € U} kiimesi de ¢ nin elemanidar.

2.5. Carpim Uzaylarinda Yakinsaklik

Bu boliimde topolojik uzaylarda tanimladigimiz 6zelliklerin ¢carpim uzaylari igin gecerli

olanlar: ele alinacaktir.

Tanim 2.5.1 A bir indis kiimesi, {X,, : a« € A} bir kiimeler ailesi olsun. X, kiimeler

ailesinin kartezyen carpima H X, ile gosterilir ve su sekilde tanimlanar [34] :
aEA

H Xo=A{x:z, A dan U X, ya bir fonksiyondur oyle kiVa € A iginx(a) € X, }

acA acA

Tanim 2.5.2 A bir indis kiimesi, Yo € A i¢in X, bir topolojik uzay olsun. X =
H X, bir carpym uzayrdir [34].

a€cA



Tanim 2.5.3 Carpim topolojist ya da diger ismiyle Tychonoff carpim topolo-

Jist X = H Xo uzay tizerinde H U, kiimesini baz olarak alan topoloji olarak

acA acA
tanimlanar dyle ki Vo € A i¢in U, kiimesi X, tzerinde a¢ik bir kiimedir ve U, # X,

olan en az sonlu sayrda oo € A varder [34).

Yakinsaklik, filtre, filtre bazi, filtre yakinsakligi tanimlar1 ¢carpim uzaylarinda da ay-
nen gecerlidir.

Tanmim 2.5.4 75 : HXa — Xg, mg(x) = xs olarak tansmlanan, mg fonksiyonu
B.ymer projeksiyoo';le%lamk isimlendirilir [34).

Teorem 2.5.5 F, X = H Xo carpim uzay tzerinde bir filtre olsun. F' filtresinin X

a€A
carpvm uzayr tzerinde yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul Voo € A igin 7o (F),

X, da yakinsak olmasidir [34].

Haussdorf yakinsaklik 6zellikleri, filtrelerle ilgili diger teoremler ve diizgiin yap1 tanimi
carpim uzaylarinda topolojik uzaylardaki tanim hi¢ degistirilmeden ayni haliyle gecer-
lidir.

2.6. Yoshinaga-Tamura Yaklasim Teoremi

Teorem 2.3.4 iin ifadesinden anlagilabilecegi tizere Korovkin Teoremi siirekli fonksiyon
uzaylari iizerinde gecerlidir. Sonraki yillarda Korovkin Teoreminin daha genel fonksiyon
uzaylarinda gecerli oldugu gosterilmistir. Bu boliimde verecegemiz Yoshinaga-Tamura

Teoremi, Korovkin Teoreminin soyut topololojik uzaylarda gecerli bir genellesmesidir.
Asagidaki sartlar teoremin varsayimlaridir:

(1) X Haussdorff uzay: ve (X,U) bir diizgiin yap1 olsun.

(17) U araliklardan olusan bir filtre olsun 6yle ki A C U gergeklensi;burada A =
{(z,z): 2 € X}.

(17) Y C X ve Y kompakt olsun. F, X iizerinde tanimlh reel degerli fonksiyonlardan

olusan bir vektor uzay: olsun oyle ki 1 € F gerceklensin.
(iv) Ly :F — RY pozitif lineer oparetorlerin dizisi olsun.

(v) Reel degerli X x Y iizerinde tammh agagidaki ozellikleri saglayan F'(z,y) fon-

siyonlarinin mevcut oldugunu kabul edelim:
e X XY iizerinde F(z,y) >0 ve hery € Y i¢in F(y,y) = 0 dir.

10



o [, fonksiyonu X iizerinde F,(x) := F(x,y) olarak tammlanir ve her y € YV
icin F, € F dir.

e Her y € Y igin F(x) fonksiyonu, Y iizerinde siireklidir.
e Her U € U igin (X x Y')—U kiimesi iizerinde hesaplanan p(U) = inf F'(z,y) > 0

dir.

e Oyle y1,y2 € Y , y1 # yo noktalar1 vardir ki F,, (z) ve Fy,(x) smirh fonksiyon-

lardir ve

lim L, (Fy,)(r) = F(z,4)
lim L,(F,)(y) = 0

esitlikleri saglanir.

Yukaridaki varsayimlar altinda Yoshinaga ve Tamura agagidaki teoremi ispatlamiglardir.

Teorem 2.6.1 f, X dizerinde tanimh ve sinirh, Y dzerinde stirekli, reel degerli bir

fonksiyon olsun. f € F ise, hery € Y i¢in

lim L,(f)(y) = f(y)

n—oo

gergeklenir [28].

Teoremin hipotezlerini inceledigimizde goriiyoruz ki sonug biitiin X Haussdorff uza-
ylar1 ve (v) sartini saglayan F(x,y) fonksiyon ailesi iizerinde gegerlidir. Buradan an-
lagilacag1 {izere Yoshinaga-Tamura teoremi Korovkin Teoremini onemli o6lciide

gelistirmektedir.

Bir sonraki boliimde bu teoremin istatistiksel versiyonunu elde etmeye calisacagiz.
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3. Istatistiksel Yaklasim Teoremleri

Bu boliimde Yoshinaga-Tamura teoremini istatistiksel yakinsaklik yardimiyla geligtire-
cegiz. Elde edecegimiz teorem topolojik uzaylarda gecerli genel bir istatistiksel yak-
lagim teoremi olacaktir. Ilk olarak tek degiskenli hali ispatlayip daha sonra sonuclarimizi

¢ok degiskenli fonksiyonlara tasiyacagiz.

3.1. Tek Degiskenli Haldeki Teoremler

Elde edecegimiz teoremimizin beg varsayiminin ilk dordii Yoshinaga-Tamura teo-
remiyle aym olacaktir. Beginci kabulii ise asagidaki sekilde daha zayif bir kogulla
degistirilecektir.

Simdi teoremimizin tiim kabiillerini siralayalim.
(1) — (iv) kosullar: Boliim 2.6 da verildigi gibi alinsin. Simdi oradaki (v) kosulunu su
sekilde zayiflatalim:

(v)" Reel degerli X x Y iizerinde tammh agagidaki 6zellikleri saglayan F'(x,y) fon-

siyonlarimin varligim1 kabul edelim:

e X X Y iizerinde F(x,y) >0 ve her y € Y i¢cin F(y,y) = 0 dir.

e F, fonksiyonu X iizerinde F,(z) := F(z,y) olarak tanimlaniyor ; her y € Y
icin F, € F dir.

e Her y € Y i¢in F,(z) fonksiyonu, Y iizerinde stireklidir.

e Her U € U igin (X x Y')—U kiimesi iizerinde hesaplanan p(U) = inf F'(x,y) > 0
dir

e Oyle y1,y2 €Y, y1 # yo, vardir ki F,, (z) ve F,,(x) smirh fonksiyonlardir ve her

r € X igin
sta — li7£n ”Ln(Fyl) - Fyl H = 0,
sta— I [Lo(F,) — Full = 0,
sty — lim <sup L, (Fy; y)) = 0,
n yey
ozdeslikleri saglamir; burada A = [a;,] negatif olmayan bir toplanabilme
matrisini ve ||-|| sembolii ise kompakt Y kiimesi tizerinde tamimli klasik supre-

mum normunu gostermektedir.
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Yukaridaki varsayimlar altinda asagidaki teoremin gergeklendigi bu boliimde

gosterilecektir.

Teorem 3.1.1 f, X dizerinde tanimly ve svmrl tamamh ve Y dzerinde siirekli reel
degerli bir fonksiyon olsun. (L) pozitif lineer operatorler dizisi yukaridaki kosullar

gergeklesin. Bu durumda her f € F i¢in,
sta — lim | Lo(f) - £ = 0

gerceklenar.

Burada dikkat edelim ki agsagidaki kosul tek bagina teoremimizin hipotezlerini gerek-

tirir:

sta — lim ( sup |L,(Fy;x) — Fy(x)|) =0 (3.1.1)

n z,yeX

Teoremin ispatina gegcmeden 6nce gerekli lemmalar verilecektir. Asagidaki ilk lemma

Yoshinaga ve Tamura tarafindan ispatlanmigtar.

Lemma 3.1.2 V C X X Y agk bir kime ve Ay := AN (X xY) CV olsun.
UN(X xY)CV olacak sekilde en az bir U € U vardir [28].

Lemma 3.1.3 {||L.(eo)||} dizisi A-istatistiksel sinarlidur; yani oyle bir M > 0

sayist ve A-yogunlugu 1 olan K C N kiimesi vardur ki her n € K igin
[ Ln(eo)|| < M

egitsizlig gerceklenir.

Ispat. (v)’ sartmi saglayan her y,,y, noktalar: icin oyle bir Uy € U kiimesi vardir
ki (y1,y2) € Up olur. Simdi keyfi bir U € U kiimesi alahm oyle ki U = U~! ve
UoU C Uy olsun. Oyleyse asagidaki esitsizlik her x € X icin gecerlidir:

Fy (2) + Fy () = p(U).
Esitsizligin her iki tarafina L, operatoriinii uygularsak her y € Y ve her n € N i¢in
Ln(Fy3y) + Ln(Fyyiy) = p(U)Ln(eosy) > 0
esitsizligini elde ederiz. Dolayisiyla

p(U)Lu(eo;y) < [Lu(Fy5y) — Fp (W] + [ La(Fyiy) — Fia(y)]
+{F,(y) + F,(v)}

13



bulunur. Burada y € Y {izerinden her iki tarafin supremumunu alirsak ve

1
My = — ||F,, + I,
1 p(U)H Y y“

yazarsak, her n € N icin asagidaki esitsizlik elde edilir:

1

1
[Ln(eo)ll < —== (1 Ln(Fyy) = Fyll + (0

p(U) [ Ln(Fy,) = Fy || + My (3.1.2)

Simdi herhangi bir € > 0 icin agagidaki kiimeleri tanimlayalim

ep(U)
Ky Z{n€N5”Ln(Fy1)_Fy1HZ 92 }’

ep(U)
K2 L= {n e N: ||Ln(Fy2) - F?J?H Z 2 }

(v)’ kogulundan yararlanarak
da (K1) =084 (K2)=0
buluruz. K kiimesini K := (N — K; U K3) olarak tammlarsak
da(K)=1

oldugu goriiliir. (3.1.2) egitsizliginden yararlanarak her n € K oyle ki n ¢ K; ve
n ¢ K ic¢in
[ Ln(eo)|| < &+ My =: M,

oldugu goriiliir ki bu esitsizlik ispat1 tamamlar. =

Lemma 3.1.4 g(x,y) sinrl, reel degerli, X XY tizerinde taniml bir fonksiyon olsun.
Ayrica g fonksiyonu Ay = {(y,y) : y € Y} dzerinde sirekli olsun. Her y € Y i¢in g,
fonksiyonu g,(x) := g(z,y) olarak tanwmlansin. Kabul edelim ki g, € F , hery € Y

icin g,(y) = 0 olsun. Bu durumda

sty — lim (sup | L, (gy; y)]) =0

yey
olur.

Ispat. g fonksiyonu her (y y) € Ay noktas iizerinde siirekli oldugundan, her ¢ > 0 ve
y € X igin 6yle bir V(y) komgulugu vardir ki

l9(z, )| = lg(z,y) — g(y,y)| <e
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esitsizligi her (z,y) € V(y) x (V(y) NY) igin gergeklenir. V' kiimesini

V= J Vo) x (V) N Y)}

yey

seklinde tanimlarsak, kolaylikla V' nin X x Y kiimesinin Ay yi igeren acik bir
altkiimesi oldugunu gorebiliriz. Ayrica Lemma (3.1.2) den baz1 U € U kiimeleri i¢in
UN(X xY)CV oldugu bulunur. $imdi

C:= sup |g(z,y)|
(z,y)EX XY

olarak tammmlamrsa her (z,y) € X x Y i¢in

C
l9(z,y)| <e+ WFN)

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak

C
L, (Fy;y)

| Ln(9y; y)| < L (l9y]59)) < €Ln(eosy) + TU)

gerceklenir. Dolayisiyla her n € N icin asagidaki esitsizlik bulunur:

sup L, (Fy; v).
yey

C
sup |L,(g,; <el|L,(eg)l +
y@gl (953 9)| < €[ Luleo)l R

Lemma (3.1.3) den yararlanarak, asagidaki esitsizligi her n € K i¢in saglayan § 4(K) =

1 olacak sekilde K C N kiimesi ve M reel sayisinin varligini gorebiliriz:

sup L, (Fy; y). (3.1.3)

sup | Ly, (gy;y)| < Me +
y€Y| ( Yy )| p(U) ey

Verilen » > 0 sayis1 i¢in Oyle bir € > 0 sayist segelim ki r > Me saglansin.Simdi

asagidaki kiimeleri gozoniine alalim:

D : = {n € N:sup|Ln(gy;y)| > r} :
yey
—eM
D . = {n € N:sup L, (F,;y) > (r—e )p(U)}
yey C

(3.1.3) egitsizligini kullanarak D N K C D' N K C D’ igermelerini elde ederiz ki bu
bize her j € N igin

OS Zafjng Z ajngzajrr

neDNK neD'NK neD’
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sonucunu verir. Simdi j — oo igin her iki tarafin limitini alirsak, (v)" kogulundan

yararlanarak

lim > =0 (3.1.4)

sonucunu elde ederiz. Ayrica asagidaki esitligi de kolaylikla yazabiliriz:

Zajn: Z ajn + Z n < Z Qjn + Z Ain (3.1.5)

neD neDNK neDN(N—K) neDNK ne(N—K)

d4(K) =1 oldugundan d4 (N — K) = 0 olur. Dolayisiyla (3.1.4) ve (3.1.5) ten yarar-

lanarak
hm Z ajn =0

neD

olur. Yani
sty — hm <Sup |L(gy: )|> =0

yey

bulunur. Elde ettigimiz bu sonug ispat1 tamamlar. m

Simdi Teoremimizi ispatlamaya haziriz.

Teorem 3.1.1 in Ispati. Lemma [3.1.3] iin ispatindaki gibi, Uy, U € U kiimelerini
alalm 6yle ki y;,y» noktalar1 (v)’ kogulunu saglayan noktalar olsun ve, U = U1,
(y1,92) ¢ Ug ve U o U C Uy gergeklensin. Her (z,y) € X x Y icin agagidaki fonksiy-

onlar1 tanimlayalim:

G(z) :== F(z,y1) + F(x,y2) (3.1.6)
slan) = o) = LG (3..7)

G € F oldugu goriiliir. F,, ve F,, nin X iizerinde simirlihgimdan dolay1 0 < p(U) <

G(xr) < C esitsizligini saglayan bir C' > 0 sayist vardir. Ayrica her y € Y igin

gy € F ve gy(y) = 0 oldugunu gozoniinde bulunduralim. Her y € Y noktas: igin

G(y) > 0 ve f(z), f(y), G(z), G(y) fonksiyonlar1 y noktasinda siirekli oldugundan,

g(z,y) fonksiyonunun her (y,y) € A, noktasinda stirekli oldugu goriiliir. f, X kiimesi

tizerinde siirekli oldugundan M := SuXp |f(x)| < 0o yazabiliriz. Dolayisiyla her (z,y) €
v

X XY icin asagidaki esitsizlik gerceklenir:

M
l9(z,y)| < M + mc-
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Lemma (3.1.4) ten yararlanarak

sty — lim <sup | Ly (gy; y)]) =0 (3.1.8)

n yey
bulunur: Ote yandan (3.1.6) ve (3.1.7) den

f(y)

9(0) = 1) = e Foy)

(Fy () + Fyp(2))
esitsizligi elde edilir ki bu esitsizlik agagidaki sonucu gerektirir:

f(y)

Lu(gy3y) = Lu(f39) = F,(y) + Fy,(y)

(Ln(Fy1§ y) + Ln(Fy2§ Y))-

Buradan

Lo(fiy) — fly) = Ln(gy;y)+F (

y
+ (Ln(Fy3y) — i (y))}

olur. Egitligin her iki tarafinda y € Y {izerinden supremum alirsak,

| Ln(f) = fIl < sup|Ln(gy; )|
yey

M
—l—m U Ln(Eyy) = Fyll + | Lu(Fy,) — Fyoll}

(3.1.9)

oldugunu goriiriiz. Simdi verilen bir € > 0 i¢in asagidaki kiimeleri tanimlayalim:

= {neN: L) - fl 2 ),
5 :{ e N suplLaain)| > £}
B ep(U)
5 _{ NEa(F )—FyIHzSM},
U
B = {neninm) - R > 20

Bu durumda (3.1.9) dan
E C EyUE,UE;

olur. Dolayisiyla her j € N icin

Dn <D Gt Y At Y ap

ner nek; neky neks
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elde edilir. Simdi j — oo igin limit alimrsa (v)" kogulu uyarinca, (3.1.8) den
lim > aj, =0

esitligi elde edilir ki bu sonug ispati1 tamamlar. m

Bu teoremin 6zel halleri dordiincii boliimde tartisilacaktir. Fakat oncelikle elde et-
tigimiz bu sonucun Yoshinaga-Tamura teoreminden daha kuvvetli oldugunu gostere-

bilmek i¢in agagidaki 6rnegi gozoniine alalim.

Ornek 3.1.5 A = C, Cesdro matrisi olsun ve (u,) dizisini asagudaki sekilde tanim-

layalim
{ 1, n=m? meN
Up 1=

0, diger durumlarda.

Istatistiksel yakinsakhigmn tanimindan
sto, —limu, = st —limu, =0

bulunur. {L,}, Yoshinaga-Tamura Teoreminin kosullarna saglayan operatorler dizisi

olmak tizere T}, operatérlering

Tu(f) = (14 un) La(f)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda T, operatérlerinin teoremimizin sartlarina sagladige

aciktir ve dolayisiyla her f € F i¢in
st — lim |[7,() — f| = 0.

elde edilir. Fakat dikkat edilirse (u,) dizisinin segiminiden dolayr T, operatorleri
Yoshinaga-Tamura teoreminin sartlarine saglamamaktadir. Bu durum Teorem 3.1.1

i daha kuvvetli bir yaklasim sonucu oldugunu gosterir.

3.2. Cok Degiskenli Haldeki Teoremler

Bir onceki boliimde herhangi bir X Haussdorff uzay: iizerinde belli kosullar altinda
genel bir istatistiksel yaklagim teoremi elde etmistik. Simdi kabulleri uygun bir
sekilde degistirererk bu teoremi ¢ok degiskenli fonksiyonlar teorisi iizerinde ele ala-

cagiz. Bunun i¢in ikinci boliimde degindigimiz ¢arpim uzaylarindan yardim alacagiz.

Teoremimizi ¢carpim uzaylarina genisletmek i¢in bazi1 varsayimlara ihtiyacimiz olacak.

Bunlara gecmeden ¢nce temel tanimlar1 verelim.
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Her k£ = 1,2,...,r (r € N) igin X} bir Haussdorfff uzay1 ve (Xj,U,) diizgiin yap
olsun. Uy, kiime ailesi X}, iizerinde tamimli ve Ay = {(zy,zx) : 2x € Xi} C X X
Xy, (k= 1,2,...,r) kosegini igeren filtre olsun. X := [[,_, Xj ve U := [[,_, Uy,
olarak tamimlamrsa X uzayinin r-boyutlu bir Haussdorff uzay1 oldugu ve (X, U) nun
X tizerinde bir diizgiin yapr oldugu goriiliir. Her k£ = 1,2,...;7, icin Y, uzay1 Xy
uzaymin bir kompakt altkiimesi olsun. Y := szl Y, olarak tanimlarsak Y uzayimin
X in kompakt bir altkiimesi oldugu goriiliir. Daha ¢nce de tanimladigimiz gibi F, R
tizerinde bir vektor uzayr olsun, F ’'nin elemanlar1 X {izerinde tanimli reel degerli
fonksiyonlar olsunlar ve F, sabit fonksiyon olan ey(z) = 1 fonksiyonunu igersin.
Ayrica her n € N icin L, : F — RY poxzitif lineer operatorler olsun. Asagidaki

sartlar1 saglayan bir F : X x X — R fonksiyonunun varligini kabul edelim:

(i) Her x = (1,..2,) € X ve y = (41, .3) € Y icin F(x,) > 0 ve F(y, y) =
0 dur.

(it) Hery € Y icin F, fonksiyonu X iizerinde Fy (x) := F(x, y) olarak tanimlanirsa
Fy, € F olur.

(t4i) Her y € Y icin F, fonksiyonu Y {izerinde siireklidir,

(iv) Her k = 1,2,...,r, igin U := [[,_, Uy ve U, € Uy olarak almirsa p(U) =

inf F(x,y) > 0 olur.
(x,y)e(l)rclxy)_U (x,y) olur

(v) Oyle y',y" € Y, y' # y” noktalar1 ve X iizerinde tamml, simirh Fy/ ve Fy»

fonksiyonlar

sta — lign |L,(Fy) —Fy| = 0,

StA - llm ||Ln(Fy//) — Fy//” = 07

st4 — lim <sup Ln(Fy;y)) =0

n yeyY

kosullarin1 gercekler; burada A = [aj,| negatif olmayan bir toplanabilme
matrisini ve [|-|| sembolu ise Y iizerinde tamimlh klasik supremum normunu
gostermektedir.

Bu varsayimlar altinda tek degiskenli fonksiyonlar icin ispatladigimiz lemma ve teo-
remler aynen c¢ok degiskenli fonksiyonlarda da gegerli olacaktir. Buna gore asagidaki

yaklagim teoremini ispatsiz olarak verebiliriz.

Teorem 3.2.1 f, X dzerinde tanimlh ve simrh, Y dizerinde stirekli reel degerli bir

fonksiyon olsun. {L,} yukardaki kosullar: gercekleyen pozitif lineer operatérlerin bir
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dizisi olsun. Bu durumda her £ € F icin
sty —lim ||L,(f) — f|| =0

gerceklenar.
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4. Uygulamalar ve Sonug¢ Uyarilari

Bu boliimde elde ettigimiz istatistiksel yaklagim teoremlerinin 6zel halleri iizerinde

duracagiz ve ayrica gelecekte konuyla ilgili daha neler yapilabilecegini tartisacagiz.

4.1. Uygulamalar

Ik olarak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.1.1 X, kompakt Haussdorff uzayr ve fi, fa, ..., fmn € C(X) olsun. Kabul

edelim ki

91,92, s 9m € C(X)

fonksiyonlar: yardimiyla tanimlanan
P(z,y) == gi(y) fil=)
i=1

fonksiyonu her x,y € X i¢in P(x,y) > 0 ve P(x,y) = 0 <= x = y ézelliklerini
saglasin. Ly, : C(X) — C(X) pozitif lineer operatérler dizisi ve A = [a;,] negatif

olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. Eger
st — lirrln |\L.(fi) = fil =0  (i=1,2,...,m) (4.1.1)
esitligi saglamyorsa, ¥ f € C(X) i¢in
sta =l | Lo(f) = £ =0
elde edilir.

Ispat. F = C(X), X =Y ve F(z,y) = P(z,y) secelim. Bu durumda
Ly (Pyx) = Py() = Y g:(y) {Ln (fi;2) — filw)}
i=1
oldugundan C' := max;—12.__m ||g:| icin

sup Ly (Py; ) = Py(2)] < CZ [Ln(fi) = il (4.1.2)

z,yeX
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bulunur. Verilen bir € > 0 i¢in agagidaki kiimeleri tanimlayalim:

B : = {nEN: sup |L, (Py;z) — Py(x)| 26},
z,yeX
B, : = {n e N |La(f) — fil] = mic} i=1,2,...,m.

Bu durumda (4.1.2) esitsizliginden

sel)n
=1

igermesi elde edilir ki bu icerme her j € N icin

Z%nﬁiz%n

neB =1 neB;

esitsizligini gerektirir. Simdi (4.1.1) den

sta —limZajn =0

neB

esitliginin gerceklendigi goriiliir. Dolayisiyla

sta — lim ( sup |L, (Py;z) — Py(a:)\) =0
n \ayeX

bulunur. Buradan (3.1.1) sartinin P(x,y) fonksiyonu igin gegerli oldugu goriiliir.

Sonug olarak Theorem 3.1.1 in biitiin kogullarinin gerceklenecegi icin istenilen sonuca

dogrudan ulagilir. m

Bu sonug daha énce Duman ve Orhan [29] tarafindan ispatlanmigti; fakat bunun

aslinda elde ettigimiz Teorem 3.1.1 in 6zel bir hali oldugunu goriiyoruz.
Bir diger sonug ise su sekilde ifade edilebilir:

Sonug 4.1.2 X, f1, fa, ooy frns 91, 925 s Gmy, P(x,y) ve {L,} Sonu¢ 4.1.1 deki gibi
tanamlansin. Heri = 1,2,... m i¢in {L,(f;)} operator dizisi f; ye X dzerinde dizgiin
yakinsak ise her f € C(X) i¢in {L,(f)} dizisi f ye dizgiin yakinsaktur.

Ispat. Sonug 4.1.1 de A matrisi, birim matris alimirsa ispat dogrudan elde edilir. m

Bu son elde edilen sonug yaklagimlar teorisinin iyi bilinen bir teoremidir (bkz. [24]).

Cebirsel durumda Korovkin teoreminin test fonksiyonlar e;(x) = z¢,7 = 0, 1, 2 olarak

tanimlanir. Simdi bu durumla ilgili uygulamamazi verelim.
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Sonug 4.1.3 L, : Cla,b] — Cla,b] pozitif lineer operatorler dizisi ve A = [aj,]

negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun. Eger
sty —lim||L,(e;) —e;|| =0, i=0,1,2
esitligi saglanmyorsa, ¥V f € Cla,b] i¢in

sta—lim | Lo(f) — |
olur.

Ispat. X =Y = [a,b], F = Cla,b] ve F(z,y) = (y — 2)? olarak alindiginda Teorem
3.1.1 in biitiin sartlarinin saglandigr goriiliir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. m
Bu sonug daha énce Duman, Khan ve Orhan [12] tarafindan farkli bir yontem kul-

lanilarak ispatlanmigti.

Sonug 4.1.4 L, : Cla,b] — Cla,b] pozitif lineer operatérler dizisi, A = |a;,| negatif

olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun. Eger
st —lim || Ly(e;) — e =0, i=0,1,2,
esitligi saglamyorsa, ¥V f € Cla,b] i¢in

st —tim | L, (f) — /]
elde edilir.

Ispat. Sonuc 4.1.3 te A = C; almak yeterlidir. m

Bu sonug daha énce Gadjiev ve Orhan [11] tarafindan elde edilmisti.

Sonug 4.1.5 L, : Cla,b] — Cla,b] pozitif lineer operatérler dizisi olsun. i = 0,1,2

icin e;(z) = ' olmak iizere

lim L, (e;,z) = e;(x)

n—oo

esitligi saglanyorsa, her f € Cla,b] i¢in

lim L,(f,z)= f(z)

esitligi saglanir; buradaki yakinsamalar [a,b] tzerinde diizgiindir.

Ispat. Sonuc 4.1.3 te A = I almirsa ispat tamamlanr. m
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Bu sonug¢ daha once de ifade ettigimiz gibi klasik Korovkin Teoremi’nin kendisidir.

Asagidaki sonuclar da Korovkin teoreminin periyodik kargiliklarina indirgenmektedir.

Sonug 4.1.6 C5,(R), R dzerinde tanimly reel degerli, siirekli ve 2m-periyotlu fonksiy-

onlarin uzayr olsun. fo, fi1, fo test fonksiyonlar: asagidaki sekilde tanimlansin:

folz) =1, fi(x) =sinz, fo(x)= cosz.

Ayrica Ly, : Cor (R) — Coy (R) pozitif lineer operatiorler dizisi ve A = [aj,] negatif

olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. Eger
sta—lim ||L,(f;) — fi]| =0, 1=0,1,2,
ise, bu durumda V' f € Co, (R) igin

sta — hfln | Ln(f) — ]l
esitligi saglanar.

Ispat. X = R, Y = [-m,71], F = C5(R) ve F(x,y) = 2sin? <% ozel du-
rumunun Teorem 3.1.1 nin biitiin sartlarini sagladigi goriilebilir. Dolayisiyla ispat
dogrudan Teorem 3.1.1 den elde edilir. m

Bu sonug daha énce Duman [35] tarafindan 2003 yilinda ispat edilmigti.

Sonug 4.1.7 L, : Cyr (R) — Cyr (R) pozitif lineer operatorler dizisi olsun. Her i =
0,1,2 igin {L,(f:)}, [i ye R dzerinde dizgiin yakinsak ise, her f € Car (R) idgin
{L.(f)}, [ ye diizgiin yakinsaktur.

Ispat. Sonuc 4.1.6 da A = I almirsa ispat tamamlanr. m

Bu sonug literatiirde Korovkin teoreminin periyodik kargiligi olarak bilinmektedir
[22].

Uygulamalar bolimiimiizde buraya kadar teoremimizin tek degigkenli halinin 6zel
hallerini inceledik. Bundan sonra ise ¢ok degiskenli halinin uygulamalarini inceleye-

cegiz.

Sonug 4.1.8 X, r-boyutlu Haussdorff uzayr ve f1,f5, ..., € C(X) olsun. Kabul

edelim ki

g1,82,--,8m € O(X)
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fonksiyonlar yardimayla tanimlanan P(x,y) == Y_1", gi(y)fi(x) fonksiyonu her x =
(131,]}2,:63, s 7‘T”‘) € X vey = (y17y27y37 s 72/7“) e X ZQZTLP(X,y) 2 0 UeP<X7y) =0
<= x =y ozellikerini saglasin. L,, : C'(X) — C (X) pozitif lineer operatorler dizisi

ve A = [a;j,] negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. Eger
stA—li}LnHLn(fi)—fiH =0, i=12..,m
esitligi saglanyorsa, V £ € C(X)
Sta — lirlln |IL,(f) —f|]| =0

olur.

Ispat. Teorem 3.2.1 de F =C(X) , X =Y, F(x,y) = P(x,y) almirsa ispat tamam-

lanir. m

Sonug 4.1.9 X, f1.f5, ..., f,, 81,82, -.-,8m, P(x,y) ve L,, Sonu¢ 4.1.8 gibi tanim-
lansin. Her i = 1,2,....m i¢in {L,(£)} operator dizisi f; ye X tizerinde diizgiin

yakinsak ise her £ € C(X) i¢in {L,(f)} dizisi f ye diizgiin yakinsaktor
Ispat. Sonuc 4.1.8 de A = I almak yeterlidir. m

Bildigimiz kadariyla Sonug 4.1.8 ve Sonug 4.1.9 daha ¢nce literatiirde bulunmamak-
tadir.

Sonug 4.1.10 L,, : C(K) — C(K) pozitif lineer operatérler dizisi olsun. K :=
[Ti—ilax, bk] olarak tamwmlansin. A = [a;,] negatif olmayan regiiler toplanabilme
matrisi olsun. eg(xy, ..., x,) = 1, €;(x1, ...,x,) =2 (i = 1,2,...,7), ve €, y1(x1, ..., T;) =
S oh_, Th igin

sty —lim||L,(e;)) —e;]| =0 (i=0,1,....,7+1)

esitligi gegerli ise, her £ € C(K) i¢in asagidaki gerceklenir:
sta — lim || L, (f) — || .

Ispat. Teorem 32.1de X =Y =K, F = O(K) ve F(x,y) = > i, (yr — z1,)? alinirsa
ispat tamamlanir. m

Bu sonug daha 6énce Erkus ve Duman [26] tarafindan 2006 yilinda ispat edilmisti.

Sonug 4.1.11 L,, : C(K) — C(K) pozitif lineer operatorler dizisi olsun. Her i =
0,1,...,7+1, {L,(e;)} dizisi e; ye K tzerinde diizgiin yakinsak ise, her £ € C(K) igin
L, (f) dizisi f ye K dzerinde dizgiin yakinsaktur.
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Ispat. Sonuc 4.1.10 te A = I alindiginda ispat tamamlamr. m

Bu sonucun iki degigkenli versiyonu daha ¢nce Volkov [36] tarafindan elde edilmisti.

Simdi Cs,(R") ile R" (r € N) tizerinde siirekli, reel degerli ve 2w periyotlu fonksiy-
onlarin uzayini gosterelim. Burada f fonksiyonunun, R" iizerinde 27 periyotlu olmasi
demek her (z1,29,...,2,) € R" ve k = 0,£1,£2,... i¢in agagidaki esitliklerin gegerli
olmas1 demektir (bkz. [37]):

f(ry, 29, ...;x.) = f(xy 4+ 2km, 29, ..., ;)
= f(xy, 29 + 2km, ..., 2;)
= f(x1,29,..., 2, + 2km)

Dolayisiyla gok degigkenli trigonometrik fonksiyonlar i¢in Teorem 3.2.1, agagidaki

bilinen sonuglar1 gerektirir:

Sonug 4.1.12 L,, : Cy; (R") — Oy, (R”) pozitif lineer operatirler dizisi ve A = [aj,]

negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun.

fo(xy,...,z,) = 1,
fi(xy,...,z,) = cosx; (i=1,2,...,7),

f;(z1,...,2,) = sinz; (j=r+1,...,2r)
olmak tizere eger
stA—li}LnHLn(fi)—fiH:O i=0,1,2,...,2r
esitligi saglanwyorsa, ¥ £ € Cor (R") i¢in
sta — liirl |L,.(f) — £ .
olur.

Ispat. Teorem 3.2.1 de X =R", Y = [[;_,[~7, 7], F = Cor(R"), ve

- . T — Yk
F =2 E 2
(x,y) 2 sin < 5 )

almak yeterlidir. m

Bu sonug daha énce Duman ve Erkug [38] tarafindan ispatlanmisgti.
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Sonug 4.1.13 L, : Cs (R") — Cy, (R") pozitif lineer operatérler dizisi olsun. Her
i =0,1,2,...2r i¢in {L_(f,)} , f; ye R" dzerinde diizgin yakinsak ise, her f €
Cor (R7) igin {L, (f)}, [ ye diizgiin yakinsaktor.

Ispat. Sonug 4.1.12 te A = I alimirsa ispat tamamlanir. m
Bu sonucun iki degigkenli versiyonu daha énce Mond ve Shisha [39] tarafindan 1966

yilinda ispat edilmisti.

4.2. Sonug Uyarilar:

Bu yiiksek lisans tezinde klasik Korovkin teoremini soyut uzaylarda inceledik ve ista-
tistiksel yakinsaklik yardimiyla daha genel ve kuvvetli yaklasim teoremleri elde ettik.

Gelecekte galigmamiz agagidaki gsekilde genellegtirebiliriz:

e Operatorlerin yaklagiminda "ideal yakinsaklik" kavrami gibi istatistiksel yakin-

sakliktan daha genel bir yaklagim metodu kullanilarak énemli sonuglara ulasila-
bilir.

o Zayif ve kuvvetli yakinsaklik kavraminin operatorlerinin yaklagimi iizerindeki
etkileri incelenebilir.

e Operatorlerin pozitiflik kogulunu zayiflatma yoniinde calismalar yapilabilir.

e Soyut uzaylarda tanimli ve herhangi  bir metrik uzayda degerler alan oper-
atorlerin hem klasik hem de istatistiksel yakinsaklik ozellikleri incelenebilir.
Ornegin kompleks degerli operatorler iizerinde yapilacak calismalar dikkate

deger sonuglar iiretebilir.
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