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1. GİRİŞ

Yakınsaklık kavramı, Klasik Analizde üzerinde en çok inceleme yapılan konulardan

biridir. Özellikle de fonksiyon dizilerinin ve sayıdizilerinin yakınsaklı̆gınıgeli̧stirme

yönünde şimdiye kadar çok ciddi adımlar atılmı̧stır. Örneğin fonksiyon dizilerinin bili-

nen düzgün ve noktasal yakınsaklıklarına ilaveten hemen hemen yakınsaklık, ölçüsel

yakınsaklık, Lp-yakınsaklık gibi yeni yakınsaklık çeşitleri tanımlanmı̧stır. Bunlarla

ilgili sonuçlara ileri analiz içerikli pek çok kaynak kitap ve makalelerden ulaşmak

mümkündür. Diğer taraftan, sayı dizilerinin yakınsaklı̆gını geli̧stirme yönünde en

önemli atılım 1951 yılında Steinhaus ve Fast tarafından yapılmı̧stır (bkz. [1, 2]).

1951’de Polonya’da yapılan bir konferansta “İstatistiksel Yakınsaklık” isminde yeni

bir yakınsaklık kavramıSteinhaus tarafından sunulmuş ve aynıyıl bu kavram Fast

tarafından kesin bir formulasyona kavuşmuştur. İstatistiksel yakınsaklı̆gın, bilenen

yakınsaklı̆ga göre pek çok avantajlıyönlerinin olmasıbu kavramıkısa sürede oldukça

popüler hale getirmi̧stir. Özellikle istatistiksel yakınsaklık, Toplanabilme Teorisi,

Fourier Serileri, Fonksiyonel Analiz, Ölçü Teorisi, Yaklaşımlar Teorisi, Bulanık Man-

tık Teorisi gibi matematiğin birçok alanında uygulanmı̧stır.

İyi bilindiği üzere klasik analizde yakınsak bir dizinin neredeyse tüm terimleri limit

noktasının istenildiği kadar küçük komşuluğuna ait olmaktadır. İstatistiksel yakınsak-

lık kavramının temel fikri bu koşulu sıfır yoğunluklu kümeleri gözönünde

bulundurarak zayıflatmaktır. Bu zayıflatma yakınsak olmadı̆gıhalde istatistiksel an-

lamda yakınsak olan dizilerin varlı̆gınıortaya koymaktadır. Konuyla ilgili tanım ve

örnekler bir sonraki bölümde detaylıbir şekilde ele alınacaktır. Ayrıca 1981 yılında

Freedman ve Sember [3] regüler toplanabilme matrisleri kullanarak istatistiksel yakın-

saklık kavramını“A- istatistiksel yakınsaklık”adıyla daha da genelleştirmi̧slerdir.

Öte taraftan, pozitif lineer operatör dizileriyle fonksiyonlara yaklaşım ilk kez

Korovkin tarafından 1950 li yıllarda ortaya atılmı̧stır. Korovkin, oldukça eleman-

ter argümanlar kullanarak, pozitif lineer operatör dizilerinin “test fonksiyonu”adını

verdiği sonlu sayıdaki fonksiyonlar üzerindeki yaklaşımınıinceleyerek reel sayıların

kapalıve sınırlıbir aralı̆gıüzerindeki herhangi sürekli bir fonksiyona yaklaşılabile-

ceğini ispatlamı̧stır. Son derece güçlü olan bu sonucun ardından literatürde “Korovkin

Teorisi”olarak bilinen yeni ve aktif bir çalı̧sma sahasıortaya çıkmı̧stır. Son 50 yıldır

Korovkin Teorisi üzerinde pekçok inceleme ve geli̧stirme yapılmı̧s ve yapılmaya da

devam etmektedir. Bu teoriyle ilgili en temel kaynaklar [4, 5, 6, 7] nolu referanslarda

bulunmaktadır. Özellikle 2002 yılında Gadjiev ve Orhan [8] bu teoriyi istatistiksel

yakınsaklık kavramıyla geli̧stirmi̧slerdir. Bu yöndeki diğer ilerlemelere [9, 10, 11, 12]

nolu kaynaklardan ulaşmak mümkündür.
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Korovkin Teorisi temel olarak lineer operatörlerin pozitifliğine ve onların klasik

limitlerinin varlı̆gına dayanmaktadır. Dolayısıyla her nekadar güçlü olsa da Korovkin

teoremi pozitif olan lineer operatörlerin yaklaşım özelliklerine cevap vermesine rağ-

men herzaman pozitif olmayan veya lineer olmayan operatörlerin yaklaşım özellikleri

konusunda yetersiz kalmaktadır.

Zaman içerisinde Korovkin teoreminin uygulanamadı̆gıoperatörlerin yaklaşım özel-

liklerini incelemek için bazı çalı̧smalar da yapılmı̧stır. Bunlardan birkaçı [13, 14,

15, 16, 17] de görülebilir. Bu çalı̧smalarda genel olarak Korovkin teoreminin pozi—

tiflik şartınısağlamayan birkaç operatör olan Picard, Gauss-Weierstrass ve Possion-

Cauchy singüler integral operatörlerinin tek deği̧skenli versiyonlarıele alınmı̧s ve bu

operatörlerin klasik anlamdaki yaklaşım özellikleri süreklilik modülü kavramıkul-

lanılarak incelenmi̧stir.

Daha sonraki yıllarda ise [18] ve [19] da görüleceği gibi, Duman ve Anastassiou

tarafından Picard ve Gauss-Weierstrass singüler integral operatörlerinin iki deği̧skenli

versiyonlarıtanımlanmı̧s ve bu operatörlerin klasik anlamdaki yaklaşım özelliklerinin

yanısıra A-istatistiksel anlamdaki yaklaşım özellikleri de ele alınmı̧stır.

Bu yüksek lisans tezinin oluşmasına zemin hazırlayan çalı̧smalar ise [20, 21] nolu

kaynaklardır. Bu çalı̧smalarda belli ek koşullar altında bir fonksiyona tek deği̧skenli

(pozitif olmasıgerekmeyen) Poisson-Cauchy singüler integral operatörleri ile klasik

anlamda yaklaşmanın mümkün olduğu gösterilmi̧stir.

Bu tez çalı̧smamızda öncelikle Korovkin teoreminin pozitiflik şartınıherzaman sağla-

mayan iki deği̧skenli Poisson-Cauchy singüler integral operatörlerini ele aldık. Bunun

için ilk olarak r,m ∈ N0 := N ∪ {0} parametrelerinin ve pozitif herhangi bir (ξn)

dizisinin yardımıyla iki deği̧skenli Poisson-Cauchy singüler integral operatörleri ailesini

tanımlayıp genelleştirdik. Daha sonra ise bu operatörlerin A-istatistiksel yaklaşım

özellikleri üzerinde durduk. Bu çalı̧smamızda m ∈ N durumunda [20, 21] çalı̧s-

malardakinin aksine iki deği̧skenli bir fonksiyona tanımladı̆gımız operatörler ailesi

ile hiçbir kısıtlama olmadan yaklaşmanın mümkün olduğunu gördük. Sadece m = 0

durumunda bir kısıtlamaya ihtiyaç duyduk. Ayrıca bu çalı̧smamızda elde ettiğimiz

yaklaşım özellikleri klasik anlamdaki yaklaşım özelliklerini içerdiği gibi istatistiksel

anlamdaki yaklaşım özelliklerini de içermektedir.

Bu yüksek lisans tezi sırasıyla giri̧s, temel kavramlar, iki deği̧skenli Poisson-Cauchy

singüler integral operatörleri ve sonuçlar olmak üzere dört bölümden oluşmaktadır.

İkinci bölüm olan temel kavramlar kısmında bu çalı̧sma içinde kullanılan temel tanım

ve teoremlere yer verilmi̧stir. Sırasıyla, pozitif lineer operatör kavramıve Korovkin
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teorisi, süreklilik modülü ve temel özellikleri, istatistiksel yakınsaklık, A-istatistiksel

yakınsaklık kavramıbu bölümde verilecektir. Üçüncü ve dördüncü bölümlerde ise bu

çalı̧sma sonucunda elde ettiğimiz orjinal sonuçlar bulunmaktadır. Operatörlerin in-

şaası, onlar için hata tahminleri ve istatistiksel yaklaşım özellikleri üçüncü bölümde

incelenirken; elde ettiğimiz sonuçların klasik durumlara göre kuvvetli yanlarıve gele-

cekte konuyla ilgili daha ne gibi geli̧smeler yapılabileceği son bölümde tartı̧sılmak-

tadır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezde ihtiyaç duyacağımız bilinen bazı tanım, teorem ve notasyon-

lara değineceğiz. İlk olarak “Pozitif Lineer Operatör”kavramından bahsedilecek ve

“Korovkin Teorisi” hakkında genel bir bilgi verilecektir. Daha sonra operatörlerin

yaklaşımındaki hatalarıölçmemize imkan sağlayan “süreklilik modülü”kavramıhatır-

latılacak ve bunun Korovkin Teoremi ile iļskisi vurgulanacaktır. Son olarak, “İsta-

tistiksel Yakınsaklık” ve “A-İstatistiksel Yakınsaklık” kavramları ele alınacak ve

bunlardan elde edilen temel teoremler ve sonuçlar üzerinde durulacaktır.

2.1. Pozitif Lineer Operatör Kavramıve Korovkin Teorisi

Bu bölümde öncelikle "Pozitif Lineer Operatör" kavramınıtanımlayalım.

Tanım 2.1.1 X ve Y fonksiyon uzaylarıolmak üzere, L : X → Y operatörü, ∀α, β ∈
F ve ∀f, g ∈ X için,

L(αf + βg) = αL(f) + βL(g)

şartınısăglıyorsa L ye lineer operatör adıverilir. Özel olarak ∀f ≥ 0 için L(f) ≥ 0

oluyorsa L ye pozitif lineer operatör adıverilir [4].

Yukarıda tanımladı̆gımız lineer operatörlerin pozitiflik koşulu aynızamanda monoton-

luğu da gerektirir. Şimdi bunu bir lemma ile verelim.

Lemma 2.1.2 X ve Y fonksiyon uzaylarıolmak üzere, L : X → Y pozitif lineer bir

operatör olsun. Bu durumda L monotondur [7].

İspat. f, g ∈ X ve f ≥ g olsun. O halde,

f − g ≥ 0

yazılabilir. Eşitsizliğin her iki tarafına L operatörü uygulanırsa,

L(f − g) ≥ L(0)

elde edilir. L pozitif olduğundan,

L(f − g) ≥ 0

olur. Son olarak L lineer olduğundan,

L(f)− L(g) ≥ 0
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yani istenilen sonuç olan,

L(f) ≥ L(g)

elde edilir.

Bir operatörün monoton olması büyüklük ve küçüklüğü koruduğu için önemlidir.

Şimdi ise pozitif lineer operatörlerin sağladı̆gıönemli bir eşitsizliği aşağıdaki şekilde

verebiliriz.

Lemma 2.1.3 X ve Y fonksiyon uzaylarıolmak üzere, L : X → Y pozitif lineer bir

operatör olsun. Bu durumda ∀f ∈ X için

|L(f)| ≤ L(|f |)

eşitsizlĭgi săglanır [7].

İspat. g1 ve g2 fonkiyonlarını
g1 := |f | − f

g2 := |f |+ f

olarak tanımlayalım. Dikkat edilirse g1, g2 ≥ 0 dır. İlk olarak,

g1 ≥ 0

eşitsizliğini ele alalım. Eşitsizliğin her iki tarafına L operatörü uygulanırsa,

L(g1) = L(|f | − f) ≥ L(0)

elde edilir. L pozitif olduğundan,

L(|f | − f) ≥ 0

yazılabileceği açıktır. Ayrıca L lineer olduğundan,

L(|f |)− L(f) ≥ 0

yani

L(|f |) ≥ L(f) (2.1.1)

eşitsizliği elde edilir. Şimdi ise

g2 ≥ 0
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eşitsizliğini ele alalım. Benzer şekilde eşitsizliğin her iki tarafına L operatörü uygu-

lanırsa,

L(g2) = L(|f |+ f) ≥ L(0)

elde edilir. L pozitif olduğundan,

L(|f |+ f) ≥ 0

bulunur. Ayrıca L operatörü lineer olduğundan,

L(|f |) + L(f) ≥ 0

ve dolayısıyla

L(|f |) ≥ −L(f) (2.1.2)

eşitsizliği elde edilir. (2.1.1) ve (2.1.2) eşitsizlikleri göz önünde bulundurulursa iste-

nilen eşitsizlik olan

|L(f)| ≤ L(|f |)

sonucuna varılır.

Şimdi fonksiyonlar teorisinde temel teşkil eden C[a, b] uzayınıhatırlatalım.

Tanım 2.1.4 [a, b] aralı̆gıüzerinde tanımlıve sürekli reel dĕgerli fonksiyonların uzayı

C[a, b] ile gösterilir. C[a, b] uzayı, üzerinde tanımlanan

‖f‖ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|

normuna göre bir Banach uzayıdır [4].

Şimdi ise pozitif lineer operatörlerin yakınsaklı̆gıhakkında önemli bir kolaylık sağlayan

"Klasik Korovkin Teoremi" ni hatırlatalım.

Teorem 2.1.5 (Klasik Korovkin Teoremi) (Ln)n∈N, C[a, b] uzayınıkendi üzerine

dönüştüren pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun. i = 0, 1, 2 için ei(x) = xi

test fonksiyonlarını gözönüne alalım. Bu durumda her i = 0, 1, 2 için, {Ln(ei)}n∈N
dizisinin ei ye [a, b] üzerinde düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter koşul her

f ∈ C[a, b] için {Ln(f)}n∈N nin f ye [a, b] üzerinde düzgün yakınsak olmasıdır [4].

Aşağıdaki örnekte klasik Korovkin teoreminin bir uygulamasınıvereceğiz.
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Örnek 2.1.6 f ∈ C[0, 1], x ∈ [0, 1] ve n ∈ N olsun. Bu durumda Bernstein polinomu

Bn(f ;x) =
n∑
k=0

f(
k

n
)

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

olarak tanımlanır [5]. Daha önceden ifade edildĭgi gibi ei(x) = xi, i = 0, 1, 2, olmak

üzere Bernstein polinomlarının tanımından

Bn(e0;x) = e0(x) = 1,

Bn(e1;x) = e1(x) = x,

Bn(e2;x) = e2(x) +
x(1− x)

n

oldŭgu kolayca görülebilir. O halde [0, 1] üzerinde {Bn(ei)}n∈N dizisi her i = 0, 1, 2

için ei test fonksiyonuna düzgün olarak yakınsar. Dolayısıyla teorem uyarınca, her

f ∈ C[0, 1] için {Bn(f)}n∈N dizisi [0, 1] üzerinde f ye düzgün yakınsak olacaktır.

Klasik Korovkin teoremi, cebirsel fonksiyonlar için geçerli olduğu gibi periyodik

fonksiyonlar için de geçerlidir. Fakat bu durumda ilgili test fonksiyonlarıda buna göre

deği̧secektir. 2π-periyodlu ve sürekli olan reel değerli fonksiyonların sınıfınıC2π(R) ile

gösterelim. Bu durumda aşağıdaki sonuç, Korovkin teoreminin periyodik kaŗsılı̆gıdır.

Teorem 2.1.7 (Ln)n∈N, C2π(R) uzayını kendi üzerine dönüştüren pozitif lineer

operatörlerin bir dizisi olsun. f0(x) = 1, f1(x) = cosx, f2(x) = sinx şeklinde

tanımlanan test fonksiyonlarını gözönüne alalım. Bu durumda her i = 0, 1, 2 için,

{Ln(fi)}n∈N dizisinin ei ye R üzerinde düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter

koşul her f ∈ C2π(R) için {Ln(f)}n∈N nin f ye R üzerinde düzgün yakınsak olmasıdır
[4].

Teorem 2.1.5, 2002 yılında Gadjiev and Orhan [8] tarafından ve Teorem 2.1.7 ise

2003 yılında Duman [12] tarafından, klasik yakınsaklık yerine istatistiksel yakınsaklık

kavramıkullanılarak geli̧stirilmi̧stir. Bu kavram literatürde “İstatistiksel Korovkin

Teorisi” olarak bilinmektedir. İstatistiksel Korovkin Teorisi ile ilgili son geli̧smeler

için [9, 10, 11] nolu kaynaklardan yararlanılabilir.

Dikkat edilirse Klasik Korovkin Teoremi pozitif lineer operatörlerin yaklaşım özel-

likleri hakkında bize fikir vermektedir. Fakat literatürde pozitif olmasıgerekmeyen

pekçok lineer operatör de bulunmaktadır. Elbette bu durumda Korovkin teoremi

geçersiz olacaktır. İ̧ste bu yüksek lisans tezindeki en önemli amacımız pozitif ol-

masıgerekmeyen operatörler inşaa ederek onların yaklaşım özelliklerini araştırmaktır.
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Üstelik klasik anlamda yakınsaklı̆gın gerçeklenmediği durumlar da bile istatistiksel

anlamda bu operatörlerle fonksiyonlara yaklaşabilmenin mümkün olduğunu göstere-

ceğiz.

2.2. Süreklilik Modülü ve Özellikleri

Yaklaşımlar Teorisinde operatörlerin fonksiyonlara ne hızla yaklaştı̆gınıölçmek için

kullanılan en önemli kavramlardan biri de “süreklilik modülü” dür. Bu alt başlık

altında süreklilik modülü ile ilgili genel bir bilgi verilecek ve onun klasik Korovkin

teoremi ile ili̧skisi vurgulanacaktır.

Süreklilik modülü kavramınıtanımlamadan önce ihtiyaç duyacağımız aşağıdaki ileri

fark operatörü kavramına değinelim.

Tanım 2.2.1 h ∈ R ve r ≥ 1 bir tamsayıolsun. f herhangi bir reel aralık üzerinde

tanımlı, reel dĕgerli bir fonksiyon olmak üzere, f nin ileri fark operatörü

∆hf(x) := f(x+ h)− f(x)

şeklinde tanımlanır. Ayrıca buradan, r ≥ 2 şartınısăglayan r ler için

∆r
hf(x) := ∆h(∆

r−1
h f(x)) (2.2.1)

yazmak mümkündür [7].

Şimdi ise bu tanımdan yola çıkarak süreklilik modülünü hatırlayalım.

Tanım 2.2.2 f ∈ C[a, b] (veya f ∈ C2π(R)) olsun. Bu durumda, δ > 0 ve r ≥ 1 bir

tamsayıolmak üzere, f nin r.yinci mertebeden süreklilik modülü

ωr(f, δ) := max
|h|≤δ
‖∆r

hf‖ (2.2.2)

olarak tanımlanır. (2.2.2) eşitsizlĭginde r = 1 olarak alınırsa elde edilen birinci mer-

tebeden süreklilik modülüne kısaca f nin “süreklilik modülü" denir ve ω(f, δ) olarak

gösterilir [7].

Şimdi ise yukarıda tanımladı̆gımız süreklilik modülünün önemli özelliklerini bir teo-

remle vereceğiz.
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Teorem 2.2.3 f, f1, f2, f3 fonksiyonlarının C[a, b] veya C2π(R)̇ uzayına ait oldŭgunu

kabul edelim. δ, δ1, δ2 > 0, λ > 1, n ≥ 1 özellĭginde bir tamsayı, 1 ≤ s < r özellĭgin-

deki tamsayılar ve α ∈ R olsun. Bu durumda aşăgıdaki özellikler săglanır :

(i) ωr(f, δ), δ ya göre artandır,

(ii) ωr(αf1 + f2, δ) ≤ |α|ωr(f1, δ) + ωr(f2, δ),

(iii) ωr(f, nδ) ≤ nrωr(f, δ),

(iv) ωr(f, λδ) ≤ (1 + λ)rωr(f, δ),

(v)
ωr(f, δ2)

δr2
≤ 2r

ωr(f, δ1)

δr1
,

(vi) ωr(f, δ) ≤ 2r−sωs(f, δ) ≤ 2r ‖f‖ ,

(vii) ω(f, δ1 + δ2) ≤ ω(f, δ1) + ω(f, δ2),

(viii) ωr(f, δ2)− ωr(f, δ1) ≤ 2rω(f, r(δ2 − δ1)),

(ix) ωr(f, δ), δ ya göre süreklidir ve δ → 0+ iken ωr(f, δ)→ 0 dır [7].

Bu alt başlık altında son olarak süreklilik modülünün Korovkin teoremiyle bağlan-

tısınıortaya koyan aşağıdaki sonucu vereceğiz.

Teorem 2.2.4 (Ln)n∈N, C[a, b] uzayınıkendi üzerine dönüştüren pozitif lineer

operatörlerin bir dizisi olsun. x ∈ [a, b] ve n ∈ N olmak üzere

α2n(x) := Ln
(
(t− x)2 ;x

)
fonksiyon dizisi tanımlansın. Ĕger f ∈ C[a, b] ve x ∈ [a, b] ise, bu durumda

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ |f(x)| |Ln(e0;x)− e0(x)|
+
{
Ln(e0;x) +

√
Ln(e0;x)

}
ω (f, αn(x))

gerçeklenir. Ĕger f ′ ∈ C[a, b] ve x ∈ [a, b] ise, bu durumda

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ |f(x)| |Ln(e0;x)− e0(x)|+ |f ′(x)| |Ln ((t− x) ;x)|
+
{

1 +
√
Ln(e0;x)

}
αn(x)ω (f ′, αn(x))

olur [6].

Yukarıdaki teoremin periyodik kaŗsılı̆gıise şu şekildedir:
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Teorem 2.2.5 (Ln)n∈N, C2π(R)̇ uzayınıkendi üzerine dönüştüren pozitif lineer

operatörlerin bir dizisi olsun. x ∈ [−π, π] ve n ∈ N olmak üzere

β2n(x) := Ln

(
sin2

(
t− x

2

)
;x

)

fonksiyon dizisi tanımlansın. Ĕger f ∈ C2π(R)̇ ve x ∈ [−π, π] ise, bu durumda

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ |f(x)| |Ln(f0;x)− f0(x)|
+
{
Ln(f0;x) + π

√
Ln(f0;x)

}
ω (f, βn(x))

gerçeklenir. Ĕger f ′ ∈ C2π(R)̇ ve x ∈ [−π, π] ise, bu durumda

|Ln(f ;x)− f(x)| ≤ |f(x)| |Ln(f0;x)− f0(x)|
+ |f ′(x)|

{
|Ln (sin (t− x) ;x)|+ π2β2n(x)

}
+π2

{
1 +

√
Ln(f0;x)

}
βn(x)ω (f ′, βn(x))

olur [6].

2.3. İstatistiksel Yakınsaklık

N doğal sayılar kümesini göstermek üzere bir K ⊂ N alt kümesi verilsin. Kn kümesi,

Kn := {k ≤ n : k ∈ K} (2.3.1)

şeklinde tanımlansın. Ayrıca Kn kümesinin kardinalitesi (eleman sayısı) #{Kn} ile
gösterilsin.

Tanım 2.3.1 K ⊂ N ve Kn (2.3.1) deki gibi olmak üzere, ĕger

lim
n

# {Kn}
n

limiti mevcut ise, bu limit dĕgeri K kümesinin (dŏgal) yŏgunlŭgu olarak adlandırılır

ve δ(K) ile gösterilir [22, 23].

Örneğin,

δ(N) = 1

δ({n2 : n ∈ N}) = 0
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δ({2n : n ∈ N}) = δ({2n+ 1 : n ∈ N}) =
1

2

olduğu yoğunluk tanımından kolayca görülebilir. Ek olarak, asal sayıların ve hatta

doğal sayıların herbir sonlu altkümesinin de sıfır yoğunluklu olduğu söylenebilir.

Şimdi istatistiksel yakınsaklık kavramınıverelim.

Tanım 2.3.2 x := (xk)k∈N, reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak üzere, ĕger

∀ε > 0 için

δ ({k : |xk − L| ≥ ε}) = 0

olacak şekilde bir L sayısımevcut ise, (xk)k∈N dizisi L dĕgerine istatistiksel olarak

yakınsar denir ve

st− lim
k
xk = L

şeklinde gösterilir [2].

Yukarıdaki tanımdan kolayca görülebileceği gibi, bir (xk)k∈N dizisi bir L sayısına is-

tatistiksel olarak yakınsıyor ise, L sayısının herhangi bir ε > 0 komşuluğunda dizinin

sonsuz çoklukta elemanıbulunurken bu komşuluğun dı̧sında, indis kümesinin yoğun-

luğu sıfır olmak koşuluyla, yine diziye ait sonsuz çoklukta terim bulunabilir. Bu

durum, istatistiksel yakınsaklı̆gın klasik yakınsaklıktan daha genel olduğunu göster-

mektedir. Sonuç olarak, istatistiksel yakınsak dizi uzaylarının klasik yakınsak dizi

uzaylarını kapsadı̆gını söyleyebiliriz. İstatistiksel yakınsak olduğu halde klasik an-

lamda yakınsak olmayan diziler mevcuttur. Aşağıdaki örnekle bunu gösterelim.

Örnek 2.3.3 (xn)n∈N dizisinin terimlerini

xn =

{
1; n = m2 ise

0; n 6= m2 ise

şeklinde tanımlayalım. Tanım 2.3.2 den

st− lim
n
xn = 0

bulunur. Ancak dikkat edilirse (xn)n∈N dizisi klasik anlamda yakınsak dĕgildir.

Bilindiği gibi klasik anlamda yakınsak olan her dizi sınırlıdır. Ancak bir dizi istatistik-

sel yakınsak ise sınırlıolmak zorunda değildir. Bu durumu da bir örnekle inceleyelim.
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Örnek 2.3.4 (xn)n∈N dizisinin terimleri

xn =

{ √
n; n = m2 ise

0; n 6= m2 ise

şeklinde verilsin. Dikkat edilirse,

st− lim
n
xn = 0

olmasına răgmen (xn)n∈N dizisi üstten sınırlıdĕgildir.

Şimdi ise istatistiksel yakınsaklık kavramının bazıkarakteristik özellikleri üzerinde

duralım.

Teorem 2.3.5 (xn)n∈N dizisinin bir L sayısına istatistiksel yakınsak olabilmesi için

gerek ve yeter şart δ {nk : k ∈ N} = 1 ve limk xnk = L olacak şekilde en az bir (nk)

indis dizisi vardır [24, 25].

Teorem 2.3.5 den kolayca görülebileceği gibi, bir (xn)n∈N dizisi sıfır youğunluklu in-

dis kümesi dı̧sında (ya da bir yoğunluklu indis kümesi üzerinde) L değerine klasik

anlamda yakınsak ise aynı(xn)n∈N dizisi L ye istatistiksel anlamda yakınsaktır diye-

biliriz.

Eğer δ{k ∈ N : P (k) geçerli değil} = 0 ise bu durumda P önermesi hemen hemen

heryerde geçerlidir denir ve kısaca “h.h.h.”şeklinde yazılır. Verilen bu açıklamaların

sonucu olarak bir dizinin istatistiksel yakınsak olmasını için aşağıdaki sonucu

yazabiliriz:

“(xn)n∈N dizisinin L değerine istatistiksel yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter şart

h.h.h. limn xn = L olmasıdır”.

İstatistiksel yakınsaklık ile ilgili diğer tüm bilgilere [2, 24, 25, 26, 27] nolu kaynaklar-

dan ulaşılabilir.

2.4. A-İstatistiksel Yakınsaklık

Bu başlık altında istatistiksel yakınsaklık kavramından daha geni̧s bir kavram olan

A-istatistiksel yakınsaklıktan bahsedeceğiz.

Biliyoruz ki bir (xn)n∈N dizisinin bir L sayısına istatistiksel yakınsak olmasıdemek,

∀ε > 0 için

lim
n

1

n
#{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε} = 0
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olmasıdemektir. Bu ifadeye denk olarak,

K := K(ε) = {k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}

olmak üzere ∀ε > 0 için

lim
n

(C1χK(ε))n := lim
n

1

n

n∑
k=1

χK(ε)(k) = 0 (2.4.1)

ifadesi yazılabilir. Burada χK , K kümesinin karakteristik fonksiyonudur ve C1 :=

(cnk) ise literatürde birinci mertebeden Cesáro matrisi (veya aritmetik ortalama

matrisi) olarak bilinmektedir ve tanımıise

cnk =

{
1
n
; 1 ≤ k ≤ n ise

0; diğer durumlarda

şeklindedir.

1981 yılında Freedman ve Sember [3] yukarıdaki durumdan yola çıkarak, istatistiksel

yakınsaklık tanımında Cesáro matrisi yerine negatif olmayan regüler bir A = (ank)

sonsuz matrisini alarak tanımıdaha da genelleştirmi̧slerdir. A-istatistiksel yakınsaklık

tanımına geçmeden önce ihtiyaç duyulan birkaç ifadeyi hatırlatalım.

Tanım 2.4.1 A := (ank) (n, k = 1, 2, ...) sonsuz bir matris olmak üzere, verilen bir

x = (xn)n∈N dizisinin “A-dönüşüm dizisi”,

(Ax)n =

∞∑
k=1

ankxk

şeklinde tanımlıdır ve

Ax := ((Ax)n)

şeklinde gösterilir. Burada herbir n için yukarıdaki serinin yakınsak oldŭgu kabul

edilmektedir. Ĕger

lim
n
xn = L

oldŭgunda

lim
n

(Ax)n = L

oluyorsa, A matirsine “regüler matris”adıverilir [28].

Örneğin C1 matrisi bir regüler matristir. Yukarıdaki ifadeye ek olarak, bir A = (ank)

matrisinin regüler olup olmadı̆gıSilverman-Toeplitz koşullarıolarak bilinen aşağıda
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vereceğimiz teoremle karakterize edilebilmektedir.

Teorem 2.4.2 Bir A = (ank) matrisinin regüler olmasıiçin gerek ve yeter şart

(i) supn
∑∞

k=1 |ank| <∞,

(ii) ∀k için ak := limn ank = 0,

(iii) limn

∑∞
k=1 ank = 1

koşullarının săglanmasıdır [28, 29].

Şimdi (2.4.1) de C1 matrisi yerine negatif olmayan regüler A matrisini alarak A-

istatistiksel yakınsaklık tanımınıelde ederiz. Bu durumu aşağıdaki şekilde özetleye-

biliriz:

Tanım 2.4.3 A = (ank) negatif olmayan ve regüler bir matris olsun. Ĕger ∀ε > 0

için

K := K(ε) = {k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}

olmak üzere

lim
n

∞∑
k=1

ankχK(ε)(k) = 0

oluyorsa, ya da buna denk olarak, ∀ε > 0 için

lim
n

∑
k:|xk−L|≥ε

ank = 0

săglanıyorsa, x = (xk) dizisi L sayısına “A- istatistiksel yakınsaktır”denir ve

stA − limx = L

ile gösterilir [3].

Tanım 2.4.3 de özel olarak A matrisi yerine I birim matrisi alınırsa klasik anlam-

daki yakınsaklık, C1 matrisi alınırsa da istatistiksel yakınsaklık elde edilir. Sonuç

olarak, A-istatistiksel yakınsaklık klasik yakınsaklı̆gıve istatistiksel yakınsaklı̆gıkap-

sar. Klasik anlamda yakınsak olan her dizi, herhangi bir negatif olmayan regüler A

matrisi verildiğinde aynızamanda A-istatistiksel yakınsak olacaktır. Ancak bu öner-

menin kaŗsıtıherzaman doğru değildir. Aşağıda vereceğimiz teoremle durumu daha

da kesin hale getirebiliriz.
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Teorem 2.4.4 A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris olsun.

lim
n

max
k
{ank} = 0

ise, A-istatistiksel yakınsaklık alı̧sılmı̧s yakınsaklıktan daha kuvvetlidir [30].

A-istatistiksel yaınsaklık ile ilgili detaylıbilgilere [3, 30, 31] nolu kaynaklardan ulaşıla-

bilir.
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3. İKİ DEĞİŞKENLİ POISSON-CAUCHY

SİNGÜLER İNTEGRAL OPERATÖRLERİ

İLE İSTATİSTİKSEL YAKLAŞIM

Bu bölümde, iki deği̧skenli Possion-Cauchy singüler integral operatörleri ile ilgili genel

bir bilgi vermek amaçlanmı̧stır. Öncelikle bu operatörlerin tanımıve genel özellikleri

hakkında bilgi verilecek daha sonra ise yine aynıoperatörlerin hata tahminleri ve

istatistiksel yaklaşım özellikleri incelenecektir.

3.1. Operatörlerin Tanımlanmasıve Genel Özellikleri

Bu bölümde amacımız iki deği̧skenli Poisson-Cauchy singüler integral operatörlerini

tanımlamak ve bu operatörlerin genel özelliklerini incelemektir. Operatörleri tanım-

lamadan önce kullanacağımız birkaç notasyona değinelim.

Tanım 3.1.1 ∀ r, n ∈ N ve m ∈ N0 için
(
α
[m]
j,r

)
(j = 0, 1, ..., r) dizisi,

α
[m]
j,r :=


(−1)r−j

(
r

j

)
j−m, j = 1, 2, ..., r,

1−
r∑

k=1

(−1)r−k
(
r

k

)
k−m, j = 0.

(3.1.1)

şeklinde verilir [32, 33].

Sonuç 3.1.2 (3.1.1) de tanımlanan
(
α
[m]
j,r

)
(j = 0, 1, ..., r) dizisi

r∑
j=0

α
[m]
j,r = 1 ve −

r∑
j=1

(−1)r−j
(
r

j

)
= (−1)r

(
r

0

)
(3.1.2)

eşitlikleri săglar [32, 33].

Şimdi ise yukarıda tanımladı̆gımız notasyonlarıkullanarak operatörlerimizi inşaa ede-

lim.

Tanım 3.1.3 (ξn) pozitif reel sayıların herhangi bir dizisi olsun.

D :=
{

(s, t) ∈ R2 : s2 + t2 ≤ π2
}
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şeklinde tanımlı olan D kümesi üzerindeki tüm Lebesque ölçülebilir f fonksiyonları

için, ∀(x, y) ∈ D, ∀ r, n ∈ N , m ∈ N0 ve (λn) dizisi:

λn :=
1

π ln
(
1 + π2/ξ2n

) (3.1.3)

olmak üzere, iki dĕgişkenli Poisson-Cauchy singüler integral operatörleri :

Q[m]r,n (f ;x, y) = λn

r∑
j=0

α
[m]
j,r

∫∫
D

f (x+ sj, y + tj)

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt

 (3.1.4)

şeklinde tanımlıdır.

Tanımladı̆gımız Q[m]r,n operatörlerinin genel özelliklerini aşağıda vereceğimiz iki lemma

altında inceleyeceğiz.

Lemma 3.1.4 İki dĕgişkenli sabit fonksiyonlar, Q[m]r,n operatörleri altında korunurlar.

İspat. C bir reel sabit olmak üzere f(x, y) = C olsun. Bu durumda,

Q[m]r,n (C;x, y) = λn

r∑
j=0

α
[m]
j,r

∫∫
D

C

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt


= Cλn

2π∫
0

π∫
0

ρ

ρ2 + ξ2n
dρdθ

= C
π ln

(
1 + π2/ξ2n

)
π ln

(
1 + π2/ξ2n

)
= C

elde edilir.

Q
[m]
r,n operatörlerine klasik Korovkin teorisinin uygulanamamasının nedeni bu

operatörlerin her zaman pozitif olmamasıdır. Şimdi operatörlerin bu özelliğini de

bir lemma olarak verelim.

Lemma 3.1.5 Q
[m]
r,n operatörleri her zaman pozitif dĕgildir.

İspat. D bölgesi üzerinde negatif olmayan ϕ(u, v) = u2 + v2 fonksiyonunu ele alalım.

(3.1.1) ve (3.1.4) de r = 2, m = 3, ve u = v = 0 olarak seçelim. ∀t > 0 için
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ln(1 + t) < t olduğu göz önüne alınırsa;

Q
[3]
2,n (ϕ; 0, 0) = λn

(
2∑
j=0

α
[3]
j,2

)∫∫
D

ϕ(sj, tj)

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt

= λn

(
2∑
j=0

α
[3]
j,2 · j2

)∫∫
D

s2 + t2

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt

=
−3λn

2

2π∫
0

π∫
0

ρ3

ρ2 + ξ2n
dρdθ

=
−3π2

2 ln
(
1 + π2/ξ2n

) +
3ξ2n
2

< 0

elde edilir.

Son olarak ilerideki hesaplamalarımızda sıklıkla kullanacağımız bir integral hesabını

ele alalım.

Lemma 3.1.6 k ∈ N olsun. l = 0, 1, . . . , k ve her bir n ∈ N için;

∫∫
D

sk−`t`

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt =

{
2B
(
`+1
2
, k−`+1

2

)
γn,k, k ve ` çift

0, dĭger durumlar
(3.1.5)

dir. Burada B(α, β) klasik beta fonksiyonu olup,

γn,k :=

π∫
0

ρk+1

ρ2 + ξ2n
dρ

şeklinde tanımlıdır.

İspat. Eğer k veya l den biri tek ise (3.1.5) de integrant s veya t ye göre tek fonksiyon
olacağından integralin sıfır çıkacağı aşikardır. Eğer k ve l aynıanda çift olurlarsa

(3.1.5) de açık olarak integrant s ve t ye göre çift fonksiyon olur ve buradan;

∫∫
D

sk−`t`

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt = 4

π/2∫
0

π∫
0

ρk+1 cosk−` θ sin` θ

ρ2 + ξ2n
dρdθ

= 2B

(
`+ 1

2
,
k − `+ 1

2

) π∫
0

ρk+1

ρ2 + ξ2n
dρ

= 2B

(
`+ 1

2
,
k − `+ 1

2

)
γn,k

18



sonucu elde edilir.

3.2. Operatörler İçin Hata Tahminleri

Bu bölümde (3.1.4) de tanımladı̆gımız Q[m]r,n operatörleri için hata tahminleri verile-

cektir. Bu tahminler genel olarak m ∈ N ve m = 0 olmak üzere iki alt başlık altında

incelenecektir. İlk olarak ihtiyacımız olan birkaç notasyona değinelim.

Tanım 3.2.1 C2π(D), D üzerinde sürekli ve her koordinata göre 2π periyodik olan

tüm fonksiyonların kümesi olsun. f ∈ C2π(D) olmak üzere f nin r. mertebeden (iki

dĕgişkenli) süreklilik modülü

ωr(f ;h) := sup√
u2+v2≤h; (u,v)∈D

∥∥∆r
u,v(f)

∥∥ <∞, h > 0 (3.2.1)

olarak tanımlanır. Burada ‖·‖ ise bilinen supremum normudur ve

∆r
u,v (f(x, y)) =

r∑
j=0

(−1)r−j
(
r

j

)
f(x+ ju, y + jv) (3.2.2)

olarak tanımlıdır [33].

Yukarıdaki tanım göz önüne alınırsa, m ∈ N0 olmak üzere C(m)2π (D) her koordinata

göre 2π periyotlu, x ve y ye göre m yinci dereceden sürekli kısmi türevlere sahip,

D üzerinde tanımlıtüm sürekli fonksiyonların sınıfıolmak üzere, f ∈ C(m) (D) ise

∀` = 0, 1, ...,m için ∥∥∥∥ ∂mf(·, ·)
∂m−`x∂`y

∥∥∥∥ := sup
(x,y)∈D

∣∣∣∣∂mf(x, y)

∂m−`x∂`y

∣∣∣∣ <∞ (3.2.3)

şartının sağlandı̆gıkolayca görülebilir.

3.2.1. m ∈ N Durumu İçin Hata Tahminleri

Bu alt başlıktam ∈ N durumunu inceleyeceğiz. İlk olarak bu alt başlık altında sıklıkla
kullanacağımız bir tanımla başlayalım.

Tanım 3.2.2 m ∈ N ve (x, y), (s, t) ∈ D olmak üzere G[m]x,y fonksiyonu,

G
[m]
x,y (s, t) :=

1

(m− 1)!

r∑
j=0

(
r

j

)
1∫
0

(1− w)m−1

×
{

m∑̀
=0

(
m

m− `

) ∣∣∣∣∂mf(x+ jsw, y + jtw)

∂m−`x∂`y

∣∣∣∣} dw (3.2.4)
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olarak tanımlıdır.

Dikkat edilirse, (3.2.3) şartından dolayıG[m]x,y (s, t) fonksiyonu herbir m ∈ N için iyi
tanımlıdır.

İlk hata tahminimizi verebilmek için aşagıdaki lemmaya ihtiyaç duyarız.

Lemma 3.2.3 m, r ∈ N vef ∈ C(m)2π (D) olsun. O halde ∀ (x, y) ∈ D için,

∣∣Q[m]r,n (f ;x, y)− f(x, y)− Im,n(x, y)
∣∣ ≤ λn

∫∫
D

(|s|m + |t|m)G
[m]
x,y (s, t)

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt (3.2.5)

săglanır. Burada Im,n(x, y),

Im,n(x, y) := 2λn

[m/2]∑
i=1

γn,2iδ
[m]
2i,r

(2i)!

i∑
t=0

(
2i

2i− 2t

)
∂2if(x, y)

∂2i−2tx∂2ty
B
(
2t+1
2
, 2i−2t+1

2

)
(3.2.6)

δ
[m]
k,r :=

r∑
j=1

α
[m]
j,r j

k, k = 1, 2, ...,m

olarak tanımlıdır. (3.2.6) deki toplamda m = 1 için Im,n(x, y) = 0 alınır.

İspat. (x, y) ∈ D ve f ∈ C2π (D) olsun. f nin Taylor açılımından,

r∑
j=0

α
[m]
j,r (f(x+ js, y + jt)− f(x, y)) =

m∑
k=1

δ
[m]
k,r

k!

k∑
`=0

(
k

k − `

)
sk−`t`

∂kf(x, y)

∂k−`x∂`y

+
1

(m− 1)!

1∫
0

(1− w)m−1ϕ[m]x,y (w; s, t)dw

elde edilir. Burada,

ϕ[m]x,y (w; s, t) :=

r∑
j=0

(−1)r−j
(
r

j

){ m∑
`=0

(
m

m− `

)
sm−`t`

∂mf(x+ jsw, y + jtw)

∂m−`x∂`y

}

şeklinde tanımlayalım. (3.1.4) ten,

R[m]n (x, y) :=
λn

(m− 1)!

∫∫
D

 1∫
0

(1− w)m−1ϕ[m]x,y (w; s, t)dw

 dsdt

(s2 + t2) + ξ2n
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olmak üzere,

Q[m]r,n (f ;x, y)− f(x, y) = λn

m∑
k=1

δ
[m]
k,r

k!

k∑
`=0

(
k

k − `

)
∂kf(x, y)

∂k−`x∂`y

X

∫∫
D

sk−`t`

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt+R[m]n (x, y)

olur. Bulduğumuz bu son eşitliğe (3.1.6) uygulanırsa,

Q[m]r,n (f ;x, y)− f(x, y) = 2λn

[m/2]∑
i=1

γn,2iδ
[m]
2i,r

(2i)!

i∑
t=0

(
2i

2i− 2t

)
∂2if(x, y)

∂2i−2tx∂2ty

XB

(
2t+ 1

2
,
2i− 2t+ 1

2

)
+R[m]n (x, y)

bulunur. (3.2.6) göz önüne alınırsa,

Q[m]r,n (f ;x, y)− f(x, y)− Im(x, y) = R[m]n (x, y) (3.2.7)

şeklinde olduğu görülür. Ayrıca,

∣∣ϕ[m]x,y (w; s, t)
∣∣ ≤ (|s|m + |t|m)

r∑
j=0

(
r

j

) m∑
`=0

(
m

m− `

) ∣∣∣∣∂mf(x+ jsw, y + jtw)

∂m−`x∂`y

∣∣∣∣
olduğundan, aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:

∣∣R[m]n (x, y)
∣∣ ≤ λn

∫∫
D

(|s|m + |t|m)G
[m]
x,y (s, t)

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt (3.2.8)

Sonuç olarak, (3.2.7) ve (3.2.8) göz önüne alınırsa, (3.2.5) in sağlandı̆gıgörülür.

Şimdi ise ilk teoremimizi verelim.

Teorem 3.2.4 m,n, r ∈ N olsun. O halde , ∀ f ∈ C(m)2π (D) için,

∥∥Q[m]r,n (f)− f
∥∥ ≤ Cr,mλn

dir. Burada Cr,m, r ve m ye băglıpozitif bir sabittir.

İspat. Lemma 3.2.3 te eşitsizliğin her iki tarafının (x, y) ∈ D için supremumu alınırsa,

∥∥Q[m]r,n (f)− f
∥∥ ≤ ‖Im‖+ λn

∫∫
D

(|s|m + |t|m)
∥∥∥G[m]x,y (s, t)

∥∥∥
(s2 + t2) + ξ2n

dsdt
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elde edilir. ‖Im‖ yi tahmin ededebilmek için aşağıdaki hesaplamayıyaparsak,

‖Im‖ ≤ 2λn

[m/2]∑
i=1

γn,2iδ
[m]
2i,r

(2i)!

i∑
t=0

(
2i

2i− 2t

)
B

(
2t+ 1

2
,
2i− 2t+ 1

2

)∥∥∥∥ ∂2if(·, ·)
∂2i−2tx∂2ty

∥∥∥∥
≤ Kr,mλn

[m/2]∑
i=1

γn,2i

olduğu görülür. Eşitsizlikteki Kr,m,

Kr,m := max
1≤i≤[m/2]

{
2δ
[m]
2i,r

(2i)!

(
2i∑
`=0

B

(
2i− `+ 1

2
,
`+ 1

2

)(
2i

2i− `

)∥∥∥∥ ∂2if(·, ·)
∂2i−2tx∂2ty

∥∥∥∥
)}

şeklinde verilmektedir. Diğer taraftan,

∥∥G[m]x,y (s, t)
∥∥ ≤ 2r

m!

m∑
`=0

(
m

m− `

)∥∥∥∥ ∂mf(·, ·)
∂m−`x∂`y

∥∥∥∥ := Lr,m

olacaktır. D1 kümesini,

D1 :=
{

(s, t) ∈ R2 : 0 ≤ s ≤ π and 0 ≤ t ≤
√
π2 − s2

}
(3.2.9)

şeklinde tanımlar ve Lemma 3.1.6 ile bulduğumuz sonuçlarıkullanırsak,

∥∥Q[m]r,n (f)− f
∥∥ ≤ Kr,mλn

[m/2]∑
i=1

γn,2i + Lr,mλn

∫∫
D

(|s|m + |t|m)

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt

= Kr,mλn

[m/2]∑
i=1

γn,2i + 4Lr,mλn

∫∫
D1

(sm + tm)

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt

= Kr,mλn

[m/2]∑
i=1

γn,2i + 4λnLr,mB

(
m+ 1

2
,
1

2

)
γn,m

≤ Mr,mλn

γn,m +

[m/2]∑
i=1

γn,2i


eşitsizliğini elde ederiz. Burada Mr,m,

Mr,m := Kr,m + 4Lr,mB

(
m+ 1

2
,
1

2

)
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şeklinde tanımlıbir sabittir. Ayrıca dikkat edilirse herbir sabit tutulmuş k için,

γn,k =

π∫
0

ρk+1

ρ2 + ξ2n
dρ ≤ πk+2

π2 + ξ2n
≤ πk (3.2.10)

gerçeklenir. Buradan ise,

∥∥Q[m]r,n (f)− f
∥∥ ≤Mr,mλn

πm +

[m/2]∑
i=1

π2i


elde edilir. Son olarak Cr,m,

Cr,m := Mr,m

πm +

[m/2]∑
i=1

π2i


şeklinde tanımlanırsa ∥∥Q[m]r,n (f)− f

∥∥ ≤ Cr,mλn

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

3.2.2. m = 0 Durumu

Bu alt başlık altında m = 0 durumu için hata tahmini yapılıcaktır.

Teorem 3.2.5 ∀ r, n ∈ N ve f ∈ C2π (D) için,

∥∥Q[0]r,n(f)− f
∥∥ ≤ 4λn

∫∫
D1

ωr
(
f ;
√
s2 + t2

)
(s2 + t2) + ξ2n

dsdt (3.2.11)

elde edilir. Burada D1 kümesi (3.2.9) da tanımlandı̆gıgibidir.

İspat. (x, y) ∈ D ve f ∈ C2π (D) sabit tutulsun. (3.1.4) te m = 0 alınırsa,

Q[0]r,n(f ;x, y)− f(x, y) = λn

r∑
j=1

α
[0]
j,r

∫∫
D

{(
f (x+ sj, y + tj)− f(x, y)

(s2 + t2) + ξ2n

)}
dsdt

= λn

∫∫
D


∑r

j=1(−1)r−j
(
r

j

)
f (x+ sj, y + tj)−

∑r
j=1(−1)r−j

(
r

j

)
f(x, y)

(s2 + t2) + ξ2n

 dsdt
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elde edilir. Buradan,

Q[0]r,n(f ;x, y)− f(x, y) = λn

∫∫
D


r∑
j=0

(−1)r−j
(
r

j

)
f (x+ sj, y + tj)

(s2 + t2) + ξ2n

 dsdt

ve

Q[0]r,n(f ;x, y)− f(x, y) = λn

∫∫
D

∆r
s,t (f(x, y))

(s2 + t2) + ξ2n
dsdt

olduğu görülür. Sonuç olarak,

∣∣Q[0]r,n(f ;x, y)− f(x, y)
∣∣ ≤ λn

∫∫
D

∣∣∆r
s,t (f(x, y))

∣∣
(s2 + t2) + ξ2n

dsdt

≤ λn

∫∫
D

ωr
(
f ;
√
s2 + t2

)
(s2 + t2) + ξ2n

dsdt

= 4λn

∫∫
D1

ωr
(
f ;
√
s2 + t2

)
(s2 + t2) + ξ2n

dsdt

bulunur.

Şimdi ise bir sonraki sonucumuz için kullanacağımız özel bir sınıfın tanımınıverelim.

Tanım 3.2.6 C2π (D) nin bir alt kümesi olan Lip∗M kümesi,

Lip∗M := {f ∈ C2π(D) : ωr(f, h) ≤Mhr}

şeklinde tanımldır. Burada M pozitif bir sabittir.

Şimdi ise bu tanımın yardımıyla elde ettiğimiz sonuca değinelim.

Sonuç 3.2.7 (ξn), ∀n ∈ N için, 0 < ξn ≤ 1 özellĭginde bir dizi olsun. O halde

∀n, r ∈ N ve ∀f ∈ Lip∗M için,

∥∥Q[0]r,n(f)− f
∥∥ ≤ Kλn

eşitsizlĭgi elde edilir. Burada K pozitif bir sabittir.
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İspat. (3.2.11) eşitsizliğini ve ωr (f ;αu) ≤ (1+α)rωr (f ;u), α, u > 0, eşitsizliğini göz

önüne alırsak,

∥∥Q[0]r,n(f)− f
∥∥ ≤ 4λn

∫∫
D1

ωr
(
f ;
√
s2 + t2

)
(s2 + t2) + ξ2n

dsdt

≤ 4λnωr (f ; ξn)

∫∫
D1

(
1 +

√
s2+t2

ξn

)r
(s2 + t2) + ξ2n

dsdt

= 4λnωr (f ; ξn)

π/2∫
0

π∫
0

(
1 +

ρ

ξn

)r
ρ
[
ρ2 + ξ2n

]−1
dρdθ

= 2πλnωr (f ; ξn)

π∫
0

(
1 +

ρ

ξn

)r
ρ
[
ρ2 + ξ2n

]−1
dρ

elde edilir. Burada u = ρ
ξn
, deği̧sken deği̧stirmesi yapılırsa,

∥∥Q[0]r,n(f)− f
∥∥ ≤ 2πλnωr (f ; ξn)

π/ξn∫
0

u (1 + u)r

u2 + 1
du

≤ 2πλnωr (f ; ξn)

π/ξn∫
0

(1 + u)r+1

u2 + 1
du

olur ve f ∈ Lip∗M olduğundan son eşitsizliğimiz

∥∥Q[0]r,n(f)− f
∥∥ ≤ 2πMλnξ

r
n

π/ξn∫
0

(1 + u)r+1

u2 + 1
du (3.2.12)

şeklinde bulunur. Biliyoruz ki herhangi bir 0 < ε ≤ 1, için

εr
π/ε∫
0

(1 + u)r+1

u2 + 1
du ≤ C , C > 0

eşitsizliği sağlanır (bkz. [21]). Dolayısıyla (3.2.12) eşitsizliğinden,

∥∥Q[0]r,n(f)− f
∥∥ ≤ 2πCMλn

elde edilir. K := 2πCM, olarak alınırsa ispat tamamlanır.
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3.3. Operatörler ile İstatistiksel Yaklaşım

Bu bölümde operatörlerimizin istatistiksel yaklaşım özelliklerine değineceğiz. Bir önceki

bölümde olduğu gibi operatörlerimizin istatistiksel yaklaşım özelliklerini m ∈ N ve
m = 0 olmak üzere iki durum altında inceleyeceğiz. İlk olarak m ∈ N için elde

ettiğimiz teoremimizi verelim.

Teorem 3.3.1 A = [ajn] negatif olmayan regüler bir matris ve (ξn)n∈N pozitif reel

sayıların

stA − lim
n
ξn = 0 (3.3.1)

koşulunu gerçekleyen bir dizisi olsun. Bu durumda, ∀m, r ∈ N ve ∀f ∈ C(m)2π (D) için ,

stA − lim
n

∥∥Q[m]r,n (f)− f
∥∥ = 0 (3.3.2)

săglanır.

İspat. (3.3.1) şartından hemen görülebilir ki,

stA − lim
n
λn = 0 (3.3.3)

olur. Burada (λn) dizisi (3.1.3) te verildiği gibidir. Teorem 3.2.4 ten,

∥∥Q[m]r,n (f)− f
∥∥ ≤ Cr,mλn

eşitsizliğini yazabiliriz. Şimdi verilen ε > 0 için son eşitsizlikten,

{
n ∈ N :

∥∥Q[m]r,n (f)− f
∥∥ ≥ ε

}
⊆
{
n ∈ N : λn ≥

ε

Cr,m

}
yazılabilir. Herbir j ∈ N için, ∑

n:
∥∥∥Q[m]r,n (f)−f

∥∥∥≥ε
ajn ≤

∑
n:λn≥ ε

Cr,m

ajn

olur. Son eşitsizliğin her iki tarafının j →∞ iken limiti alınırsa ve (3.3.3) göz önünde

tutulursa,

lim
j

∑
n∈E

ajn = 0

olur ve böylece istenilen sonuç elde edilir.

Şimdi ise m = 0 durumu için operatörlerimizin istatistiksel yaklaşım özelliklerini

verelim.
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Teorem 3.3.2 A = [ajn] negatif olmayan regüler bir matris ve (ξn)n∈N, 0 < ξn ≤ 1,

reel sayıların (3.3.1) özellĭgini săglayan bir dizisi olsun. ∀r ∈ N ve ∀ f ∈ Lip∗M için

stA − lim
n

∥∥Q[0]r,n(f)− f
∥∥ = 0 (3.3.4)

săglanır.

İspat. Sonuç 3.2.7 kullanılarak, herbir f ∈ Lip∗M için,

∥∥Q[0]r,n(f)− f
∥∥ ≤ Kλn

yazılabilir. Burada K, herhangi bir pozitif sabittir. Sonrasında, verilen bir ε > 0 için,

{
n ∈ N :

∥∥Q[0]r,n(f)− f
∥∥ ≥ ε

}
⊆
{
n ∈ N : λn ≥

ε

K

}
olduğu gözlenebilir. Buradan, herbir j ∈ N için,∑

n:
∥∥∥Q[0]r,n(f)−f∥∥∥≥ε

ajn ≤
∑

n:λn≥ ε
K

ajn

olduğu görülür. j → ∞ için son eşitsizliğin her iki tarafının limiti alınırsa ve (3.3.3)

göz önünde bulundurulursa,

lim
j

∑
n:
∥∥∥Q[0]r,n(f)−f∥∥∥≥ε

ajn = 0

sonucuna ulaşılır.

Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 bize pozitif olmayan operatörlerle fonksiyonlara is-

tatistiksel anlamda yaklaşılabileceğini göstermektedir. Elbette eğer klasik anlamda

bir yaklaşım varsa bu durumda teoremlerimiz doğrudan geçerli olacaktır. Fakat bu

teoremler sayesinde, klasik yaklaşımın olmadı̆gıdurumlarda bile nasıl hareket ede-

bileceğimizi görebiliyoruz. Bir sonraki bölümde bu durumlarıbir örnekle ele alacağız.
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4. Sonuçlar

Bu başlık altında genel olarak bu yüksek lisans tezi sonucunda elde ettiğimiz yaklaşım

teoremlerinin bazı sonuçları üzerinde duracağız ve ileride bu çalı̧smaların üzerine

yapılabilecek geli̧stirmelerden bahsedeğiz.

4.1. Yaklaşım Teoremlerinin Sonuçları

İlk sonucumuzu Teorem 3.3.1 den elde edeceğiz. Gerçekten de Teorem 3.3.1 de A =

[ajn] matrisi yerine A = I birim matrisi alınırsa aşağıdaki sonuç kolayca elde edilir.

Sonuç 4.1.1 (ξn)n∈N reel sayıların pozitif terimli, sıfıra yakınsayan bir dizisi olmak

üzere ∀m, r ∈ N ve ∀ f ∈ C(m)2π (D) için,
(
Q
[m]
r,n (f)

)
n∈N

dizisi D üzerinde f ye düzgün
yakınsar.

Bir diğer sonucumuzu da Teorem 3.3.2 den elde edeceğiz. Teorem 3.3.2 de A = [ajn]

matrisi yerine A = I birim matrisi alınırsa aşağıdaki sonuç görülmektedir.

Sonuç 4.1.2 (ξn)n∈N reel sayıların pozitif terimli, 0 < ξn ≤ 1 özellĭgindeki,0 a yakın-

sayan bir dizisi olmak üzere ∀r ∈ N ve∀ f ∈ C
(m)
2π (D) için ĕger f ∈ Lip∗M ise(

Q
[0]
r,n(f)

)
n∈N

dizisi D üzerinde f ye düzgün yakınsar.

Bu iki sonuçtan, tezin üçüncü bölümünde ispatladı̆gımız Teorem 3.3.1 ve Teorem

3.3.2 nin klasik teoriyi kapsadı̆gını söyleyebiliriz. Üstelik aşağıdaki örnekte olduğu

gibi klasik yaklaşımın gerçeklenmediği bir istatistiksel yaklaşım operatörü de inşaa

etmek mümkündür.

Örnek 4.1.3 Genel terimi

ξn :=

{
1, n = k2, k = 1, 2, ...
1
n
, dĭger durumlar

olan (ξn)n∈N dizisini ele alalım. Açık olarak görülebilir ki (ξn)n∈N dizisi klasik an-

lamda yakınsak olmayan bir dizidir. Dolayısıyla bu dizi yardımıyla tanımlanan Q[m]r,n

operatörleriyle bir f fonksiyonuna bilinen anlamda yakınsamak mümkün dĕgildir.

Dĭger taraftan dikkat edilirse, A = C1 olmak üzere,

stC1 − lim
n
ξn = st− lim

n
ξn = 0
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oldŭgu görülür. Dolayısıyla bu dizi yardımıyla tanımlanan Q[m]r,n operatörleri için Teo-

rem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 geçerli olacaktır. Sonuç olarak, (ξn)n∈N dizisi yardımıyla

kurulan Q[m]r,n operatörleri ile klasik anlamda bir yaklaşım yapılamasa da bizim üçüncü

bölümde verdĭgimiz Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 yardımıyla istatistiksel anlamda

yaklaşımlar elde etmek mümkündür. Bu ise elde ettĭgimiz teoremlerin klasik teoriden

daha güçlü oldŭgunu gösterir.

4.2. Yapılabilecek Geli̧stirmeler

Şimdi bu yüksek lisans tezi üzerinde ileride yapılabilecek geli̧stirmelerden kısaca

bahsedeceğiz.

• Dikkat edilirse tez çalı̧smamızda Q[m]r,n operatörlerini reel uzayda inşaa ettik.

Bunun yerine ileride bu Q[m]r,n operatörleri kompleks uzayda inşaa edilerek ista-

tistiksel yaklaşım teoremleri elde edilmesi ilginç bir araştırma konusu olabilir.

• Burada yaklaşımlar yaparken kullandı̆gımız norm iyi bilinen alı̧sılmı̧s supremum
normu idi. İlerideki çalı̧smalarda bu norm yerine Lp normu kullanılarak çalı̧sma

sahasıgeli̧stirilebilir.

• Yeni operatörler inşa edilerek yeni yaklaşımlar bulmak amaçlanabilir.

29



Kaynaklar

[1] Steinhaus, H., Sur la convergence ordinaire et la convergence asymptotique, Col-

loq. Math., 2, 73-74, 1951.

[2] Fast, H., Sur la convergence statistiquie, Colloq. Math., 2, 241-244, 1951.

[3] Freedman, A.R., Sember, J.J., Densities and summability, Pacific J. Math., 95,

293-305, 1981.

[4] Korovkin, P.P., Linear Positive Operators and Approximation Theory, Hindus-

tan Publishing Corp., India, Delhi, 1960.

[5] Altomare, F., Campiti, M., Korovkin-Type Approximation Theory and Its Ap-

plications, Walter De Gruyter Inc., 1994.

[6] DeVore, R.A., The Approximation of Continuous Functions by Positive Linear

Operators, Springer-Verlag, 1972.

[7] Mhaskar, N.H., Pai, D.V., Fundamentals of Approximation Theory, Alpha Sci-

ence International Ltd., U.K., 2000.

[8] Gadjiev, A.D., Orhan, C., Some approximation theorems via statistical conver-

gence, Rocky Mountain J. Math., 32, 129-138, 2002.

[9] Duman, O., Khan, M.K., Orhan, C., A-statistical convergence of approximatig

operators, Math. Inequal. Appl. 6, 689-699, 2003.

[10] Duman, O., Orhan, C., Statistical approximation by positive linear operators,

Studia Math. 161, 187-197, 2004.
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