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SIMGE L ISTESI

Bu calsmada kullanilmy olan simgeler aciklamalari ile birliktgagida sunulmstur.

Simgeler Aciklama

# K} K kiimesinin eleman sayisi

6(K) K kiimesinin ygunluk fonksiyonu

C, Birinci mertebeden Cesaro matrisi

{(Ax),.} x dizisinin A matrisi altindaki dongiim dizisi

Xk K kiimesinin karakteristik fonksiyonu

II. 1l Operator normu

Cla,b] [a,b] Uzerindeki sirekli fonksiyonlar uzayi

Cyz (D) D kiimesi Uzerindez2periyotlu surekli fonksiyonlar uzayi
| Birim matris

w(f,8) ffonksiyonunun sureklilik modulu

{QEZ]} 1ki degiskenli Poisson-Cauchy singuler integral

operatdrleri dizisi
2rn periyodlu, m. mertebeden tlrevlenebilir yekimesi Uzerinde

c™ (D) - 9 T )
2 kendisi ve turevleri surekli olan fonksiyonlar uzay

Vi

Vil



1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami, Klasik Analizde tizerinde en ¢ok inceleme yapilan konulardan
biridir. Ozellikle de fonksiyon dizilerinin ve say1 dizilerinin yakinsakligini gelistirme
yoniinde simdiye kadar ¢ok ciddi adimlar atilmistir. Ornegin fonksiyon dizilerinin bili-
nen diizgiin ve noktasal yakinsakliklarina ilaveten hemen hemen yakinsaklik, clgiisel
yakinsakhk, L,-yakinsaklik gibi yeni yakinsakhk cesitleri tanimlanmigtir. Bunlarla
ilgili sonuclara ileri analiz igerikli pek cok kaynak kitap ve makalelerden ulagmak
miimkiindiir. Diger taraftan, say1 dizilerinin yakinsakligini gelistirme yoniinde en
onemli atiim 1951 yilinda Steinhaus ve Fast tarafindan yapilmigtir (bkz. [1, 2]).
1951’de Polonya’da yapilan bir konferansta “Istatistiksel Yakinsaklik” isminde yeni
bir yakinsaklik kavrami Steinhaus tarafindan sunulmug ve ayni yil bu kavram Fast
tarafindan kesin bir formulasyona kavusmustur. Istatistiksel yakinsakhigin, bilenen
yakinsakliga gore pek ¢ok avantajli yonlerinin olmasi bu kavrami kisa siirede oldukca
popiiler hale getirmistir. Ozellikle istatistiksel yakinsaklik, Toplanabilme Teorisi,
Fourier Serileri, Fonksiyonel Analiz, Olcii Teorisi, Yaklagimlar Teorisi, Bulanik Man-

tik Teorisi gibi matematigin bir¢ok alaninda uygulanmistir.

Iyi bilindigi tizere klasik analizde yakinsak bir dizinin neredeyse tiim terimleri limit
noktasinin istenildigi kadar kiiciik komsuluguna ait olmaktadir. Istatistiksel yakinsak-
Iik kavraminin temel fikri bu kosulu sifir yogunluklu kiimeleri gozoniinde
bulundurarak zayiflatmaktir. Bu zayiflatma yakinsak olmadigi halde istatistiksel an-
lamda yakinsak olan dizilerin varligim ortaya koymaktadir. Konuyla ilgili tanim ve
ornekler bir sonraki boliimde detayh bir sekilde ele alinacaktir. Ayrica 1981 yilinda
Freedman ve Sember [3] regiiler toplanabilme matrisleri kullanarak istatistiksel yakin-

saklik kavramini “A- istatistiksel yakinsaklik” adiyla daha da genellestirmislerdir.

Ote taraftan, pozitif lineer operator dizileriyle fonksiyonlara yaklasim ilk kez
Korovkin tarafindan 1950 li yillarda ortaya atilmigtir. Korovkin, oldukca eleman-
ter argiimanlar kullanarak, pozitif lineer operator dizilerinin “test fonksiyonu” adini
verdigi sonlu sayidaki fonksiyonlar iizerindeki yaklagimini inceleyerek reel sayilarin
kapali ve sinirh bir araligi iizerindeki herhangi siirekli bir fonksiyona yaklasilabile-
cegini ispatlamigtir. Son derece giiclii olan bu sonucun ardindan literatiirde “Korovkin
Teorisi” olarak bilinen yeni ve aktif bir ¢aligma sahasi ortaya ¢ikmistir. Son 50 yildir
Korovkin Teorisi iizerinde pekgok inceleme ve gelistirme yapilmis ve yapilmaya da
devam etmektedir. Bu teoriyle ilgili en temel kaynaklar [4, 5, 6, 7] nolu referanslarda
bulunmaktadir. Ozellikle 2002 yilinda Gadjiev ve Orhan [8] bu teoriyi istatistiksel
yakinsaklik kavramiyla geligtirmiglerdir. Bu yondeki diger ilerlemelere [9, 10, 11, 12]

nolu kaynaklardan ulasmak miimkiindiir.



Korovkin Teorisi temel olarak lineer operatorlerin pozitifligine ve onlarin klasik
limitlerinin varligina dayanmaktadir. Dolayisiyla her nekadar giiclii olsa da Korovkin
teoremi pozitif olan lineer operatorlerin yaklagim ozelliklerine cevap vermesine rag-
men herzaman pozitif olmayan veya lineer olmayan operatorlerin yaklagim ozellikleri

konusunda yetersiz kalmaktadir.

Zaman igerisinde Korovkin teoreminin uygulanamadig1 operatorlerin yaklagim 6zel-
liklerini incelemek igin bazi g¢aligsmalar da yapilmigtir. Bunlardan birkag [13, 14,
15, 16, 17] de goriilebilir. Bu galigmalarda genel olarak Korovkin teoreminin pozi—
tiflik sartin1 saglamayan birkag¢ operator olan Picard, Gauss-Weierstrass ve Possion-
Cauchy singiiler integral operatorlerinin tek degiskenli versiyonlari ele alinmig ve bu
operatorlerin klasik anlamdaki yaklagim o6zellikleri siireklilik modiilii kavrami kul-

lanilarak incelenmigtir.

Daha sonraki yillarda ise [18] ve [19] da goriilecegi gibi, Duman ve Anastassiou
tarafindan Picard ve Gauss-Weierstrass singiiler integral operatorlerinin iki degiskenli
versiyonlar1 tanimlanmis ve bu operatorlerin klasik anlamdaki yaklagim 6zelliklerinin

yanisira A-istatistiksel anlamdaki yaklagim ozellikleri de ele alinmustar.

Bu yiiksek lisans tezinin olugmasina zemin hazirlayan ¢aligsmalar ise [20, 21] nolu
kaynaklardir. Bu ¢aligmalarda belli ek kosullar altinda bir fonksiyona tek degiskenli
(pozitif olmasi gerekmeyen) Poisson-Cauchy singiiler integral operatorleri ile klasik

anlamda yaklagmanin miimkiin oldugu gosterilmistir.

Bu tez caligmamizda 6ncelikle Korovkin teoreminin pozitiflik sartini herzaman sagla-
mayan iki degiskenli Poisson-Cauchy singiiler integral operatorlerini ele aldik. Bunun
icin ilk olarak r,m € Ny := N U {0} parametrelerinin ve pozitif herhangi bir (¢,,)
dizisinin yardimiyla iki degigkenli Poisson-Cauchy singiiler integral operatorleri ailesini
tammmlayip genellestirdik. Daha sonra ise bu operatorlerin A-istatistiksel yaklasim
ozellikleri iizerinde durduk. Bu galismamizda m € N durumunda [20, 21] galig-
malardakinin aksine iki degiskenli bir fonksiyona tamimladigimiz operatorler ailesi
ile hichir kisitlama olmadan yaklagmanin miimkiin oldugunu gordiik. Sadece m = 0
durumunda bir kisitlamaya ihtiya¢ duyduk. Ayrica bu calismamizda elde ettigimiz
yaklasim ozellikleri klasik anlamdaki yaklagim 6zelliklerini icerdigi gibi istatistiksel

anlamdaki yaklagim 6zelliklerini de icermektedir.

Bu yiiksek lisans tezi sirasiyla girig, temel kavramlar, iki degiskenli Poisson-Cauchy
singiiler integral operatorleri ve sonuglar olmak iizere dort boliimden olusmaktadir.
Ikinci boliim olan temel kavramlar kisminda bu calisma icinde kullanilan temel tanim

ve teoremlere yer verilmistir. Sirasiyla, pozitif lineer operator kavrami ve Korovkin



teorisi, siireklilik modiilii ve temel ozellikleri, istatistiksel yakinsaklik, A-istatistiksel
yakinsaklik kavrami bu boliimde verilecektir. Uciincii ve dérdiincii boliimlerde ise bu
calisma sonucunda elde ettigimiz orjinal sonuglar bulunmaktadir. Operatorlerin in-
saasi, onlar i¢in hata tahminleri ve istatistiksel yaklagim ozellikleri tigiincii boliimde
incelenirken; elde ettigimiz sonuglarin klasik durumlara gore kuvvetli yanlari ve gele-
cekte konuyla ilgili daha ne gibi gelismeler yapilabilecegi son boliimde tartigilmak-
tadir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolumde tezde ihtiya¢ duyacagimiz bilinen bazi tanim, teorem ve notasyon-
lara deginecegiz. Ilk olarak “Pozitif Lineer Operatér” kavramidan bahsedilecek ve
“Korovkin Teorisi” hakkinda genel bir bilgi verilecektir. Daha sonra operatorlerin
yaklagimindaki hatalar1 6lgmemize imkan saglayan “siireklilik modiilii” kavrami hatir-
latilacak ve bunun Korovkin Teoremi ile ilskisi vurgulanacaktir. Son olarak, “Ista-
tistiksel Yakinsaklik” ve “A-Istatistiksel Yakinsakhik” kavramlar ele alinacak ve

bunlardan elde edilen temel teoremler ve sonuglar tizerinde durulacaktir.

2.1. Pozitif Lineer Operator Kavrami ve Korovkin Teorisi
Bu boliimde 6ncelikle "Pozitif Lineer Operator" kavramini tanimlayalim.

Tanim 2.1.1 X veY fonksiyon uzaylars olmak dizere, L : X — Y operatori, Vo, B €
FveVf ge X igin,
L(af + Bg) = aL(f) + BL(9)

sartin saglwyorsa L ye lineer operator adu verilir. Ozel olarak ¥f > 0 i¢in L(f) > 0

oluyorsa L ye pozitif lineer operator adv verilir [4).

Yukarida tamimladigimiz lineer operatorlerin pozitiflik kogulu ayni zamanda monoton-

lugu da gerektirir. Simdi bunu bir lemma ile verelim.

Lemma 2.1.2 X ve Y fonksiyon uzaylars olmak tizere, L : X —'Y pozitif lineer bir

operator olsun. Bu durumda L monotondur 7.

Ispat. f,g € X ve f > g olsun. O halde,
f=9=0
yazilabilir. Esitsizligin her iki tarafina L operatorii uygulanirsa,
L(f = g) = L(0)
elde edilir. L pozitif oldugundan,
L(f—9) =0

olur. Son olarak L lineer oldugundan,

L(f) = L(g) = 0

4



yani istenilen sonug olan,

L(f) > L(g)

elde edilir. m

Bir operatoriin monoton olmasi biiytikliikk ve kiiciikliigii korudugu icin 6nemlidir.
Simdi ise pozitif lineer operatorlerin sagladigir énemli bir esitsizligi agsagidaki sekilde

verebiliriz.

Lemma 2.1.3 X ve Y fonksiyon uzaylar olmak tizere, L : X — 'Y pozitif lineer bir

operator olsun. Bu durumda ¥V f € X i¢in

IL()] < L(If1)
egitsizligi saglanar 7.
Ispat. g1 ve g, fonkiyonlarim
g=Ifl—=f
g2 = |fl+ [

olarak tammlayalim. Dikkat edilirse gy, g, > 0 dir. ilk olarak,
9120
esitsizligini ele alalim. Esitsizligin her iki tarafina L operatorii uygulanirsa,
L(g1) = L(|f] = f) = L(0)

elde edilir. L pozitif oldugundan,

L(fI=f) =0
yazilabilecegi agiktir. Ayrica L lineer oldugundan,

L(If) = L(f) = 0

yani

L(f) > L(f) 2.1.1)

esitsizligi elde edilir. Simdi ise



esitsizligini ele alalim. Benzer gekilde esitsizligin her iki tarafina L operatorii uygu-

lanirsa,

L(g2) = L(|f + f) = L(0)

elde edilir. L pozitif oldugundan,

L(IfI+f) =20

bulunur. Ayrica L operatorii lineer oldugundan,

L([f) + L(f) 2 0

ve dolayisiyla

L(fl) > —L(f) (2.1.2)

esitsizligi elde edilir. (2.1.1) ve (2.1.2) esitsizlikleri goz oniinde bulundurulursa iste-

nilen esitsizlik olan

ILAHI< LD

sonucuna varilir. =
Simdi fonksiyonlar teorisinde temel tegkil eden C'la, b] uzayimi hatirlatalim.

Tanmim 2.1.4 [a, b] aralign tizerinde tanavml ve sirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay:

Cla, b] ile gosterilir. Cla,b] uzay, tzerinde tanimlanan

If]l = sup |f(z)|

z€la,b]

normuna gore bir Banach uzayudir [4].

Simdi ise pozitif lineer operatorlerin yakinsakligi hakkinda énemli bir kolaylik saglayan

"Klasik Korovkin Teoremi" ni hatirlatalim.

Teorem 2.1.5 (Klasik Korovkin Teoremi) (L, ),en, Cla, b] uzayina kendi tizerine
déndigtiiren pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. i = 0,1,2 icin e;(z) = !
test fonksiyonlarimi gozonine alalim. Bu durumda her i = 0,1,2 i¢in, {L,(¢€;)}nen
dizisinin e; ye [a,b] tzerinde diizgiin yakinsak olmast icin gerek ve yeter kosul her

f € Cla,b] i¢in {L,(f)}nen nin f ye [a,b] tzerinde diizgiin yakinsak olmasidir [4)].

Agagidaki ornekte klasik Korovkin teoreminin bir uygulamasini verecegiz.



Ornek 2.1.6 f € C[0,1], x € [0,1] ven € N olsun. Bu durumda Bernstein polinomu

Bu(fi0) = Z ()t =y

olarak tanvmlanar [5]. Daha onceden ifade edildigi gibi e;(z) = x*, i = 0,1,2, olmak

tizere Bernstein polinomlarinin tamimaindan

Bn(eg;x) = eo(z) =1,
B,(e1;x) = ei(x) =,
B,(eg;x) = es(x)+ @

oldugu kolayca gorilebilir. O halde [0, 1] dzerinde {By(e;)}nen dizisi her i = 0,1,2
icin e; test fonksiyonuna dizgin olarak yakinsar. Dolayisiyla teorem uyarinca, her
f € Cl0,1] igin {Bn(f)}nen dizisi [0,1] dzerinde f ye dizgiin yakinsak olacaktur.

Klasik Korovkin teoremi, cebirsel fonksiyonlar icin gecerli oldugu gibi periyodik
fonksiyonlar i¢in de gecerlidir. Fakat bu durumda ilgili test fonksiyonlar1 da buna gore
degisecektir. 2m-periyodlu ve siirekli olan reel degerli fonksiyonlarin sinifin1 Cs, (R) ile

gosterelim. Bu durumda agagidaki sonug, Korovkin teoreminin periyodik karsiligidir.

Teorem 2.1.7 (L,)nen, Cor(R) wzayine kendi dzerine dondstiren pozitif lineer
operatorlerin bir dizisi olsun. fo(z) = 1, fi(x) = cosz, fo(r) = sinz seklinde
tanimlanan test fonksiyonlariny gézénine alalim. Bu durumda her i = 0,1,2 i¢in,
{Ln(fi)}nen dizisinin e; ye R iizerinde dizgiin yakinsak olmasu i¢in gerek ve yeter

kosul her f € Car(R) i¢in {L,,(f)}nen nin f ye R dzerinde dizgiin yakinsak olmasidur
[4].

Teorem 2.1.5, 2002 yilinda Gadjiev and Orhan [8] tarafindan ve Teorem 2.1.7 ise
2003 yilinda Duman [12] tarafindan, klasik yakinsaklik yerine istatistiksel yakinsaklik
kavrami kullanilarak gelistirilmistir. Bu kavram literatiirde “Istatistiksel Korovkin
Teorisi” olarak bilinmektedir. Istatistiksel Korovkin Teorisi ile ilgili son gelismeler

i¢in [9, 10, 11] nolu kaynaklardan yararlanilabilir.

Dikkat edilirse Klasik Korovkin Teoremi pozitif lineer operatorlerin yaklagim 6zel-
likleri hakkinda bize fikir vermektedir. Fakat literatiirde pozitif olmasi gerekmeyen
pekgok lineer operator de bulunmaktadir. Elbette bu durumda Korovkin teoremi
gecersiz olacaktir. Iste bu yiiksek lisans tezindeki en 6nemli amacimiz pozitif ol-

mas1 gerekmeyen operatorler insaa ederek onlarin yaklagim 6zelliklerini aragtirmaktir.



Ustelik klasik anlamda yakinsakligim gerceklenmedigi durumlar da bile istatistiksel
anlamda bu operatorlerle fonksiyonlara yaklagabilmenin miimkiin oldugunu gostere-

cegiz.

2.2. Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

Yaklagimlar Teorisinde operatérlerin fonksiyonlara ne hizla yaklagtigini 6lgmek igin
kullanilan en 6nemli kavramlardan biri de “siireklilik modiilii” diir. Bu alt baglk
altinda siireklilik modiilii ile ilgili genel bir bilgi verilecek ve onun klasik Korovkin

teoremi ile iligkisi vurgulanacaktir.

Siireklilik modiilii kavramini tanimlamadan 6nce ihtiya¢ duyacagimiz agsagidaki ileri

fark operatorii kavramina deginelim.

Tanim 2.2.1 h € R ver > 1 bir tamsayr olsun. f herhangi bir reel aralik tizerinde

tanimli, reel degerli bir fonksiyon olmak tizere, f nin ileri fark operatorii
Anf(x) = fle+h) - f(z)
seklinde tanimlamar. Ayrica buradan, r > 2 sartine saglayan r ler icin
A f(x) == Ap(A) () (2.2.1)

yazmak mumkindir [7).

Simdi ise bu tanmimdan yola ¢ikarak siireklilik modiiliinii hatirlayalim.

Tanim 2.2.2 f € Cla,b] (veya f € Cox(R)) olsun. Bu durumda, 6 > 0 ve r > 1 bir
tamsayr olmak dizere, f nin r.yinci mertebeden stireklilik mod-ilii
(f,0) = A} 2.2.2
w(f,0) = max || AL S| (2.2.2)
olarak tanvmlanar. (2.2.2) esitsizliginde r = 1 olarak alimarsa elde edilen birinci mer-

tebeden stireklilik modiiline kisaca f min “sireklilik modili" denir ve w(f,d) olarak

gosterilir 7.

Simdi ise yukarida tanimladigimiz siireklilik modiiliiniin énemli 6zelliklerini bir teo-

remle verecegiz.



Teorem 2.2.3 f, f1, fa2, f3 fonksiyonlarinin C|a, b] veya OQW<Rj uzayna ait oldugunu
kabul edelim. 6,601,092 > 0,\ > 1,n > 1 ozelliginde bir tamsayr, 1 < s < r ézelligin-

deki tamsayilar ve a € R olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanar
(1) w,(f,0), § ya gore artandar,
(1) wr(afy + f2,0) < lafw,(f1,0) +wr(f2,9),

(idi) wr(f,n8) < nw,(f.0),

(iv) we(f; A0) < (1 + A)"wi(f,9),

wr(f752> Twr<f7(51)
() 2 <y 2ot

(vi) wr(f,0) <27 ws(f,6) < 27| f]],
(U”) w(fa 51 + 52) S w(f? (51) + w(fa 52)7
(viit) w,(f,02) — w,(f,01) < 2"w(f,r(d2 — d1)),

(1z) w.(f,9),0 ya gore sireklidir ve 6 — 0T iken w,(f,0) — 0 dur [7].

Bu alt baglik altinda son olarak siireklilik modiiliiniin Korovkin teoremiyle baglan-

tisi1 ortaya koyan asagidaki sonucu verecegiz.

Teorem 2.2.4 (L, ),en, Cla, b] uzayine kendi tizerine dondistiiren pozitif lineer

operatorlerin bir dizisi olsun. x € [a,b] ve n € N olmak iizere
o (z) = L, ((t — z)? 1)
fonksiyon dizisi tanamlansin. Eger f € Cla,b] ve x € |a,b] ise, bu durumda

1Lu(f;2) = f(2)] < [f(2)||Ln(eo;z) — eo(z)]
—|—{Ln(eo;x)—|— Ln(eo;a:)}w(f,an(x))

gergeklenir. Eger f' € Cla,b] ve x € [a,b] ise, bu durumda

[Lo(f;2) = f(x)] < |f(@)][Lnleo; z) — eo(@)] + | f/(2)| | Ln ((t — 2) 5 2)]
n {1 n \/Ln(eo;x)} an(@)w (f, an(2))

olur [0].

Yukaridaki teoremin periyodik karsiligi ise su sekildedir:
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Teorem 2.2.5 (L,,)nen, Cgﬂ(Rj uzayine kendr tizerine dondistiiren pozitif lineer

operatorlerin bir dizisi olsun. x € [—m,m| ve n € N olmak tzere

8(2) == Ly (m? (t . x) ;x)

fonksiyon dizisi tanvmlansin. Eger f € C2W<Rj ve x € [—m, 7| ise, bu durumda

La(fi2) = @) < 1f@)|Lalfoi2) = fola)
+{Lulfor2) + 7/ La(foio) b (£, B, (x))

gergeklenir. Eger f' € Cor(R) ve x € [—m, 7] ise, bu durumda

La(fi2) = F@] < @) Lalfos) = fola)
17/ @) {ILa (in (¢ = o) s2)| + 762(x)}
w2 {14+ VL (o)} Bulw)e (.8, (a))

olur [0].

2.3. Istatistiksel Yakinsakhk

N dogal sayilar kiimesini gostermek tizere bir K C N alt kiimesi verilsin. K, kiimesi,

K, ={k<n:keK} (2.3.1)
seklinde tanmimlansin. Ayrica K, kiimesinin kardinalitesi (eleman sayisi) #{K,} ile
gosterilsin.

Tanim 2.3.1 K C N ve K,, (2.3.1) deki gibi olmak tizere, eger

lim —# K}
n n

limiti mevcut ise, bu limit degeri K kiimesinin (dogal) yogunlugu olarak adlandirier
ve 0(K) ile gosterilir [22, 25)].

Ornegin,



1
d{2n:neN})=d6({2n+1:neN}) = 5
oldugu yogunluk tanimindan kolayca goriilebilir. Ek olarak, asal sayilarin ve hatta

dogal sayilari herbir sonlu altkiimesinin de sifir yogunluklu oldugu sdylenebilir.
Simdi istatistiksel yakinsaklik kavramini verelim.

Tanim 2.3.2 = := (zy)ren, reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak tzere, eger
Ve > 0 i¢in
S({k:|zg—L| >€})=0

olacak sekilde bir L sayist mevcut ise, (xy)ren dizisi L degerine istatistiksel olarak
yakinsar denir ve

st—liinxk =L

seklinde gosterilir [2).

Yukaridaki tanimdan kolayca goriilebilecegi gibi, bir (z)ren dizisi bir L sayisina is-
tatistiksel olarak yakinsiyor ise, L sayisinin herhangi bir ¢ > 0 komsulugunda dizinin
sonsuz coklukta elemani bulunurken bu komsulugun diginda, indis kiimesinin yogun-
lugu sifir olmak kosuluyla, yine diziye ait sonsuz coklukta terim bulunabilir. Bu
durum, istatistiksel yakinsakligin klasik yakinsakliktan daha genel oldugunu goster-
mektedir. Sonug olarak, istatistiksel yakinsak dizi uzaylarimin klasik yakinsak dizi
uzaylarim kapsadigimi soyleyebiliriz. Istatistiksel yakinsak oldugu halde klasik an-

lamda yakinsak olmayan diziler mevcuttur. Asagidaki 6rnekle bunu gosterelim.

Ornek 2.3.3 (Tp)nen dizisinin terimlerini

1; n=m?ise
Ty = ,
0; n#m?ise

seklinde tanymlayalim. Tanwm 2.3.2 den
st—limzx, =0

bulunur. Ancak dikkat edilirse (x,,)nen dizisi klasik anlamda yakinsak degildir.

Bilindigi gibi klasik anlamda yakinsak olan her dizi sinirhdir. Ancak bir dizi istatistik-

sel yakinsak ise sinirli olmak zorunda degildir. Bu durumu da bir 6rnekle inceleyelim.
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Ornek 2.3.4 (x,)nen dizisinin terimleri

seklinde verilsin. Dikkat edilirse,
st—limzx, =0
n
olmasina ragmen (x,)nen dizisi tustten sinarl degildir.

Simdi ise istatistiksel yakinsaklik kavraminin bazi karakteristik ozellikleri iizerinde

duralim.

Teorem 2.3.5 (x,)nen dizisinin bir L saysina istatistiksel yakinsak olabilmesi igin
gerek ve yeter sart 6 {ny : k € N} = 1 ve limy x,,, = L olacak sekilde en az bir (ny)
indis dizisi vardur [24, 25].

Teorem 2.3.5 den kolayca goriilebilecegi gibi, bir (z,,),en dizisi sifir yougunluklu in-
dis kiimesi diginda (ya da bir yogunluklu indis kiimesi iizerinde) L degerine klasik
anlamda yakinsak ise ayni (x,,),en dizisi L ye istatistiksel anlamda yakinsaktir diye-

biliriz.

Eger 6{k € N : P(k) gecerli degil} = 0 ise bu durumda P &nermesi hemen hemen
heryerde gegerlidir denir ve kisaca “h.h.h.” geklinde yazilir. Verilen bu aciklamalarin
sonucu olarak bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasii igin agagidaki sonucu

yazabiliriz:

“(2p)nen dizisinin L degerine istatistiksel yakinsak olabilmesi igin gerek ve yeter sart

h.h.h.lim,, x, = L olmasidir”.

Istatistiksel yakinsaklik ile ilgili diger tiim bilgilere [2, 24, 25, 26, 27] nolu kaynaklar-

dan ulagilabilir.

2.4. A-Istatistiksel Yakinsaklik

Bu basghik altinda istatistiksel yakinsaklik kavramindan daha genisg bir kavram olan

A-istatistiksel yakinsakliktan bahsedecegiz.

Biliyoruz ki bir (x,)nen dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi demek,
Ve > 0 i¢in .
lim—#{k<n:|z,—L| >€¢} =0
non
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olmas1 demektir. Bu ifadeye denk olarak,
K:=K(e)={k<n:|zy—L| > €}

olmak tizere Ve > 0 icin

. 1
Hm(Crxg () = lim - > Xio(k) =0 (2.4.1)
k=1

ifadesi yazilabilir. Burada yj, K kiimesinin karakteristik fonksiyonudur ve C; :=
(cnk) ise literatiirde birinci mertebeden Cesédro matrisi (veya aritmetik ortalama

matrisi) olarak bilinmektedir ve tanim ise

n?

L. 1<k<nise
Cnk =
g 0; diger durumlarda

seklindedir.

1981 yilinda Freedman ve Sember [3] yukaridaki durumdan yola ¢ikarak, istatistiksel
yakinsaklik taniminda Cesdro matrisi yerine negatif olmayan regiiler bir A = (an;)
sonsuz matrisini alarak tanimi daha da genellestirmislerdir. A-istatistiksel yakisaklik

tanimina ge¢gmeden 6nce ihtiya¢ duyulan birkag ifadeyi hatirlatalim.

Tanmim 2.4.1 A := (an) (n,k = 1,2,...) sonsuz bir matris olmak tzere, verilen bir

T = (Tp)nen dizisinin “A-doniigim dizisi”,

(Ax), = Z Ane X
k=1

seklinde taniymbdir ve

Az = ((Ax),)

seklinde gdsterilir. Burada herbir n i¢in yukardaki serinin yakinsak oldugu kabul
edilmektedir. Eger

limz, =L
oldugunda

lim(Azx), = L

n

oluyorsa, A matirsine “regiler matris” aduv verilir [28).

Ornegin C| matrisi bir regiiler matristir. Yukaridaki ifadeye ek olarak, bir A = (@)

matrisinin regiiler olup olmadigi Silverman-Toeplitz kogullar1 olarak bilinen agagida
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verecegimiz teoremle karakterize edilebilmektedir.

Teorem 2.4.2 Bir A = (a,x) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(1) sup, > 72y |ank| < oo,
(17) VE i¢in ay := lim, a,, = 0,

(d17) limy, > 7o ang =1

kosullarimin saglanmasidur [28, 29).

Simdi (2.4.1) de C; matrisi yerine negatif olmayan regiiler A matrisini alarak A-
istatistiksel yakinsaklik tanimin elde ederiz. Bu durumu asagidaki sekilde ozetleye-
biliriz:
Tanim 2.4.3 A = (a,) negatif olmayan ve regiiler bir matris olsun. Eger Ye > 0
$¢cmn

K:=K(e)={k<n:|zy—L| > ¢}
olmak 1izere

liyrln Z ankX (o) (k) =0
k=1

oluyorsa, ya da buna denk olarak, Ve > 0 i¢in

lim Z apr = 0

k:|zp—L|>e

saglanwyorsa, x = (xy) dizisi L sayisina “A- istatistiksel yakinsaktir” denir ve
sty —limz =1L

ile gosterilir [35).

Tanim 2.4.3 de 6zel olarak A matrisi yerine I birim matrisi alinirsa klasik anlam-
daki yakimsaklik, ('} matrisi alinirsa da istatistiksel yakinsaklik elde edilir. Sonug
olarak, A-istatistiksel yakinsaklik klasik yakinsaklig1 ve istatistiksel yakinsakligi kap-
sar. Klasik anlamda yakinsak olan her dizi, herhangi bir negatif olmayan regiiler A
matrisi verildiginde aym zamanda A-istatistiksel yakinsak olacaktir. Ancak bu 6ner-
menin kargiti herzaman dogru degildir. Asagida verecegimiz teoremle durumu daha

da kesin hale getirebiliriz.
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Teorem 2.4.4 A = (a,x) negatif olmayan regiiler bir matris olsun.
lim mkax{ank} =0

ise, A-istatistiksel yakinsaklk aligilmig yakinsakliktan daha kuvvetlidir [30).

A-istatistiksel yainsaklik ile ilgili detayh bilgilere [3, 30, 31] nolu kaynaklardan ulagila-
bilir.
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3. IKi DEGISKENLi POISSON-CAUCHY
SINGULER INTEGRAL OPERATORLERI
ILE ISTATISTIKSEL YAKLASIM

Bu boliimde, iki degiskenli Possion-Cauchy singiiler integral operatorleri ile ilgili genel
bir bilgi vermek amaclanmistir. Oncelikle bu operatorlerin tanimi ve genel 6zellikleri
hakkinda bilgi verilecek daha sonra ise yine ayni operatorlerin hata tahminleri ve

istatistiksel yaklagim ozellikleri incelenecektir.

3.1. Operatorlerin Tamimlanmas: ve Genel Ozellikleri

Bu boliimde amacimiz iki degiskenli Poisson-Cauchy singiiler integral operatorlerini
tanimlamak ve bu operatorlerin genel 6zelliklerini incelemektir. Operatorleri tanim-

lamadan 6nce kullanacagimiz birkac notasyona deginelim.

Tanim 3.1.1 V r.n € N ve m € Ny i¢in (aﬁ]) (j=0,1,...,7) dizsi,

(_1>T7] (T:)jm’ j = 1727 "'7T7
[m] ,_ J
Oéjﬂ" T r r
1= > (=1 (k) k=m, j=0.

k=1

(3.1.1)

seklinde verilir [32, 33).
Sonug 3.1.2 (3.1.1) de tanamlanan (aﬁ?ﬂ) (j=0,1,...,r) dizisi

200‘%] =1 ve — i(—l)” (;) = (—D’”(S) (3.1.2)

j=1

egitlikleri saglar 32, 33).

Simdi ise yukarida tanimladigimiz notasyonlar: kullanarak operatorlerimizi ingaa ede-
lim.

Tanim 3.1.3 (¢,,) pozitif reel sayilarin herhangi bir dizisi olsun.

D:={(s,t) eR*: * +* < 7°}
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seklinde tanimly olan I kiimesi tizerindek: tim Lebesque ol¢iilebilir f fonksiyonlar:
icin, ¥(x,y) € D,V r,n € N, m € Ny ve (\,) dizisi:
1

Ani= — 2 (3.1.3)

olmak tizere, iki degiskenli Poisson-Cauchy singiler integral operatérleri :

] _ [z +sj,y+1j)
Qi (fimy) = Zaﬂ / EERDEY= dsdt (3.1.4)

seklinde tanimlidor.

Tanimladigimiz Qm] operatorlerinin genel 6zelliklerini agagida verecegimiz iki lemma
altinda inceleyecegiz.

Lemma 3.1.4 Iki degiskenli sabit fonksiyonlar, Qm] operatorleri altinda korunurlar.

Ispat. C bir reel sabit olmak tizere f(z,y) = C olsun. Bu durumda,

QU (Ciayy) = A Zozﬂ // s2+t2 T Ee

2
- C)\n//p2i§idpd9
00
mln (14 72/€2)
mln (14 72/€2)
= C

elde edilir. m

Qm] operatorlerine klasik Korovkin teorisinin uygulanamamasinin nedeni bu
operatorlerin her zaman pozitif olmamasidir. Simdi operatorlerin bu 6zelligini de

bir lemma olarak verelim.
Lemma 3.1.5 Qm operatorleri her zaman pozitif degildir.

Ispat. D bolgesi iizerinde negatif olmayan ¢(u,v) = u? +v? fonksiyonunu ele alalim.
(3.1.1) ve (3.1.4) der =2, m = 3, ve u = v = 0 olarak segelim. V¢ > 0 i¢in
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In(1+t) <t oldugu goz oniine alinirsa,;
- p(sJ,tj)
[3] [3] )
;0,0) = A\, E ) dsdt
2 (#30,0) ( %’2>//(32—|-t2)+§ ’

2 2
= A\ 04[3}2 // S+ ———————dsdl
5 (s2+12) + &

3
—E - dpdh
p+€

B —3w2 ﬁ_35i<<0
C 2 (L+%/E2) 2

b

elde edilir. m

Son olarak ilerideki hesaplamalarimizda siklikla kullanacagimiz bir integral hesabin

ele alalim.

Lemma 3.1.6 k£ € N olsun. [ =0,1,...,k ve her birn € N i¢in;

k th 2B 4+1 k=441 k { cift
d//p 5 C dsdt = (55 555) e ve bl (3.1.5)
s2 4 12) + €2 0, diger durumlar

dir. Burada B(a, B) klasik beta fonksiyonu olup,

k+1
[
VYnk = / 9 + 52 P

seklinde tanimlidor.

Ispat. Eger k veya [ den biri tek ise (3.1.5) de integrant s veya t ye gore tek fonksiyon
olacagindan integralin sifir cikacagi asikardir. Eger k£ ve [ ayn1 anda c¢ift olurlarsa

(3.1.5) de acik olarak integrant s ve t ye gore ¢ift fonksiyon olur ve buradan;

/2 7

k—040 P cosht
// 2+t2t+€ddt _ // cos Hsm Qd 90
(s

™

_ k+1
_ 9p €+17k5 C+1 / P _dp
2 2 Fre
0

1 k— 1
_ QB(£+ E— 0+ >%7k

2’ 2
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sonucu elde edilir. m

3.2. Operatorler Icin Hata Tahminleri

Bu boliimde (3.1.4) de tanimladigimiz QL”;”L] operatorleri i¢in hata tahminleri verile-
cektir. Bu tahminler genel olarak m € N ve m = 0 olmak iizere iki alt baglik altinda

incelenecektir. Ilk olarak ihtiyacimiz olan birkac notasyona deginelim.

Tanim 3.2.1 Cs, (D), D dzerinde siirekli ve her koordinata gére 27 periyodik olan
tim fonksiyonlarin kiimesi olsun. f € Cor(D) olmak tizere f nin r. mertebeden (iki

degiskenli) streklilik modilii

wr(f;h) = sup AL ()] <00, B>0 (3.2.1)
Vu2+v2<h; (u,0)ED

olarak tanvmlanar. Burada ||-|| ise bilinen supremum normudur ve

r

AL (Flay) = 3 (1) (j) P+ juy + o) (3.2.2)

=0
olarak tanvmbidir [33).
Yukaridaki tamim g6z oniine alinirsa, m € Ny olmak {izere C'S:) (D) her koordinata
gore 27 periyotlu, x ve y ye gore m yinci dereceden siirekli kismi tiirevlere sahip,

D iizerinde tanmiml tiim stirekli fonksiyonlarn simifi olmak iizere, f € C™ (D) ise

V¢ =0,1,....,m igin

sartinin saglandig1 kolayca goriilebilir.

8m—ﬁxaly

9" f(z,y)
3m—€x6£y

< 00 (3.2.3)

‘ -
(z,y)€D

3.2.1. m € N Durumu I¢in Hata Tahminleri

Bu alt baghikta m € N durumunu inceleyecegiz. i1k olarak bu alt baghk altinda siklikla

kullanacagimiz bir tanimla baglayalim.

Tanmim 3.2.2 m € N ve (z,y), (s,t) € D olmak tizere G fonksiyonu,

Gg,r;](s,t) = — 1)| i ( )f( — )t

7=0
O™ f(x + jsw, y—l—jtw)'}
dw

{ei) mm ) o (3.2.4)
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olarak tanimbidar.

Dikkat edilirse, (3.2.3) sartindan dolay1 G%](s,t) fonksiyonu herbir m € N i¢in iyi

tammlidir.

Ik hata tahminimizi verebilmek icin agagidaki lemmaya, ihtiyac duyariz.

Lemma 3.2.3 m,r € N vef € Cé?) (D) olsun. O halde ¥V (z,y) € D igin,

) G
QEd(fi.y) = f(2,9) = Lna(z,9)] < A // ;th +€y<s Dgsar (3.2.5)

saglanar. Burada I, ,(z,y),

) 2i 0% f(x,y) ,
I - 2/\ n2z 2i,r ' 9 B 2t+1 2i—2t+1 2.
ma(@y) = Z (2:)! ZO (2@ — 2t) 0222ty (355257 326)

527”;] = Zaﬁ’,’,ﬁ]j’“, k=1,2,...m
olarak tanumhdur. (3.2.6) deki toplamda m =1 i¢in I, ,(z,y) = 0 alinar.

Ispat. (z,y) € D ve f € Cy, (D) olsun. f nin Taylor acilimmdan,
k Skfftfm
k—¢ OF=txoty

1
1
b [ e s e
0

r m b
ST (fatisy+it) - flay) = > Z.Z
j=0 '

elde edilir. Burada,

[(m] (. — - —1 r—j r S m m—~{ Kamf(x +j8w7y +jtw)
@Ly(w’ S7t) : ;( ) (]> {Z (m . €>S t am—éxafy

=0

seklinde tanimlayalim. (3.1.4) ten,

dsdt
Rim // / Y=Ll (e sty | —— 20
(‘T y o 1 Somy<w S ) w (82 +t2) _l_é-i
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olmak {izere,

m k
QU(fie,y) — flay) = Anz ey Z(k g)ak z(jai/)
k= ! £=0
X// %dsdt—i—}ﬂ;"](x,y)

2P+

olur. Buldugumuz bu son esitlige (3.1.6) uygulanirsa,

[m/2] [m} i . 2i

m . n22 2i,r 22 a f(x,y)
QM (fiz,y) = flzy) = 2X\, Z Z (275 _ Qt) D22t 92ty
t=0

2t 1 20-2t+1
XB( ;,Z — )+R£;”]<x,y>

bulunur. (3.2.6) goz tniine alinirsa,

Q[m](f;x7y) - f(a:,y) - Im(x,y) = RLm}(ZU,y) (327)

seklinde oldugu goriiliir. Ayrica,

|l (s s, 1) < (Is]™ + [¢™) TO C) i (mﬂi 5)

O™ f(x + jsw,y + jtw)

p= p amffxafy
oldugundan, agagidaki esitsizlik elde edilir:
") Gy t
BRI (2, )| < A // s+ 1) Gy (5.) 5 (3.2.8)
(s24+12) 4 &

Sonug olarak, (3.2.7) ve (3.2.8) goz oniine alinirsa, (3.2.5) in saglandigi goriiliir. m
Simdi ise ilk teoremimizi verelim.

Teorem 3.2.4 m,n,r € N olsun. O halde ,V f € 05?) (D) igin,

1QI(f) = f|| < CramAn
dir. Burada C, ,,,, v ve m ye bagl pozitif bir sabittir.

Ispat. Lemma 3.2.3 te esitsizligin her iki tarafinin (x, y) € D i¢in supremumu alimirsa,

(s 4+ 14™) |Gl es, |
@ (H) = fI1 < Il + // dsd

(s2+12) + &
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elde edilir. ||I,,]| yi tahmin ededebilmek icin agagidaki hesaplamay1 yaparsak,

[m/2] gml i . .
21 20+1 20—2t+1
Im < 2/\ nZz 22r B
Il < o0 32 TS (2 ) p (P B )

t

a%f(_’ )

a2if2tx62ty

i

[m/2]
< Kr,m>\n Z Vn,2i

oldugu goriliir. Esitsizlikteki K, ,,,

2007 2% 0+1 (+1\ [ 2
K, = . B , .
T my) { (20)! (;} < 2 > > (m - z) ‘

seklinde verilmektedir. Diger taraftan,

aQif<" )

a2i—2t$82ty ‘) }

amf(-,)
[m] ._
”G 5 t IZ <m g) ‘ om— ewaz T L“m
olacaktir. ) kiimesini,
D, := {(s,t)ERQ:OgsgﬂandOgtgx/w2—52} (3.2.9)

seklinde tanimlar ve Lemma 3.1.6 ile buldugumuz sonuclar1 kullanirsak,

[m/2]

T M)
KpmAn ZynzﬁerA // ER T dsdt

[m/2]

s —i—tm
= K,n\ E nz~|—4er)\ // ——————dsdt
Tn2 (s +t2) +£

QM) — f]]

IA

[m/2]
m+1 1
= K.mAn n.,2i AN Ly B T 5 o n,m
) ZX_I: f)/ ,2 + ) ( 2 2) fY ’

[m/2]
S MTm n ’Ynm—i_Z’YnZz

esitsizligini elde ederiz. Burada M,.,,,

m+1 1

M., == K, +4L,,, B T 5 9
(51
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seklinde tanimli bir sabittir. Ayrica dikkat edilirse herbir sabit tutulmus k icin,

karl 7Tk+2
Yok = / Ldp< o — <t (3.2.10)
p
0

gerceklenir. Buradan ise,

[m/2]

HQ[m] - fH S Mr,m)\n " + Z m

elde edilir. Son olarak C ,,,

seklinde tanimlanirsa

Q) — f|| < Crmn

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =
3.2.2. m =0 Durumu
Bu alt baglik altinda m = 0 durumu i¢in hata tahmini yapilicaktir.

Teorem 3.2.5 V r,n € N ve f € Co, (D) igin,

QML (F) = fI| < 4x, // o (fi Vs +t2)dsdt (3.2.11)

(s +t2) —|—§

elde edilir. Burada D, kiimesi (3.2.9) da tanmvmlandige gibidir.

Ispat. (z,y) € D ve f € Oy, (D) sabit tutulsun. (3.1.4) te m = 0 almrsa,

QU(f1w.9) - xy_xzaw // {(Hg )
i <7T)f (w4 sioy ) = Sy (1) fla

Zt: (_1 ) -
An// -~ J R J dsdt
D ° "
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elde edilir. Buradan,

Qfi.9) ~ fa) = [
=0

D J=

<

(—1)r (Z)f (z + sj,y + t)

(32—1—252)—1—52 dsdt

ve
0 AL (f
QY (fiz,y) — flz,y) = A // dsdt

s2+t2 +§

oldugu goriiliir. Sonug olarak,

y))|
QUL (fi2,y) — fla,y)| < // 82+t2 +5 dsdt

//wr (f; Vs +12)

2412 + &

IN

dsdt

dsdt

_ o //wTSQf (f; Vs + %)

+82) + &
bulunur. =

Simdi ise bir sonraki sonucumuz i¢in kullanacagimiz 6zel bir sinifin tanimini verelim.

Tanim 3.2.6 Cy, (D) nin bir alt kimesi olan Lip}, kimesi,
Lipy :=A{f € Cor(D) : wi(f, h) < MA"}

seklinde tanwmldir. Burada M pozitif bir sabittir.

Simdi ise bu tamimin yardimiyla elde ettigimiz sonuca deginelim.

Sonug 3.2.7 (&,), Vn € N igin, 0 < &, < 1 ozelliginde bir dizi olsun. O halde
Vn,r € N veVf € Lip}, igin,

1Q%(F) — f|| < K\

esitsizligi elde edilir. Burada K pozitif bir sabittir.
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Ispat. (3.2.11) esitsizligini ve w, (f;ou) < (1+a) w, (f;u), a,u > 0, esitsizligini goz

oniine alirsak,

dsdt

QUL —fI| < 4A, //wrsf VI T D)

24+ 82) 4+ 6

1 _|__ VSsTTri® 52+t

W, (€, / / Hj" rdsdt

71'/2 T

= D, (f;€) //(1+ ) [0 + €2] " dpdo

= 21w (f3€,) (Hﬁ)rp[p +&] " dp
[(ee

IN

elde edilir. Burada u = gﬂ, degisken degistirmesi yapilirsa,

/€
0 . w(l4u)"
QUL = fI| < 2mhawr (f;€,) / ug—HdU
0
/&
(1 + u)r—‘rl
< 2 ; -_
= 77)\nwr (f? gn) / w2 +1 du
0
olur ve f € Lip}, oldugundan son esitsizligimiz
/&
. 1 +u r+1
QL) — | < 2mM g, / %du (3.2.12)

0

seklinde bulunur. Biliyoruz ki herhangi bir 0 < ¢ < 1, icin

W/a(l—i-u)T-H
5’"/—1du§0,0>0
0

u? +
esitsizligi saglanir (bkz. [21]). Dolayisiyla (3.2.12) esitsizliginden,
|QUL(f) — f|| < 2rC M,

elde edilir. K := 27C'M, olarak alinirsa ispat tamamlanir. =
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3.3. Operatorler ile Istatistiksel Yaklagim

Bu boliimde operatorlerimizin istatistiksel yaklagim 6zelliklerine deginecegiz. Bir 6nceki
boliimde oldugu gibi operatorlerimizin istatistiksel yaklagim ozelliklerini m € N ve
m = 0 olmak tizere iki durum altinda inceleyecegiz. Ilk olarak m € N icin elde

ettigimiz teoremimizi verelim.

Teorem 3.3.1 A = [a;,] negatif olmayan regiiler bir matris ve (§,)nen pozitif reel

sayilarin
sty —limé¢, =0 (3.3.1)

kosulunu gercekleyen bir dizisi olsun. Bu durumda, Vm,r € N veVf € C’éf) (D) i¢in ,
sta —lm||Q(f) — f]| =0 (3.3.2)
saglanar.

Ispat. (3.3.1) sartindan hemen goriilebilir ki,
sta — lirrln A, =0 (3.3.3)
olur. Burada (\,) dizisi (3.1.3) te verildigi gibidir. Teorem 3.2.4 ten,
QI = Il < Cramdn

esitsizligini yazabiliriz. Simdi verilen £ > 0 icin son esitsizlikten,

(ne N o - sz} < {neninz o}

yazilabilir. Herbir j € N igin,

Z A jn, S Z A jn

QAN -1||ze e

n:

olur. Son esitsizligin her iki tarafinin j — oo iken limiti alinirsa ve (3.3.3) g6z oniinde

lijmz ajn =0

olur ve boylece istenilen sonug elde edilir. m

tutulursa,

Simdi ise m = 0 durumu igin operatorlerimizin istatistiksel yaklasim ozelliklerini

verelim.
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Teorem 3.3.2 A = [a;,] negatif olmayan regiiler bir matris ve (£, )nen, 0 < &, <1,

reel saylarn (3.3.1) ozelligini saglayan bir dizisi olsun. ¥Vr € N ve V f € Lip}, i¢in
sta—1m ||QY (f) — f|| =0 (3.3.4)
saglanar.

Ispat. Sonug 3.2.7 kullanilarak, herbir f € Lip?, icin,
1) = FIl < KA
yazilabilir. Burada K, herhangi bir pozitif sabittir. Sonrasinda, verilen bir £ > 0 igin,
fnen: QU -flzetc{nen:rnz—}

oldugu gozlenebilir. Buradan, herbir j € N igin,

Z ajng Z Qjn

n|[ @k (-1 22 nitn> £

oldugu goriiliir. j — oo igin son esitsizligin her iki tarafimin limiti alimirsa ve (3.3.3)

g6z oniinde bulundurulursa,

lim Z ajn =0

Phin—s|=e

n:

sonucuna ulagilir. m

Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 bize pozitif olmayan operatorlerle fonksiyonlara is-
tatistiksel anlamda yaklagilabilecegini gostermektedir. Elbette eger klasik anlamda
bir yaklagim varsa bu durumda teoremlerimiz dogrudan gegerli olacaktir. Fakat bu
teoremler sayesinde, klasik yaklagimin olmadigi durumlarda bile nasil hareket ede-

bilecegimizi gorebiliyoruz. Bir sonraki boliimde bu durumlar: bir 6érnekle ele alacagiz.
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4. Sonuclar

Bu baglik altinda genel olarak bu yiiksek lisans tezi sonucunda elde ettigimiz yaklagim
teoremlerinin bazi sonuglar1 iizerinde duracagiz ve ileride bu c¢alismalarin iizerine

yapilabilecek gelistirmelerden bahsedegiz.
4.1. Yaklasim Teoremlerinin Sonuglari

Ik sonucumuzu Teorem 3.3.1 den elde edecegiz. Gercekten de Teorem 3.3.1 de A =

[aj,] matrisi yerine A = I birim matrisi alimirsa agagidaki sonug kolayca elde edilir.

Sonug 4.1.1 (£,,)nen reel sayilarin pozitif terimli, sifira yakinsayan bir dizisi olmak
tizere Vm,r € NveV f € 02(?) (D) igin, (Qm}( f)) dizist D tizerinde f ye dizgiin
neN

yakinsar.

Bir diger sonucumuzu da Teorem 3.3.2 den elde edecegiz. Teorem 3.3.2 de A = [a;y,]

matrisi yerine A = I birim matrisi alinirsa asagidaki sonug goriilmektedir.

Sonug 4.1.2 (£,,)nen reel saylarin pozitif terimli, 0 < &, < 1 ozelligindeki,0 a yakin-
sayan bir dizisi olmak tzere ¥r € N wveV f € C’ér) (D) igin eger f € Lip}, ise
( 7[911( f)) dizisi I dizerinde f ye diizgiin yakinsar.

neN

Bu iki sonugtan, tezin tigiincii boliimiinde ispatladigimiz Teorem 3.3.1 ve Teorem
3.3.2 nin klasik teoriyi kapsadigini soyleyebiliriz. Ustelik asagidaki érnekte oldugu
gibi klasik yaklagimin gerceklenmedigi bir istatistiksel yaklasim operatorii de ingaa

etmek miimkiindiir.

Ornek 4.1.3 Genel terimi

I, n=k, k=12,..

=, diger durumlar

olan (&,)nen dizisini ele alalim. A¢ik olarak gorilebilir ki (€,)nen dizisi klasik an-
lamda yakinsak olmayan bir dizidir. Dolayisiyla bu dizi yardimayla tanymlanan Qm
operatorleriyle bir f fonksiyonuna bilinen anlamda yakinsamak mimkin degildir.

Diger taraftan dikkat edilirse, A = C olmak izere,
sto, —lim¢&, = st —lim¢, =0
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oldugu goriliir. Dolayisiyla bu dizi yardimayla tanimlanan Qm} operatorleri i¢cin Teo-
rem 3.53.1 ve Teorem 3.3.2 gecerli olacaktir. Sonu¢ olarak, (§,)nen dizisi yardimayla
kurulan Qm] operatorleri ile klasik anlamda bir yaklasim yapilamasa da bizim di¢iinct
boliimde verdigimiz Teorem 3.3.1 ve Teorem 3.3.2 yardimayla istatistiksel anlamda
yaklasimlar elde etmek mimkiindiir. Bu ise elde ettigimiz teoremlerin klasik teoriden

daha gii¢lii oldugunu gésterir.

4.2. Yapilabilecek Gelistirmeler

Simdi bu yiiksek lisans tezi iizerinde ileride yapilabilecek geligtirmelerden kisaca

bahsedecegiz.

e Dikkat edilirse tez caligmamizda Qm operatorlerini reel uzayda ingaa ettik.
Bunun yerine ileride bu Qm} operatorleri kompleks uzayda insaa edilerek ista-

tistiksel yaklagim teoremleri elde edilmesi ilging bir aragtirma konusu olabilir.

e Burada yaklagimlar yaparken kullandigimiz norm iyi bilinen aligilmig supremum
normu idi. Tlerideki galigmalarda bu norm yerine L, normu kullamlarak ¢aligma

sahas1 geligtirilebilir.

e Yeni operatorler inga edilerek yeni yaklagimlar bulmak amaclanabilir.
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