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Esra ERDOĞAN KARAOĞLU 

 

ALLEE ETKĠSĠ ALTINDA KARARLILIK ANALĠZĠ 

 

ÖZET 

 

Son yıllarda matematiksel modelleme metotları, disiplinler arası çalıĢmada 

büyük önem taĢımaktadır. Bir olguyu ya da problemi nicelik olarak çözemesek 

bile, nümerik çalıĢmalar yaparak problemin çözümüne tahmin vermek tıp, 

mühendislik, biyoloji ve ekoloji gibi bir çok bilimsel sahada ilerlemeyi 

beraberinde getirmiĢtir. Ayrıca kararlılık analizi, tahmin edilen bu çözümlerin 

doğruluğunu göstermekte ve problemin gelecek zamandaki davranıĢları 

hakkında bize bilgi vermektedir. Bu tez çalıĢmasında,     iken      
           lineer olmayan genel fark denkleminin kararlılık analizine 

bakılmıĢtır. Daha sonra denkleme Allee fonksiyonu olarak bilinen, negatif 

popülasyon yoğunluğunu simgeleyen fonksiyon eklenmiĢ ve kararlılık analizleri 

karĢılaĢtırılmıĢtır. Allee etkisi eĢ bulamama, yiyecek kıtlığı, avlanma, az 

doğurganlık oranının olması gibi durumlarda ortaya çıkan, popülasyon 

yoğunluğu belli bir kritik yoğunluğun altında iken büyüme oranını düĢürüp, 

popülasyonun yok olmasına sebep olan bir etkidir. Sonuç olarak, daha önce 

    ve     için yapılan çalıĢmalar ile karĢılaĢtırılmıĢ ve gecikme terimi 

arttıkça kararlılığın azaldığı, bazı durumlarda Allee etkisinin denklemin 

kararlılık yapısını bozduğu ispatlanmıĢtır. Ayrıca, ‘Lojistik fark denklemi’ adı 

verilen bir denklem üzerinde nümerik çalıĢmalarla bulunan sonuçlar 

desteklenmiĢtir. 
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Esra ERDOĞAN KARAOĞLU 

 

STABILITY ANALYSIS OF A GENERAL DIFFERENCE EQUATION 

UNDER ALLEE EFFECT 

ABSTRACT 

 

Recently, mathematical models and methods have played an important role in 

interdisciplinary studies. Although we couldn’t solve the problem or phenomena 

quantatively, we can estimate the solutions by using numerical methods. Solving 

problems qualitatively in this way has lead to improve different kinds of science, 

such as biology, ecology and engineering. Also stability analysis could reveal 

whether the estimated solution is true or not and could give a chance for making 

sense of behaviour in advance. In this thesis, stability analysis of a general 

nonlinear delay difference equation                 is studied for     . 

Later, the Allee effect function, known as a negative population density 

function, has been added to the equation. The Allee effect refers to a population 

that has a maximal per capita growth rate at low density. This effect can be 

caused by difficulties in, for example, mate finding, social dysfunction at small 

population sizes, inbreeding depression, food exploitation, and predator 

avoidance of defence. In conclusion, this model has been compared the 

situations     and     which had been studied before. It has been shown 

that the longer the delay be, the greater the destabilizing effect be. In some cases 

the Allee effect can even  annihilate the stability structure. And eventually, the 

results found have been supported numerically with an example, called 

‘Logistic Difference Equation’ by using Matlab. 

Keywords: Allee effect, stability, difference equations, delay 
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BÖLÜM 1 

 

 

1. GĠRĠġ 

 

 

1.1. Tez ÇalıĢmasının Amacı 

 

Son yıllarda popülasyon dinamiği üzerine çalıĢmak, biyolojik sistemleri 

matematiksel metotlar yardımıyla modellemek ve analiz etmek oldukça rağbet 

görmüĢtür ve görmektedir. Doğada cevabını bilemediğimiz bir çok olgunun, 

karmaĢık yapıların bu metotlar yardımıyla yaklaĢık olarak çözülmesi, çözümüne 

tahmin verilmesi bile çok büyük önem arz etmektedir. Öyle ki bu yöntemler sadece 

popülasyon dinamiğinde değil, tıp, ekonomi ve çeĢitli mühendislik dallarında da 

kullanılmakta ve günümüz teknolojisinin hızla ilerlemesini sağlamaktadır. Bu açıdan 

matematiksel modelleme yöntemleri, nümerik çalıĢmalar ve bilgisayar uygulamaları 

birçok problemin cevabını bulmada ve doğadaki olayları anlamada en etkili 

yöntemlerden birisidir. 

 

Matematiksel modelleme yapabilmek için olayları gerçeğe yakın ve mantıklı 

modellemek gerekir. Bu modelleri kurabilmek için en çok diferensiyel denklemler, 

fark denklemleri, kısmi türevli denklemler, kesirli diferensiyel denklemler, 

fonksiyonel diferensiyel denklemler kullanılmaktadır. Sürekli zamanlı devam eden 

bir olayın modellenmesinde diferensiyel denklem kullanılırken, ayrık zaman 

aralıklarındaki olayların modellemesinde genellikle fark denklemleri kullanılır. 

Aslında fark denklemi, diferensiyel denkleme bir yaklaĢım verir. Fark 

denklemlerinde bir önceki popülasyonun bir sonraki popülasyona etkisi yoktur. 

Bireyler yaĢar, ölür ve yerini diğer nesle bırakır. Diferensiyel denklemlerde ise 

zaman       aralığında düĢünülebilir. Diferensiyel denklemlerin verdiği sonuçlar, 

bu Ģekilde nesillerin aynı anda yaĢamadığı (nonoverlapping) popülasyonları 

modellemek açısından doğaya daha uygundur. 
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Matematiksel modeller geliĢtikçe, zaman içerisinde, önceden kurulan denklemlerin 

doğayı açıklamakta yeterli olmadığı anlaĢılmıĢtır. Var olan denklemlere gecikme 

terimi eklemek veya problemi iyileĢtirecek Ģekilde fonksiyonları değiĢtirmek, 

fonksiyonlar eklemek modelin gerçeğe daha yakın olması için yapılan 

yenileĢtirmelerdendir.  

 

Gecikme teriminin kullanılmasına bir örnek cinsel olgunlaĢma süreci gösterilebilir. 

Bireylerin Ģu andaki büyüme oranlarına, kendinden önce gelen kuĢakların etkisi 

varsa bu biyolojik anlamda gecikmeyi ifade eder. Örnek olarak balinaları verebiliriz. 

Balina diĢileri 7 yaĢında cinsel olgunluğa ulaĢmaktadır. Bu durumda Ģimdiki zamana 

etki eden doğurganlık, 7 yıl önce doğan bireylerden ve daha önce olgunluk kazanan 

diğer bireylerden gelmektedir. 

 

Bir olayı modelledikten sonra ayrıca mühim olan kısmı onu olaya göre 

yorumlayabilmektir. Eldeki verilere göre tutarlı olup olmadığı deneme yanılma 

yöntemiyle belirlenebilir. Özellikle lineer olmayan bir fark denklemini ya da 

diferensiyel denklemi çözemediğimiz zaman denklemi niteliksel olarak (qualitative) 

çözebiliriz. Bu gayede popülasyon denklemlerinde kararlılık analizi çok önemlidir. 

Bir popülasyonun yok olmaması için denge yoğunluğuna ulaĢması gerekmektedir. 

Modellemeler yardımıyla gelecek zamanlardaki durum belirlenebilir, kararlılık 

analiziyle de bu durumun devamı hakkında kesin bilgiye sahip olunabilir. Örneğin 

popülasyon dinamiğinde pozitif denge noktası, popülasyonun varlığını devam 

ettirmesi, sıfır denge noktası ise popülasyonun yok oluĢu anlamına gelmektedir.  

 

Bu tez çalıĢmasında, genel olarak ele alınan bir fark denklemine gecikme terimi 

eklenmiĢ, daha sonra denkleme Allee fonksiyonu katılmıĢ ve denklemlerin kararlılık 

yapıları incelenmiĢtir. Bu çalıĢmalar ‗Lojistik Fark Denklemi‘ adı verilen bir örnek 

üzerinde nümerik çalıĢmalar yardımıyla da desteklenmiĢtir.   
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1.2. Fark Denklemlerine Genel Bir BakıĢ 

 

Popülasyon dinamiğinde, diferensiyel denklemler sürekli zamanlı olayları 

modellemek için kullanılırken, fark denklemleri ayrık zamanlı olayları modellemek 

için kullanılır. Genellikle, ayrık zaman aralıkları değiĢimin olduğu aralığı ifade eder. 

Aralığın uzunluğu bize, değiĢimin gerçekleĢtiği sabit zamanı verir. Örneğin, aralığın 

uzunluğu bir yıl, bir ay, bir saniye olabilir ve çalıĢılan modele göre değiĢebilir. Eğer 

bir popülasyonda, bir önceki jenerasyon bir sonraki jenerasyon cinsinden 

yazılabiliyorsa fark denklemi ile ifade edilebilir. Örneğin       inci jenerasyonu 

       ile gösterirsek ve bu jenerasyon    jenerasyona bağlı ise 

 

                                                                                     (1.1) 

 

olarak yazılabilir. (1.1) denklemi birinci mertebeden fark denklemi olarak 

adlandırılır. Ġlk durumda                olduğunu düĢünelim. Diğer taraftan, 

herhangi bir      noktasından baĢlanırsa,  

  

      ,        ,           ,              , ...                                        (1.2) 

 

iterasyonları düĢünülebilir. Notasyon olarak                                                                                                                

                                  

               ,                ,                   …(1.3) 

 

göz önüne alınmaktadır.              alınarak düzenlenirse   

                   

                                                                               (1.4) 

 

elde edilir. Bu öteleme olayı ―ayrık dinamik sistemler‖ için bir örnektir.  

 

Tanım 1.2.1:  , reel değerli bir fonksiyon olmak üzere k. mertebeden en genel fark 

denklemi 
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                                                                                  (1.5) 

 

formundadır. Eğer   ,    ye bağlı ise otonom olmayan,    ye bağlı değil ise otonom 

fark denklemi adı verilir. 

 

(1.5) denkleminin en sık kullanılan gösterimini  

 

                                                                         (1.6) 

 

olarak yazabiliriz. (1.6) denkleminde      olduğu takdirde denklemin mertebesi  

 ‘ dır denir. Genelde, katsayıların reel ve fonksiyonların reel değerli fonksiyon 

oldukları kabul edilir.    katsayıları         için   nin veya    nin (        

   ) bir fonksiyonu olabilir.     

 

Tanım 1.2.2:    katsayıları         için  ‘den bağımsız veya sabit ise, veya     

            değiĢkeninin bir fonksiyonu değilse, fark denklemine lineer 

(doğrusal), aksi halde lineer olmayan fark denklemi adı verilir. Ayrıca (1.6) 

denklemi lineer ve    için      ise homojen, aksi takdirde homojen olmayan 

fark denklemi adı verilir. 

 

Fark denkleminin çözümü,         için yerine konulduğunda denklemi sağlayan 

   fonksiyonudur. 

 

Örnek 1.1:   anındaki popülasyon büyüklüğünü    ile ve popülasyondaki her bireyin 

her jenerasyondaki doğurduğu birey sayısını   ile göstersin. (Bireylerin doğum 

yaptıktan sonra öldüğü kabul ediliyor). Bu durumda popülasyon modelimiz 

 

                                                                                                            (1.7) 

 

olacaktır. Bu denklem birinci mertebeden, lineer ve homojen bir denklemdir.  

 

       ,              , …                                                               (1.8) 
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iterasyonlarıyla çözüm         olarak yazılabilir. 

 

                                                                                     (1.9) 

 

lineer fark denkleminde      ,  ≠0 alınarak çözüm aranırsa,  

 

         
           

                                                              (1.10) 

          
                                                                          (1.11) 

 

elde edilir ve      olduğundan        
            olması gerektiği 

görülür. 

 

Tanım 1.2.3:        
            denklemine (1.9) denkleminin 

karakteristik polinomu adı verilir. Bu polinomun her bir köküne öz değer adı 

verilir. 

 

Tanım 1.2.4:                          denkleminde                  eĢitliğini 

sağlayan çözüme denge çözümü (sabit nokta, denge noktası) adı verilir. 

 

Tanım 1.2.5: Her     sayısına karĢılık            koĢulunu sağlayan bütün    

değerleri için                       olacak Ģekilde bir     sayısı 

bulunabilirse    denge noktasına kararlı denge noktası denir, aksi takdirde 

kararsızdır. (Denk bir ifade ile    denge noktasının kararlı denge noktası olması için 

gerek ve yeter Ģart      için öyle bir     sayısı mevcuttur öyle ki           

iken      için                        sağlanmasıdır.) Ek olarak, öyle bir 

    sayısı vardır öyle ki her           için             koĢulu sağlanıyorsa 

   denge noktasına çekici adı verilir. Eğer bir denge noktası hem çekici hem de 

kararlı ise o denge noktasına lokal asimptotik kararlı denge noktası adı verilir. 

  



6 

 

 

 

 

ġekil 1.1. Kararlı    denge noktası 

   baĢlangıç noktası    denge noktasının   komĢuluğunda iken  
     çözümleri      için    denge noktasının   komĢuluğunda kalmaktadır [4]. 

 

 

 

 

 

ġekil 1.2. Kararsız    denge noktası 

   baĢlangıç noktası    denge noktasına ne kadar yakın seçilirse seçilsin 
     çözümleri belirli bir   değerinden sonra,    denge noktasının   ko şu uğunun 

 ç nde ka  a aktadır  
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ġekil 1.3. Asimptotik kararlı    denge noktası 
     çözümleri zaman ilerledikçe    denge noktasına yaklaĢmaktadır. 

 

Bu tezde kolaylık açısından lokal asimptotik kararlı denge noktası yerine kısaca 

kararlı denge noktası ifadesi kullanılmıĢtır.  
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1.3. Warder Clyde Allee ve Allee Etkisi 

 

Kariyerine Chicago‘da baĢlayıp bitiren Warder Clyde Allee, çalıĢmalarında istatistiği 

kullanan ilk ekolojistlerden olup, aynı zamanda ekoloji dalının ayrı bir disiplin olarak 

rol almasında çok etkili bir isim olmuĢtur. 

 

Allee‘nin ilk hipotezi, sudaki bazı popülasyonların suyun kimyasını etkilediğine 

dayanmaktadır. Belirli su türleri suya kalsiyum tuzları gibi birçok koruyucu madde 

bırakmakta ve bu onların yaĢama Ģansını yükseltmektedir. 1932 yılında yeterli sayıda 

‗gold fish‘ balığının, suyun optimal kimyasal özelliklerini sağlayabildiklerini 

göstermiĢtir. Daha sonra Allee, dinamik sistemlerin birbirlerini sadece yarıĢ halinde 

iken değil, mutualist yaĢarken de etkilediğini gösterecek deneysel ve gözlemsel 

çalıĢmalar yapmıĢtır. Bu popülasyonların kümeleĢmesinin sonucu olarak, Odum 

1953‘te ‗Allee principle‘ olarak bilinen Allee etkisini ortaya atmıĢtır [2]. 

 

1.3.1. Allee Etkisi Üzerine ÇalıĢmalar 

 

Ġlk çalıĢmalarda ‗tsetse‘ sineğinin (tsetse fly), belirli bir yoğunluğun altında iken 

kendiliğinden ortadan kaybolduğu gözlemlenmiĢtir. Bazı türlerin (denizkestanesi, 

rotifer vb.) yaĢama Ģanslarını daha çok artırmak amacıyla grupça yaĢadığı analiz 

edilmiĢtir. Bu, türleri dıĢarıdan gelecek tehlikelere, kötü hava koĢullarına, avcılara, 

kimyasal veya fiziksel olaylara karĢı daha güçlü kılmaktadır. Bu durumda 

kümeleĢme, toplam yüzeyi azaltmaktadır (Bakınız ġekil 1.4). 
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ġekil 1.4. Soğuk hava koĢullarında kümeleĢen bıldırcınlar 

Grup küçüldükçe, soğuk havayla temas eden bıldırcın yüzeyi artar ve böylece ölüm 

oranı yükselir. 

 

Kısa bir süre sonra, kın kanatlı böcek (Tribolium confusum) üzerine yapılan 

çalıĢmada, Allee, doğum oranının en yüksek olduğu zamanın popülasyonun denge 

yoğunluğunda olduğunu göstermiĢtir. Yüksek yoğunlukta bireyler arasındaki yarıĢın 

arttığı ve yetiĢkin bireylerin yumurtaları yemeye baĢladığı gözlemlenmiĢtir. DüĢük 

yoğunlukta ise böcekler açısından ilginç bir sonuç olan, eĢ bulma durumunun 

azaldığı ve diĢilerin daha az doğurduğu saptanmıĢtır (Bakınız ġekil 1.5). 

 

DüĢük yoğunluklu popülasyonlardaki klasik görüĢ, bir süre sonra popülasyonun 

denge yoğunluğuna ulaĢmasıdır. Tüm kaynaklar elveriĢli olduğu sürece, (yemek, 

barınma koĢulları, iklim vb.) popülasyon çoğalmaya baĢlar ve denge noktasına ulaĢır. 

Ancak Allee, bunun her zaman böyle olmayacağını savunmuĢtur. Popülasyonda, 

birey sayısı azaldıkça doğum oranının azalacağını ve daha az genç birey üreyeceğini, 

daha az genç bireyden daha az popülasyon ortaya çıkacağını ve bu durumun 

popülasyon yok olana kadar devam edeceğini söylemiĢtir. Bu bir Allee etkisi 

örneğidir [5].    
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YaklaĢık elli yıl boyunca Allee etkisi, Allee ve öğrencileri tarafından çalıĢılmıĢtır. 

Ekoloji bilim adamları genel olarak iki sebeple bu konudan uzak durmuĢlardır: 

Birinci olarak, popülasyon dinamiği üzerine bu konuda çalıĢmak gerçekten uzun bir 

süreç ve toplu bir veri gerektirmekteydi. Ġkinci durum ise o yıllarda bu konu ilgilerini 

pek çekmiyordu. Ancak biyoçeĢitliliğin azalması, çevre dengelerinin bozulmaya 

baĢlaması ve Dennis‘in [6] Allee etkisi üzerine yaptığı kısa bir araĢtırmadan sonra 

bilim adamlarının dikkatini çekmeye baĢlamıĢtır. Daha sonra azalan ya da küçük 

popülasyonların neden yok olduğu ilgi konusu olmuĢtur. Bu konuda Caughley ‗the 

declining population paradigm‘, ‗the small population paradigm‘ çalıĢmalarını 

yapmıĢtır [7]. 

 

90‘ların baĢına gelindiğinde çalıĢmalar hızlanmaya baĢlamıĢ ve çalıĢılan alanlar 

artmıĢtır. Deniz omurgasızları, bitkiler, böcekler, omurgalılar, düĢük yoğunluklu 

popülasyonlarda eĢ bulamama durumu çalıĢılan konular arasında yer almaktadır [8-

18].  

 

 

ġekil 1.5. 32 mg buğday unundaki kın kanatlı böceğin baĢlangıç yoğunluğu ve 

doğum oranı arasındaki iliĢki 
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ġekil 1.6. Mahsullere çok zarar veren ve çabuk çoğalabilen, Allee etkisinin 

araĢtırılmasında ilk kullanılanlardan kın kanatlı böcek 

 

Son yıllarda yapılan çalıĢmalarda birçok hayvan türünün yok olmasına eĢ bulamama 

durumunun sebep olduğu görülmektedir. Yoğunluk azaldıkça, çiftleĢme 

azalmaktadır. Burada popülasyonun yer aldığı alan da önem arz etmektedir. Alandaki 

birey sayısı seyreldikçe, ya da popülasyonun yayıldığı alan geniĢledikçe yeterli 

derecede eĢleĢme olamamaktadır. Örnek olarak Hint Okyanusu‘ndaki büyük 

midyelerin yerel yok oluĢunu verebiliriz [19]. Yoğunluk arttıkça üreme oranının da 

arttığı gözlemlenmiĢtir. Ayrıca yine 1996‘de yapılan bir çalıĢmada Madagaskar 

maymunu ve firavun faresinin kendi türleriyle birlikte tutsak edildiğinde, doğada ayrı 

halde yaĢamalarından daha çok üredikleri gösterilmiĢtir [20]. 

 

Günümüzde soyu tükenmeye yüz tutan örneklerden bir tanesi de  Afrikalı vahĢi 

köpek türüdür (the African wild dog-AWD, the African hunting dog, the painted 

hunting dog). IUCN raporuna göre 5500 köpekten daha az bir popülasyon kaldığı ve 

bunların yarısından daha azının doğurganlık oranına sahip olduğu belirtilmiĢtir [21]. 

Bu yok olmanın temel sebepleri baĢlıca çevresel bozulma ve bulaĢıcı köpek 

hastalıklarından (kuduz, distemper) ileri gelmektedir. Afrikalı vahĢi köpek diĢileri 

tek seferde yaklaĢık 20 köpek yavrusu doğurabilmekte ve yardım edecek diğer 
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köpeklere de ihtiyaç duymaktadır. Köpeklerin bir kısmı bu yavrular için avlanmaya 

giderken, bir kısmı da bu yavruları korumak için diĢilerin yanında kalmaktadır. Grup 

sayısının 4‘ten daha az olması durumunda baĢarılı bir Ģekilde üreme olmayacağı [21] 

çalıĢmasında öne sürülmüĢtür. Bu türün toplu gezmesinin faydaları (foraging, 

breeding, survival), hayatta kalması için köpek gruplarının belirli bir sayının altına 

düĢmemesi gerektiği (en az 5 yetiĢkin), kaplan ve sırtlanlara karĢı savaĢabilmek için 

toplu yaĢamaları gerektiği daha birçok çalıĢmada yer almıĢtır [22-24]. 

 

 

ġekil 1.7. Afrikalı vahĢi köpekler [24] 

 

GeniĢ alana yayılan bir popülasyonun yoğunluğunun artmasına bazı türlere özgü 

davranıĢlar da etki edebilir. DiĢileri etkilemek veya kendini göstermek için erkek 

bireylerin sergilediği davranıĢlar eĢleĢme zamanında eĢlerin birbirlerini bulmasına 

yardım eden olaylardan biridir. KuĢlarda daha çok görülen bu davranıĢlar (lekking 

behaviour) yiyecek bulmak için alana yayılan popülasyonu tekrar toplamak için iyi 

bir fonksiyon olarak gösterilmektedir [25].  
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ġekil 1.8. Allee etkisine çeĢitli örnekler 

a) Tek baĢına kalan ağaç tozlaĢma yapamamakta ve çoğalamamaktadır. b) Avlanmak 

için birlikte gezen ton balıkları c) 400 den fazla çeĢit ürünü yok edebilen meyve 

sineğini yok etmenin yollarından bir tanesi Allee etkisi yaratmaktır. d) Zararsız bir 

papağan olan Kakapo, yeteri kadar üreyememiĢ ve dünyada sadece 54 tane kalmıĢtır 

[24]. 

 

 

Yüzyılın sonuna gelindiğinde ise, Courchamp ve arkadaĢları ve Stephens ve 

Sutherland aynı dergide Allee etkisi üzerine iki makale yayınlamıĢtır [24,27]. Bu 

makalelerden sonra Allee etkisi ciddi Ģekilde dikkat çekmeye baĢlamıĢtır. Teorik ve 

deneysel olarak yürütülen Allee etkisi çalıĢmaları hala gereken önemini 

kazanamamıĢtır [5].  
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1.3.2. Allee Etkisi Tanımı ve BileĢen ve Demografik Allee Etkisi 

 

Allee‘ nin yine ilk baĢlardaki çalıĢmalarından birisi kırmızı akvaryum balığı 

(goldfish) üzerinedir. Allee, suda hiç balık yokken suya balık atılması durumunda 

büyüme oranı ile suda daha önceden balık varken balık atılması durumunda büyüme 

oranlarını karĢılaĢtırmıĢ ve ilk durumda büyüme oranının daha az olduğunu 

gözlemlemiĢtir [1]. Daha sonraki çalıĢmalarda popülasyon sayısının artmasının 

üremeyi artırarak popülasyonun yaĢama Ģansını kötü koĢullara rağmen (sabit vücut 

ısısının yok olması örnek verilebilir) uzattığı ve zehirli kimyasal ayraçlardan 

(reagents-suyu test etmek için kullanılan kimyasallar) daha fazla korunmayı sağladığı 

gözlemlenmiĢtir. 

 

Popülasyon sayısının artmasının daha bir çok yararı sıralanabilir; toplu halde 

yaĢamak avcının da popülasyon büyüklüğünü etkileyebilir ve avcı popülasyonunda 

daralma ya da geniĢleme etkisi yapabilir. Grup halinde gezmek yine dıĢarıdan 

gelebilecek olası avcı tehlikelerine karĢı daha tetikte olmayı sağlar. Avcıyı fark 

etmek ve saldırılara önlem almak daha erken olabilir. Yemek arayıĢlarında ortak 

hareket etmek daha kolay avlanmayı sağlar. Yine yukarıda bahsedildiği gibi vücut 

ısısının kötü hava koĢullarına karĢı sabit tutulması, eĢ bulma kolaylığı, üreme 

biçimine göre tozlaĢma ya da döllenmeyi kolaylaĢtırma, yaĢanılan çevre düzenlemesi 

ve iyileĢtirmesi gibi pek çok bakımından grup halinde yaĢamak bireylere faydalıdır. 

‗Çoğu durumda türdeĢ bireylerin büyük topluluklar halinde yaĢaması düĢmanlarına 

karĢı korunmak için mutlaka gereklidir‘ diyen Darwin‘in de daha önceden buna 

benzer yaklaĢımlar yaptığını görmekteyiz [29].  

 

Allee tam olarak bir tanım yapmamasına rağmen, Allee etkisi tanımı, bireysel uyum 

ve türdeĢ yoğunluğu arasındaki pozitif bağıntı olarak verilmektedir [28]. Allee‘nin 

orijinal gözlemlerine göre büyük popülasyonlarda bireysel uyum bileĢeni 

(component of individual fitness) (ölüm veya üreme olasılığı örnek verilebilir) daha 

yüksektir. Burada bireysel uyum bileĢeninden kasıt, bir bireyin yaĢamının 
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popülasyonun yoğunluğunu nasıl etkilediğidir. Bu ayrıĢımı yapmak için Allee 

etkisini ‗BileĢen ve Demografik Allee etkisi‘ olarak ikiye ayırabiliriz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 1.9. BileĢen ve Demografik Allee etkileri 

Grup halinde iken tetikte olmak gibi bir davranıĢ bileĢen Allee etkisini artırabilir 

(kısa noktalar). Demografik Allee etkisi negatif yoğunluğa bağlıdır (uzun noktalar, 

mücadele veya tüketim gibi). Popülasyonun tamamının uyumu (çizgi) a) güçlü b) 

ortalama c) zayıf negatif yoğunluklarda Allee etkileri d) Allee etkisinin sigmoid 

bileĢeni ortalama yoğunluklarda demografik Allee etkisine yol açabilir [28]. 

 

BileĢen Allee etkisi (Component Allee Effect), Afrikalı köpeklerde olduğu gibi eĢ 

bulmaktan diğer bireylerin yardımına kadar pek çok Ģekilde değiĢen etkenin bireyin 

üremesini etkilemesidir. Diğer bir deyiĢle, bireysel uyum bileĢeninin yoğunlukla olan 

pozitif iliĢkisidir. Ancak düĢük yoğunluklarda azalmaktadır. Örnekle daha iyi 

anlaĢılır kılmak için X ve Y hayvanlarını ele alalım. X hayvanı kendi bölgesinde eĢ 

bulamayıp çoğalamamıĢ olsun. Y hayvanı da eĢ bulmuĢ, 8 yavru doğurmuĢ, fakat bu 

yavruların 5 tanesi çiftçi tarafından zehirlenmiĢ olsun. Bu durumda X ve Y 

hayvanları bireysel olarak uyumdan düĢmüĢtür ve o yıl normal üreme sayılarından 

daha az bir sayıyla popülasyonu etkilemiĢtir. 

 

Bireysel uyum bileĢeni, sadece üreme ile değil hayatta kalabilme mücadelesi ile de 

popülasyonun yoğunluğunu etkileyebilir. Avlanma riski altında olan türler veya 



16 

 

türler arası kümeleĢmelerin arasında kalan küçük türler baskın türler tarafından hedef 

olabilir. Bu küçük türlerin yeterli yiyecek bulmak için daha az Ģansları olabilir. 

 

Burada önemli olan [28] de açıklandığı gibi, bileĢen Allee etkisi uyumda düĢüĢ 

yaratabilir, fakat diğer sosyal veya çevresel faktörler daha ağır basarsa popülasyonun 

tamamında büyük bir düĢüĢ yaratmayabilir. Eğer popülasyon çoksa avcılara karĢı 

tetikte olmak daha kolay olabilir ve bireysel uyumu yükseltebilir. Ancak popülasyon 

aĢırı çoksa bireyler arası rekabet baĢlayabilir, yiyecek bulmak zorlaĢabilir ve bireysel 

uyum azalabilir. Yani burada önemli olan popülasyon büyüklüğü değil, popülasyon 

yoğunluğudur. 

 

BileĢen Allee etkisi, sadece bireysel uyumu düĢürmekle kalmayıp aynı zamanda tüm 

popülasyonu da etkilemeye baĢlıyorsa ‗Demografik Allee etkisi‘ nden bahsetmek 

mümkündür. Burada önemli fark, demografik Allee etkisi bireysel uyumda düĢüĢe 

yol açan faktörlerin, yani bileĢen Allee etkilerinin toplamıdır. 

 

Burada dikkat edilmesi gereken bir husus da her zaman bileĢen Allee etkisinin 

demografik Allee etkisini oluĢturmayacağıdır. Mesela, yukarıdaki X hayvanı eĢ 

bulamamıĢ fakat ona uygun olan bir diĢi baĢka bir eĢ bulmuĢ ve X hayvanından 

olacak olan bireylerden belki de genotip ve fenotip olarak daha düzgün ve sağlıklı 

bireyler meydana getirmiĢtir. Bu durumda X hayvanının bireysel uyum bileĢeninin 

hiçbir önemi kalmamıĢtır. 
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           a)                                                           c) 

 

                                                        Kaynaklardaki bolluk 

             b)                                                           d) 

 

ġekil 1.10. Negatif yoğunluk bağımlılığı ve Allee etkisi 

a) Popülasyon büyüse de kaynaklardaki azalma veya bireyler arasındaki yarıĢ gibi 

sebeplerden bireysel uyumda azalma olabilir. b) Lojistik denklem örneğinde (ġekil 

1.12) olduğu gibi bolluğun artmasıyla kararlı denge noktası (k) ya doğru lineer bir 

azalıĢ olabilir. c) Bireysel uyum ortalama yoğunlukta en fazla olacaktır. d) 

Popülasyon düĢük yoğunlukta iken büyüme oranı negatif ise biri kararsız (C) diğeri 

kararlı (U) iki tane denge noktası ortaya çıkacaktır. 

 

Demografik Allee etkisi de ‗Güçlü ve Zayıf Allee etkisi‘ olarak ikiye ayrılmaktadır. 

Güçlü Allee etkisinde, yoğunluk belirli bir kritik yoğunluğun altına düĢtüğünde, 

birey baĢına düĢen büyüme oranı negatiftir. Bu yoğunluğu geçemeyen popülasyonlar 

yok olur. Birçok çalıĢma sadece güçlü Allee etkisini düĢünürken, Allee‘nin kendi 

çalıĢmaları zayıf Allee etkisini de düĢünmemiz gerektiğini göstermiĢtir [1,28,30-32]. 

Zayıf Allee etkisinde ise düĢük yoğunluklarda birey baĢına düĢen büyüme oranı daha 

düĢüktür fakat hiçbir zaman negatif olmaz. Bu yüzden zayıf Allee etkisinde kritik 

yoğunluk değeri yoktur (Bakınız ġekil 1.11). Bu sebepledir ki bazen zayıf Allee 

etkisi ‗kritik değeri olmayan Allee etkisi‘, güçlü Allee etkisi de ‗kritik Allee etkisi‘ 

olarak söylenmektedir. Balıkçılık literatüründe Allee etkisi ‗cinsiyete bağımlı 
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ölümlülük‘ (depensation) olarak da kullanılır. Ancak ‗cinsiyete bağımlı ölümlülük‘ 

bir popülasyon olayı olup Allee etkisi ile karıĢtırılmamalıdır [28,33]. 

 

  a)                                                                  b) 

            

 

                                       

                                   c) 

 

 

 

 

ġekil 1.11. Demografik Allee etkisi tanımları 

Birey baĢına düĢen büyüme oranı ve yoğunluk az olduğunda yoğunluk arasındaki 

pozitif iliĢki a) Allee etkisiz b) Zayıf Allee etkisi c) Güçlü Allee etkisi  
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                    ġekil 1.12. Popülasyon dinamiğinden basit bir lojistik denklem modeli 
  

  
      

 

 
  

 

  
    

  

  
, K taĢıma kapasitesinin üstünde negatif ve altında pozitiftir. Allee etkisi 

olduğunda, 
  

  
 verilen popülasyon yoğunluğunun altına düĢer ve ayrıca kritik    

yoğunluğunun da altında negatif olabilir. Bu durum popülasyonu yok olmaya 

götürebilir. 
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BÖLÜM 2 

 

 

2.                   Denkleminde     Durumu  

 

Bu bölümde, bu tez çalıĢmasının temelini oluĢturan, Çelik, Merdan, Duman ve Akın 

tarafından yayınlanan [34] çalıĢmasından bahsedilecektir. Bu makalede   

 

                                                                          (2.1) 

 

fark denkleminde  

                                                                                       (2.2) 

 

alınarak,     için kararlılık analizi çalıĢılmıĢtır. Daha sonra denkleme Allee etkisi 

katılarak  

 

                                                                                                   (2.3)    

 

denkleminin kararlılık yapısı incelenmiĢtir ve Allee etkisinin bir denge noktasının 

kararlılığı üzerindeki etkileri tartıĢılmıĢtır. Burada                Allee etkisi 

fonksiyonunu temsil etmektedir. 
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2.1. Notasyon 

 

                         := Popülasyonun büyüme oranı ( >0)     

                        :=   anındaki popülasyon yoğunluğu 

                         := Gecikme terimi (örneğin üremek için gerekli olgunlaĢma süreci)         

                    := Türler arasındaki yarıĢı, etkileĢimi gösteren fonksiyon 

 

  
                       := Popülasyon yoğunluğuna göre türev   

                         := Allee etkisi katılmıĢ denklemdeki büyüme oranı 

               := Allee etkisi fonksiyonu 
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2.2     Durumu Ġçin Genel Kabuller 

 

Denklem (2.2) deki   fonksiyonu üzerindeki genel kabuller Ģunlardır: 

 

1)         için 
 

  
         dır (Popülasyon yoğunluğu arttıkça, bireyler 

arasındaki yarıĢın azaldığı göz önüne alınmaktadır); 

2)       , pozitif sonlu bir sayıdır; 

3)              dır. 

 

Allee etkisi fonksiyonu ile ilgili kabuller de Ģöyledir: 

4) Popülasyon olmadan, Allee etkisi var olamaz, yani,     ise                               

dır; 

5)     için 
 

  
         dır (ancak yoğunluk arttıkça, Allee etkisi azalır); 

6) Yüksek yoğunluktaki popülasyonlarda Allee etkisi kaybolur, yani 

 

              dir. 
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2.3. Lokal Asimptotik Kararlılık Ġçin LineerleĢtirilmiĢ Kararlılık Teoremi 

 

Bu bölümde     durumu için incelenen [34] makalesinden bahsedilecektir. Bu 

makalede kullanılan kararlılık kriteri için aĢağıdaki teoreme ihtiyaç duyulmaktadır. 

 

Teorem 2.1:  

 

                                                                                                     (2.4) 

 

fark denklemi göz önüne alınsın.   , (2.4) denkleminin denge noktası olsun.  

   
  

   
        ve    

  

     
        olmak üzere,    denge noktasının kararlı 

olması için gerek ve yeter Ģart           eĢitsizliğinin sağlanmasıdır [47,48]. 

 

O halde Ģu teorem verilebilir: 

 

Teorem 2.2: (2.2) denkleminin pozitif denge noktası    olsun.    denge noktası 

kararlı olması için gerek ve yeter Ģart  

 

         

     
                                                                                                                                               

(2.5) 

 

eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat:    denge noktası olduğundan, 

 

                                                                                                           (2.6) 

 

sağlanması gerektiği açıktır. Diğer taraftan,      
          ve 

       
          alınırsa     ve           

     
   

olması gerektiği görülür. 

Teorem 2.2 koĢullarından    denge noktasının kararlı olması için gereken eĢitsizliğin 
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       olduğu kolayca bulunabilir. Fakat her   için   azalan bir fonksiyon 

olduğundan     daima doğrudur. O halde kararlılık Ģartı (2.5) de verildiği gibidir. 

 

Burada   değiĢtikçe, denge noktalarının değiĢtiği de gözlemlenmektedir. Aklımıza   

nın değiĢiminin denge noktalarını nasıl etkilediği sorusu gelmektedir. Bu sorunun 

cevabı aĢağıdaki teoremle verilebilir. 

 

Teorem 2.3:   , i=1, 2 büyüme oranlarına karĢılık gelen denge noktaları      ve 

      olsun. Bu durumda,  

 

             
 
 
 

    
    

                                                                          (2.7) 

 

eĢitsizliği sağlandığı takdirde,   büyüdükçe, lokal kararlılık azalır.     

 

Ġspat: Denge noktası tanımından  

  

             ve 1                                                                         (2.8) 

 

olduğu bilinmektedir.       olduğundan                 sağlanır. Üstelik   

azalan bir fonksiyon olduğundan,           dir. Her       için 

         
     

          alınırsa,                

       

  
olduğu görülür. Ayrıca Teorem 

2.2 den       için 
       denge noktalarının kararlılık Ģartının  

 

             

       
                                                                                                                                         

(2.9) 
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olduğu açıktır. (2.7) hipotezinden de  

 

             

       
             

       

                                                                                                              
(2.10) 

 

elde edilir. (2.9) ve (2.10) karĢılaĢtırılırsa,      denge noktasının kararlılığının,      

denge noktasına göre daha az olduğu görülür. 

 

Sonuç :   ,       büyüme oranlarına karĢılık gelen denge noktaları      ve 

      olsun. Her               için            
 
 
 

   ise     denge 

noktalarının kararlılığı,      denge noktalarının kararlılığından daha azdır. 

 

2.3.1.     Anında Allee Etkisi 

 

Ġlk olarak bu bölümde gecikmeli lineer olmayan fark denklemi 

 

                                                                                               (2.11) 

 

incelenecektir.  

 

Daha önce bahsedilen   ve   fonksiyonu üzerindeki kabullerimizden dolayı, (2.11) 

denkleminin en çok iki denge noktası vardır [35]. Kabul edelim bu denge noktaları 

  
  ve   

  ve genellikten bir Ģey kaybetmeden   
    

  olsun. Denge noktası 

tanımından,        için  
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eĢitliği sağlanır.  

  

                 

 

olacak Ģekilde      fonksiyonunu tanımlarsak, Rolle Teoreminden,   
       

  

olacak Ģekilde en az bir    kiritik noktası vardır öyle ki          dır. 

ġimdi (2.11) denklemi için kararlılık Ģartı Ģu teorem ile verilebilir: 

 

Teorem 2.4:   
   ve   

  , (2.11) denkleminin pozitif iki denge noktası olsun ve kabul 

edelim ki    
    

   olsun.   
  denge noktası kararsızdır.    

   denge noktasının kararlı 

olması için gerek ve yeter Ģart  

 

   
   

     
   

    
   

 
     

   

    
   

                                                                                                               
(2.12) 

 

eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. 

Ġspat: (2.11) denkleminde                                  olarak alınırsa, 

  
  

   
        ve   

  

     
        olduğundan,       için 

  
        

      
     ve   

    
   

     
   

    
   

 
     

   

    
   

  elde edilir. Buradan Teorem 

2.1 den kararlılık Ģartının       için    
       

         
    olması 

gerektiği görülür.   
         olduğundan   

    dır ve   
  denge noktası 

kararsızdır [35]. Diğer yandan   
         aralığında daima   

    olup   
  denge 

noktası (2.12) eĢitsizliği sağlandığı takdirde kararlıdır. 

 

Teorem 2.5:     anındaki Allee etkisi denge noktalarının kararlılığını artırır. Yani, 

(2.11) denkleminin denge noktalarının kararlılığı (2.2) denkleminin denge 

noktalarının kararlılığından fazladır. 
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Ġspat: (2.2) denkleminde         
   olarak alınırsa,   

  denge noktası aynı 

zamanda (2.11) denkleminin de pozitif bir denge noktası olacaktır. (    
     ve 

        
   olduğundan      olarak bulunur.) Ayrıca   fonksiyonunun 

özelliklerinden dolayı    
      

  

    
  

   dır.  

 

   
      

  

    
  

   
  

     
  

    
  

 
     

  

    
  

                                                                                                   
 

 

olduğu kolayca görülebilir. ġimdi Teorem 2.2 ve Teorem 2.4 birleĢtirilirse, Allee 

etkisiz denklemin kararsız ve Allee etkili denklemin kararlı olduğu aralık 

bulabildiğimiz için, (2.11) denkleminin denge noktalarının kararlılığı (2.2) 

denkleminin denge noktalarının kararlılığından fazladır. 

 

2.3.2.   Anında Allee Etkisi 

 

                                                                                              (2.13) 

 

denklemini düĢünelim. Kararlılık için aĢağıdaki Teorem 2.6 verilmektedir. 

 

Teorem 2.6: (2.13) denkleminin   
  denge noktası kararsızdır.   

   denge noktasının 

kararlı olması için gerek ve yeter Ģart  

 

   
  

     
   

    
   

                                                                                                                                          
(2.14) 

 

eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. 
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Ġspat: (2.13) denkleminde                                 olarak alınırsa, 

  
   

   
        ve    

   

     
        olduğundan,       için   

      
      

   

    
   

 

ve   
    

  
     

   

    
   

 elde edilir. 

 

  
   kararlıdır      

       
    

      
      

   

    
   

     
  

     
   

    
   

   

    
      

   

    
   

    
  

     
   

    
   

   

    
   

     
   

    
   

 
     

   

    
   

        
  

     
   

    
   

 

 

  
         olduğundan  

 

   
   

     
   

    
   

 
     

   

    
   

    

 

olup,   
  denge noktası kararsızdır. Diğer yandan   

         aralığında daima  

 

   
   

     
   

    
  

 
     

  

    
   

    

 

eĢitsizliği sağlanır. Sonuçta,   
   denge noktasının kararlı olması için gerek ve yeter 

Ģart (2.14) eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

(2.2) denkleminin    denge noktası olsun.           alınarak (2.2) denkleminin 

denge noktaları ile (2.13) denkleminin denge noktaları aynı yapılabilir. 

 

Sonuç: (2.2) denkleminin    denge noktası kararlıdır ancak ve ancak (2.13) 

denkleminin    denge noktası kararlıdır. 

 

 



29 

 

2.3.3.         Anında Allee Etkisi 

 

                                                                                          (2.15) 

 

denklemini göz önüne alalım. [34] makalesinde kararlılık Ģartı Ģu teoremle 

verilmiĢtir. 

Teorem 2.7: (2.15) denkleminin   
  denge noktası kararsızdır.   

   denge noktasının 

kararlı olması için gerek ve yeter Ģart  

 

   
   

        
    

   

    
    

   
 

     
    

   

    
    

   
                                                                                            

(2.16) 

                                                   

eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat:       için   
      

       
     

  

    
    

   
 ve   

    
   

        
     

  

    
    

   
 

     
    

   

    
    

  
  

olduğu kolayca elde edilebilir. Teorem 2.1 den kararlılık için  

 

     
       

     
  

    
    

   
     

   
        

     
  

    
    

   
 

     
    

   

    
    

  
                         (2.17) 

 

Ģartının sağlanması gereklidir. (2.17) eĢitsizliğine denk olarak 

 

   
       

     
  

    
    

   
    

   
        

     
  

    
    

   
 

     
    

   

    
    

  
    

 

yazılabilir. Bu durumda kararlılık Ģartları aĢağıdaki (2.18) ve (2.19) eĢitsizlikleri 

olacaktır. 

 

   
   

      
     

  

    
    

   
 

        
     

  

    
    

   
 

     
    

   

    
    

  
                                                                 

(2.18) 

 

       
   

        
     

  

    
    

   
 

     
    

   

    
    

  
                                                                                   

(2.19) 
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         olduğundan  

 

   
   

   
   

    
  

    
    

   
 

     
   

    
  

    
    

   
 

     
    

   

    
    

  
    

 

  
  denge noktası kararsızdır [35].   

         aralığında (2.18) daima 

gerçekleneceğinden,   
  için kararlılık koĢulu (2.19) da verildiği gibidir. Bu ise ispatı 

tamamlar. 
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BÖLÜM 3 

 

 

3.                   Denkleminde     Durumu 

 

Bu bölümde  

                                                                                                     (3.1) 

denkleminin     durumu incelenmiĢtir [36]. Bu makalede notasyonlar ve   ve   

fonksiyonu altındaki kabuller Bölüm 2 ile aynıdır. Bu makalede verilen teoremler 

aĢağıdaki gibidir. 

Teorem 3.1:  

 

                                                                                                     (3.2) 

 

denkleminin pozitif denge noktası    olsun.    denge noktasının kararlı olması için 

gerek ve yeter Ģart  

 

         

     
 

    

 

                                                                                                                                         
(3.3) 

 

eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat: (3.2) denkleminin    civarında lineerleĢtirilmiĢ hali  

 

                                                                                      (3.4) 
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olarak bulunacaktır.         olarak yazılırsa, karakteristik denklem  

 

                                                                                          (3.5) 

 

olarak bulunur. Kararlılık analizi için Ek A da verilen Schur-Cohn kriterinin (a.3) ve 

(a.4) koĢullarını uygulayabiliriz. Bu iki koĢuldan  

 

                                                                                                (3.6) 

 

                                                                                       (3.7) 

 

eĢitsizlikleri elde edilir. (3.7) eĢitsizliği çözülürse  

 

 
    

 
           

     

 
                                                                        (3.8) 

 

olması gerektiği görülür. Diğer yandan         için   azalan bir fonksiyon 

olduğundan           ifadesi daima negatiftir. O halde (3.6) ve (3.8) eĢitsizlikleri 

birleĢtirilirse,    denge noktasının kararlı olması için (3.3) Ģartının sağlanması 

gerektiğine ulaĢılır. 

 

Teorem 3.2: (3.1) denkleminde gecikme arttıkça kararlılık azalır. 

 

Ġspat: (3.1) denkleminin bir denge noktası    olsun. Bölüm 2 deki Teorem 2.2 de 

    için kararlılık Ģartı 
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(3.9) 

 

eĢitsizliği ile verilmiĢtir. Diğer yandan     için Teorem 3.1 de 

 

         

     
 

    

 
                                                                                                                

(3.10) 

 

eĢitsizliği bulunmuĢtur. (3.9) ve (3.10) eĢitsizliği karĢılaĢtırılırsa, iddia edilen sonuca 

ulaĢılır. 

 

3.1.     Anında Allee Etkisi 

 

Makalenin bu bölümünde gecikmeli, lineer olmayan Allee etkili fark denklemi 

 

                                                                                               (3.11) 

 

incelenmiĢtir. Bu denklem için kararlılık Ģartı Ģu teorem ile verilmiĢtir. 

 

Teorem 3.3:   
   ve   

 , (3.11) denkleminin pozitif iki denge noktası olsun ve  

   
    

  olarak kabul edelim.   
  denge noktası kararsızdır.   

   denge noktasının 

kararlı olması için gerek ve yeter Ģart  

 

   
   

     
   

    
   

 
     

   

    
   

  
    

 

                                                                                                         
(3.12)

  
 

 

eĢitsizliğinin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat: (3.11) denkleminde         ve        ,    denge noktası civarında Taylor 

serisine açılıp,      –   değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa aĢağıdaki lineerleĢtirilmiĢ 

(3.13) denklemine ulaĢılır: 
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(3.13) 

 

      için denge noktası koĢulu olan       
      

     koĢulu kullanılırsa (3.13) 

denkleminin karakteristik denklemi 

 

               
      

     
 

      

     
                                                        

 

Ģeklindedir. Schur-Cohn kriterleri koĢullarından 

  

       
      

     
 

      

     
                                                                     (3.14) 

     
      

     
 

      

     
         

      

     
 

      

     
  

 

                                  (3.15) 

 

elde edilir. (3.15) eĢitsizliği çözülürse  

 

     

 
    

      

     
 

      

     
  

     

 
                                                         (3.16) 

 

bulunur.          için, Bölüm 2 de tanımlanan      artan bir fonksiyon 

olduğundan (3.14) eĢitsizliği sağlanmaz ve   
  denge noktası kararsızdır [35]. Diğer 

yandan       fonksiyonu          aralığında azalan bir fonksiyondur. Bu 

aralıkta   
  denge noktasının kararlılığı için  
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                                                                        (3.17) 

 

Ģartının doğru olduğu görülür. 

 

Teorem 3.4:     anında Allee etkisi kararlılığı artırır. Yani, (3.11) denkleminin 

denge noktalarının kararlılığı (3.2) denkleminin denge noktalarının kararlılığından 

fazladır. 

 

Ġspat: (3.2) denkleminde         
   olarak alınırsa,   

  denge noktası aynı 

zamanda (3.11) denkleminin de pozitif bir denge noktası olacaktır (    
     ve 

        
   olduğundan      olarak bulunur). Ayrıca   fonksiyonunun 

özelliklerinden dolayı    
      

  

    
  

   dır.  

 

   
      

  

    
  

   
  

     
  

    
  

 
     

  

    
  

                                                                                                   
(3.18) 

 

olduğu kolayca görülebilir. Teorem 3.1 ve Teorem 3.3 birleĢtirilirse, Allee etkisiz 

denklemin kararsız ve Allee etkili denklemin kararlı olduğu aralık bulabildiğimiz 

için, (3.11) denkleminin denge noktalarının kararlılığı (3.2) denkleminin denge 

noktalarının kararlılığından fazladır. 

 

3.2.   Anında Allee Etkisi 

 

                                                                                              (3.19)
  
 

 

denklemi göz önüne alındığında kararlılık Ģartı Ģu teoremle verilmiĢtir. 
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Teorem 3.5: (3.19) denkleminin   
  denge noktası kararsızdır.   

   denge noktasının 

kararlı olması için gerek ve yeter Ģart  

 

   
   

     
   

    
   

 
     

   

    
   

                                                                                                                
(3.20) 

                                
 

   
      

   

    
   

     
  

     
   

    
   

 
     

   

    
   

                                                     (3.21) 

 

   
      

   

    
   

     
  

     
   

    
   

 
     

   

    
   

                                                     (3.22) 

 

eĢitsizliklerinin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat: Bu teoremin ispatı Teorem 3.3 deki adımlar takip edilerek benzer Ģekilde 

yapılabilir [36]. 

 

Teorem 3.6:   anındaki Allee etkisi kararlılığı azaltır. 

 

Ġspat:  

            

     
  ve           

     
                                                                (3.23) 

 

olarak tanımlansın. Daha önceden verilen Bölüm 2.2 deki (1)-(6) Ģartlarından     

ve     olduğu bilinmektedir. Ġspat iki aĢamada yapılacaktır.  

Ġlk olarak   
    

 
 olduğunu düĢünelim. Bu durumda (3.2) denkleminin denge 

noktaları Teorem 3.1 gereğince kararlı olmayacaktır. Bu kabul altında (3.20), (3.21) 

ve (3.22) Ģartlarından en az bir tanesinin sağlanmadığını göstermeliyiz. Bu Ģartları   

ve   cinsinden yazarsak 
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                                                                                                    (3.20a) 

                                                                                         (3.21a) 

                                                                                         (3.22a) 

elde edilir.  

1. Durum: Ġlk önce   
    

 
 olduğu duruma bakalım. (3.21a) eĢitsizliğinde   

değiĢkenini götürüp yerine yazarsak 

               
    

 
       

    

 
                                    (3.24) 

                                                                                       (3.25) 

 

Ancak y daima pozitif olduğundan (3.21a) eĢitsizliği sağlanmaz ve (3.19) 

denkleminin denge noktaları da kararsızdır. 

2. Durum:   
    

 

 
 olsun. Bu durumda, 

   
    

 
    

    

 
      

    

 

 

       
    

 
      

    

 
                                                   (3.26) 

Diğer yandan         olduğundan  

                         
    

 
   

yani, 

         
    

 
                                                                                     (3.27) 

elde edilir. (3.26) ve (3.27) birleĢtirilirse, bir kez daha (3.21a) eĢitsizliği sağlanmaz 

ve (3.19) denkleminin denge noktalarının kararsız olduğu görülür. 
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Ġkinci olarak,   
    

 
 olsun. Teorem 3.1 den (3.2) denkleminin denge noktaları 

kararlıdır. Tekrar yukarıda verilen (3.20), (3.21) ve (3.22) Ģartlarının hepsinin 

sağlanıp sağlanmadığını kontrol etmeliyiz. 

      
    

 
    olduğundan (3.20a) sağlanır. Bu durumda, 

 
  

   
    

 
      

    

 
     

    

 
 
 

  

       
    

 
                                                                (3.28) 

 

Ayrıca     ve     olduğundan           olduğu kolayca görülebilir. Bu 

eĢitsizliği (3.28) ile birleĢtirirsek (3.22a) nın sağlandığını görürüz. 

Son olarak (3.21a) eĢitsizliğini kontrol etmeliyiz. Bunun için ilk olarak    

           denkleminin köklerini bulmalıyız. Bu denklemin kökleri    

               

 
   ve    

               

 
   dır. Sonuç olarak, eğer   bu 

köklerin arasında kalıyorsa, yani         ise (3.21a) eĢitsizliği sağlanır. Diğer 

yandan kabulümüzden 
    

 
     dır. 

    

 

 
 ile     karĢılaĢtırılırsa  
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olup, (3.21a) koĢulunun 
    

 
      iken sağlandığını gösterir. Ancak 

    

 
   

   iken (3.21a) koĢulu sağlanmaz. Yani  (3.2) denkleminin denge noktaları kararlı 

iken (3.19) denkleminin denge noktaları kararsızdır. Bu da ispatı tamamlar. 

 

3.3.         Anında Allee Etkisi 

 

Son olarak  

 

                                                                                          (3.29) 

 

denklemi ele alınmıĢ ve kararlılık Ģartı Ģu Ģekilde verilmiĢtir. 

 

Teorem 3.7: (3.29) denkleminin   
  denge noktası kararsızdır.   

   denge noktasının 

kararlı olması için gerek ve yeter Ģart  

 

   
  

   
   

     
  

    
    

   
 

     
   

     
  

    
    

   
 

     
   

    
   

                                                (3.30) 

 

   
  

     
   

     
  

    
    

   
 

     
   

    
   

  
  

  
   

   
     

  

    
    

   
 

     
   

    
   

 

      
    

   
     

  

    
    

   
 

                           (3.31) 

 

 

   
  

     
   

     
  

    
    

   
 

     
   

    
   

  
  

  
   

   
     

  

    
    

   
 

     
   

    
   

 

      
    

   
     

  

    
    

   
 

                           (3.32) 
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eĢitsizliklerinin sağlanmasıdır. 

Ġspat: Bu teoremin ispatı Teorem 3.3 deki adımlar takip edilerek benzer Ģekilde 

yapılabilir [36]. 
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BÖLÜM 4 

 

 

4.                   Denkleminde     Durumu 

 

Bu özgün tez çalıĢmasının amacı (2.1) ile verilen denklemde     iken denge 

noktalarının kararlılık yapılarını analiz etmek ve     ve     için yapılan 

çalıĢmalar ile kıyaslamaktır.   fonksiyonu ve Allee etkisi fonksiyonu ile ilgili 

kabullerimiz ve notasyonlar yine aynıdır. 

 

Bu bölümde gecikmesini artırdığımız 

 

                                                                                                     (4.1) 

 

dördüncü mertebeden fark denklemi ele alınacaktır. Ġlk olarak kararlılık koĢulu 

verilecek, daha sonra sırasıyla               zamanlarında denkleme Allee etkisi 

eklenerek elde edilen aĢağıdaki 

 

                                                                                                    (4.2) 

 

denkleminin kararlılık yapısı ile karĢılaĢtırılacaktır.  
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4.1. k=4 Ġçin Schur-Cohn Kriteri  

 

                                                                           (4.3) 

 

fark denklemini ele alalım. Schur-Cohn kriterlerini bu denkleme uygulayıp, cebirsel 

iĢlemler yardımıyla düzenlersek aĢağıdaki sonuç elde edilir.  

 

(4.3) denklemine karĢılık gelen 

 

            
     

                                                               (4.4) 

 

karakteristik polinomunun, köklerinin birim çember içerisinde yatması için gerek ve 

yeter koĢul aĢağıdaki üç eĢitsizliğin aynı anda sağlanmasıdır: 

                                                                                             (4.5) 

                                                                                                              (4.6) 

  
          

        
    

   
           

           
      

               (4.7) 
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4.2. Kararlılık Analizi 

 

                                                                                      (4.8) 

 

olarak tanımlayalım.    denge noktası ise, 

 

             

 

olacağından          koĢulu sağlanmalıdır. Burada      ve     olarak 

alınmaktadır. Denklemde      –   değiĢken değiĢtirmesi yaparak denge 

noktasını 0‘a kaydırıp,         fonksiyonunu    civarında Taylor serisine açarsak 

aĢağıdaki sonuçlara ulaĢırız: 

 

          –   

                    

                                    

                          

                               

                                     

                                                                                            (4.9) 

 

ġimdi de,         olarak yazılırsa, karakteristik denklem  

 

                                                                                        (4.10) 

 

olarak bulunur. Burada kararlılık için artık     durumunda Schur-Cohn kriterini 

uygulayabiliriz. 
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Teorem 4.1: (4.1) denkleminin    pozitif denge noktası kararlıdır ancak ve ancak 

         

     
                                                                                   (4.11) 

 

sağlanır. 

 

Ġspat: LineerleĢtirilmiĢ denklemin karakteristik denkleminin            

          olduğu açıkça bilinmektedir. Schur-Cohn kriterlerinin (4.5) ve (4.6) 

koĢullarından 

 

                                                                                                      (4.12) 

                                                                                                      (4.13) 

                                                                                              (4.14) 

 

eĢitsizlikleri elde edilir. Diğer yandan         için   azalan bir fonksiyon 

olduğundan           ifadesi daima negatiftir. O halde bu üç eĢitsizlik  

 

                                                                                                    (4.15) 

 

eĢitsizliğine indirgenir. Son olarak (4.7) Ģartından 

 

                                                                  (4.16) 

 

eĢitsizliğinin çözülmesi gerekmektedir (Bakınız Ek B). (4.15) ve (4.16) eĢitsizlikleri 

birleĢtirilirse (4.11) hükmünün sağlandığı görülür. 
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Teorem 4.2:    , i=1, 2 büyüme oranlarına karĢılık gelen denge noktaları      ve 

      olsun. Bu durumda,  

 

             
 
 
 

    
    

                                                                        (4.17) 

 

eĢitsizliği sağlandığı takdirde   büyüdükçe, lokal kararlılık azalır.     

Ġspat: Bu teoremin ispatı Teorem 2.3 deki ispata benzer Ģekilde yapılabilir. 

 

Teorem 4.3: (2.1) denkleminde gecikme arttıkça, kararlılık azalır.  

Ġspat:   , (2.1) denkleminin denge noktası olsun. Daha önce yapılan [36] 

çalıĢmasında     için kararlılık Ģartı Teorem 3.1 ile verilmiĢtir. Bu durumda  

 

         

     
 

    

 
               

                                                                (4.18) 

 

olması gerekmektedir. (4.18) eĢitsizliği, (4.11) eĢitsizliği ile karĢılaĢtırılırsa,     

anında kararlı fakat     anında kararsız olan denge noktaları bulunduğundan 

istenilen sonuca ulaĢılır. 

 

4.3.     Anında Allee Etkisi  

 

Bu kısımda, (4.2) denkleminde Allee etkisi fonksiyonu olan   fonksiyonu,         

olarak alınmıĢ, yani 

 

                                                                                            (4.19) 
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denklemi incelenmiĢtir. 

 

Daha önce 2.2. bölümünde bahsedilen   ve   fonksiyonu üzerindeki kabullerimizden 

dolayı, (4.19) denkleminin en çok iki denge noktası vardır [35]. Kabul edelim bu 

denge noktaları   
  ve   

  ve genellikten bir Ģey kaybetmeden   
    

  olsun. Denge 

noktası tanımından,        için  

 

       
      

                                                                                        (4.20) 

 

eĢitliği sağlanır.  

 

                 

 

olacak Ģekilde      fonksiyonunu tanımlarsak, Rolle Teoreminden,   
       

  

olacak Ģekilde en az bir    kiritik noktası vardır öyle ki          dır. O halde Ģu 

teorem verilebilir: 

 

Teorem 4.4: (4.19) denkleminin   
  denge noktası kararsızdır.   

  denge noktası 

kararlıdır ancak ve ancak  

 

   
  

     
  

    
  

 
     

  

    
  

                                                                               (4.21) 

 

eĢitsizliği sağlanır. 

 

Ġspat: (4.19) denkleminde         ve        ,    denge noktası civarında Taylor 

serisine açılıp,      –   değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa aĢağıdaki lineerleĢtirilmiĢ 

(4.22) denklemine ulaĢılır: 



47 

 

          –   

                        –   

                                                       –   

                                           

                                            –   

         
      

     
            

      

     
            

 
                   

   
      

     

      

     
            –   

         
      

     
       

      

     
       

      

     

      

     
      

  

            
      

     
 

      

     
     .

 
                                                    (4.22) 

 

(4.22) denkleminin karakteristik denklemi 

 

               
      

     
 

      

     
                                                        

 

Ģeklindedir. Schur-Cohn kriterleri ilk ve ikinci koĢullarından 

  

       
      

     
 

      

     
                                                                     (4.23) 

       
      

     
 

      

     
                                                                     (4.24) 
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elde edilir.          için      artan bir fonksiyon olduğundan (4.23) eĢitsizliği 

sağlanmaz ve   
  denge noktası kararsızdır [35]. Diğer yandan       fonksiyonu 

         aralığında azalan bir fonksiyondur. Bu aralıkta   
  denge noktası için 

(4.23) ve (4.24) eĢitsizliklerinin sağ tarafları daima doğrudur.   
   denge noktasının 

kararlılığı için (4.24)  eĢitsizliğinin sağ tarafı olan 

 

    
      

     
 

      

     
                                                                              (4.25) 

 

koĢulu ve Schur-Cohn kriterlerinin üçüncü koĢulu olan (Teorem 4.1 deki (4.16) 

eĢitsizliği ile aynı) 

  

                                                                 (4.26) 

 

eĢitsizliklerinin ortak çözülmesi gerekmektedir. Buradan yine kararlılık Ģartı için 

 

   
  

     
  

    
  

 
     

  

    
  

                                                                               (4.27) 

 

olması gerektiği görülür. 

 

Teorem 4.5:     anındaki Allee etkisi denge noktalarının kararlılığını artırır. Yani, 

(4.19) denkleminin denge noktalarının kararlılığı (4.1) denkleminin denge 

noktalarının kararlılığından fazladır. 
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Ġspat: (4.1) denkleminde         
   olarak alınırsa,   

  denge noktası aynı 

zamanda (4.1) denkleminin de pozitif bir denge noktası olacaktır. (    
     ve 

        
   olduğundan      olarak bulunur.) Ayrıca   fonksiyonunun 

özelliklerinden dolayı    
      

  

    
  

   dır.  

 

   
      

  

    
  

   
  

     
  

    
  

 
     

  

    
  

                                                                                                   
(4.28) 

 

olduğu kolayca görülebilir. ġimdi Teorem 4.1 ve Teorem 4.4 birleĢtirilirse, Allee 

etkisiz denklemin kararsız ve Allee etkili denklemin kararlı olduğu aralık 

bulabildiğimiz için, (4.19) denkleminin denge noktalarının kararlılığı (4.1) 

denkleminin denge noktalarının kararlılığından fazladır. 

 

4.4.   Anında Allee Etkisi  

 

Bu bölümde (4.2) denklemi  

  

                                                                                              (4.29) 

 

formunda ele alınacaktır. Burada yine   fonksiyonu Allee etkisi fonksiyonunu temsil 

etmektedir. Yine   
  ve   

  gibi pozitif iki denge noktası olduğu    
    

   ve (4.20) 

eĢitliğinin sağlandığı kabul edilmektedir. 

 

Teorem 4.6: (4.29) denkleminin   
  denge noktası kararsızdır. Diğer yandan,   

  

denge noktası kararlıdır ancak ve ancak 
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                                                                                              (4.30) 

    
      

  

    
  

 
 

     
      

  

    
  

 
 

        
      

  

    
  

 
 

      
      

  

    
  

         (4.31) 

    
      

  

    
  

 
 

     
      

  

    
  

 
 

        
      

  

    
  

 
 

      
      

  

    
  

         (4.32) 

eĢitsizlikleri sağlanır. 

 

Ġspat: (4.29) denkleminin sağ tarafı,    denge noktası civarında Taylor serisine 

açılıp,      –   değiĢken değiĢtirmesi yapılırsa Teorem 4.4 dekine benzer yolla 

aĢağıdaki lineerleĢtirilmiĢ denkleme ulaĢılır: 

 

                                                           .    (4.33)                                                                                                                                                                                                       

                                                                                                                            

(4.20) eĢitliği kullanılarak düzenlenirse 

 

                 

     
             

     
                                          (4.34) 

 

elde edilir. Bu denklemin karakteristik polinomu  

 

                    

     
             

     
                                           (4.35) 

 

biçimindedir. Schur-Cohn kriterlerinin ilk ikisinden 
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                                                                     (4.36) 

ve üçüncüsünden 

 

           

     
          

     
 
 

            

     
 
 

         

     
              

     
 
 

                                                                                                     

                                                                                                                                          (4.37) 

 

elde edilir.    ) fonksiyonu          için artan bir fonksiyon olduğundan   
  

denge noktası kararsızdır. Ayrıca    ) fonksiyonu          için azalan bir 

fonksiyon olduğundan, (4.36) ve (4.37) denklemleri birleĢtirilip ortak çözülürse   
  

denge noktası için kararlılık Ģartları (4.30), (4.31) ve (4.32) olacaktır. 

 

Teorem 4.7:  

           

     
 

 

              

     
 
 

               

     
 
 

        

     
            (4.38) 

eĢitsizliği sağlandığı takdirde,   anında Allee etkisi kararlı yapıyı kararsız hale 

dönüĢtürür, kararsız yapıyı bozmaz. 

 

Ġspat: Ġlk olarak  

            

     
  ve           

     
                                                                (4.39) 

olarak tanımlansın. (4.38) koĢulu bu tanımlamaya göre yeniden yazılırsa 

 

                                                                                    (4.38a) 
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elde edilir. Daha önceden verilen Bölüm 2.2 deki (1) – (6) Ģartlarından     ve 

    olduğu bilinmektedir. Ġspat iki kısımda yapılacaktır. Ġlk önce (4.1) 

denkleminin denge noktaları kararsız iken Allee etkili (4.29) denkleminin denge 

noktalarının kararsız olduğu gösterilecek, daha sonra (4.1) denkleminin denge 

noktalarının kararlı olduğu durumda, (4.38) Ģartı altında (4.29) denkleminin denge 

noktalarının kararsız yapıya dönüĢtükleri ispatlanacaktır. 

1. Durum: Ġlk önce      olduğu duruma bakalım. Bu durumda (4.1) denklemi, 

Teorem 4.1 deki (4.11) eĢitsizliği sağlanmayacağından dolayı kararlı olmayacaktır. 

Hükmün gerçeklenmesi için Teorem 4.6 daki (4.30), (4.31) ve (4.32) 

eĢitsizliklerinden en az birinin sağlanmadığını göstermeliyiz. Teorem 4.5 deki bu üç 

koĢulu   ve   cinsinden sırasıyla yazacak olursak   
  denge noktası kararlıdır    

                                                                                                          (4.30a) 

                                                                             (4.31a) 

                       .                                                     (4.32a) 

 

(i)      olsun. Bu durumda  (4.31a) koĢulu sağlanır. (4.32a) koĢulunun her 

iki tarafına –    eklenir ve      yerine yazılırsa 

  

                             

   , bu denklemin bir kökü olduğundan                

     olduğundan                 

 

bulunur. Ancak y daima pozitif olduğundan (4.31a) koĢulu sağlanmaz ve sonuç 

olarak (4.29) denkleminin denge noktaları da kararsız olarak bulunmuĢ olur. 
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(ii)      olsun.      iken (4.30a) koĢulunun sağlanmadığı aĢikardır. O 

halde         olduğunu düĢünelim. Bu aralıkta 

 

                                                                  (4.40) 

 

olduğunu biliyoruz (Bakınız Ek B). Diğer yandan       ve     olduğundan, 

                 

                           

                    

                                                                                   (4.41) 

 

gerçeklenir. ġimdi (4.40) ve (4.41) birlikte düĢünülürse                

        elde edilir ki, (4.31a) koĢulunun bir kere daha sağlanmadığı görülmüĢ 

olur. 

 

2. Durum: Son olarak        olduğu duruma bakalım. Açıkça, Teorem 4.1 den 

(4.1) denkleminin denge noktaları kararlıdır. Amacımız, (4.38) Ģartı altında Teorem 

4.5 deki üç Ģartın sağlanıp sağlanmayacağını kontrol etmektir. 

     olduğundan (4.30a) koĢulu sağlanır. Ayrıca bu aralıkta 

 

                            

                         

olur ki, bu da bize (4.32a) eĢitsizliğinin daima sağlandığını gösterir. Son olarak, 

sadece (4.31a) eĢitsizliğinin sağlanıp sağlanmadığını kontrol etmek yeterlidir.  
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Hipotezden, 

                                           

                                           

olup, (4.31a) koĢulunun (4.30) hipotezi altında sağlanmadığını gösterir. O halde (4.1) 

denkleminin denge noktaları kararlı iken (4.29) denkleminin denge noktaları 

kararsızdır. Bu da ispatı tamamlar. 

 

4.5.   ,      Anında Allee Etkisi  

 

Son kısım olarak bu bölümde  

 

                                                                                          (4.42) 

 

denklemi ele alınmıĢtır. Denge noktası, Allee etkisi,   fonksiyonu altındaki tüm 

koĢullar burada da aynen kabul edilmektedir. 

 

Teorem 4.8: (4.42) denkleminin   
  denge noktası kararsızdır.   

  denge noktasının 

kararlı olması için gerek ve yeter Ģart  

 

   
  

   
   

     
  

     
    

  
 

     
   

     
  

     
    

  
 

     
  

    
  

                                                (4.43) 

       
  

     
   

     
  

     
    

  
 

     
  

    
  

                                                          (4.44) 

     
  

        
     

  

     
    

  
 

     
  

    
  

  
 

    
  

        
     

  

     
    

  
 

     
  

    
  

  
 

 

          
    

   
     

  

     
    

  
 
 

    
  

     
   

     
  

     
    

  
 

     
  

    
  

                   (4.45) 
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                     (4.46) 

 

eĢitsizliklerinin sağlanmasıdır. 

 

Ġspat: (4.42) denkleminin    denge noktası civarında lineerleĢtirilmesiyle  

                              
                

            
                                     

denklemi kolayca elde edilebilir. Denge noktası koĢulu olan (4.20) eĢitliği 

kullanılarak düzenlenirse 

 

              
       

        
            

       

        
         

     
         (4.47) 

 

elde edilir. (4.47) denkleminin karakteristik polinomu 

 

                 
       

        
       

     
       

        
 

      

     
  

 

Ģeklindedir. Schur-Cohn kriterinin ilk iki Ģartından 

  

    
   

       

        
 

     
       

        
 

      

     
                                                   (4.48) 
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                                                 (4.49) 

elde edilirken, üçüncü Ģartından ise aĢağıdaki eĢitsizlik elde edilir 

 

  
    

     
       

        
 

      

     
      

     
       

        
 

      

     
  

 

         
       

        
 
 

   
     

       

        
 

      

     
 

  

        
     

       

        
 

      

     
  

 

.                                                          (4.50) 

 

   ) fonksiyonu          için artan bir fonksiyon olduğundan (4.48) sağlanmayıp 

  
  denge noktası kararsızdır. Ayrıca    ) fonksiyonu          için azalan bir 

fonksiyon olduğundan, (4.49) ve (4.50) denklemleri birleĢtirilip ortak çözülürse   
  

denge noktası için kararlılık Ģartları (4.43), (4.44), (4.45) ve (4.46) olacaktır. 
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BÖLÜM 5 

 

 

5. NÜMERĠK ÇALIġMALAR 

 

Bu bölümde Ģu ana kadar yaptığımız teorik çalıĢmaları desteklemek amacıyla 

nümerik çalıĢmalara yer verilmiĢtir. Bu çalıĢmalar Matlab programı kullanılarak 

yapılmıĢtır. Örnek olarak ‗Lojistik Fark Denklemi‘ olarak bilinen  

 

                                                                                              (5.1) 

 

denklemi kullanılmıĢtır [3]. Burada     büyüme oranı ve     taĢıma kapasitesi 

olarak ele alınmıĢtır. BaĢlangıç koĢulları olarak    ,    ,    ,    seçilmiĢ ve uygun 

bir                       seçimi ile      olacağı garanti edilmiĢtir. 

 

Ġlk olarak ġekil 5.1.a-c de   parametresi arttıkça, denge noktalarının kararlılığının 

azaldığı görülmektedir.  

 

(a) 
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                           (b)                                                                     (c) 

 

ġekil 5.1. 

Parametre değiĢiminin kararlılık üzerindeki etkisi 

                  denkleminin yoğunluk-zaman grafiği ve baĢlangıç koĢulları  

                           ve        , a)       

b)       c)       

 

ġekil 5.2. de (5.1) denkleminde     anında Allee etkili ve etkisiz denklemler 

karĢılaĢtırılarak, Teorem 4.5 desteklenmiĢtir. Allee etkili denklemde denge noktasına 

daha çabuk ulaĢıldığı, kararlılığın arttığı görülmektedir. 
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ġekil 5.2.     anında Allee etkisiz ve Allee etkili denklemin karĢılaĢtırmaları 

                  ve                          denklemlerinin 

yoğunluk-zaman grafiği,                       ve       ,          , 

baĢlangıç koĢulları                              ve         . 

 

ġekil 5.3. de                    denkleminde     olarak alınmıĢ ve     

ve     durumlarında     anındaki Allee etkili ve etkisiz davranıĢlar 

karĢılaĢtırılmıĢtır. Burada da Teorem 4.3 de gecikme arttıkça kararlılığın azaldığı 

doğrulanmaktadır. 

 

 

ġekil 5.3.     ve     olduğunda     anında Allee etkileri 

                          ve                       ,       , 

         , baĢlangıç koĢulları                              ve     
    . 
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ġekil 5.4 de                    denkleminde     olarak alınmıĢ ve     

ve     durumlarında   anındaki Allee etkili ve etkisiz davranıĢlar 

karĢılaĢtırılmıĢtır. 

 

 
 

ġekil 5.4.     ve     olduğunda   anında Allee etkileri 

                        ve                 ,       ,          , 

baĢlangıç koĢulları                              ve         . 

 

Son olarak   anında Allee etkisi durumunda, Teorem 4.7 deki (4.38) koĢulu        

olduğunda sağlanmıĢ ve gerçekten kararlılık yapısının bozulduğu gözlemlenmiĢtir 

(ġekil 5.5).       olduğunda, (4.38) koĢulu sağlanmayıp sadece kararlılığın 

azaldığı gözlemlenmiĢtir (ġekil 5.6).       olduğunda ise (4.38) koĢulu sağlanmıĢ 

fakat her iki durumda da denge noktası kararsızdır (ġekil 5.7). 
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ġekil 5.5.   anında Allee etkisinin kararlılığa etkisi 

                  ve                         ve                 , 

      ,           ve       , baĢlangıç koĢulları                      
          ve          . 

 

 

ġekil 5.6.   anında Allee etkisinin kararlılığa etkisi 

                   ve                         ve                 , 

      ,           ve      , baĢlangıç koĢulları                     
         ve         . 
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ġekil 5.7.   anında Allee etkisinin kararlılığa etkisi 

                   ve                         ve                 , 

      ,           ve      , baĢlangıç koĢulları                     
         ve         . 

 

Son olarak ġekil 5.8 de (5.1) örneğinin büyüme oranı   ya ve         oranına bağlı 

değiĢimini görmekteyiz. Gerçekten Allee etkili olan kısım (sağda), daha küçük olup 

Allee etkisinin kaotik çözümlerde dalgalanmaları daha aza indirgediğini 

göstermektedir. Bu Allee ile ilgili diğer yaklaĢımlara göre farklı bir davranıĢtır.   
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ġekil 5.8. Kararlılık karĢılaĢtırmaları 

                  ve                           ve          
             ,       ,           ve                , baĢlangıç koĢulları  

                         ve         Allee etkisiz kısım (solda) ve Allee 

etkili kısım (sağda). 
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BÖLÜM 6 

 

 

6. SONUÇLAR 

 

Bu tez çalıĢmasında, (2.1) genel fark denklemi ele alınmıĢ ve   gecikme parametresi 

artırılmıĢtır. Bunun sonucu olarak dördüncü mertebeden fark denkleminin genel 

kararlılık kriterleri ve Allee etkisi altındaki kararlılık davranıĢları incelenmiĢtir. [34] 

çalıĢmasından farklı olarak LineerleĢtirilmiĢ Kararlılık Teoremi yerine Schur-Cohn 

Kriterleri kullanılmıĢtır. 

Tanımlar, notasyonlar ve   ve   fonksiyonu altındaki koĢullar [34] ve [36] 

makalesindekilerle aynı Ģekilde alınmıĢtır. Yine [34] çalıĢmasında olduğu gibi Allee 

etkisinin genelde kararlılığı artıran bir yapısı olmasına rağmen, bu çalıĢmada farklı 

bir sonuç elde edildiği gösterilmiĢtir.     için,     anındaki Allee etkisi 

denklemin kararlılık yapısını artırırken,   anındaki Allee etkisi kararlılık yapısını 

etkilememiĢtir.     için,     anındaki Allee etkisi denklemin kararlılık yapısını 

artırırken,   anındaki Allee etkisi kararlılık yapısını azaltmıĢtır. Bu çalıĢmada ise 

    için,     anındaki Allee etkisinin denklemin kararlılık yapısını artırdığı, 

ancak belli Ģart altında   anındaki Allee etkisinin kararlılık yapısını değiĢtirdiği 

sonucu elde edilmiĢtir. Bu sonuç diğer çalıĢmalardan oldukça farklı bir sonuç olup, 

kararlılık yapısını tamamen bozması biyolojik açıdan daha önemli ve gerçekçidir. 

Ayrıca gecikme parametresini artırdıkça, kararlılığın azaldığı gözlemlenmiĢtir. 

Bulunan teorik sonuçlar nümerik simülasyonlar ile desteklenmiĢtir. 
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EKLER 

 

A. Lokal Asimptotik Kararlılık Ġçin Schur-Cohn Kriteri 

 

  ‘ler  reel sayı olmak üzere, k. mertebeden lineer fark denklemini ele alalım: 

 

                                                                        (a.1) 

 

(a.1) denkleminin denge noktalarının kararlı olması için gerek ve yeter Ģart 

  

            
                                                                         (a.2) 

 

karakteristik polinomunun kökleri olan µ‘ lerin       Ģartını sağlamasıdır. 

 

ġimdi (a.2) denkleminin köklerinin       Ģartını sağlaması için gerekli olan teorem 

verilecektir. Ancak, bunun için bazı tanımlar verelim: 

 

Tanım A.1: Herhangi bir         matrisinin ilk ve son satır ve sütunlarının aynı 

anda silinmesiyle elde edilen matrislere, B matrisinin ‗iç matrisleri‘ (inner matrix) 

adı verilir. B matrisinin kendisi de iç matristir. 

 

Tanım A.2: Eğer bir B matrisinin tüm iç matrislerinin determinantı pozitif ise, B 

matrisine ‗pozitif içlenebilir matris‘ (positive innerwise) adı verilir. 
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Teorem A.1: (a.2) denkleminin köklerinin birim çember içinde yatması için gerek ve 

yeter koĢul aĢağıdaki üç eĢitsizliğin sağlanmasıdır: 

1)       , 

2)             , 

3)             boyutundaki 

 

  

matrislerinin pozitif içlenebilir matris olması gerekmektedir.          

Burada dikkat çekeceğimiz önemli bir husus, Schur-Cohn kriterinin     

durumunun Bölüm 2 de verilen Teorem 2.1 deki ‗LineerleĢtirilmiĢ Kararlılık 

Teoremi‘ ile birebir örtüĢmesidir. Gerçekten     için karakteristik denklem 

               olup yukarıdaki kararlılık Ģartları              

eĢitsizliğine indirgenmektedir.     durumunda ise            
         

karakteristik denklem olup denge noktasının kararlı olması için gerek ve yeter Ģart  

 

                                                                                                   (a.3) 

                
                                                                                   (a.4) 

eĢitsizlikleri ile verilmektedir. Bu tez çalıĢmasında ise     için Schur-Cohn kriteri 

indirgenerek Bölüm 4 ‗te verilmiĢ ve asimptotik kararlılık için bu Ģart kullanılmıĢtır. 
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B. EĢitsizliklerin Çözülmesi 

 

 

Teorem 4.1 de verilen (4.16) eĢitsizliğinin çözümü için   
 

     
 yazılarak (4.16) 

eĢitsizliği  

 

            

     
          

     
 
 

             

     
 
 

                                          (b.1) 

 

eĢitsizliğine indirgenebilir. Bu eĢitsizlik düzenlenirse 

 

          

     
 
 

          

     
 
 

          

     
                                             (b.2) 

 

           

     
 
 

          

     
 
 

          

     
                                         (b.3) 

 

eĢitsizliklerine ulaĢılır.           

     
 alınarak yeniden yazarsak –          

     ve              eĢitsizlik sistemine ulaĢılır. Bu sistemin köklerini 

Matlab kullanarak bulursak aĢağıdaki sonuçlar elde edilir : 

 

Matlab komutu: solve(‗-x^3+x^2+2*x-1‘) 

birinci kök yaklaĢık olarak : 

    

                    

Ġkinci kök :  
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Üçüncü kök  :      

 

                       

Köklerin iĢaret tablosu aĢağıda bulunmaktadır: 

 

 -1.8019    -1.2470      -0.4450      0.4450     1.2470        1.8019 

–      

        
+ + - - + + - 

        

        
- + + - - + + 
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