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ALLEE ETKISi ALTINDA KARARLILIK ANALIZi

OZET

Son yillarda matematiksel modelleme metotlari, disiplinler aras1 ¢alismada
biiyiik 6nem tasimaktadir. Bir olguyu ya da problemi nicelik olarak ¢6zemesek
bile, niimerik calismalar yaparak problemin ¢6ziimiine tahmin vermek tip,
miihendislik, biyoloji ve ekoloji gibi bir c¢ok bilimsel sahada ilerlemeyi
beraberinde getirmistir. Ayrica kararhhk analizi, tahmin edilen bu ¢éziimlerin
dogrulugunu gostermekte ve problemin gelecek zamandaki davramslan
hakkinda bize bilgi vermektedir. Bu tez ¢alismasinda, T =3 iken X, =
AX.f (X;._7) lineer olmayan genel fark denkleminin kararhhk analizine
bakilmistir. Daha sonra denkleme Allee fonksiyonu olarak bilinen, negatif
popiilasyon yogunlugunu simgeleyen fonksiyon eklenmis ve kararhhk analizleri
karsilagtirnlmistir. Allee etkisi es bulamama, yiyecek kithgi, avlanma, az
dogurganlik oranmmin olmasi1 gibi durumlarda ortaya c¢ikan, popiilasyon
yogunlugu belli bir kritik yogunlugun altinda iken bilyiime oranmm diisiiriip,
popiilasyonun yok olmasina sebep olan bir etkidir. Sonu¢ olarak, daha once
T =1 ve T =2icin yapilan calismalar ile karsilastirilmis ve gecikme terimi
arttikca kararhihigin azaldigi, bazi durumlarda Allee etkisinin denklemin
kararhhk yapisim bozdugu ispatlanmstir. Ayrica, ‘Lojistik fark denklemi’ adi
verilen bir denklem iizerinde niimerik c¢alismalarla bulunan sonuglar
desteklenmistir.
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Esra ERDOGAN KARAOGLU

STABILITY ANALYSIS OF A GENERAL DIFFERENCE EQUATION
UNDER ALLEE EFFECT

ABSTRACT

Recently, mathematical models and methods have played an important role in
interdisciplinary studies. Although we couldn’t solve the problem or phenomena
guantatively, we can estimate the solutions by using numerical methods. Solving
problems qualitatively in this way has lead to improve different kinds of science,
such as biology, ecology and engineering. Also stability analysis could reveal
whether the estimated solution is true or not and could give a chance for making
sense of behaviour in advance. In this thesis, stability analysis of a general
nonlinear delay difference equation X;,q = AX,f(X,_r) is studied for T = 3.
Later, the Allee effect function, known as a negative population density
function, has been added to the equation. The Allee effect refers to a population
that has a maximal per capita growth rate at low density. This effect can be
caused by difficulties in, for example, mate finding, social dysfunction at small
population sizes, inbreeding depression, food exploitation, and predator
avoidance of defence. In conclusion, this model has been compared the
situations T = 1 and T = 2 which had been studied before. It has been shown
that the longer the delay be, the greater the destabilizing effect be. In some cases
the Allee effect can even annihilate the stability structure. And eventually, the
results found have been supported numerically with an example, called
‘Logistic Difference Equation’ by using Matlab.
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BOLUM 1

1. GIRIS

1.1. Tez Calismasinin Amaci

Son yillarda popiilasyon dinamigi Tlzerine ¢alismak, biyolojik sistemleri
matematiksel metotlar yardimiyla modellemek ve analiz etmek oldukga ragbet
gormiistiir ve gormektedir. Dogada cevabmi bilemedigimiz bir ¢ok olgunun,
karmasik yapilarin bu metotlar yardimiyla yaklasik olarak ¢6ziilmesi, ¢oziimiine
tahmin verilmesi bile ¢ok biiyiik dnem arz etmektedir. Oyle ki bu yontemler sadece
popiilasyon dinamiginde degil, tip, ekonomi ve ¢esitli mithendislik dallarinda da
kullanilmakta ve giiniimiiz teknolojisinin hizla ilerlemesini saglamaktadir. Bu agidan
matematiksel modelleme yontemleri, niimerik ¢aligmalar ve bilgisayar uygulamalari
bircok problemin cevabin1 bulmada ve dogadaki olaylari anlamada en etkili

yontemlerden birisidir.

Matematiksel modelleme yapabilmek i¢in olaylar1 gercege yakin ve mantikl
modellemek gerekir. Bu modelleri kurabilmek i¢in en ¢ok diferensiyel denklemler,
fark denklemleri, kismi tirevli denklemler, Kesirli diferensiyel denklemler,
fonksiyonel diferensiyel denklemler kullanilmaktadir. Siirekli zamanli devam eden
bir olayin modellenmesinde diferensiyel denklem kullanilirken, ayrik zaman
araliklarindaki olaylarin modellemesinde genellikle fark denklemleri kullanilir.
Aslinda fark denklemi, diferensiyel denkleme bir yaklasim verir. Fark
denklemlerinde bir onceki popiilasyonun bir sonraki popiilasyona etkisi yoktur.
Bireyler yasar, olir ve yerini diger nesle birakir. Diferensiyel denklemlerde ise
zaman [0, ) araliginda diistiniilebilir. Diferensiyel denklemlerin verdigi sonuglar,
bu sekilde nesillerin ayn1 anda yasamadigi (nonoverlapping) popiilasyonlari

modellemek agisindan dogaya daha uygundur.

1



Matematiksel modeller gelistikge, zaman igerisinde, onceden kurulan denklemlerin
dogayr agiklamakta yeterli olmadigi anlasilmistir. Var olan denklemlere gecikme
terimi eklemek veya problemi iyilestirecek sekilde fonksiyonlari degistirmek,
fonksiyonlar eklemek modelin gerce§e daha yakin olmasit ic¢in yapilan

yenilestirmelerdendir.

Gecikme teriminin kullanilmasina bir 6rnek cinsel olgunlasma siireci gosterilebilir.
Bireylerin su andaki biiylime oranlarina, kendinden once gelen kusaklarin etkisi
varsa bu biyolojik anlamda gecikmeyi ifade eder. Ornek olarak balinalar1 verebiliriz.
Balina disileri 7 yasinda cinsel olgunluga ulasmaktadir. Bu durumda simdiki zamana
etki eden dogurganlik, 7 y1l 6nce dogan bireylerden ve daha 6nce olgunluk kazanan

diger bireylerden gelmektedir.

Bir olayr modelledikten sonra ayrica mithim olan kismi onu olaya gore
yorumlayabilmektir. Eldeki verilere gore tutarli olup olmadigi deneme yanilma
yontemiyle belirlenebilir. Ozellikle lineer olmayan bir fark denklemini ya da
diferensiyel denklemi ¢6zemedigimiz zaman denklemi niteliksel olarak (qualitative)
¢Ozebiliriz. Bu gayede popiilasyon denklemlerinde kararlilik analizi ¢ok onemlidir.
Bir popiilasyonun yok olmamasi i¢in denge yogunluguna ulasmasi gerekmektedir.
Modellemeler yardimiyla gelecek zamanlardaki durum belirlenebilir, kararlilik
analiziyle de bu durumun devami hakkinda kesin bilgiye sahip olunabilir. Ornegin
popiilasyon dinamiginde pozitif denge noktasi, popiilasyonun varligini devam

ettirmesi, sifir denge noktasi ise popiilasyonun yok olusu anlamina gelmektedir.

Bu tez c¢aligmasinda, genel olarak ele alinan bir fark denklemine gecikme terimi
eklenmis, daha sonra denkleme Allee fonksiyonu katilmis ve denklemlerin kararlilik
yapilar1 incelenmistir. Bu calismalar ‘Lojistik Fark Denklemi’ ad1 verilen bir 6rnek

tizerinde nlimerik ¢aligmalar yardimiyla da desteklenmistir.



1.2. Fark Denklemlerine Genel Bir Bakis

Popiilasyon dinamiginde, diferensiyel denklemler siirekli zamanli olaylari
modellemek i¢in kullanilirken, fark denklemleri ayrik zamanli olaylari modellemek
icin kullanilir. Genellikle, ayrik zaman araliklar1 degisimin oldugu aralig: ifade eder.
Araligin uzunlugu bize, degisimin gergeklestigi sabit zamani verir. Ornegin, araligin
uzunlugu bir yil, bir ay, bir saniye olabilir ve ¢alisilan modele gore degisebilir. Eger
bir popiilasyonda, bir Onceki jenerasyon bir sonraki jenerasyon cinsinden
yazilabiliyorsa fark denklemi ile ifade edilebilir. Oregin (¢t + 1) inci jenerasyonu

x(t + 1) ile gosterirsek ve bu jenerasyon t. jenerasyona bagli ise
x(t+1) =f(6,x(t), t=012.. (1.1

olarak yazilabilir. (1.1) denklemi birinci mertebeden fark denklemi olarak
adlandirilir. ilk durumda x(t + 1) = f (x(t)) oldugunu diisiinelim. Diger taraftan,

herhangi bir x(0) noktasindan baslanirsa,

x(0), f£(x(0)), f(f (x(0))), f(F(f (x(0)))), ... (1.2)
iterasyonlar: diisiinilebilir. Notasyon olarak

x(0) = xo = f°(x0), f2(x0) = f(f (%)), f3(x0) = f(f (f(x0)))...(1.3)
gz bniine ahnmaktadir. x(t) = f%(x,) almarak diizenlenirse

x(t+1) =" (x0) = f(f (x0)) = f(xe) (1.4)
elde edilir. Bu ételeme olay “ayrik dinamik sistemler” igin bir drnektir.

Tamm 1.2.1: f, reel degerli bir fonksiyon olmak iizere k. mertebeden en genel fark

denklemi



f(ka,xt_,_k_l, o Xe4 10 Xt t) = 0, t = 0,1, (15)

formundadir. Eger f , t’ ye bagl ise otonom olmayan, t’ ye bagl degil ise otonom

fark denklemi adi verilir.

(1.5) denkleminin en sik kullanilan gésterimini

Xeak ¥ O Xeip_q + -+ apxe =bg, t=0,1, ... (1.6)

olarak yazabiliriz. (1.6) denkleminde a; # 0 oldugu takdirde denklemin mertebesi
k’ dir denir. Genelde, katsayilarin reel ve fonksiyonlarin reel degerli fonksiyon
olduklari kabul edilir. a; katsayilar1 j = 1, ...,k i¢in t ninveya x; nin (i =t,..,t+
k — 1) bir fonksiyonu olabilir.

Tamm 1.2.2: a; katsayilar1 j =1, ...,k i¢in t’den bagimsiz veya sabit ise, veya x;
i=t,.., t+k—1 degiskeninin bir fonksiyonu degilse, fark denklemine lineer
(dogrusal), aksi halde lineer olmayan fark denklemi adi verilir. Ayrica (1.6)
denklemi lineer ve Vt i¢in b, = 0 ise homojen, aksi takdirde homojen olmayan
fark denklemi adi verilir.

Fark denkleminin ¢oziimi, ¢ = 0,1, ... i¢cin yerine konuldugunda denklemi saglayan

x;¢ fonksiyonudur.
Ornek 1.1: t anindaki popiilasyon biiyiikliigiinii x; ile ve popiilasyondaki her bireyin
her jenerasyondaki dogurdugu birey sayisim a ile gostersin. (Bireylerin dogum
yaptiktan sonra 6ldiigii kabul ediliyor). Bu durumda popiilasyon modelimiz

Xt+1 = X (1.7)

olacaktir. Bu denklem birinci mertebeden, lineer ve homojen bir denklemdir.

X, = axy, X, = ax; = a’xy, ... (1.8)



iterasyonlariyla ¢dziim x, = a’x, olarak yazilabilir.

Xepke T Q1 Xeyp—1 T+ apxe =0 (1.9)

lineer fark denkleminde x, = A%, 2#0 alinarak ¢6ziim aranirsa,

AR 4 g A8k 4o g At =0 (1.10)
A+ a AT+ +aq,)=0 (1.11)

elde edilir ve A* # 0 oldugundan (A* + ;A% + .-+ a,) = 0 olmas1 gerektigi

goruliir.

Tamm 1.2.3: (A*+ a2 +--+a;) =0 denklemine (1.9) denkleminin
karakteristik polinomu adi verilir. Bu polinomun her bir kokiine 6z deger adi

verilir.

Tanim 1.2.4: x; . = f(Xepk—1, » Xt 41, X¢) denkleminde ¥ = f (X, ..., X, X) esitligini

saglayan ¢ozlime denge ¢oziimii (sabit nokta, denge noktasi) adi verilir.

Tanmim 1.2.5: Her € > 0 sayisina karsilik |x, — %| < § kosulunu saglayan biitiin x;
degerleri igin |x, — %| = |ft(xy) — X| < & olacak sekilde bir § >0 sayisi
bulunabilirse % denge noktasina kararh denge noktasi1 denir, aksi takdirde
kararsizdir. (Denk bir ifade ile X denge noktasinin kararli denge noktasi olmasi igin
gerek ve yeter sart Ve > 0 i¢in Oyle bir § > 0 sayis1 meveuttur dyle ki [xo — ¥| < §
iken vt = 0 i¢in |x; — %] = |f*(x,) — X| < & saglanmasidir.) Ek olarak, oyle bir
y > 0 sayis1 vardir 6yle ki her |x, — X| < y i¢in lim,_,,, x; = X kosulu saglaniyorsa
X denge noktasina cekici adi verilir. Eger bir denge noktast hem c¢ekici hem de

kararli ise o denge noktasina lokal asimptotik kararh denge noktasi adi verilir.
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Sekil 1.1. Kararli x* denge noktasi
X, baslangi¢ noktas1 x* denge noktasinin § komsulugunda iken
x(t) ¢oziimleri Vt > 0 igin x* denge noktasinin &€ komsulugunda kalmaktadir [4].

x(t)

X*+€ ‘ A

X*+0 A / \
N / AN
S T N
X*-€ \ / \

Sekil 1.2. Kararsiz x* denge noktasi
X, baslangi¢ noktas1 x* denge noktasina ne kadar yakin segilirse se¢ilsin
x(t) ¢oztimleri belirli bir t degerinden sonra, x* denge noktasinin &€ komsulugunun
icinde kalmamaktadir.



x(t)

X"+ T

A 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 t

Sekil 1.3. Asimptotik kararli x* denge noktasi
x(t) ¢Oziimleri zaman ilerledik¢e x* denge noktasina yaklagmaktadir.

Bu tezde kolaylik a¢isindan lokal asimptotik kararli denge noktasi yerine kisaca
kararli denge noktasi ifadesi kullanilmistir.



1.3. Warder Clyde Allee ve Allee Etkisi

Kariyerine Chicago’da baslayip bitiren Warder Clyde Allee, ¢alismalarinda istatistigi
kullanan ilk ekolojistlerden olup, ayn1 zamanda ekoloji dalinin ayr1 bir disiplin olarak

rol almasinda ¢ok etkili bir isim olmustur.

Allee’nin ilk hipotezi, sudaki bazi popiilasyonlarin suyun kimyasini etkiledigine
dayanmaktadir. Belirli su tiirleri suya kalsiyum tuzlar1 gibi bir¢ok koruyucu madde
birakmakta ve bu onlarin yagama sansini yiikseltmektedir. 1932 yilinda yeterli sayida
‘gold fish’ baliginin, suyun optimal kimyasal Ozelliklerini saglayabildiklerini
gostermistir. Daha sonra Allee, dinamik sistemlerin birbirlerini sadece yaris halinde
iken degil, mutualist yasarken de etkiledigini gosterecek deneysel ve goézlemsel
caligmalar yapmistir. Bu popiilasyonlarin kiimelesmesinin sonucu olarak, Odum

1953’te ‘Allee principle’ olarak bilinen Allee etkisini ortaya atmistir [2].

1.3.1. Allee Etkisi Uzerine Calismalar

[k galigmalarda ‘tsetse’ sineginin (tsetse fly), belirli bir yogunlugun altinda iken
kendiliginden ortadan kayboldugu gozlemlenmistir. Bazi tiirlerin (denizkestanesi,
rotifer vb.) yasama sanslarint daha ¢ok artirmak amaciyla grupca yasadigi analiz
edilmistir. Bu, tiirleri disaridan gelecek tehlikelere, kotii hava kosullarina, avcilara,
kimyasal veya fiziksel olaylara karsi daha giicli kilmaktadir. Bu durumda
kiimelesme, toplam yiizeyi azaltmaktadir (Bakiniz Sekil 1.4).



Sekil 1.4. Soguk hava kosullarinda kiimelesen bildircinlar

Grup kiiciildiikce, soguk havayla temas eden bildircin yiizeyi artar ve boylece 6liim
orani ylikselir.

Kisa bir siire sonra, kin kanathi bocek (Tribolium confusum) iizerine yapilan
calismada, Allee, dogum oraninin en yiiksek oldugu zamanin popiilasyonun denge
yogunlugunda oldugunu gostermistir. Yiiksek yogunlukta bireyler arasindaki yarigin
arttig1 ve yetiskin bireylerin yumurtalar1 yemeye basladig gozlemlenmistir. Diisiik
yogunlukta ise bocekler acisindan ilging bir sonu¢ olan, es bulma durumunun

azaldig1 ve disilerin daha az dogurdugu saptanmistir (Bakiniz Sekil 1.5).

Diisiik yogunluklu popiilasyonlardaki klasik goriis, bir siire sonra popiilasyonun
denge yogunluguna ulagsmasidir. Tiim kaynaklar elverisli oldugu siirece, (yemek,
barmma kosullari, iklim vb.) popiilasyon ¢ogalmaya baslar ve denge noktasina ulasir.
Ancak Allee, bunun her zaman bdyle olmayacagini savunmustur. Popiilasyonda,
birey sayisi azaldik¢a dogum oraninin azalacagini ve daha az geng birey tireyecegini,
daha az geng¢ bireyden daha az popiilasyon ortaya ¢ikacagmi ve bu durumun
popiilasyon yok olana kadar devam edecegini soylemistir. Bu bir Allee etkisi

ornegidir [5].



Yaklasik elli yil boyunca Allee etkisi, Allee ve 0grencileri tarafindan calisilmistir.
Ekoloji bilim adamlar1 genel olarak iki sebeple bu konudan uzak durmuslardir:
Birinci olarak, popiilasyon dinamigi iizerine bu konuda ¢alismak ger¢ekten uzun bir
siire¢ Ve toplu bir veri gerektirmekteydi. Ikinci durum ise o yillarda bu konu ilgilerini
pek ¢ekmiyordu. Ancak biyogesitliligin azalmasi, ¢evre dengelerinin bozulmaya
baglamasi ve Dennis’in [6] Allee etkisi {izerine yaptig1 kisa bir aragtirmadan sonra
bilim adamlarinin dikkatini ¢ekmeye baslamistir. Daha sonra azalan ya da kiigiik
popiilasyonlarin neden yok oldugu ilgi konusu olmustur. Bu konuda Caughley ‘the
declining population paradigm’, ‘the small population paradigm’ caligmalarini

yapmustir [7].

90’larin bagina gelindiginde calismalar hizlanmaya baslamis ve caligilan alanlar
artmistir. Deniz omurgasizlari, bitkiler, bocekler, omurgalilar, diisiik yogunluklu
popiilasyonlarda es bulamama durumu ¢alisilan konular arasinda yer almaktadir [8-

18].
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Sekil 1.6. Mahsullere ¢ok zarar veren ve cabuk ¢ogalabilen, Allee etkisinin
arastirilmasinda ilk kullanilanlardan kin kanatli bocek

Son yillarda yapilan ¢aligmalarda birgok hayvan tiiriiniin yok olmasina es bulamama
durumunun sebep oldugu goriilmektedir. Yogunluk azaldik¢a, ciftlesme
azalmaktadir. Burada popiilasyonun yer aldig1 alan da 6nem arz etmektedir. Alandaki
birey sayist seyreldik¢e, ya da popiilasyonun yayildigi alan genisledik¢e yeterli
derecede eslesme olamamaktadir. Ornek olarak Hint Okyanusu’ndaki biiyiik
midyelerin yerel yok olusunu verebiliriz [19]. Yogunluk arttik¢a {ireme oraninin da
arttigl gozlemlenmistir. Ayrica yine 1996’de yapilan bir calismada Madagaskar
maymunu ve firavun faresinin kendi tiirleriyle birlikte tutsak edildiginde, dogada ayr1

halde yasamalarindan daha ¢ok tiredikleri gosterilmistir [20].

Glinlimiizde soyu tiikenmeye yiiz tutan 6rneklerden bir tanesi de Afrikali vahsi
kopek turtdiir (the African wild dog-AWD, the African hunting dog, the painted
hunting dog). IUCN raporuna gore 5500 kopekten daha az bir popiilasyon kaldigi ve
bunlarin yarisindan daha azinin dogurganlik oranina sahip oldugu belirtilmistir [21].
Bu yok olmanin temel sebepleri baslica cevresel bozulma ve bulasic1 kopek
hastaliklarindan (kuduz, distemper) ileri gelmektedir. Afrikali vahsi kopek disileri
tek seferde yaklasik 20 kopek yavrusu dogurabilmekte ve yardim edecek diger
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kopeklere de ihtiya¢ duymaktadir. Kopeklerin bir kismi1 bu yavrular i¢in avlanmaya
giderken, bir kism1 da bu yavrular1 korumak i¢in disilerin yaninda kalmaktadir. Grup
sayisinin 4’ten daha az olmasi1 durumunda basarili bir sekilde ireme olmayacagi [21]
caligmasinda One siiriilmiistiir. Bu tlirlin toplu gezmesinin faydalar1 (foraging,
breeding, survival), hayatta kalmasi i¢in kopek gruplarinin belirli bir saymin altina
diismemesi gerektigi (en az 5 yetiskin), kaplan ve sirtlanlara kars1 savasabilmek icin

toplu yasamalar1 gerektigi daha birgok ¢alismada yer almigtir [22-24].

Sekil 1.7. Afrikali vahsi kopekler [24]

Genis alana yayilan bir poplilasyonun yogunlugunun artmasina bazi tiirlere 6zgi
davraniglar da etki edebilir. Disileri etkilemek veya kendini gostermek igin erkek
bireylerin sergiledigi davraniglar eslesme zamaninda eslerin birbirlerini bulmasina
yardim eden olaylardan biridir. Kuslarda daha ¢ok goriilen bu davranislar (lekking
behaviour) yiyecek bulmak igin alana yayilan popiilasyonu tekrar toplamak ig¢in iyi
bir fonksiyon olarak gosterilmektedir [25].
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Sekil 1.8. Allee etkisine ¢esitli 6rnekler
a) Tek bagina kalan agac tozlasma yapamamakta ve cogalamamaktadir. b) Avlanmak
icin birlikte gezen ton baliklari ¢) 400 den fazla gesit {iriinii yok edebilen meyve
sinegini yok etmenin yollarindan bir tanesi Allee etkisi yaratmaktir. d) Zararsiz bir
papagan olan Kakapo, yeteri kadar lireyememis ve diinyada sadece 54 tane kalmistir
[24].

Yiizyilin sonuna gelindiginde ise, Courchamp ve arkadaslar1 ve Stephens ve
Sutherland ayni dergide Allee etkisi iizerine iki makale yaymlamistir [24,27]. Bu
makalelerden sonra Allee etkisi ciddi sekilde dikkat ¢cekmeye baglamistir. Teorik ve
deneysel olarak yiiriitiilen Allee etkisi c¢alismalar1 hala gereken Onemini

kazanamamustir [5].
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1.3.2. Allee Etkisi Tanim ve Bilesen ve Demografik Allee Etkisi

Allee’ nin yine ilk baglardaki caligmalarindan birisi kirmizi akvaryum baligi
(goldfish) tizerinedir. Allee, suda hi¢ balik yokken suya balik atilmasi durumunda
bliylime orani ile suda daha 6nceden balik varken balik atilmasi durumunda biiyiime
oranlarint karsilastirmis ve ilk durumda biiyiime oranmnin daha az oldugunu
gozlemlemistir [1]. Daha sonraki calismalarda popiilasyon sayisinin artmasinin
liremeyi artirarak popiilasyonun yasama sansini kotii kosullara ragmen (sabit viicut
1sisinin yok olmasi Ornek verilebilir) uzattigi ve zehirli kimyasal ayraglardan
(reagents-suyu test etmek icin kullanilan kimyasallar) daha fazla korunmay1 sagladigi

gozlemlenmistir.

Popiilasyon sayisinin artmasinin daha bir ¢ok yarar1 siralanabilir; toplu halde
yasamak avcinin da popiilasyon biiyiikliglinli etkileyebilir ve avci popiilasyonunda
daralma ya da genisleme etkisi yapabilir. Grup halinde gezmek yine disaridan
gelebilecek olas1 avcer tehlikelerine karsi daha tetikte olmayr saglar. Avciyr fark
etmek ve saldirilara 6nlem almak daha erken olabilir. Yemek arayislarinda ortak
hareket etmek daha kolay avlanmay1 saglar. Yine yukarida bahsedildigi gibi viicut
1sisinin kotli hava kosullarina karsi sabit tutulmasi, es bulma kolayligi, iireme
bi¢imine gore tozlasma ya da d6llenmeyi kolaylastirma, yasanilan ¢evre diizenlemesi
ve lyilestirmesi gibi pek ¢ok bakimindan grup halinde yasamak bireylere faydalidir.
‘Cogu durumda tiirdes bireylerin biiyiik topluluklar halinde yasamasi diismanlarina
kars1 korunmak igin mutlaka gereklidir’ diyen Darwin’in de daha onceden buna

benzer yaklagimlar yaptigin1 gormekteyiz [29].

Allee tam olarak bir tanim yapmamasina ragmen, Allee etkisi tanimi, bireysel uyum
ve tiirdes yogunlugu arasindaki pozitif bagint1 olarak verilmektedir [28]. Allee’nin
orijjinal gozlemlerine gore biiyiikk popiilasyonlarda bireysel uyum bileseni
(component of individual fitness) (6liim veya tireme olasiligi 6rnek verilebilir) daha

yiiksektir. Burada bireysel uyum bileseninden kasit, bir bireyin yasaminin
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popiilasyonun yogunlugunu nasil etkiledigidir. Bu ayrisimi yapmak icin Allee

etkisini ‘Bilesen ve Demografik Allee etkisi’ olarak ikiye ayirabiliriz.

(a)

Uyum

(b

Popiilasyon Biiyiikliigii

Sekil 1.9. Bilesen ve Demografik Allee etkileri
Grup halinde iken tetikte olmak gibi bir davranis bilesen Allee etkisini artirabilir
(kisa noktalar). Demografik Allee etkisi negatif yogunluga baglidir (uzun noktalar,
miicadele veya tiikketim gib1). Popiilasyonun tamaminin uyumu (¢izgi) a) gii¢lii b)
ortalama c) zayif negatif yogunluklarda Allee etkileri d) Allee etkisinin sigmoid
bileseni ortalama yogunluklarda demografik Allee etkisine yol acabilir [28].

Bilesen Allee etkisi (Component Allee Effect), Afrikali kopeklerde oldugu gibi es
bulmaktan diger bireylerin yardimina kadar pek cok sekilde degisen etkenin bireyin
tiremesini etkilemesidir. Diger bir deyisle, bireysel uyum bileseninin yogunlukla olan
pozitif iliskisidir. Ancak diisiik yogunluklarda azalmaktadir. Ornekle daha iyi
anlasilir kilmak i¢in X ve Y hayvanlarini ele alalim. X hayvani kendi bolgesinde es
bulamayip ¢ogalamamis olsun. Y hayvani da es bulmus, 8 yavru dogurmus, fakat bu
yavrularin 5 tanesi ¢ift¢i tarafindan zehirlenmis olsun. Bu durumda X ve Y
hayvanlar1 bireysel olarak uyumdan diigmiistiir ve o y1l normal {ireme sayilarindan

daha az bir say1yla popiilasyonu etkilemistir.

Bireysel uyum bileseni, sadece iireme ile degil hayatta kalabilme miicadelesi ile de

popiilasyonun yogunlugunu etkileyebilir. Avlanma riski altinda olan tiirler veya
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tiirler aras1 kiimelesmelerin arasinda kalan kiiciik tiirler baskin tiirler tarafindan hedef

olabilir. Bu kiigiik tiirlerin yeterli yiyecek bulmak i¢in daha az sanslari olabilir.

Burada onemli olan [28] de ag¢iklandigi gibi, bilesen Allee etkisi uyumda diisiis
yaratabilir, fakat diger sosyal veya gevresel faktorler daha agir basarsa popiilasyonun
tamaminda bliylik bir diislis yaratmayabilir. Eger popiilasyon ¢oksa avcilara karsi
tetikte olmak daha kolay olabilir ve bireysel uyumu yiikseltebilir. Ancak popiilasyon
asir1 ¢oksa bireyler arasi rekabet baglayabilir, yiyecek bulmak zorlasabilir ve bireysel
uyum azalabilir. Yani burada 6nemli olan popiilasyon biiytikligl degil, popiilasyon

yogunlugudur.

Bilesen Allee etkisi, sadece bireysel uyumu diisiirmekle kalmayip ayni zamanda tiim
popiilasyonu da etkilemeye basliyorsa ‘Demografik Allee etkisi’ nden bahsetmek
miimkiindiir. Burada 6nemli fark, demografik Allee etkisi bireysel uyumda diisiise

yol acgan faktdrlerin, yani bilesen Allee etkilerinin toplamidir.

Burada dikkat edilmesi gereken bir husus da her zaman bilesen Allee etkisinin
demografik Allee etkisini olusturmayacagidir. Mesela, yukaridaki X hayvani es
bulamamis fakat ona uygun olan bir disi baska bir es bulmus ve X hayvanindan
olacak olan bireylerden belki de genotip ve fenotip olarak daha diizgiin ve saglikli
bireyler meydana getirmistir. Bu durumda X hayvaninin bireysel uyum bileseninin

hi¢bir 6nemi kalmamistir.
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Kaynaklardaki bolluk
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Sekil 1.10. Negatif yogunluk bagimlilig1 ve Allee etkisi
a) Popiilasyon biiyiise de kaynaklardaki azalma veya bireyler arasindaki yaris gibi
sebeplerden bireysel uyumda azalma olabilir. b) Lojistik denklem 6rneginde (Sekil
1.12) oldugu gibi bollugun artmasiyla kararli denge noktasi1 (k) ya dogru lineer bir
azalig olabilir. ¢) Bireysel uyum ortalama yogunlukta en fazla olacaktir. d)
Popiilasyon diisiik yogunlukta iken biiylime oran1 negatif ise biri kararsiz (C) digeri
kararli (U) iki tane denge noktasi1 ortaya ¢ikacaktir.

Demografik Allee etkisi de ‘Gliglii ve Zayif Allee etkisi’ olarak ikiye ayrilmaktadir.
Giugcli Allee etkisinde, yogunluk belirli bir kritik yogunlugun altina diistiiglinde,
birey basina diisen biiylime orani negatiftir. Bu yogunlugu gecemeyen popiilasyonlar
yok olur. Bircok calisma sadece giiclii Allee etkisini diisiiniirken, Allee’nin kendi
calismalar1 zayif Allee etkisini de diisiinmemiz gerektigini gostermistir [1,28,30-32].
Zayif Allee etkisinde ise diisiik yogunluklarda birey basina diisen biiyliime oran1 daha
diisiiktiir fakat higbir zaman negatif olmaz. Bu yiizden zayif Allee etkisinde kritik
yogunluk degeri yoktur (Bakiniz Sekil 1.11). Bu sebepledir ki bazen zayif Allee
etkisi ‘kritik degeri olmayan Allee etkisi’, giiclii Allee etkisi de ‘kritik Allee etkisi’

olarak sOylenmektedir. Balik¢ilik literatiirlinde Allee etkisi ‘cinsiyete bagimh
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olimliliik’ (depensation) olarak da kullanilir. Ancak ‘cinsiyete bagimli limliliik’

bir popiilasyon olay1 olup Allee etkisi ile karistiritlmamalidir [28,33].

Birey basma diisen biiyiime orani

a) - b)
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Sekil 1.11. Demografik Allee etkisi tanimlar
Birey basina diisen biiyiime orani ve yogunluk az oldugunda yogunluk arasindaki
pozitif iliski a) Allee etkisiz b) Zayif Allee etkisi c¢) Giiclii Allee etkisi
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Birey basma diisen
Biiviime orani (dN/dt)

Yogunluk Bagmliligi
Ters Yogunluk Bagmliligs (Allee Etkisi)

Popiilasyon Buviikligi (V)

Sekil 1.12. Popiilasyon dinamiginden basit bir lojistik denklem modeli
dN N(l N)(N 1)
at K)\K_
Z—IZ, K tasima kapasitesinin iistiinde negatif ve altinda pozitiftir. Allee etkisi

oldugunda, ‘Z—IZ verilen popiilasyon yogunlugunun altina diiser ve ayrica kritik K_

yogunlugunun da altinda negatif olabilir. Bu durum popiilasyonu yok olmaya
gotiirebilir.
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BOLUM 2

2. X1 = F(4, X, X;_r) Denkleminde T = 1 Durumu

Bu béliimde, bu tez ¢alismasinin temelini olusturan, Celik, Merdan, Duman ve Akin

tarafindan yayinlanan [34] ¢alismasindan bahsedilecektir. Bu makalede

Xev1 = F(A, X, Xe—1) (2-1)

fark denkleminde
Xev1 = F(L X, Xeo1): = AXo f (Xp-1) (2.2)

almarak, T = 1 i¢in kararlilik analizi ¢alisilmistir. Daha sonra denkleme Allee etkisi

katilarak
Xev1 = A Xpaf (Xe-1) (2.3)
denkleminin kararlilik yapist incelenmistir ve Allee etkisinin bir denge noktasinin

kararlihig: tizerindeki etkileri tartisilmistir. Burada a = a(X;_r, ..., X;) Allee etkisi

fonksiyonunu temsil etmektedir.
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2.1. Notasyon

A := Popiilasyonun biiylime oran1 (1>0)

X := t anindaki popiilasyon yogunlugu

T := Gecikme terimi (6rnegin tiremek igin gerekli olgunlagma siireci)
f(Xe_r) := Tiirler arasindaki yarisi, etkilesimi gosteren fonksiyon

c;ix := Poplilasyon yogunluguna gore tiirev

A := Allee etkisi katilmis denklemdeki biiyiime orani

a(X;_r, ..., X:) = Allee etkisi fonksiyonu
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2.2.T = 1 Durumu I¢in Genel Kabuller

Denklem (2.2) deki f fonksiyonu iizerindeki genel kabuller sunlardir:

1) X € [0,) igin dd_x (f(X)) < 0 dir (Popiilasyon yogunlugu arttikca, bireyler
arasindaki yarigin azaldig1 goz oniine alinmaktadir);

2)  f(0), pozitif sonlu bir sayidir;

3) limy_ f(X) = 0 dur.

Allee etkisi fonksiyonu ile ilgili kabuller de soyledir:

4) Popiilasyon olmadan, Allee etkisi var olamaz, yani, X = 0 ise a(X) =0
dir;
5) X > 0i¢in ;ix (a(X)) > 0 dir (ancak yogunluk arttik¢a, Allee etkisi azalir);

6) Yiksek yogunluktaki popiilasyonlarda Allee etkisi kaybolur, yani

lim,_,o a(X) = 1 dir.
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2.3. Lokal Asimptotik Kararlihk i¢cin Lineerlestirilmis Kararhlik Teoremi

Bu boliimde T = 1 durumu igin incelenen [34] makalesinden bahsedilecektir. Bu

makalede kullanilan kararlilik kriteri i¢in agsagidaki teoreme ihtiya¢c duyulmaktadir.

Teorem 2.1:

Xiv1 = F(Xp, Xe-1) (2-4)

fark denklemi g6z Oniine alinsin. X*, (2.4) denkleminin denge noktasi olsun.

oF
0Xe—1

p = STF(X LX) ve q:= (X*,X*) olmak lizere, X* denge noktasmnin kararl
t

olmasi igin gerek ve yeter sart |p| < 1 — q < 2 esitsizliginin saglanmasidir [47,48].
O halde su teorem verilebilir:

Teorem 2.2: (2.2) denkleminin pozitif denge noktast X* olsun. X* denge noktasi

kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

SED
X f(X*)> 1 (2.5)

esitsizliginin saglanmasidir.
Ispat: X* denge noktasi oldugundan,

1=2Af(X" (2.6)
saglanmas1  gerektigi  agiktir.  Diger  taraftan, p = Fy (4, X% X") ve

WHeS
=X
(X

Teorem 2.2 kosullarindan X* denge noktasinin kararli olmasi i¢in gereken esitsizligin

q:=Fx,_ (4 X",X") almrsa p=1 ve q olmas1 gerektigi goriliir.
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—1 < g < 0 oldugu kolayca bulunabilir. Fakat her X i¢in f azalan bir fonksiyon
oldugundan g < 0 daima dogrudur. O halde kararlilik sart1 (2.5) de verildigi gibidir.

Burada A degistik¢e, denge noktalarinin degistigi de gozlemlenmektedir. Aklimiza A
nin degisiminin denge noktalarini nasil etkiledigi sorusu gelmektedir. Bu sorunun

cevabi agagidaki teoremle verilebilir.

Teorem 2.3: 1;, i=1, 2 biiyiime oranlarmna karsilik gelen denge noktalar1 X® ve

A, < A, olsun. Bu durumda,

[ [*(ogr )| ax <o @7)
esitsizligi saglandigi takdirde, A biiytlidiikge, lokal kararlilik azalir.
Ispat: Denge noktasi tanimindan

1= fXMD)vel= 2 f(xD) (2.8)

oldugu bilinmektedir. 1; < A, oldugundan f(X®) > f(X®) saglanir. Ustelik f

azalan bir fonksiyon oldugundan, X < X® dir. Her i = 1, 2 igin

o ey (@
q; = Fx,_,(A; X, X®) alinirsa, q; = X (‘)%ﬁ); oldugu goriiliir. Ayrica Teorem

2.2deni = 1,2 i¢in X® denge noktalarmin kararlilik sartinin

H £1x©)
X(l)m > -1 (2.9)
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oldugu aciktir. (2.7) hipotezinden de

D IED) @ FE®)
xWLOD 5y L0 (2.10)

elde edilir. (2.9) ve (2.10) karsilastirilirsa, X denge noktasmin kararliliginin, X%

denge noktasina gore daha az oldugu goriiliir.

Sonuc : A;, i = 1,2 biiyiime oranlarina karsilik gelen denge noktalar1 X® ve
A <2, olsun. Her X € [X®M,X@] icin [X(logf(x))'] <0 ise X@denge

noktalarmin kararliligr, X denge noktalarinin kararliligindan daha azdir.

2.3.1. t — 1 Aminda Allee Etkisi
[lk olarak bu béliimde gecikmeli lineer olmayan fark denklemi
Xev1:= U Xea(Xe—1)f (Xe-1) (2.11)

incelenecektir.
Daha once bahsedilen f ve a fonksiyonu iizerindeki kabullerimizden dolayi, (2.11)
denkleminin en ¢ok iki denge noktasi vardir [35]. Kabul edelim bu denge noktalari

X{ ve X, ve genellikten bir sey kaybetmeden X; < X, olsun. Denge noktasi

tanimindan, { = 1, 2 i¢in
FaXDFED) = 1
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esitligi saglanir.
s(X) = a(X)f(X)

olacak sekilde s(X) fonksiyonunu tanimlarsak, Rolle Teoreminden, X7 < X < X,
olacak sekilde en az bir X, kiritik noktasi vardir 6yle ki s'(X)) = 0 dir.

Simdi (2.11) denklemi i¢in kararlilik sart1 su teorem ile verilebilir:

Teorem 2.4: X7 ve X5, (2.11) denkleminin pozitif iki denge noktasi olsun ve kabul
edelim ki X7 < X; olsun. X; denge noktasi kararsizdir. X; denge noktasinin kararl

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

« (A (X3) | f1(X3)
X (2224 L n2) -1 2.12
2 (a(x;) + f(x;)) > (2.12)

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat: (2.11) denkleminde A*X,a(X,_,)f(X,_,) == F(1*, Xy, X,_;) olarak alinrsa,

OF

q=—(X5X" oldugundan, i=1,2 igin
0Xp—1

oF * *
p.—a—Xt(X,X) ve

a'x;)  f1&xi)
+
aX;) = F&x3)

pi =VaX)fX;") =1veq =X ( ) elde edilir. Buradan Teorem

2.1 den kararlilik sartinin i = 1,2 i¢in |p;| <1—¢q; <2 & —1 < q; <0 olmasi
gerektigi gorilir. X7 € (0,X;) oldugundan q; >0 dir ve X; denge noktasi

kararsizdir [35]. Diger yandan X; € (X, ) araliginda daima g; < 0 olup X; denge
noktasi (2.12) esitsizligi saglandig: takdirde kararhidir.

Teorem 2.5: t — 1 anindaki Allee etkisi denge noktalarinin kararliligini artirir. Yani,

(2.11) denkleminin denge noktalarmin kararlilign (2.2) denkleminin denge

noktalarinin kararliligindan fazladir.
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Ispat: (2.2) denkleminde A = A*a(X;) olarak alinirsa, X; denge noktasi ayni
zamanda (2.11) denkleminin de pozitif bir denge noktasi olacaktir. (a(X;) <1 ve
A=2A1"a(X;) oldugundan A < A* olarak bulunur.) Ayrica a fonksiyonunun

«a'(X3)

220 > 0 dir.

Ozelliklerinden dolay1 X

e « (X3 | F1(x3)
X Xi(==2 4 122
2 F(xp) <42 (a(x—:) + f(x;))

oldugu kolayca goriilebilir. Simdi Teorem 2.2 ve Teorem 2.4 birlestirilirse, Allee
etkisiz denklemin kararsiz ve Allee etkili denklemin kararli oldugu aralik
bulabildigimiz i¢in, (2.11) denkleminin denge noktalarinin kararliligr (2.2)

denkleminin denge noktalarinin kararliligindan fazladir.

2.3.2. t Aninda Allee Etkisi
Xev1:= U Xea(X)f (Xe-1) (2.13)
denklemini diistinelim. Kararlilik igin asagidaki Teorem 2.6 verilmektedir.

Teorem 2.6: (2.13) denkleminin X7 denge noktasi kararsizdir. X; denge noktasinin

kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

L)
s han >l (2.14)

esitsizliginin saglanmasidir.

27



Ispat: (2.13) denkleminde A*X,a(X.)f(X._,) = F(A*,X;,X,_;) olarak alinrsa,

oF * Uk * - . . . * *a’(Xi*)
p = a_xt(X ,X)ve q = ,X*) oldugundan, i = 1,2 icinp; = 1 + X; P
veq; =X/ ];((;: )) elde edilir.

X; kararhdir & |pj| <1 —¢q; <2

«a (X)) « X0
1-X;
(X)< )

*a(X) *f(X)
Xi a(Xi) —Xi fx9)

L (d X)) e
S X (a(x;)+f(x ))<O<1+X‘ FX)

<1+ X; <2

<1

X7 € (0, X) oldugundan

yr (GO0 L FEDY S
1(a(X;) f(Xi‘))

olup, X denge noktasi kararsizdir. Diger yandan X; € (Xj, o) araliginda daima

yr (GO0 L F1EDY
2 (a(xz*) f(X;))

esitsizligi saglanir. Sonugta, X, denge noktasinin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart (2.14) esitsizliginin saglanmasidir.

(2.2) denkleminin X* denge noktasi olsun. 1 = A*a(X™) alinarak (2.2) denkleminin
denge noktalari ile (2.13) denkleminin denge noktalar1 ayn1 yapilabilir.

Sonu¢: (2.2) denkleminin X* denge noktasi kararlidir ancak ve ancak (2.13)

denkleminin X* denge noktas1 kararlidir.
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2.3.3. (t,t — 1) Aninda Allee Etkisi

Xer1:= U Xea(Xe, Xe—3)f (Xe-1) (2.15)

denklemini gbéz Oniine alalim. [34] makalesinde kararlilik sarti su teoremle
verilmistir.
Teorem 2.7: (2.15) denkleminin X; denge noktasi kararsizdir. X; denge noktasinin

kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o (e (X2.X2) | FI(X3.X3)
2 ( a(X3.X3) f(X3.X3 )) ( )

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat: i=1,2 i¢in p; = 1+X; F=X; (aNt-AXi XD X ))

an, (X; X;)
% Ve q1 - i * yrk * oy
a(X; . X;) a(X;,X;) FX; X9

oldugu kolayca elde edilebilir. Teorem 2.1 den kararlilik i¢in

« an (X{ X7 g (e KXD | FIGX]D)
1+X; GOx) <1l-X; ( X + FREAD <2 (2.17)

sartinin saglanmasi gereklidir. (2.17) esitsizligine denk olarak

.*aNt(Xi* X5 < _x* an,_ (Xi X)) | XD <1
Eax;xh) P\ aGix)) FXLXD

yazilabilir. Bu durumda kararlilik sartlar1 asagidaki (2.18) ve (2.19) esitsizlikleri

olacaktir.
* aNt(Xi* 'Xi*) aNt_1(Xi* 'Xi*) f,(Xi*'lek)
Xi ( o X T agx) T fcxzéxi*)) <0 (2.18)
o (N (XX | FIXEX]D)
0<1+X; ( o T (x;,x;>) (2.19)
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X7 € (0, Xy) oldugundan

. (aNt(XI,Xf) an,_, (X1XD) | Flxpxi)
L \axixi) a(X;.X;) FX1.XD)

)>0

X;{ denge noktasi kararsizdir [35]. X; € (X, ) araliginda (2.18) daima
gercekleneceginden, X, igin kararlilik kosulu (2.19) da verildigi gibidir. Bu ise ispati

tamamlar.
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BOLUM 3

3.X;41 = F(4, X;, X;_r) Denkleminde T = 2 Durumu

Bu bolimde

Xev1 = AXef (Xer) (3.1)

denkleminin T = 2 durumu incelenmistir [36]. Bu makalede notasyonlar ve f ve a

fonksiyonu altindaki kabuller Boliim 2 ile aynidir. Bu makalede verilen teoremler

asagidaki gibidir.
Teorem 3.1:
Xev1 = AXef (Xi—2) (3-2)

denkleminin pozitif denge noktas1 X* olsun. X* denge noktasinin kararli olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

XD 15
7o) > — (3.3)
esitsizliginin saglanmasidir.
Ispat: (3.2) denkleminin X* civarinda lineerlestirilmis hali
Uprr = Af (XU + Af (X)X U, (3.4)
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olarak bulunacaktir. U,_, = p! olarak yazilirsa, karakteristik denklem

p(W) = p¥ —p? — Af" (X)X (3.5)

olarak bulunur. Kararlilik analizi i¢in Ek A da verilen Schur-Cohn Kriterinin (a.3) ve
(a.4) kosullarin1 uygulayabiliriz. Bu iki kosuldan

—2 < Af'(XDX* <0 (3.6)

—Af'(X)X*| < 1= [Af (X)XT? (37)

esitsizlikleri elde edilir. (3.7) esitsizligi ¢coziillirse

—*f < Af'(XX* < ‘iﬁ

(3.8)

olmasi gerektigi gorilir. Diger yandan X € [0,0) i¢cin f azalan bir fonksiyon
oldugundan Af'(X™)X™ ifadesi daima negatiftir. O halde (3.6) ve (3.8) esitsizlikleri
birlestirilirse, X* denge noktasinin kararli olmasi i¢in (3.3) sartinin saglanmasi

gerektigine ulagilir.

Teorem 3.2: (3.1) denkleminde gecikme arttik¢a kararlilik azalir.

Ispat: (3.1) denkleminin bir denge noktas1 X* olsun. Boliim 2 deki Teorem 2.2 de
T = 1 igin kararhlik sart1
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LED
X f(X*)> 1 (3.9

esitsizligi ile verilmistir. Diger yandan T = 2 i¢in Teorem 3.1 de

* f,(X*) 1_\/§ ~
X' >~ —0.6180 (3.10)

esitsizligi bulunmustur. (3.9) ve (3.10) esitsizligi karsilastirilirsa, iddia edilen sonuca

ulasilir.

3.1. t — 2 Aninda Allee Etkisi

Makalenin bu boliimiinde gecikmeli, lineer olmayan Allee etkili fark denklemi

Xev1:= U Xea(Xe—2) f (Xe-2) (3.11)

incelenmistir. Bu denklem i¢in kararlilik sart1 su teorem ile verilmistir.

Teorem 3.3: X{ ve X3, (3.11) denkleminin pozitif iki denge noktasi olsun ve
X7 < X; olarak kabul edelim. X{ denge noktasi kararsizdir. X; denge noktasinin

kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

2 Naxz) © F(x3) 2
esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat: (3.11) denkleminde a(X,_,) ve f(X,_;), X* denge noktas1 civarinda Taylor
serisine agilip, Uy = X;- X* degisken degistirmesi yapilirsa asagidaki lineerlestirilmis
(3.13) denklemine ulagilir:
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Uppr = Xa(X)f' (XU + X7 [0’ (XD f(XT) + a(X)f'(X)]Ue—2 (3.13)

i = 1,2 i¢in denge noktast kosulu olan A*a(X;)f (X;) = 1 kosulu kullanilirsa (3.13)

denkleminin karakteristik denklemi

32 us (P& )
p(.u) - I’l “’ X (a(X*) + f(X*))

seklindedir. Schur-Cohn kriterleri kosullarindan

_ (&) | F1&D
2<X (a(X*) + f(x*)) <0 (3.14)

I(y* Iy Iy I (y* 2
X (Z(())((*)) * ];(())((*)))l <1- [X* (i((;)) + ];((;((*)))] (3.15)

elde edilir. (3.15) esitsizligi ¢oziiliirse

1-/5 L fa'x? .l —1++/5
2ok (a(X*) f(X*))< . (3.16)

bulunur. X € (0,X;) i¢in, Bolim 2 de tanmimlanan s(X) artan bir fonksiyon
oldugundan (3.14) esitsizligi saglanmaz ve X; denge noktas1 kararsizdir [35]. Diger
yandan s(X) fonksiyonu X € (X, o0) araliginda azalan bir fonksiyondur. Bu

aralikta X; denge noktasinin kararlilig1 i¢in
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* aI(X*) fI(X*) 1_\/§
x (Lt 5) > 5 (3.17)

sartinin dogru oldugu goriiliir.

Teorem 3.4: t — 2 aninda Allee etkisi kararliligi artirir. Yani, (3.11) denkleminin
denge noktalarmin kararliligr (3.2) denkleminin denge noktalarinin kararliligindan

fazladur.

Ispat: (3.2) denkleminde A = A*a(X;) olarak alinirsa, X; denge noktasi ayni
zamanda (3.11) denkleminin de pozitif bir denge noktasi olacaktir (a(X3) <1 ve
A=2A1"a(X;) oldugundan A < A* olarak bulunur). Ayrica a fonksiyonunun

L a'(X3)
2 a(x3)

ozelliklerinden dolay1r X > 0 dir.

SIED e (XD, FXD)
X2 T < X2 (a(x;> + f(x;)) (3.18)

oldugu kolayca goriilebilir. Teorem 3.1 ve Teorem 3.3 birlestirilirse, Allee etkisiz
denklemin kararsiz ve Allee etkili denklemin kararli oldugu aralik bulabildigimiz
icin, (3.11) denkleminin denge noktalarinin kararliligi (3.2) denkleminin denge

noktalarinin kararliligindan fazladir.

3.2. t Aninda Allee EtKisi
Xev1:= U Xea(X) f (Xe-2) (3.19)

denklemi g6z Oniine alindiginda kararlilik sart1 su teoremle verilmistir.
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Teorem 3.5: (3.19) denkleminin X; denge noktasi kararsizdir. X; denge noktasinin

kararl1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart

X; (‘;'(ﬁ)) + %) > -2 (3.20)
Xl | (G - T - ) <1 (321)
;f;"((;f(;)) [(x: (2;())2)) + %X;))) +1)] <1 (3.22)

esitsizliklerinin saglanmasidir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.3 deki adimlar takip edilerek benzer sekilde

yapilabilir [36].
Teorem 3.6: t anindaki Allee etkisi kararlilig1 azaltir.
Ispat:

_ " fI(X*) . " aI(X*)
=X By =X

(3.23)

olarak tanimlansin. Daha dnceden verilen Boliim 2.2 deki (1)-(6) sartlarindan x < 0

ve y > 0 oldugu bilinmektedir. Ispat iki asamada yapilacaktir.

flk olarak x < 1_2—\@ oldugunu diisiinelim. Bu durumda (3.2) denkleminin denge

noktalar1 Teorem 3.1 geregince kararli olmayacaktir. Bu kabul altinda (3.20), (3.21)
ve (3.22) sartlarindan en az bir tanesinin saglanmadigini gostermeliyiz. Bu sartlar x

ve y cinsinden yazarsak
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xX+y>-=2 (3.20a)

x2—-(1+y)x—-1<0 (3.21a)
x2+(1+y)x—-1<0 (3.22a)
elde edilir.

1. Durum: ilk énce x = 1_7\/3 oldugu duruma bakalim. (3.21a) esitsizliginde x

degiskenini gotiirlip yerine yazarsak
X2 -(1+nx-1<0e 2 ca+pdd (3.24)

©(1+y)<ley<o (3.25)

Ancak y daima pozitif oldugundan (3.21a) esitsizligi saglanmaz ve (3.19)

denkleminin denge noktalar1 da kararsizdir.

—/5
2. Durum: x < % olsun. Bu durumda,

x=i§<:>—x>ﬁ>0<:)x2>ﬂ
2 2 2
e e R (3.26)

Diger yandan (1 + y) > 1 oldugundan

x<0z(1+y)x<x=>—(1+y)x>—x>%>0

yani,

V5-1

—(1+y)x > 2= (3.27)

elde edilir. (3.26) ve (3.27) birlestirilirse, bir kez daha (3.21a) esitsizligi saglanmaz

ve (3.19) denkleminin denge noktalarinin kararsiz oldugu goriiliir.
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Ikinci olarak, x > 1_7\5 olsun. Teorem 3.1 den (3.2) denkleminin denge noktalari

kararlidir. Tekrar yukarida verilen (3.20), (3.21) ve (3.22) sartlarinin hepsinin

saglanip saglanmadigini kontrol etmeliyiz.

xX+y>x> 1_2—\/3 > —2 oldugundan (3.20a) saglanir. Bu durumda,

2
V3 5— 5—
x>%_:0<—x<%=>x2<(%)

=>x2—1<1‘Tﬁ<0:>x2—1<0

(3.28)

Ayrica x < 0ve y > 0 oldugundan (1 + y)x < 0 oldugu kolayca goriilebilir. Bu

esitsizligi (3.28) ile birlestirirsek (3.22a) nin saglandigini goriiriiz.

Son olarak (3.21a) esitsizligini kontrol etmeliyiz. Bunun igin ilk olarak z? —

(14+y)z—1 =0 denkleminin koklerini bulmaliyiz. Bu denklemin kokleri z; =

(1+y)+/(@A+y)2+4

2

(1+y)—/(@A+y)2+4
2

>0 ve z, =

< 0 dir. Sonug olarak, eger x bu

koklerin arasinda kaliyorsa, yani z, < x < z; ise (3.21a) esitsizligi saglanir. Diger

yandan kabuliimiizden 1_7\/? < x < 0drr. %g ile z, karsilastirilirsa

15 _ 1+y)—/(A+)2+4
2

2

©1-V5<1+y)—JA+y)?2+4
o JA+y)?2+4<@+y)+V/5-1

S A+y)2+4<@+y2+2(V5-1)1+y)+5-2V5+1

o2(5-1)<2(V5-1)0+y)oy>
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olup, (3.21a) kosulunun 1_7\5 < z, < x iken saglandigini1 gosterir. Ancak _1_2“5 <x <

z, iken (3.21a) kosulu saglanmaz. Yani (3.2) denkleminin denge noktalar1 kararl

iken (3.19) denkleminin denge noktalar1 kararsizdir. Bu da ispati tamamlar.

3.3. (t,t — 2) Aninda Allee Etkisi
Son olarak

Xeyri= A Xea(Xe, Xe—2) f (Xi-2) (3.29)
denklemi ele alinmis ve kararlilik sart1 su sekilde verilmistir.

Teorem 3.7: (3.29) denkleminin X7 denge noktast kararsizdir. X; denge noktasinin

kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

« (Ox, (X3 .X3)  ax,_,(X3.X3)  f(X3)
i ax3x3) | a(3x) f(x;)) > (3.30)

* (axt(xi‘ X3) + fl(x; ))
e (A% (X3.X3) PPN |2 alxax) T F(xg)
g <1 3.31
2( a(X3,X3) + f(x;)) +(1 e ax, (X3 ,Xz)) ( )
a(X3,X3)
* (aXt(Xék 'X;) ]C,(Xé|< ))
e (%, X3 %3 PN |2\ atxs) T F(x)
1 32
2( a(X;.X;) f(x;)) B (1 PP ,x;)) < (3.32)
a(X3,X;)
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esitsizliklerinin saglanmasidir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 3.3 deki adimlar takip edilerek benzer sekilde
yapilabilir [36].
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BOLUM 4

4.X;41 = F(A4, Xy, X;_r) Denkleminde T = 3 Durumu
Bu 6zgiin tez ¢alismasinin amaci (2.1) ile verilen denklemde T = 3 iken denge
noktalarmin kararlilik yapilarini analiz etmek ve T =1 ve T =2 igin yapilan

caligmalar ile kiyaslamaktir. f fonksiyonu ve Allee etkisi fonksiyonu ile ilgili

kabullerimiz ve notasyonlar yine aynidir.

Bu boliimde gecikmesini artirdigimiz

Xeyr = AXef (Xe23) (4.1)

dordiincii mertebeden fark denklemi ele almacaktir. Ik olarak kararlilik kosulu
verilecek, daha sonra sirastyla t, t — 3, (t,t — 3) zamanlarinda denkleme Allee etkisi

eklenerek elde edilen asagidaki

Xeyr = AXeaf (Xe_3) (4.2)

denkleminin kararlilik yapisi ile karsilagtirilacaktir.
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4.1. k=4 I¢in Schur-Cohn Kriteri

Xerq T AQ1Xpy3 + AoXpyp + A3Xppq + agx =0 (4.3)

fark denklemini ele alalim. Schur-Cohn kriterlerini bu denkleme uygulayip, cebirsel

islemler yardimiyla diizenlersek asagidaki sonug elde edilir.

(4.3) denklemine karsilik gelen

p(W) = p* + a1’ + app® + azp +ay (4.4)

karakteristik polinomunun, koklerinin birim ¢gember igerisinde yatmasi i¢in gerek ve

yeter kosul asagidaki ii¢ esitsizligin ayni anda saglanmasidir:
la; + a3l <1+a;+a, (4.5)
la,] <1 (4.6)

az + a4_ - a2a4

<1+ a,a, —as+a,a,a, —aza, — a2 4.7
—a,a; — @ + d?a, 204 — A3 T Q10304 — AgQp — A4 (4.7)
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4.2. Kararhlik Analizi

Xev1 = AXof (X—3) = F(Xy, X¢—3) (4.8)

olarak tanimlayalim. X* denge noktas ise,

F(X*, X)) =X

olacagindan 1 = Af(X*) kosulu saglanmalidir. Burada X* # Ove A > 0 olarak
alinmaktadir. Denklemde U, = X,—X* degisken degistirmesi yaparak denge
noktasin1 0’a kaydirip, f(X;_3) fonksiyonunu X* civarinda Taylor serisine agarsak

asagidaki sonuglara ulasiriz:

Uprr = Xer1— X7

Upyr = AXoef Ke3) — X°

Uppr = A [f X)) + /(XD K — XD = X7

Upyr = Xe + Af " (X)X U3 — X*

Upsr = Xe = X* + Af (X )Up-3(Us + X7)

Upsr = Up + Af ' (X)Up—3Up + Af (X)X U3

Upyr = Up + Af (X)X U3 (4.9)

Simdi de, U,_3 = p' olarak yazilirsa, karakteristik denklem

p(W) = p* — 1 — Af (X)X (4.10)

olarak bulunur. Burada kararlilik i¢in artik k = 4 durumunda Schur-Cohn Kriterini
uygulayabiliriz.
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Teorem 4.1: (4.1) denkleminin X* pozitif denge noktas1 kararlidir ancak ve ancak

Wies) .
X85> xg ~ —0.4450 (4.11)

saglanir.

Ispat: Lineerlestirilmis denklemin karakteristik denkleminin p(p) = p* — p3 —
Af'(X")X* oldugu agik¢a bilinmektedir. Schur-Cohn kriterlerinin (4.5) ve (4.6)

kosullarindan
Aff(XHX* <0 (4.12)
Aff(XNHX* <2 (4.13)
-1 <Af'(XMHX* <1 (4.14)

esitsizlikleri elde edilir. Diger yandan X € [0,0) i¢in f azalan bir fonksiyon
oldugundan Af"(X*)X™ ifadesi daima negatiftir. O halde bu ii¢ esitsizlik

AF(XDHX* > -1 (4.15)

esitsizligine indirgenir. Son olarak (4.7) sartindan

|=22f" (XX = [-2f ' XOXP] < 1= [-Af' (XHX]? (4.16)

esitsizliginin ¢oziilmesi gerekmektedir (Bakiniz Ek B). (4.15) ve (4.16) esitsizlikleri

birlestirilirse (4.11) hiikkmiiniin saglandig1 goriiliir.
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Teorem 4.2: A;, i=1, 2 biliylime oranlarina karsilik gelen denge noktalari X @ ve

A1 < A, olsun. Bu durumda,

f;{:)) [X (logf (X))']’dX <0 (4.17)

esitsizligi saglandigi takdirde A biiytidiik¢e, lokal kararlilik azalir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 Teorem 2.3 deki ispata benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 4.3: (2.1) denkleminde gecikme arttik¢a, kararlilik azalir.

Ispat: X*, (2.1) denkleminin denge noktasi olsun. Daha o6nce yapilan [36]

calismasinda T = 2 i¢in kararlilik sartt Teorem 3.1 ile verilmistir. Bu durumda

x L0 S 155 o 0.6180 (4.18)
ron ~ 2

olmasi gerekmektedir. (4.18) esitsizligi, (4.11) esitsizligi ile karsilagtirilirsa, T = 2
aninda kararli fakat T = 3 aninda kararsiz olan denge noktalar1 bulundugundan

istenilen sonuca ulagilir.
4.3. t — 3 Aminda Allee Etkisi

Bu kisimda, (4.2) denkleminde Allee etkisi fonksiyonu olan a fonksiyonu, a(X;_3)

olarak alinmis, yani
Xep1 = A Xpa(Xe—3)f (Xi-3) (4.19)
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denklemi incelenmistir.

Daha 6nce 2.2. bolimiinde bahsedilen f ve a fonksiyonu tlizerindeki kabullerimizden
dolay1, (4.19) denkleminin en ¢ok iki denge noktas1 vardir [35]. Kabul edelim bu
denge noktalar1 X7 ve X5 ve genellikten bir sey kaybetmeden X; < X3 olsun. Denge

noktasi tamimindan, i = 1,2 i¢in
FaXDf) = 1 (4.20)

esitligi saglanir.
s(X) = a(X)f(X)

olacak sekilde s(X) fonksiyonunu tanimlarsak, Rolle Teoreminden, X7 < X < X,
olacak sekilde en az bir X, kiritik noktasi vardir 6yle ki s'(X;) = 0 dir. O halde su

teorem verilebilir:

Teorem 4.4: (4.19) denkleminin X7 denge noktasi kararsizdir. X; denge noktasi

kararlidir ancak ve ancak

«(a'X3) | F1&x)
X2 (a(x;) + f(x;)) > Xo (4.21)

esitsizligi saglanir.

Ispat: (4.19) denkleminde a(X,_3) ve f(X,_3), X* denge noktas1 civarinda Taylor
serisine agilip, Uy = X;— X* degisken degistirmesi yapilirsa asagidaki lineerlestirilmis

(4.22) denklemine ulasilir:
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Uppr = Xppr- X
Uppr = A Xpa(Xe_3)f (Xe_3)- X"
Ursr = X'Xc[a(X™) + @' (X)) K-z = XTI XY + £/ (XY K-z — XD]-X
Uppr = XX [a(X)fXT) + a(X)f' (X)) (X3 — X7)
+a' (X)X Kooz = X) +a' X' (X) Koz — X=X

a(X)

Upir = Xe + 2820, = x) + 80X, (X — X0
+ OO X K — XX
U1 = U + ];,((;:*))X Ui—3 + ((X*) X'Upz+ a((;:*))];((j: ))X*Utz—3
Uper = U + X (L824 L)y, (4.22)

(4.22) denkleminin karakteristik denklemi

=t — - (2D | e

seklindedir. Schur-Cohn kriterleri ilk ve ikinci kosullarindan

_ d ) | £
2<x (222 et f(X)) <0 (4.23)
_ d ) | £

1<x (2 R ))<1 (4.24)
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elde edilir. X € (0,X}) i¢in s(X) artan bir fonksiyon oldugundan (4.23) esitsizligi
saglanmaz ve X; denge noktasi kararsizdir [35]. Diger yandan s(X) fonksiyonu
X € (Xi, ) araliginda azalan bir fonksiyondur. Bu aralikta X, denge noktasi i¢in
(4.23) ve (4.24) esitsizliklerinin sag taraflar1 daima dogrudur. X; denge noktasinin

kararlilig1 i¢in (4.24) esitsizliginin sag tarafi olan

(@) PO L
X (a(X*) + f(X*)) > -1 (4.25)

kosulu ve Schur-Cohn kriterlerinin {iglincii kosulu olan (Teorem 4.1 deki (4.16)

esitsizligi ile ayni)
| =22 F'(X)X* — [ (XHX*]P| < 1= [ f(X)X*]? (4.26)
esitsizliklerinin ortak ¢oziilmesi gerekmektedir. Buradan yine kararlilik sart1 i¢in

«(aX3) | (X3
X2 (a(x;) + f(x;)) > Xo (4.27)

olmas1 gerektigi goriiliir.

Teorem 4.5: t — 3 anindaki Allee etkisi denge noktalariin kararliligini artirir. Yani,
(4.19) denkleminin denge noktalarmin kararliligi (4.1) denkleminin denge

noktalarinin kararliligindan fazladir.
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Ispat: (4.1) denkleminde A = A*a(X;) olarak alinirsa, X; denge noktasi ayni
zamanda (4.1) denkleminin de pozitif bir denge noktasi olacaktir. (a(X;) <1 ve
A=2A1"a(X;) oldugundan A < A* olarak bulunur.) Ayrica a fonksiyonunun

«a'(X3)

2 200 > 0 dir.

Ozelliklerinden dolay1 X

SIS e (D), D)
X2 o <% (a(x—:> + f(x.;;)) (4.28)

oldugu kolayca goriilebilir. Simdi Teorem 4.1 ve Teorem 4.4 birlestirilirse, Allee
etkisiz denklemin kararsiz ve Allee etkili denklemin kararli oldugu aralik
bulabildigimiz i¢in, (4.19) denkleminin denge noktalarinin kararliigr (4.1)

denkleminin denge noktalarinin kararliligindan fazladir.
4.4. t Aminda Allee Etkisi
Bu boliimde (4.2) denklemi
Xev1 = A Xea(Xe) f(Xi-3) (4.29)

formunda ele alinacaktir. Burada yine a fonksiyonu Allee etkisi fonksiyonunu temsil
etmektedir. Yine X7 ve X; gibi pozitif iki denge noktas1 oldugu (X7 < X3) ve (4.20)
esitliginin saglandigi kabul edilmektedir.

Teorem 4.6: (4.29) denkleminin X;{ denge noktasi kararsizdir. Diger yandan, X,

denge noktasi kararlidir ancak ve ancak
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«f' f1(x3)
0 L0 > 1 (4.30)

(%% '((;:;z*)))%r (xsL ’((;f;)))z_ [(1 X*a((xxzz))) +1] (XSJ;((X)ZZ))) <0 (431)

LX) « 1K) . a (Xz) - f10)
(XZ f(xz)) (X2 f(x;)) [(1 +X; (Xz) + 1] X2 Fix 2)) +1>0 (4.32)

esitsizlikleri saglanir.

Ispat: (4.29) denkleminin sag tarafi, X* denge noktasi civarinda Taylor serisine

acilip, Uy = X;— X* degisken degistirmesi yapilirsa Teorem 4.4 dekine benzer yolla

asagidaki lineerlestirilmis denkleme ulasilir:
Uppr = (T aX)fFX) + 2Xa XD fF X)) + X a(X)f' (X)U—s . (4.33)

(4.20) esitligi kullanilarak diizenlenirse

Uprr — (14 %° ‘;'((j::))) v - (x L ((j::))) Us=0 (4.34)

elde edilir. Bu denklemin karakteristik polinomu

P = ut = (1+x 55w - (x LE2) (4.35)

bi¢imindedir. Schur-Cohn kriterlerinin ilk ikisinden
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_ d ) | FIX)
2<x (22 o+t (X*)) <0 (4.36)

ve ligiinciisiinden

3

‘_ e L&D (X* f’(X*))

Ty 2 1(ys 1ey*y12
fx) rxn) (1 X C;((;(*))) (X* ];((;f(*)))| <1- [X* };‘(()i’(*))

(4.37)

elde edilir. s(X) fonksiyonu X € (0, X} ) i¢in artan bir fonksiyon oldugundan X;
denge noktasi kararsizdir. Ayrica s(X) fonksiyonu X € (X, o) i¢in azalan bir

fonksiyon oldugundan, (4.36) ve (4.37) denklemleri birlestirilip ortak ¢oziillirse X,
denge noktasi i¢in kararlilik sartlar1 (4.30), (4.31) ve (4.32) olacaktir.

Teorem 4.7:

*f(X) *f(X) LA N e £
[Xf(X) 1“X 7o) +1]>( +X (X))Xf(X) (4.38)

esitsizligi saglandig: takdirde, t aninda Allee etkisi kararli yapiy1 kararsiz hale

donustiirtir, kararsiz yapiy1 bozmaz.

Ispat: ilk olarak

WcoN La' (X"
=X vey =X (4.39)

olarak tanimlansin. (4.38) kosulu bu tanimlamaya gore yeniden yazilirsa

2=+ >0 +y)%x (4.38a)
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elde edilir. Daha 6nceden verilen Boliim 2.2 deki (1) — (6) sartlarindan x < 0 ve
y >0 oldugu bilinmektedir. Ispat iki kisimda yapilacaktir. Ik &nce (4.1)
denkleminin denge noktalar1 kararsiz iken Allee etkili (4.29) denkleminin denge
noktalarinin kararsiz oldugu gosterilecek, daha sonra (4.1) denkleminin denge
noktalarinin kararli oldugu durumda, (4.38) sart1 altinda (4.29) denkleminin denge

noktalarinin kararsiz yapiya doniistiikleri ispatlanacaktir.

1. Durum: ilk énce x < x, oldugu duruma bakalim. Bu durumda (4.1) denklemi,
Teorem 4.1 deki (4.11) esitsizligi saglanmayacagindan dolay1 kararli olmayacaktir.
Hikmiin ger¢eklenmesi ig¢in Teorem 4.6 daki (4.30), (4.31) ve (4.32)
esitsizliklerinden en az birinin saglanmadigin1 géstermeliyiz. Teorem 4.5 deki bu ii¢

kosulu x ve y cinsinden sirasiyla yazacak olursak X; denge noktasi kararlidir &

x> —1 (4.30a)
3+ x2—-[1+y)2+1]x—-1<0 (4.31a)
x3—x2—-[1+y)?+1]x+1>0. (4.32a)

(1) X = X olsun. Bu durumda (4.31a) kosulu saglanir. (4.32a) kosulunun her

iki tarafina - 2x eklenir ve x = x yerine yazilirsa

x3+ x2-2x—-1-[1+y)?*+1]x < —2x
Xo, bu denklemin bir kokii oldugundan & x — (1 4+ y)?x <0

x <0oldugundan & 1-(1+y)?>0y<0

bulunur. Ancak y daima pozitif oldugundan (4.31a) kosulu saglanmaz ve sonug

olarak (4.29) denkleminin denge noktalari1 da kararsiz olarak bulunmus olur.
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(i)  x < xg olsun. x < —1 iken (4.30a) kosulunun saglanmadig: asikardir. O

halde —1 < x < x;, oldugunu diisiinelim. Bu aralikta

3+ x2-2x—-1>0 &ox3+x2-1>2x (4.40)

oldugunu biliyoruz (Bakiniz Ek B). Diger yandan y > 0 ve x < 0 oldugundan,
1+y>1o0+y)?2>1
—1+y)2x>—x o—-A+y)*x+x>0
—1+y)?x—x+2x > 0

& —[1+y)?2+1]x+2x>0 (4.41)

gerceklenir. Simdi (4.40) ve (4.41) birlikte diisiiniiliirse x3 + x2 — [(1 + y)? +
1]x — 1 > 0 elde edilir ki, (4.31a) kosulunun bir kere daha saglanmadigi gérilmiis

olur.

2. Durum: Son olarak x, < x < 0 oldugu duruma bakalim. Agik¢a, Teorem 4.1 den
(4.1) denkleminin denge noktalar1 kararlidir. Amacimiz, (4.38) sart1 altinda Teorem
4.5 deki li¢ sartin saglanip saglanmayacagini kontrol etmektir.

x > —1 oldugundan (4.30a) kosulu saglanir. Ayrica bu aralikta

—x3+ x?+2x—-1<0 = x3—x2+1>2
x3—x2—-[1+y)?+1]x+1>0
olur ki, bu da bize (4.32a) esitsizliginin daima saglandigini gosterir. Son olarak,

sadece (4.31a) esitsizliginin saglanip saglanmadigini kontrol etmek yeterlidir.

53



Hipotezden,
-Dx+D>A+y)2x e x2(x+1D)—(x+1) >0 +y)%x
B+ xt—x—-1>0+y)’x ox*+x2-[1+y)2+1]x—1>0

olup, (4.31a) kosulunun (4.30) hipotezi altinda saglanmadigini gosterir. O halde (4.1)
denkleminin denge noktalar1 kararli iken (4.29) denkleminin denge noktalari

kararsizdir. Bu da ispat1 tamamlar.

4.5. (t, t — 3) Aminda Allee Etkisi

Son kisim olarak bu bolimde

Xev1 = A Xea(Xe, Xe—3) f (X-3) (4.42)

denklemi ele alinmistir. Denge noktasi, Allee etkisi, f fonksiyonu altindaki tiim

kosullar burada da aynen kabul edilmektedir.

Teorem 4.8: (4.42) denkleminin X; denge noktasi kararsizdir. X; denge noktasinin

kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o (ax, (X3, X3)  ax,_,(X3,X3) f’(Xé‘))

- - > =2 4.43

z ( a(X; X3) a(X; X3) FX3) ( )
v (X3 X2, X2) | f1(X5)

-l [XZ ( ;()3(; )2(;)2 + f(x;2)>] <1 (4.44)

_ -X* <aXt—3(X§'X§) + f'(X;))- 3 _ [X* (axt—3(X§'X§) + f’(X;)>]2

72\ ax; x3) Fx3 /] 2\ ax; x3) F(X3)
[ * * 2- * *
* aXt(XZI XZ) * aXt_3(XZI XZ) f’(X;) _
* _1+(1+X2 a(x;,xs)) [X2< wgxn trop)] T (4.45)
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_[x; (“xt_sofz.x;) +f'<x;>)'3 N [X; (axt_g(x;,x;,) +f'<x;)>]2

ax; X3) (X)) ] ax; X3)  f(X3)
+ _1 + (1 + X M)Z_ [X* (aXt—3(X§' X3) + f’(X§)>] <1 (4.46)
i 2 a(x; X3) 2\ axzx3) f) '

esitsizliklerinin saglanmasidir.

Ispat: (4.42) denkleminin X* denge noktas1 civarinda lineerlestirilmesiyle
Uppr = (XaX* X fXT) + X ay, (X7, X)) (X)) U,

+(A X ay, (X, XX + X a(X X)) (X))Up_s

denklemi kolayca elde edilebilir. Denge noktast kosulu olan (4.20) esitligi

kullanilarak diizenlenirse

. aU (X*,X*) . aU _ (X*,X*) " fI(X*)
Uprr = (14X 22 U - (00 e e L

a(X*,x*) f(x )) Uz =0 (4.47)

elde edilir. (4.47) denkleminin karakteristik polinomu

aXt(X*,X*)> 3 _ x (axt_3(X*,X*) f’(X*))

— 4 _ *
p(u) - H (1 + X a(X*,X*) a(X*,X*) f(X*)

seklindedir. Schur-Cohn kriterinin ilk iki sartindan

*(axt(X*rX*) ax,_, (XX | f'(x7)

e T+ ) <0 (4.48)
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i} (axt(X*,X*) Cax (XX )
a(X* X" a(X* X" X7

)> -2 (4.49)

elde edilirken, iiglincii sartindan ise asagidaki esitsizlik elde edilir

_x (axt_3<X*rX*) +f’(x*)) 4 [X* (aXt_3<X*'X*) f’(X*))]3

a(X*,x*) &) a(X*,x*) fx*)
B Lax, XN L rax_ (XX FI(xY)
(1 X ) ( a(x*,x") f(X*))

* * I * 2
ax,_;(X*X) | f'x ))] . (4.50)

a(X*x*) F&x

<1-[x(

s(X) fonksiyonu X € (0, X} ) i¢in artan bir fonksiyon oldugundan (4.48) saglanmayip
X7 denge noktas1 kararsizdir. Ayrica s(X) fonksiyonu X € (X, o) igin azalan bir

fonksiyon oldugundan, (4.49) ve (4.50) denklemleri birlestirilip ortak ¢oziiliirse X;
denge noktast i¢in kararlilik sartlar1 (4.43), (4.44), (4.45) ve (4.46) olacaktir.
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BOLUM 5

5. NUMERIK CALISMALAR

Bu boliimde su ana kadar yaptifimiz teorik calismalari desteklemek amaciyla
niimerik caligmalara yer verilmistir. Bu g¢alismalar Matlab programi kullanilarak

yapilmigtir. Ornek olarak ‘Lojistik Fark Denklemi’ olarak bilinen

Xev1 = AXe(1 = X 3/K) (5.1)

denklemi kullanilmistir [3]. Burada A > 0 biiyiime oran1 ve K > 0 tasima kapasitesi
olarak ele alinmistir. Baslangi¢ kosullar1 olarak X_3, X_,, X_1, X, secilmis ve uygun

bir 0 < Xy, X_1, X_5, X_3 < K se¢imi ile X; > 0 olacagi garanti edilmistir.

[k olarak Sekil 5.1.a-c de A parametresi arttikca, denge noktalarinmn kararliligmin

azaldig goriilmektedir.

0.185

0.175F-f-1.- ........ Shesnsin ........ sl ........ vvvvvvv o

o
=

0165F - =7 B s Dosmargs oo

o
@

Popiilasyon Yogunlugu

o

m

m
T

o
m

i i i i ; i i i i
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200
Zaman

(@)

57



= o
(] [\
o) =]
s

o

[N]

=
T

o
[¥]

Popilasyon Yogunlugu

=
@

=
=)

0.45

o

]

[N
T

0.1

0

i i i i i i ; i i i i i i i i ; i i
200 40 B0 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 @0 100 120 140 160 180 200

(b) (c)
Sekil 5.1.

Parametre degisiminin kararlilik tizerindeki etkisi
Xir1 = AX:(1 — X;_3) denkleminin yogunluk-zaman grafigi ve baslangi¢ kosullari
X_3=014, X_, =0.15 X_; =0.16ve X, =0.17,a) A = 1.2
byA=13c)A=14

Sekil 5.2. de (5.1) denkleminde t — 3 aninda Allee etkili ve etkisiz denklemler
karsilastirilarak, Teorem 4.5 desteklenmistir. Allee etkili denklemde denge noktasina

daha ¢abuk ulasildigi, kararliligin arttig1 goriilmektedir.
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Sekil 5.2. t — 3 aninda Allee etkisiz ve Allee etkili denklemin karsilastirmalari
Xep1 = AXe(1 — X_3) ve Xy = A Xea(Xe—3) (1 — X;_3) denklemlerinin
yogunluk-zaman grafigi, a(X;_3) = X;_3/(a + X;_3) ve @ = 0.03, 1 = A*a(X"),
baslangi¢ kosullarnt X_; = 0.36, X_, = 0.37, X_; = 0.38 ve X, = 0.39.

Sekil 5.3. de X;,, = AX;(1 — X;_r/K) denkleminde K = 1 olarak alinmig ve T = 2
ve T = 3 durumlarinda t—T anindaki Allee etkili ve etkisiz davranislar
karsilagtirilmistir. Burada da Teorem 4.3 de gecikme arttik¢a kararliligin azaldigi

dogrulanmaktadir.

Popilasyon Yogunlugu
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Sekil 5.3. T = 2ve T = 3 oldugunda t — T aninda Allee etkileri
Xep1 = AXea(Xe—r)(1 = X_7) ve a(Xe_r) = X¢_r/(a + X;_1), @ = 0.03,
A = A"a(X"), baslangi¢ kosullart X_; = 0.36, X_, = 0.37,X_; = 0.38ve X, =
0.39.
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Sekil 5.4 de X;,; = AX;(1 — X;_r/K) denkleminde K = 1 olarak alinmig ve T = 2

ve T = 3 durumlarinda

karsilastirilmistir.
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etkisiz ~ davranislar

Sekil 5.4. T = 2 ve T = 3 oldugunda t aninda Allee etkileri
Xt+1 = A*Xta(Xt)(]. - Xt—T) ve a(Xt) = Xt/(d + Xt)’ a = 0.03, A = A*a(X*),
baslangi¢ kosullarnt X_; = 0.36, X_, = 0.37, X_; = 0.38 ve X, = 0.39.

Son olarak t aninda Allee etkisi durumunda, Teorem 4.7 deki (4.38) kosulu 4 = 1.43

oldugunda saglanmig ve gergekten kararlilik yapisinin bozuldugu goézlemlenmistir

(Sekil 5.5). A =1.4 oldugunda, (4.38) kosulu saglanmayip sadece kararliligin
azaldig1 gozlemlenmistir (Sekil 5.6). A = 1.6 oldugunda ise (4.38) kosulu saglanmig
fakat her iki durumda da denge noktasi kararsizdir (Sekil 5.7).

60



Popilasyon Yogunlugu

Sekil 5.5. t aninda Allee etkisinin kararliliga etkisi
Xer1 = AXe (1 — X¢3) Ve Xppq = U Xea(X)(1 — Xe—3) ve a(Xy) = X /(a + X)),
a=0.03, 1 =21"a(X") ve A = 1.43, baslangi¢ kosullar1 X_5; = 0.29, X_, = 0.295,
X_1 =0.296 ve X, = 0.297.
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Sekil 5.6. t aninda Allee etkisinin kararliliga etkisi
Xer1 = AXe(1 — Xi—3) Ve Xpyq = A Xea(X)(1 — Xe—3) ve a(X,) = X¢/(a + Xo),
a =0.03,1=2"a(X") ve 1 = 1.4, baslangi¢ kosullar1 X_3; = 0.36, X_, = 0.37,
X_1=0.38ve X, =0.39.
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Sekil 5.7. t aninda Allee etkisinin kararliliga etkisi
Xer1 = AX (1 — X¢—3) Ve Xppq = A Xea(X)(1 — Xe—3) ve a(Xy) = X¢/(a + X)),
a=0.03, 1 =21"a(X") ve A = 1.6, baslangi¢ kosullar1 X_5; = 0.36, X_, = 0.37,
X_1=0.38ve X,=0.39.

Son olarak Sekil 5.8 de (5.1) 6rneginin biiyiime oranit A ya ve X;,,/X; oranina bagh
degisimini gormekteyiz. Gergekten Allee etkili olan kisim (sagda), daha kii¢lik olup
Allee etkisinin kaotik ¢ozlimlerde dalgalanmalar1 daha aza indirgedigini
gostermektedir. Bu Allee ile ilgili diger yaklasimlara gore farkli bir davranigtir.
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Xtéi/xt

08¢

06F

04

02} e .

' A L I

013 135 14 1.45 15 155 16 1.65 1.7 1.75
Biiyiime Orani (2)

Sekil 5.8. Kararlilik karsilastirmalari
Xevr = AX(1 = Xio3) Ve Xppq = U Xea(Xe3)(1 — Xi—3) ve a(X;—3) =
Xi—s/(a@+ X;_3),a =0.03, A = 1"a(X™) ve 1 = 1.3: 0.001: 1.6, baslangi¢ kosullari
X_3=02 X_,=03X_; =04ve X, = 0.5 Allee etkisiz kisim (solda) ve Allee
etkili kisim (sagda).
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BOLUM 6

6. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda, (2.1) genel fark denklemi ele alinmis ve T gecikme parametresi
artirllmigtir. Bunun sonucu olarak dordiincii mertebeden fark denkleminin genel
kararlilik kriterleri ve Allee etkisi altindaki kararlilik davranislar1 incelenmistir. [34]
caligmasindan farkli olarak Lineerlestirilmis Kararlilik Teoremi yerine Schur-Cohn

Kriterleri kullanilmustir.

Tanimlar, notasyonlar ve f ve a fonksiyonu altindaki kosullar [34] ve [36]
makalesindekilerle ayni sekilde alinmistir. Yine [34] ¢alismasinda oldugu gibi Allee
etkisinin genelde kararlili1 artiran bir yapist olmasina ragmen, bu caligmada farkli
bir sonu¢ elde edildigi gosterilmistir. T =1 i¢in, t —1 anindaki Allee etkisi
denklemin kararlilik yapisini artirirken, t anindaki Allee etkisi kararlilik yapisini
etkilememistir. T = 2 i¢in, t — 2 anindaki Allee etkisi denklemin kararlilik yapisinm
artinirken, t anindaki Allee etkisi kararlilik yapisimi azaltmistir. Bu calismada ise
T =3 igin, t — 3 anindaki Allee etkisinin denklemin kararlilik yapisini artirdigi,
ancak belli sart altinda t anindaki Allee etkisinin kararlilik yapisini degistirdigi
sonucu elde edilmistir. Bu sonug diger calismalardan oldukga farkli bir sonug olup,
kararlilik yapisin1 tamamen bozmasi biyolojik agidan daha onemli ve gercekeidir.
Ayrica gecikme parametresini artirdikga, kararliligin azaldigi gozlemlenmistir.

Bulunan teorik sonuglar niimerik simiilasyonlar ile desteklenmistir.
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EKLER

A. Lokal Asimptotik Kararhhk icin Schur-Cohn Kriteri

a;’ler reel say1 olmak iizere, k. mertebeden lineer fark denklemini ele alalim:

Xerk t Q1 Xprp—1 + QX2 + -+ agxe = 0 (1)

(a.1) denkleminin denge noktalarinin kararli olmast i¢in gerek ve yeter sart

p() = pk + a bt 4+ (a.2)

karakteristik polinomunun kokleri olan p’ lerin |p| < 1 sartin1 saglamasidir.

Simdi (a.2) denkleminin koklerinin || < 1 sartin1 saglamasi i¢in gerekli olan teorem

verilecektir. Ancak, bunun i¢in bazi tanimlar verelim:

Tamm A.1: Herhangi bir B = (b;;) matrisinin ilk ve son satir ve siitunlarmin ayni

anda silinmesiyle elde edilen matrislere, B matrisinin ‘i¢ matrisleri’ (inner matrix)

adi verilir. B matrisinin kendisi de i¢ matristir.

Tamim A.2: Eger bir B matrisinin tiim i¢ matrislerinin determinant1 pozitif ise, B

matrisine ‘pozitif i¢lenebilir matris’ (positive innerwise) adi verilir.
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Teorem A.1: (a.2) denkleminin kdklerinin birim gember i¢inde yatmasi igin gerek ve

yeter kosul asagidaki ti¢ esitsizligin saglanmasidir:

1) p(1) >0,
2) (=DFp(-1) >0,
3) (k- 1)x(k — 1) boyutundaki

1 0 0 0 0 a
a1 1 0 0 0 ap Ap—1
+ . . o
B, = : : .
ajp—53 1 0 0 aj a4 as
ag—2 Qg3 a; 1 ar Q-1 az  ap

matrislerinin pozitif i¢lenebilir matris olmasi gerekmektedir.

Burada dikkat c¢ekecegimiz Onemli bir husus, Schur-Cohn Kkriterinin k = 2
durumunun Bo6lim 2 de verilen Teorem 2.1 deki ‘Lineerlestirilmis Kararlilik
Teoremi’ ile birebir oOrtlismesidir. Gergekten k = 2 igin karakteristik denklem
p(W) = p®+a;u+a, olup yukaridaki kararlilik sartlar la;l <1+a,<2
esitsizligine indirgenmektedir. k = 3 durumunda ise p(w) = p3 + a;p?+a,p + a;

karakteristik denklem olup denge noktasinin kararli olmasi icin gerek ve yeter sart

la; + a3l <1+a, (@.3)
la, — a,a3] <1—a? (a.4)

esitsizlikleri ile verilmektedir. Bu tez ¢alismasinda ise k = 4 i¢in Schur-Cohn Kriteri

indirgenerek Boliim 4 ‘te verilmis ve asimptotik kararlilik i¢in bu sart kullanilmstir.
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B. Egsitsizliklerin Coziilmesi

Teorem 4.1 de verilen (4.16) esitsizliginin ¢6ziimii i¢in A = 7 (X*) yazilarak (4.16)
esitsizligi
Wte! *f COIN « (X @)1
—2X fF&x) +[ f&x) [X &) (0-1)
esitsizligine indirgenebilir. Bu esitsizlik diizenlenirse
« X « 1) o) « X
[x f(X*)] L] e L -1 <0 (b.2)
[y L0 POl S
X L= )] + L] v L -1 <0 (b.3)
fl&x

I )) alinarak yeniden yazarsak - x3 + x? + 2x —

1<0 vex3+x?—2x — 1 < 0 esitsizlik sistemine ulasilir. Bu sistemin koklerini
Matlab kullanarak bulursak asagidaki sonuglar elde edilir :

esitsizliklerine ulasilir. x == X*

Matlab komutu: solve(‘-X"3+x"2+2*x-17)

o

- . g :

birinci kok yaklasik olarak : 1 2 8+(84v3i—28)5 +2(84/3i—28)7
1
(84\/32—28)’-7

CD

~ 1.801937735804838

e l'— f_ g
i s al 1 4(84,/31—28)7 —(84/3:—28)5 —28./31+/31(84/3:—28)3
Ikinci kok : =5 Y : L

= (84v 28)%

2
3
=
31—
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~ 1.246979603717467

1 28v/3i—/3i(841/3i—28) ¥ —(84/3:—28) 3 _0844(84./3i—28)7
12 (84v/3i—28)3

Ucgtincii kok :

~ 0.445041867912629 = x,

Koklerin isaret tablosu agagida bulunmaktadir:

-1.8019 -1.2470 -0.4450 0.4450 1.2470 1.8019
-x% +x? + + - - + + -
+2x—1=0
x° +x° - + + - - + +
—2x—1=0
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