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CYCLOTOMY VE ��FRELEMEDEK� BAZI UYGULAMALARI

ÖZET

Cyclotomic say�lar, ³ifreleme alan�nda kullan�lan önemli cebirsel argümanlardan-
d�r. Yaln�z bu say�lar� tan�m üzerinden hesaplama i³i, parametreler büyüdükçe
çe³itli zorluklar� da beraberinde getirmektedir. Cyclotomic say�lar�n baz� temel
özellikleri, bu say�lar� Diyofant denklemler yoluyla ifade etmeye imkan tan�r.
Böylelikle problem say�lar teorisiyle ili³kilendirilir ve baz� durumlarda cycloto-
mic say�lar� hesaplamak kolayla³�r. Bu konudaki ilk hesaplamalar genelde Zp
üzerinden yap�lm�³, daha sonra çal�³malar Fpn ye genelle³tirilmeye çal�³�lm�³t�r.
Zp üzerinden bak�ld�§�nda mertebe 24'e kadar çal�³malar�n oldu§u görülür
[12�16]. Fpn üzerinde incelendi§inde ise yedinci mertebeye kadar çal�³malar�n
tamamland�§� [4, 5, 20] görülmü³tür. Bu tez çal�³mas�nda öncelikle cyclotomy
tan�t�lm�³, sonra Fpn üzerinde mertebe yedi incelenmi³ ve konuyla ilgili sonuçlar
derlenmi³tir. Ayr�ca cyclotomy probleminin ³ifrelemedeki uygulamalar�ndan bah-
sedilmi³, güncel ve önemli bir uygulamas� olan Sidel'nikov dizileri de örneklerle
anlat�lmaya çal�³�lm�³t�r.

Anahtar Kelimeler: Cyclotomy, cyclotomic say�lar, uniform cyclotomy, Si-
del'nikov dizileri, otokorelasyon, otokorelasyon da§�l�m�.
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CYCLOTOMY AND SOME APPLICATIONS IN CRYPTOLOGY

ABSTRACT

Cyclotomic numbers are quite useful algebraic arguments in cryptology. However
calculation of these numbers in terms of the de�nition is getting harder while
parameters are getting larger. Some of the properties of cyclotomic numbers
provide to express them in terms of Diophant equations. In this way the problem
is linked to number theory and in some cases the calculations become easier.
Primary works on the problem are usually on Zp and later generalizations to Fpn
are sought. On Zp there are several works on order 2-24 [12�16], on Fpn there are
works on order 2-6 and 8 [4, 5, 20]. In this work, order 7 cyclotomic numbers on
Fpn are examined and the results are compiled. Additionally some applications of
cyclotomy on cryptology are mentioned and Sidel'nikov sequences which are the
current and important applications are explained by examples.

Keywords: Cyclotomy, cyclotomic numbers, uniform cyclotomy, Sidel'nikov
sequences, autocorrelation, autocorrelation distribution.
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1. ÖN B�LG�LER

Bu bölümde, sonraki bölümlerde kullan�lacak baz� temel matematiksel ifadeler

tan�t�lmaktad�r. Burada verilen tüm tan�mlar, teoremler ve kullan�lan notasyonlar

için [1] den faydalan�lm�³t�r. Bu bölümden itibaren

• p ile bir asal say�,

• q ile p asal�n�n bir kuvveti,

• Fq ile q elemanl� sonlu cisim,

• Fqm ile de Fq cisminin m. mertebeden bir sonlu geni³lemesi (m ∈ Z+)

belirtilecektir.

1.1 �z ve Norm Fonksiyonlar�

F = Fqm ve K = Fq olmak üzere F den K ya

TrF/K(x) = x+ xq + xq
2

+ ...+ xq
m−1

³eklinde tan�mlanan TrF/K fonksiyonuna iz fonksiyonu denir.
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Örnek 1 K = F2 ve F = F8 = F2(α), α3 + α + 1 = 0 olmak üzere TrF/K(x) =

x+ x2 + x4 olup
F K

0 7−→ 0

1 7−→ 1

α 7−→ 0

α2 7−→ 0

α + 1 7−→ 1

α2 + 1 7−→ 1

α2 + α 7−→ 0

α2 + α + 1 7−→ 1

Örnek 2 K = F4 = F2(u), u2 + u + 1 = 0 ve F = F16 = F4(β), β2 + β + u = 0

olmak üzere TrF/K(x) = x+ x4 olup

F K

0 7−→ 0

1 7−→ 0

u 7−→ 0

u+ 1 7−→ 0

β 7−→ 1

β + 1 7−→ 1

β + u 7−→ 1

β + u+ 1 7−→ 1

uβ 7−→ u

uβ + 1 7−→ u

uβ + u 7−→ u

uβ + u+ 1 7−→ u

uβ + β 7−→ u+ 1

uβ + β + 1 7−→ u+ 1

uβ + β + u 7−→ u+ 1

uβ + β + u+ 1 7−→ u+ 1
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�z fonksiyonunda de§er kümesi asal cisim olursa, yani K = Fp olursa, iz

fonksiyonuna mutlak iz fonksiyonu denir.

Teorem 3 (�z Fonksiyonunun Temel Özellikleri) F = Fqm ve K = Fq
olsun. Buna göre

1. Her α, β ∈ F için TrF/K(α + β) = TrF/K(α) + TrF/K(β) dir.

2. Her α ∈ F ve c ∈ K için TrF/K(cα) = cTrF/K(α) dir.

3. �z dönü³ümü örten bir dönü³ümdür.

4. Her a ∈ K için TrF/K(a) = ma dir .

5. Her α ∈ F için TrF/K(αq
k
) = TrF/K(α) dir ( k ∈ N).

K bir sonlu cisim ve F onun bir sonlu geni³lemesi olsun, ikisi de K üzerinde

vektör uzaylar�d�r. Bu teoremde verilen ilk iki özellik de TrF/K n�n F den

K ya bir lineer dönü³üm oldu§unu söyler. Hatta F den K ya tüm lineer

dönü³ümler iz fonksiyonu kullan�larak in³a edilebilir. Bu sayede, ileride toplamsal

karakterler olarak isimlendirilecek yap�lar incelenirken belirli bir karakterizasyon

elde edilebilecektir.

Teorem 4 K bir sonlu cisim ve F onun sonlu bir geni³lemesi olsun. Her

α ∈ F için Lβ(α) = TrF/K(βα), β ∈ F ³eklinde tan�mlanan fonksiyonlar lineer

dönü³ümlerdir ve F den K ya tüm lineer dönü³ümler bu ³ekilde elde edilir. Ayr�ca

α 6= β iken Lα 6= Lβ olur.

Görüldü§ü üzere iz fonksiyonu sonlu cisim eleman�n� e³leniklerinin toplam�na

götürüyor. E³leniklerinin çarp�m�na götüren fonksiyona ise norm fonksiyonu denir.

Yani,

F = Fqm ve K = Fq olmak üzere F den K ya

NF/K(α) = x · xq · xq2 · · · xqm−1

= x(q
m−1)/(q−1)

³eklinde tan�mlanan NF/K fonksiyonuna norm fonksiyonu denir.
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Örnek 5 K = F2 ve F = F8 = F2(α), α3+α+1 = 0 olsun. NF/K(x) = x·x2·x4 =

x7 olmak üzere
F K

0 7−→ 0

1 7−→ 1

α 7−→ 1

α2 7−→ 1

α + 1 7−→ 1

α2 + 1 7−→ 1

α2 + α 7−→ 1

α2 + α + 1 7−→ 1

Örnek 6 K = F3 ve F = F9 = F3(α), α2+1 = 0 olmak üzere NF/K(x) = x ·x3 =

x4 olup
F K

0 7−→ 0

1 7−→ 1

2 7−→ 1

α 7−→ 1

2α 7−→ 1

α + 1 7−→ 2

α + 2 7−→ 2

2α + 1 7−→ 2

2α + 2 7−→ 2

Teorem 7 (Norm Fonksiyonunun Temel Özellikleri) F = Fqm ve K = Fq
olsun. Buna göre

1. Her α, β ∈ F için NF/K(αβ) = NF/K(α)NF/K(β) dir.

2. Norm fonksiyonu örtendir, ayr�ca NF/K(F ∗) = K∗ dir.

3. Her a ∈ K için NF/K(a) = am dir .

4. Her α ∈ F için NF/K(αq
k
) = NF/K(α) dir ( k ∈ N).

4



1.2 Karakterler

G de§i³meli bir grup ve U = {z ∈ C : |z| = 1} olsun. U çarpma i³lemine göre bir

gruptur. χ, G den U ya tan�mlanan bir grup homomor�zmas� (yani her g, h ∈ G
için χ(gh) = χ(g)χ(h)) ise χ fonksiyonuna G nin karakteri denir.

Örnek 8 G = Z2 × Z2 olmak üzere

G
χ−→ U

(0, 0) 7−→ 1

(0, 1) 7−→ −1

(1, 0) 7−→ −1

(1, 1) 7−→ 1

³eklinde tan�mlanan χ dönü³ümü bir karakterdir.

Örnek 9 G = Z6 olmak üzere χ(k) = e2πik/3 dönü³ümü bir karakterdir.

Örnek 10 Bir önceki örnek genelle³tirilebilir. G bir sonlu devirli grup, yani

G = Zn, n ∈ Z+ olsun. G üzerinde χj(k) = e2πijk/n ³eklinde tan�mlanan χj

dönü³ümleri birer karakterdir ve Zn üzerinde tan�mlanan tüm karakterler bu

³ekildedir.

Her g ∈ G için χ(g) = 1 olan karaktere a³ikar karakter denir ve özel olarak

χ0 ile gösterilir. χ, G nin bir karakteri olmak üzere χ karakteri χ(g) = χ(g)

³eklinde tan�mlan�rsa, bu χ karakterine de χ karakterinin e³lenik karakteri

denir. G üzerinde tan�mlanan tüm karakterlerin kümesi Gˆ ile gösterilip Gˆ

üzerinde χ1χ2(g) = χ1(g)χ2(g) olacak ³ekilde bir çarpma i³lemi tan�mlan�r ise

Gˆ bu i³leme göre bir grup olu³turur, bu grubun birim eleman� a³ikar karakter

ve χ karakterinin tersi de χ in e³lenik karakteridir. Ayr�ca |Gˆ| = |G| dir.

Teorem 11 G bir sonlu de§i³meli grup olsun. χ onun üzerinde a³ikar olmayan

bir karakter ise ∑
g∈G

χ(g) = 0
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olur. g ∈ G birim elemandan farkl� bir eleman ise∑
χ∈Gˆ

χ(g) = 0

olur.

Teorem 12 (Karakterlerde Ortogonallik Ba§�nt�lar�) χ, ψ ∈ Gˆ olmak

üzere

1
|G|
∑
g∈G

χ(g)ψ(g) =

{
0, χ 6= ψ

1, χ = ψ

g, h ∈ G olmak üzere

1
|G|
∑
χ∈Gˆ

χ(g)χ(h) =

{
0, g 6= h

1, g = h

Sonlu cisimlerde iki tane grup vard�r, biri toplama i³lemine göre grup di§eri ise

çarp�msal grup. Dolay�s�yla bir sonlu cisimden iki tür karakter tan�mlanabilir.

Bu karakterler de üzerinde tan�mland�klar� gruba göre toplamsal karakter ve

çarp�msal karakter diye adland�r�l�r.

Tr ile Fq sonlu cisminden tan�mlanan mutlak iz fonksiyonu belirtilirse, Fq
üzerinde tan�mlanan χ1(x) = e2πiTr(x)/p fonksiyonu bir toplamsal karakter olur ve

kanonik toplamsal karakter ismini al�r. Bu karakter yard�m�yla tüm toplamsal

karakterler in³a edilebilir, ³öyle ki:

Teorem 13 b ∈ Fq olmak üzere χb fonksiyonu χb(x) = χ1(bx) ³eklinde

tan�mlans�n. χb de bir toplamsal karakter olur ve Fq üzerindeki tüm toplamsal

karakterler bu yolla elde edilir.

Örnek 14 F4 = {0, 1, α, α + 1}; α2 + α + 1 = 0 olmak üzere F4 üzerinde

tan�mlanan tüm toplamsal karakterleri inceleyelim. Bunun için öncelikle F4
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üzerindeki mutlak iz fonksiyonu

F4
Tr(x)=x+x2−→ F2

0 7−→ 0

1 7−→ 0

α 7−→ 1

α + 1 7−→ 1

³eklinde bulunur. χ1(x) = e2πiTr(x)/2 oldu§undan

(F4,+)
χ1−→ U

0 7−→ 1

1 7−→ 1

α 7−→ −1

α + 1 7−→ −1

elde edilir, di§er karakterler Teorem 13 kullan�larak hesaplan�rsa

(F4,+)
χ0−→ U

0 7−→ 1

1 7−→ 1

α 7−→ 1

α + 1 7−→ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(F4,+)
χα−→ U

0 7−→ 1

1 7−→ −1

α 7−→ −1

α + 1 7−→ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(F4,+)
χα+1−→ U

0 7−→ 1

1 7−→ −1

α 7−→ 1

α + 1 7−→ −1

olacak ³ekilde elde edilir. Bu dört karakter d�³�nda toplamsal karakter yoktur.

Çarp�msal karakterler ise haliyle F∗q üzerinden tan�mlanacakt�r, F∗q devirli oldu§u
için

Teorem 15 g, Fq nun sabit bir ilkel eleman� olsun. Her bir j = 0, 1, 2, ..., q − 2

için ψj(g
k) = e2πijk/(q−1) ³eklinde tan�mlanan ψj fonksiyonlar� birer çarp�msal

karakterdir ve F∗q üzerinde tan�mlanan tüm karakterler bu ³ekilde elde edilir.

Örnek 16 F∗7 üzerinde g = 3 üreteci dikkate al�n�rsa, ψj(3k) = e2πijk/6; j =

0, 1, ..., 6 ³eklinde in³a edilir çarp�msal karakterler. Buna göre 6 = 33 olmak üzere

ψ4(6) = e12πi/3 = 1 olur.
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Örnek 17 q tek olmak üzere Fq nun ψ(q−1)/2 çarp�msal karakterine ikinci

dereceden (quadratic) karakter denir. Bu karakter q = p için say�lar teorisindeki

Legendre sembolüne denk olur.

1.3 Gauss Toplamlar�

Fq üzerinde χ toplamsal karakter ve ψ çarp�msal karakter olmak üzere

G(ψ, χ) =
∑
c∈F∗

q

ψ(c)χ(c)

ifadesi Gauss toplam�n� verir.

Bu tan�mdan görüldü§ü üzere Gauss toplam� karakterlere ve karakterlerin

üzerinde tan�mland�§� sonlu cisme ba§l�d�r. Yaln�z bazen Gauss toplam� (denk

³ekilde) bir çarp�msal karakter ve bir cisim eleman�na ba§l� olarak da verilebilir,

örne§in yukardaki ifade, u ∈ Fq olmak üzere

G(ψ, u) =
∑
c∈F∗

q

ψ(c)e2πiTr(uc)/p

³eklinde yaz�labilir (ikinci ifadedeki üssel gösterim ilk ifade için Teorem 13 te

belirtilen χu ya denktir, dolay�s�yla toplamda karakter gezdirmek yerine ona denk

olarak eleman gezdirmi³ olunur).

Örnek 18 F∗8 = {1, α, α2, ...α6}; α3 +α+ 1 = 0 olmak üzere χ(αk) = e2πiTr(α
k+2)

ve ψ(αk) = e6πik/7 olsun (yani χ = χα2 ve ψ = ψ3). Buna göre

G(ψ, χ) =
∑
c∈F∗

q

ψ(c)χ(c)

=
6∑

k=0

ψ(αk)χ(αk)

= e6πi/7 + e12πi/7 + e18πi/7 + e24πi/7

olur.
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Teorem 19 χ toplamsal karakter ve ψ çarp�msal karakter olmak üzere

G(ψ, χ) =


q − 1, χ = χ0 ve ψ = ψ0

−1, χ 6= χ0 ve ψ = ψ0

0, χ = χ0 ve ψ 6= ψ0

(1.3.1)

dir. Ayr�ca χ 6= χ0 ve ψ 6= ψ0 için

|G(ψ, χ)| = q1/2

olur.

Bazen de s�f�r�n çarp�msal karakterdeki de§eri uygun bir ³ekilde belirlenip Gauss

toplam� F∗q yerine Fq üzerinden al�n�r. Bunun için, ψ bir çarp�msal karakter olmak

üzere

ψ(0) =

1, ψ = ψ0 için

0, ψ 6= ψ0 için
(1.3.2)

³eklinde s�f�r�n karakterdeki de§eri belirlenir. Burada karakterin i³lem koruma (her

a, b ∈ Fq için ψ(ab) = ψ(a)ψ(b)) özelli§i korunmu³ olur, ayr�ca toplamlar üzerinde

çal�³�ld�§�nda farkl�l�k ya³anmaz. Yaln�z böyle bir tan�m kümesi geni³letmesi baz�

özellikleri de etkileyebilir. Örne§in (1.3.1) ifadesi

G(ψ, χ) =

q, χ = χ0 ve ψ = ψ0 için

0, χ 6= χ0, ψ = ψ0 veya χ = χ0, ψ 6= ψ0 için

haline dönü³ür.

Teorem 20 Fq üzerinde al�nan bir Gauss toplam� için

1. a ∈ F∗q, b ∈ Fq için G(ψ, χab) = ψ(a)G(ψ, χb)

2. G(ψ, χ) = ψ(−1)G(ψ, χ)

3. χ 6= χ0 ve ψ 6= ψ0 için G(ψ, χ)G(ψ, χ) = ψ(−1)q

9



4. b ∈ Fq için G(ψp, χb) = G(ψ, χbp)

Bu özellikler kullan�larak karakterler Gauss toplamlar� cinsinden ifade edilebilir.

ψ(c) =
1

q

∑
χ∈(Fq ,+)ˆ

G(ψ, χ)χ(c); c ∈ F∗q

χ(c) =
1

q − 1

∑
ψ∈(F∗

q)ˆ

G(ψ, χ)ψ(c); c ∈ F∗q

Yani Gauss toplamlar� sanki Fourier katsay�lar�ym�³ gibi bir rol oynar.

1.4 Jacobi Toplamlar�

Çarp�msal karakterler cismin s�f�r harici elemanlar�n�n üzerinden tan�mlan�r ama

bazen tan�m kümesi uygun bir ³ekilde geni³letilebilir, bunun için s�f�r�n de§eri

(1.3.2) deki gibi belirlenir, bu tan�m kümesi geni³letmesi ile Fq üzerinde

Ja(λ1, ..., λk) =
∑

c1+...+ck=a

λ1(c1) · · · λk(ck)

toplam� verilsin (λ1, ..., λk lar çarp�msal karakterler ve a ∈ Fq). Burada a 6= 0 iken

c1 = ab1, ..., ck = abk dönü³ümü ile

Ja(λ1, ..., λk) = (λ1 · · · λk)(a)J1(λ1, ..., λk)

e³itli§i elde edilir. Yani J1 toplam� Ja lar için karakteristik bir rol oynar. O

yüzden bu toplam indissiz olarak, yani J ³eklinde gösterilecek ve bundan sonraki

çal�³malar bu toplam üzerinden yap�lacakt�r. �³te bu ³ekilde belirtilen toplama

Jacobi toplam� denir.

Yani, λ1, ..., λk lar çarp�msal karakterler olmak üzere Fq üzerinde

J(λ1, ..., λk) =
∑

c1+...+ck=1

λ1(c1) · · · λk(ck)

10



³eklinde verilen toplama Jacobi toplam� denir.

k = 1 durumunda Jacobi toplam�n�n (her karakter için) 1 e e³it oldu§u a³ikar,

ayr�ca toplamda çarp�msal karakterlerin s�ras�n�n önemsiz oldu§u da görülebilir.

Bu durum J0 için de geçerlidir. Jacobi toplamlar� için için di§er baz� temel

özellikler:

Teorem 21 Fq üzerinde λ1, ..., λk ler çarp�msal karakterler ve χ a³ikar olmayan

toplamsal karakter olsun. Buna göre

1. E§er λ1, ..., λk lerin hepsi a³ikar karakterler ise

J0(λ1, ..., λk) = J(λ1, ..., λk) = qk−1

2. E§er λ1, ..., λk lerin içinde a³ikar olmayan karakter de a³ikar olan karakter

de mevcut ise

J0(λ1, ..., λk) = J(λ1, ..., λk) = 0

3. E§er λk a³ikar de§il ise

J0(λ1, ..., λk) =

{
0, λ1 · · · λk 6= λ0 için

λk(−1)(q − 1)J(λ1, ..., λk−1), λ1 · · · λk = λ0 için

4. E§er λ1, ..., λk lerin hepsi a³ikar olmayan karakterler ise

(a) λ1 · · · λk 6= λ0 ise

J(λ1, ..., λk) =
G(λ1, χ) · · ·G(λk, χ)

G(λ1 · · · λk, χ)

(b) λ1 · · · λk = λ0 ise

J(λ1, ..., λk) = −λk(−1)J(λ1, ..., λk−1) = −1

q
G(λ1, χ) · · ·G(λk, χ)

5. E§er λ1, ..., λk lerin hepsi a³ikar olmayan karakterler ise

|J(λ1, ..., λk)| =

{
q(k−1)/2, λ1 · · · λk 6= λ0 için

q(k−2)/2, λ1 · · · λk = λ0 için

11



2. CYCLOTOMY

2.1 Giri³

Cyclotomy, veya çembere³bölüm, (klasik manada) bir çemberi n e³it parçaya

ay�rma i³lemidir. Binlerce y�l önce Yunanl� geometricilerin bir çemberi bir cetvel

ve bir pergel yard�m�yla e³it parçalara ay�rmaya çal�³mas�yla ba³lam�³t�r (yaln�z

burada cetvel uzunluk ölçmek için de§il sadece iki noktay� birle³tirmek için

kullan�lmaktad�r). Bu problem n nin

2s, 3 · 2s, 5 · 2s, 15 · 2s; s = 0, 1, 2, ...

de§erleri için çözülebilmekteydi lakin genel bir çözüm bulunamam�³t�. Özellikle 5

ten büyük asal say�lar için çözüm bulma önemli ara³t�rma konular�ndan biriydi.

Neden sonra Gauss n = 17 için çözüm buldu. Burada 17 nin özelli§i, 1 eksi§inin

22k format�nda olmas�d�r (yani Fermat asal� olmas�d�r). Zaten problem, problemin

çözülebilmesi için gerek ve yeter ³art

n = 2s · (22k + 1); s, t = 0, 1, 2, ... ve (22k + 1) asal

olmas�d�r, ³eklinde tamamland�.

Modern cebir ve uygulamalar� aç�s�ndan bak�ld�§�nda ise cyclotomy baz� mate-

matiksel argümanlar ³eklinde kar³�m�za ç�kar, bu bölümde de bu matematiksel

argümanlar k�saca tan�t�lacakt�r.
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2.2 Cyclotomic S�n��ar ve Say�lar

g ile Fq sonlu cisminin bir ilkel eleman� gösterilsin. Ayr�ca q − 1 = ef olsun

(e, f ∈ Z ve e, f ≥ 2).

Cj = {ges+j : s = 0, 1, ..., f − 1}

kümelerine cyclotomic s�n��ar denir.

Cyclotomic s�n��ar F∗q üzerinde bir parçalan�³ verir, yani

Her i 6= j için Ci ∩ Cj = ∅ ve
e−1⋃
i=0

Ci = F∗q (2.2.1)

dir. Çünkü C0 kümesi F∗q (çarp�msal) grubunun bir alt grubudur ve j 6= 0 için

Cj = gjC0 olacak ³ekilde g1, g2, ..., gf−1 ∈ F∗q mevcuttur. Yani parçalan�³taki

kümeler, F∗q grubunun C0 altgrubuna bölümüyle üretilmi³ yan kümeleridir.

Örnek 22 Cyclotomic s�n�f örnekleri:

1. F∗7 için g = 3 ve e = 2, f = 3 olsun. Böylelikle C0 = {30, 32, 34} = {1, 2, 4}
ve C1 = {31, 33, 35} = {3, 6, 5} ³eklinde cyclotomic s�n��ar belirlenir.

Burada C0 ile C1 kümeleri F∗7 nin bir parçalan�³�n� olu³tururlar ve C0

kümesi F∗7 nin bir alt grubu olup C1 = 3C0 olur.

2. Yine F7 de, g=5 için üçüncü mertebe ( e=3) cyclotomic s�n��ar C0 =

{1, 6}, C1 = {5, 2} ve C1 = {4, 3} olur.

3. Farkl� bir asal için de, örne§in F13 de, C0 = {1, 4, 3, 12, 9, 10}, C1 =

{2, 8, 6, 11, 5, 7} s�n��ar� örnek olarak verilebilir ( e = 2, f = 6 ve g = 2).

4. Asal olmayan bir cisim üzerinden örnek olarak, F9 = {a + bβ : a, b ∈ F3

ve β2 + 1 = 0} üzerinde e = 2, f = 4 ve g = β + 1 olmak üzere C0 =

{2β, 2, β, 1} ve C1 = {1 + β, 1 + 2β, 2 + β, 2 + 2β} verilebilir.
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5. Yine F9 üzerinde, β2 + 1 = 0 için e = 4, f = 2 ve g = β + 1 olmak üzere

C0 = {1, 2}, C1 = {1 + β, 2 + 2β}, C2 = {2β, β}, C3 = {1 + 2β, 2 + β} olur.

Cyclotomic say�lar, cyclotomic s�n��ar kullan�larak ³u ³ekilde tan�mlan�r:

(i, j)e = |(Ci + 1 ∩ Cj)|; i, j ∈ 0, 1, 2, ..., e− 1

ifadesine e. mertebeden cyclotomic say� denir. e de§eri belli oldu§unda (i, j)

ile de gösterilir, bazen de (i, j) yerine Aij ifadesi kullan�l�r.

Örnek 23 Örnek 22 de verilen cyclotomic s�n��ar için cyclotomic say�lar hesap-

lan�rsa,

1. F7 de göre belirlenen C0 = {1, 2, 4}, C1 = {3, 5, 6} s�n��ar� için C0 + 1 =

{2, 3, 5} ve C1 + 1 = {4, 6, 0} olmak üzere ikinci mertebe cyclotomic say�lar

(0, 0)2 = |C0 + 1 ∩ C0| = |{2, 3, 5} ∩ {1, 2, 4}| = |{2}| = 1

(0, 1)2 = |C0 + 1 ∩ C1| = |{2, 3, 5} ∩ {3, 5, 6}| = |{3, 5}| = 2

(1, 0)2 = |C1 + 1 ∩ C0| = |{4, 6, 0} ∩ {1, 2, 4}| = |{4}| = 1

(1, 1)2 = |C1 + 1 ∩ C1| = |{4, 6, 0} ∩ {3, 5, 6}| = |{6}| = 1

olarak belirlenir.

2. Yine F7 de, C0 = {1, 6}, C1 = {2, 5}, C2 = {3, 4} için C0 + 1 = {2, 0}, C1 +

1 = {3, 6}, C2 + 1 = {4, 5} olur. Böylelikle

(0, 0)3 = |C0 + 1 ∩ C0| = |{2, 0} ∩ {1, 6}| = |∅| = 0

(0, 1)3 = |C0 + 1 ∩ C1| = |{2, 0} ∩ {2, 5}| = |{2}| = 1

(0, 2)3 = |C0 + 1 ∩ C2| = |{2, 0} ∩ {3, 4}| = |∅| = 0

(1, 0)3 = |C1 + 1 ∩ C0| = |{3, 6} ∩ {1, 6}| = |{6}| = 1

(1, 1)3 = |C1 + 1 ∩ C1| = |{3, 6} ∩ {2, 5}| = |∅| = 0

(1, 2)3 = |C1 + 1 ∩ C2| = |{3, 6} ∩ {3, 4}| = |{3}| = 1

(2, 0)3 = |C2 + 1 ∩ C0| = |{4, 5} ∩ {1, 6}| = |∅| = 0

(2, 1)3 = |C2 + 1 ∩ C1| = |{4, 5} ∩ {2, 5}| = |{5}| = 1

(2, 2)3 = |C2 + 1 ∩ C2| = |{4, 5} ∩ {3, 4}| = |{4}| = 1

olur.
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3. F13 için C0 = {1, 4, 3, 12, 9, 10}, C1 = {2, 8, 6, 11, 5, 7} s�n��ar� verilmi³ti,

bunlar için C0 + 1 = {2, 5, 4, 0, 10, 11} ve C1 + 1 = {3, 9, 7, 12, 6, 8} olup

(0, 0)2 = |C0 + 1 ∩ C0| = |{4, 10}| = 2

(0, 1)2 = |C0 + 1 ∩ C1| = |{2, 5, 11}| = 3

(1, 0)2 = |C1 + 1 ∩ C0| = |{3, 9, 12}| = 3

(1, 1)2 = |C1 + 1 ∩ C1| = |{6, 7, 8}| = 3

olur.

4. F9 üzerinde (β2 + 1 = 0 olmak üzere} verilen C0 = {2β, 2, β, 1} ve C1 =

{1 + β, 1 + 2β, 2 + β, 2 + 2β} için C0 + 1 = {1 + 2β, 0, 1 + β, 2} ve C1 + 1 =

{2 + β, 2 + 2β, β, 2β} olup

(0, 0)2 = |C0 + 1 ∩ C0| = |{2}| = 1

(0, 1)2 = |C0 + 1 ∩ C1| = |{1 + β, 1 + 2β}| = 2

(1, 0)2 = |C1 + 1 ∩ C0| = |{β, 2β}| = 2

(1, 1)2 = |C1 + 1 ∩ C1| = |{2 + β, 2 + 2β}| = 2

5. F9 üzerinde, C0 = {1, 2}, C1 = {1 + β, 2 + 2β}, C2 = {2β, β}, C3 = {1 +

2β, 2 + β} için C0 + 1 = {0, 2}, C1 + 1 = {2 + β, 2β}, C2 + 1 = {1 + 2β, 1 +

β}, C3 + 1 = {2 + 2β, β} olur ve
(0, 0)4 (0, 1)4 (0, 2)4 (0, 3)4

(1, 0)4 (1, 1)4 (1, 2)4 (1, 3)4

(2, 0)4 (2, 1)4 (2, 2)4 (2, 3)4

(3, 0)4 (3, 1)4 (3, 2)4 (3, 3)4

 =


1 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0


Bu son örnekte de görüldü§ü üzere, ikililerin de§erleri bazen (gösterim aç�s�ndan

daha sade olmas� amac�yla) matris ³eklinde gösterilir. Bunun için (i, j)e say�s�

matrisin i + 1. sat�r ve j + 1. sütun eleman� olarak belirtilir ve böylelikle e × e
boyutlu bir matris elde edilir. Bu matrise e. mertebeden cyclotomic matris

denir. Yukarda belirttilen örneklerin ilk dördü için matris gösterimleri s�ras�yla

yaz�l�rsa (
1 2

1 1

)
,


0 1 0

1 0 1

0 1 1

 ,

(
2 3

3 3

)
,

(
1 2

2 2

)
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matrisleri elde edilir.

Sabit bir q için e. mertebe cyclotomic s�n��ar (varsa, yani e|(q− 1) ise) tek türlü

olarak mevcuttur. Çünkü F∗q devirli grup oldu§undan, f elemanl� alt gruplar�

(varsa, yani f |(q− 1) ise) sadece bir tanedir, yani C0 tektir. Yaln�z ilkel eleman�n

seçimine ba§l� olarak indisler farkl�la³abilir (g ilkeli için Ci ile g′ ilkeli için Ci

farkl� kümeler olabilir, i 6= 0 ve g 6= g′). Ayn� ³ekilde cyclotomic say�lar da tek

türlüdür, lakin ilkel eleman�n seçimine ba§l� olarak cyclotomic matris üzerinde

pozisyon de§i³tirirler.

Örnek 24 F7 de, g = 5 için C0 = {1, 6}, C1 = {2, 5}, C2 = {3, 4} ve g = 3

al�nd�§�nda C0 = {1, 6}, C1 = {3, 4}, C2 = {2, 5} olacakt�r, yani C1 ile C2 yer

de§i³tirir. Buna paralel olarak da üçüncü mertebe cyclotomic matiris
0 1 0

1 0 1

0 1 1


g=5 için


0 0 1

0 1 1

1 1 0


g=3 için

olur. Yani F7 de üçüncü mertebeden cyclotomic s�n��ar ve say�lar tek türlüdür,

yaln�z ilkel eleman�n seçimine göre indis de§i³tirirler.

2.3 Cyclotomic Polinomlar ve Cisimler

Cyclotomy klasik manada bir çemberi n e³it parçaya ay�rma i³lemidir diye

belirtilmi³ti. Kompleks düzlemde çember birim çember (z(θ) = eiθ; 0 ≤ θ < 2π)

olarak dü³ünülürse problem cebirsel olarak zn = 1 in köklerini (e
2πik
n ; k =

0, 1, 2, ..., n − 1), bir ba³ka deyi³le birimin köklerini (roots of unity) bulmaya

tekabül eder. Dolay�s�yla xn − 1 format�ndaki polinomlar�n kökleri ve çarpanlar�

cyclotomy nin ilgi alan�na girer.
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xn − 1 polinomunun kökleri çarpmaya göre bir devirli grup olu³turur. ζn ile bu

devirli grubun bir üreteci gösterilirse, gcd(n, k) = 1 ³art�n� sa§layan k de§erleri

için ζkn ler de üreteç olacakt�r. Kökleri bu üreteçler olan polinoma da cyclotomic

polinom denir. Yani

Φn(x) =
n∏
k=1

gcd(n,k)=1

x− ζkn

ifadesine n. mertebeden cyclotomic polinom denir.

Böylelikle
Φ1(x) = x− 1

Φ2(x) = x+ 1

Φ3(x) = x2 + x+ 1

Φ4(x) = x2 + 1

Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1

Φ6(x) = x2 − x+ 1

Φ7(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1

Φ8(x) = x4 + 1

Φ9(x) = x6 + x3 + 1
...

³eklinde cyclotomic polinomlar elde edilir. Bu polinomlar için derece(Φn(x)) =

φ(n) dir. (φ burada Euler-totient fonksiyonunu gösteriyor, yani φ(n) = |{k ∈ N :

1 ≤ k ≤ n ve ebob(n, k) = 1}|)

Dikkat edilirse Φ1(x) = x− 1 olmak üzere∏
k|n

1≤k≤n

Φk(x) = xn − 1

oldu§u görülür.

Cyclotomic polinomlar (her mertebeden) tek türlü olarak mevcuttur ve rasyonel

say�lar cismi üzerinde indirgenemezdirler.
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n. dereceden birimin köklerinin bir üreteci bir cisme eklendi§inde olu³an cisim

geni³lemesine cyclotomic cisim denir. Yani, F bir cisim ve ζn = e2πi/n olmak

üzere

F (ζn) = {
n−1∑
i=0

ai(ζn)i : a0, a1..., an−1 ∈ F}

³eklinde in³a edilen cisme cyclotomic cisim denir. Özetle, bir cismin xn − 1

polinomuna göre parçalan�³ cismine (splitting �eld'�na) cyclotomic cisim denir.

Cyclotomic cisimler, üzerinde tan�mland�klar� cisim üzerinde bir vektör uzay�

olu³tururlar. Bu vektör uzay�n�n boyutuna geni³leme derecesi denir ve [F (ζn) : F ]

ile gösterilir.

Bir cismin xn − 1 ile olu³turulan parçalan�³ cismi ile Φn(x) ile olu³turulan

parçalan�³ cismi ayn�d�r, dolay�s�yla cyclotomic cisim tan�m� cyclotomic poli-

nomlar üzerinden de verilebilir. Çünkü, Φn(x) in kökleri xn − 1 in kökleriyle

olu³turulan (çarp�msal) grubun üreteçleridir, dolay�s�yla xn − 1 in her kökü

Φn(x) nin kökleriyle üretilebilir. Böylelikle, rasyonel say�lar üzerinde cyclotomic

polinomlar indirgenemez oldu§undan, rasyonel say�lardaki cyclotomic cisimler

için [Q(ζn) : Q] = φ(n) oldu§u görülür.

Örnek 25 Rasyonel say�lar cismi üzerinden cyclotomic cisimler:

1. Q üzerinde x2 − 1 in parçalan�³ cismi yine Q olur (x2 − 1 in kökleri yine

rasyonel say�lar). Yani [Q(ζ2) : Q] = 1 ve Q(ζ2) = Q dir.

2. Q üzerinde x3 − 1 in parçalan�³ cismi ( ζ3 = (−1 + i
√

3)/2 olmak

üzere) Q(ζ3) = {a + bζ3 : a, b ∈ Q} cismidir, x4 − 1 in parçalan�³ cismi

ise ( ζ4 = i oldu§u için) Q(ζ4) = {a+ bi : a, b ∈ Q} cismidir, yaln�z burada

[Q(ζ3) : Q] = [Q(ζ4) : Q] = 2 olmas�na ra§men [Q(ζ3) : Q] 6= [Q(ζ4) : Q]

oldu§una dikkat etmek gerekiyor.

3. Q üzerinde x5 − 1 in parçalan�³ cismi Q(ζ5) = {a+ bζ5 + cζ25 + dζ35 + eζ45 :

a, b, c, d, e ∈ Q} dir ve [Q(ζ5) : Q] = 4 tür.
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4. Q üzerinde x6−1 in parçalan�³ cismi ( ζ6 = (1+i
√

3)/2 olmak üzere) Q(ζ6) =

{a + bζ6 : a, b ∈ Q} cismidir, ayr�ca Q(ζ3) cismi bu cismin altcismidir.

Burada da yine [Q(ζ6) : Q] = 2 oldu§u görülür.

Örnek 26 Sonlu bir cisim üzerinden örnek: F = F2 cisminin x3 − 1 ile

olu³turulan parçalan�³ cismi F4 olurken x4 − 1 ile olu³turulan parçalan�³ cismi

kendisi olur. Yani [F2(ζ4) : F2] = 1 olup φ(4) ten farkl�d�r. Dolay�s�yla

cyclotomic cisimlerin F = Q durumundan farkl� oldu§u görülür. Bunun sebebi

cyclotomic polinomlar�n sonlu cisimlerde her zaman indirgenemez olmak zorunda

olmamas�d�r. Mesela bu örnekte Φ4(x) = (x− 1)4 dir.
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3. CYCLOTOMIC SAYILAR

Bölüm 2.2 de verilen cyclotomic say� tan�m�na denk olarak ³öyle bir tan�m da

verilebilir: q = ef + 1 için e. mertebeden cyclotomic say� (i, j)e

zi + 1 = zj, zi ∈ Ci ve zj ∈ Cj (3.0.1)

denkleminin köklerinin say�s�d�r, yani

ges+i + 1 = get+j; 0 ≤ s, t ≤ f − 1 (3.0.2)

denklemini sa§layan (s, t) ikililerinin say�s�d�r. Bu bölümde bu tan�m kullan�larak

cyclotomic say�lar�n özellikleri incelenecek ve hesaplamada kullan�lan yöntemler-

den bahsedilecektir.

3.1 Temel Özellikler

Örnek 23 deki cyclotomic matrisler

(
1 2

1 1

)
,


0 1 0

1 0 1

0 1 1

 ,

(
2 3

3 3

)
,

(
1 2

2 2

)
,


1 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0


idi. Bu matrislerin sat�r elemanlar�n�n toplam�na, sütun elemanlar�n�n toplam�na,

elemanlar�n hanelerdeki da§�l�m�na vs. dikkat edilirse belirli bir düzen oldu§u
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dü³ünülebilir, bunun matematiksel boyutu ara³t�r�ld�§�nda kar³�m�za ³u önemli

teorem ç�kar.

Teorem 27 [2, 4]

1. Her K,L tamsay�lar� için (i+Ke, j + Le)e = (i, j)e

2. (i, j)e = (e− i, j − i)e

3. (i, j)e =

(j, i)e, f çift için

(j + e
2
, i+ e

2
)e, f tek için

4.
e−1∑
j=0

(i, j)e = f − θi; θi =

1, f çift ve i = 0, veya f tek ve i = e
2
için

0, di§er durumlar için

5.
e−1∑
i=0

(i, j)e =

f − 1, j = 0 için

f, di§er durumlar için

6. (i, j)′e = (Ni,Nj)e, Üs i³areti ilkel eleman olarak gN al�nd�§�n� belirtiyor

�spat: (3.0.2) e³itli§i göz önüne al�nd�§�nda

1. Tan�mdan a³ikar olarak ç�kar.

2. E³itli§in iki taraf� da ilk terimin tersiyle, yani ge(f−s−1)+e−i ile çarp�l�rsa

e³itlik

1 + ge(f−s−1)+(e−i) = ge(t−s)+(j−i)

halini al�r.

3. Fq cisminde −1 = g(q−1)/2 dir. Burada da (f çiftse k = 0, f tekse k = e/2

olmak üzere) −1 = gev+k olacak ³ekilde bir v tamsay�s�n�n mevcut oldu§u

görülebilir. �imdi gev+k ile (3.0.2) e³itli§in iki taraf� da çarp�l�rsa,

ge(t+v)+(j+k) + 1 = ge(s+v)+(i+k)

olur. Bu da (f nin teklik - çiftlik durumuna göre) k n�n alaca§� de§erlerle

bize istedi§imiz sonucu verir.
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4. Cyclotomic s�n��ar�n F∗q üzerinde bir parçalan�³ verdi§i (2.2.1) den biliniyor,
dolay�s�yla Cj ler ikili olarak ayr�k olur, o zaman Cj lerin sabit bir kümeyle

kesi³imi de ayr�k olur, ayr�ca ayr�k kümelerin eleman say�lar� toplam� da

bile³imlerinin eleman say�s�d�r. |Ci| = f oldu§u da dikkate al�narak

e−1∑
j=0

(i, j)e = |(Ci + 1) ∩ C0|+ |(Ci + 1) ∩ C1| ∩ ...|(Ci + 1) ∩ Cf−1|

=

∣∣∣∣∣f−1⋃j=0

((Ci + 1) ∩ Cj)

∣∣∣∣∣
= |(Ci + 1) ∩

f−1⋃
j=0

Cj|

=
∣∣(Ci + 1) ∩ F∗q

∣∣
=

f − 1, −1 ∈ Ci

f, −1 /∈ Ci

=

f − 1, f çift ve i = 0, veya f tek ve i = e
2
için

f, di§er durumlar için

olur.

5. Bir önceki ad�mdakine benzer mant�kla

e−1∑
i=0

(i, j)e = ... =

f − 1, 1 ∈ Cj

f, 1 /∈ Cj

=

f − 1, j 6= 0 için

f, di§er durumlar için

6. (3.0.2) denkleminde g yerine gN yaz�ld�§�nda görülür.

Teorem 27 deki özellikler kullan�larak ikinci mertebe cyclotomic say�lar ³u ³ekilde

in³a edilebilir: �kinci özellik (1, 0)2 = (1, 1)2 oldu§unu söyler, üçüncü özellik

sayesinde f tek için (1, 0)2 = (0, 1)2 ve f çift için (0, 0)2 = (1, 1)2 olur, böylelikle

ikinci mertebeden cyclotomic matris

f çift ise

(
A B

B B

)
, f tek ise

(
B A

B B

)
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halini al�r. Dördüncü özellikle beraber

f çift ise

{
A+B = f − 1 = q−3

2

2B = f = q−1
2

f tek ise

{
A+B = f = q−1

2

2B = f − 1 = q−3
2

olur. Bu sonuçlar birle³tirilip sade bir halde yaz�l�rsa:

Teorem 28 �kinci mertebeden cyclotomic say�lar, q = 2f + 1 olmak üzere

(0, 0)2 = q−4−(−1)f
4

(0, 1)2 = q−(−1)f
4

(1, 0)2 = (1, 1)2 = q−2+(−1)f
4

(3.1.1)

³eklinde belirlenir.

3.2 Gauss Periyotlar� ve Cyclotomic Say�lar

χ kanonik toplamsal karakteri göstermek üzere, Gauss periyotlar�

ηi =
∑
x∈Ci

χ(x), i = 0, 1, 2, ..., f − 1

³eklinde tan�mlanan toplamlard�r.

Lemma 29 [4] Gauss periyotlar� ile cyclotomic say�lar aras�ndaki ili³ki:

ηmηm+k =
e−1∑
h=0

(k, h)ηm+h+fθk; θk =

{
1, f çift ve k = 0, veya f tek ve k = e

2

0, di§er durumlarda
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3.2.1 Bir Uygulama: Üçüncü Mertebeden Cyclotomic Sa-

y�lar�n Hesaplanmas�

q = 3f + 1 durumunda f mecburen çift olaca§�ndan Teorem 27 deki ikinci ve

üçüncü özelliklerle üçüncü mertebe cyclotomic matrisin
A B C

B C D

C D B

 (3.2.1)

format�nda olaca§� görülür. Dördüncü özellikle

A+B + C = f − 1

B + C +D = f
(3.2.2)

denklemleri elde edilir. A,B,C,D yi tek türlü olarak belirlemek için bu iki denklem

yeterli olmayacakt�r. Bu yüzden, örne§in

1 + z0 + z1 + z2 = 0 (zi ∈ Ci, i = 0, 1, 2) (3.2.3)

denkleminin çözüm say�s�ndan yararlan�labilir [4].

(3.2.3) denkleminin çözüm say�s� N olsun. Burada z0, f tane C0 eleman� üzerinde

gezerken 1 + z0 de§eri de A kez C0 �n içinde, B kez C1 in içinde ve C kez C2 nin

içinde bulunacakt�r. Her bir sabit z′i ∈ Ci, z′i = z0 + 1 için (3.2.3) n�n çözümünü

sa§layan (z1, z2) lerin say�s� ise s�ras�yla D,B,C olacakt�r; örne§in, sabit bir z′1 ∈
C1 için z′1 + z1 + z2 = 0 e³itli§ini sa§layan B tane (z1, z2) ikilisi vard�r, çünkü

z′1 + z1 + z2 = 0 n�n çözüm say�s� ile z1(z′1)
−1 + 1 = z2(z

′
1)
−1 denkleminin çözüm

say�s� ayn�d�r (e = 3 için −1 ∈ C0 oldu§undan −z2 ∈ C2 ve zi(z′1)
−1 ∈ Ci−1).

Sonuç olarak N = AD +B2 + C2 elde edilir.

�imdi de z1, C1 üzerinde gezsin, ayn� zamanda 1+z0 de§eri de B kez C0 �n içinde,

C kez C1 in içinde ve D kez C2 nin içinde bulunacakt�r. Yine her bir sabit z′i ∈ Ci,
zi = z0+1 için (3.2.3) n�n çözümünü sa§layan (z0, z2) lerin say�s� s�ras�yla C,D,B

olacakt�r, sonuçta N = BC + CD +BD oldu§u görülür.
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Bu iki sonuç birle³tirilirse

AD +B2 + C2 = BC + CD +BD (3.2.4)

olur. (3.2.2) denklemleri kullan�larak

D = A+ 1

C = f − 1− A−B

elde edilir ve bunlar (3.2.4) de yerine konulursa

3A2 + 3AB + 3B2 − (3f − 5)A− (3f − 3)B = −f 2 + 3f − 2

sonucuna ula³�l�r. Bu e³itli§in iki taraf� da 36 ile çarp�l�p gerekli sadele³tirmeler

yap�l�rsa

(9A− 3f + 7)2 + 27(f − 1− A− 2B)2 = 12f + 4 = 4q

veya daha sade ³ekilde 4q = c2+27d2, c≡ 1(mod 3) elde edilir (burada d nin i³areti

ilkel elemana ba§l�d�r). Dolay�s�yla (3.2.2) denklemlerine ek olarak (4q = c2+27d2

ve c ≡ 1(mod 3) olmak üzere)

9A = 3f − 7 + c

A+ 2B = f − 1− d
(3.2.5)

denklemleri elde edilir. Hesaplan�rsa

Teorem 30 [4]Üçüncü mertebeden cyclotomic say�lar için cyclotomic matris
A B C

B C D

C D B


format�ndad�r ve buradaki A,B,C,D say�lar� 4q = c2 + 27d2, c ≡ 1(mod 3)

özelliklerini sa§layan bir (c, d) ikilisiyle

9A = q − 8 + c

18B = 2q − 4− c− 9d

18C = 2q − 4− c+ 9d

9D = q + 1 + c

(3.2.6)

³eklinde elde edilir (d nin i³areti ilkel eleman�n seçimine ba§l�d�r).
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Örnek 31 F7 için hesaplay�nca (c, d) = (1,±1) bulunur. Örnek 24 de ilkel

eleman�n seçimine göre iki farkl� üçüncü mertebe cyclotomic matris verilmi³ti.

�lkel eleman 5 al�n�rsa üçüncü mertebeden cyclotomic matris
0 1 0

1 0 1

0 1 1


olur, yani d = −1 dir. Ama ilkel eleman� 3 ald�§�m�zda

0 0 1

0 1 1

1 1 0


olur (d = 1 dir). Yani B ile C yer de§i³tirir (birinde d yi eklerken di§erinde

ç�kar�l�yor (3.2.6) denklemlerinde).

Yaln�z acaba her q de§eri için 4q = c2 + 27d2, c ≡ 1(mod 3) olacak ³ekilde (c, d)

ikilileri mevcut mudur, mevcutsa kaç tanedir? Bu problem için, yani q = pm ≡
1(mod 3) durumunda, en az bir (c, d) ∈ Z2 ikilisi vard�r, hatta m = 1 ise bu

ikililerin say�s� (d yi i³aretinden ba§�ms�z dü³ünüldü§ünde) tam olarak bir tanedir

[4]. Dolay�s�yla m = 1 için üçüncü mertebeden cyclotomic say�lar, cyclotomic

s�n��ar� in³a etmeye veya (3.0.2) denklemlerini çözmeye gerek kalmadan 4q =

c2 + 27d2, c ≡ 1(mod 3) sisteminin mevcut olan tek çözümüyle olu³turulabilir

(ilkel eleman�n seçiminden ba§�ms�z olarak). Peki m > 1 iken 4q = c2 + 27d2, c ≡
1(mod 3) sisteminin birden fazla (c, d) tamsay� çözümü olmas� durumunda hangi

çözüm tercih edilmelidir? Bunun cevab�na p ≡ 1(mod 3) ve p ≡ 2(mod 3) durumu

için ayr� ayr� bakmak gerekmektedir.

p ≡ 1(mod 3) için: Bu durumda (c, d) ikililerinden has (proper) çözüm (yani

obeb(q, |c|) = 1 ³art�n� sa§layacak (c, d) çözümleri) tercih edilmelidir [4]. p≡
1(mod 3) durumunda has çözüm bir tane olaca§�ndan [4] üçüncü mertebeden

cyclotomic say�lar tam olarak belirlenebilir.

Örnek 32 F343 = F7(θ), θ
3 + 3θ + 2 = 0 cismi üzerinde üçüncü mertebe

cyclotomic say�lar incelendi§inde, 1372 = c2 + 27d2 denklemi için (c, d) =
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(±7,±7) ve (c, d) = (±20,±6) ikilileri birer çözümdür, c ≡ 1(mod 3) ³art�yla

bu çözümler (c, d) = (7,±7) ve (c, d) = (−20,±6) haline gelir. Bu cismin üçüncü

mertebe cyclotomic matrisi ise, ilkel eleman�n tercihine göre
35 36 42

36 42 36

42 36 36

 veya


35 42 36

42 36 36

36 36 42


olacakt�r. Bu matrisleri olu³turabilmek için, (3.2.6) denklemlerinde kullan�la-

bilecek (c, d) ikilisi (−20,±6) dir. Yani (c, d) = (7,±7) çözümü kullan�³s�z

olacakt�r. Burada dikkat edilirse (−20,±6) çözümü obeb(q, |c|) =obeb(343, 20) = 1

oldu§undan has bir çözümdür, ama (c, d) = (7,±7) çözümü has çözüm de§ildir.

p ≡ 2(mod 3) için: Bu durum için (c, d) ikilisini tespit ederken Gauss periyotlar�

ile cyclotomic say�lar aras�ndaki ili³kidenfaydalan�lacakt�r. Ayr�ca belirtilmelidir

ki q = pm ≡ 1(mod 3) olmas� gerekti§inden m çifttir.

Lemma 33 [5] p ≡ 2(mod 3) ve m çift say� olsun. q = pm olmak üzere, Fq

üzerinde üçüncü mertebe Gauss periyotlar�

η0 =
−1+2(−1)(m−2)/2√q

3

η1 = η2 =
−1−(−1)(m−2)/2√q

3

³eklindedir.

�imdi bu Lemmalar ile, cyclotomic say�lar yerine (3.2.1) te verilen har�er

kullan�ld�§�nda
η0η1 = Bη0 + Cη1 +Dη2

η0η2 = Cη0 +Dη1 +Bη2

elde edilir, bu da η0 6= η1 = η2 oldu§undan

η0η1 = Bη0 + Cη1 +Dη1

= Cη0 +Dη1 +Bη1

haline gelir, düzenleme yap�l�nca

(η0 − η1)(B − C) = 0
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olacakt�r, yani B = C dir. O zaman 3.2.6 denklemleri dikkate al�nd�§�nda d = 0

oldu§u görülür. Dolay�s�yla c = 2
√
q olur.

Örnek 34 F25 = F5(θ), θ
2 + θ + 2 = 0 üzerinde g = θ y� kullan�larak üçüncü

mertebe cyclotomic say�lar hesapland�§�nda matrisin
3 2 2

2 2 4

2 4 2


oldu§u görülür. Burada A = 2, B = C = 2, D = 4 olup c = 2

√
25 = 10 ve d = 0

d�r.

3.3 Jacobi Toplamlar� ve Cyclotomic Say�lar

g ile Fq nun bir ilkel eleman�, ζ ile e. birim kök ve ψ ile Fq üzerinde tan�ml� e.

mertebeden bir çarp�msal karakter gösterilsin (ψ(g) = ζ = exp(2πi/e)).

J(ψi, ψj) =
∑
α∈Fq

ψi(α)ψj(1− α); 0 ≤ i, j ≤ e− 1

³eklinde verilen ikili Jacobi toplam� için,

Teorem 35 [6]Jacobi toplam� ile e. mertebeden cyclotomic say�lar aras�nda

e2(s, t)e =
e−1∑
i=0

e−1∑
j=0

(−1)ifζ−(si+tj)J(ψi, ψj)

J(ψu, ψv) =
e−1∑
i=0

e−1∑
j=0

ζui+vj(i, j)

ba§�nt�s� vard�r.
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�spat: Ci ile F∗q nun g ile üretilmi³ e. mertebe cyclotomic s�n�f�n� göstermek üzere,

üstteki ifade

e−1∑
i=0

e−1∑
j=0

(−1)ifζ−(si+tj)J(ψi, ψj) =
e−1∑
i=0

e−1∑
j=0

ψi(−1)ζ−(si+tj)
∑
α∈Fq

ψi(α)ψj(1− α)

=
e−1∑
i=0

e−1∑
j=0

∑
α∈Fq

ψi(g−s(−α))ψj(g−t(1− α))

=
e−1∑
i=0

e−1∑
j=0

∑
α∈Fq

ψi(g−sα)ψj(g−t(1 + α))

=
∑
α∈Fq

(
e−1∑
i=0

ψi(g−sα)
e−1∑
j=0

ψj(g−t(α + 1))

)

=
∑
α∈Fq

{
0, α = 0 veya α /∈ Cs
e, α ∈ Cs

}

×

{
0, α + 1 = 0 veya α + 1 /∈ Ct
e, α + 1 ∈ Ct

}

=
∑
α∈Fq

{
e2, α ∈ Cs ve α + 1 ∈ Ct
0, di§er

}
= e2(s, t)e

³eklinde ispatlan�r. Alttaki ifade ise Sonlu Fourier Dönü³ümü ile gösterilir.

3.3.1 Bir Uygulama: Dördüncü Mertebeden Cyclotomic

Say�lar�n Hesaplanmas�

Öncelikle Teorem 27 den dördüncü mertebe cyclotomic matrisin

f tek ise
A B C D

E E D B

A E A E

E D B E

,
f çift ise

A B C D

B D E E

C E C E

D E E B


oldu§u görülür. Ayr�ca, g ifadesi Fq nun bir ilkel kökü ve q = 4f + 1 olmak üzere,

29



q = a+ 4b2, a ≡ 1(mod 4), 2b = ag(q−1)/4

³art�n� sa§layan a ve b tamsay�lar� için J(ψu, ψv) Jacobi toplamlar�,

u\v 0 1 2 3

0 q 0 0 0

1 0 (−1)f (a+ 2bi) a+ 2bi −(−1)f

2 0 a+ 2bi −1 a− 2bi

3 0 −(−1)f a− 2bi (−1)f (a− 2bi)

³eklinde belirlenir [2, 4]. ψ(g) = ζ = exp(2πi/4) = i oldu§unu dikkate alarak

hesapland�§�nda,

f tek ise

A = q − 7 + 2a

B = q + 1 + 2a− 8b

C = q + 1− 6a

D = q + 1 + 2a+ 8b

E = q − 3− 2a

f çift ise

A = q − 11 + 6a

B = q − 3 + 2a+ 8b

C = q − 3 + 2a

D = q − 1 + 2a− 8b

E = q + 1− 2a

ç�kar.

3.4 Mertebesi Tek Asal Olan Cyclotomic Say�lar

(q = pn, p ≡ 1(mod e) �çin)

Teorem 36 [7]e bir tek asal, ωe ifadesi e. dereceden birim kök, p ≡ 1(mod e)

olsun. (k, e) = 1 için σk, Q(ωe) nin ωe 7−→ ωke olacak ³ekildeki otomor�zmas�

olsun. λ(r), r(mod e) nin en küçük negatif olmayan tamsay� de§erini göstersin.

1 ≤ m ≤ e − 2 sabit bir tamsay� olsun. α, bir ilkel eleman olmak üzere b = αf

olsun. H =
e−1∑
i=0

aiω
i
e ∈ Z[ωe] olsun.

1. pn =
e−1∑
i=0

a2i −
e−1∑
i=0

aiai+1,
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2.
e−1∑
i=0

aiai+1 =
e−1∑
i=0

aiai+2 =
e−1∑
i=0

aiai+(e−1)/2

3. 1 + a0 + a1 + ...+ ae−1 = 0(mod e)

4. a1 + 2a2 + ...+ (e− 1)ae−1 = 0(mod e)

5. p -
∏

λ((m+1)k)>k

Hσk

6. p | H̄
∏

λ((m+1)k)>k

(b− ωσk−1
e )

³artlar� sa§lans�n (Burada H̄ ile H nin kompleks e³leni§i belirtilmektedir, k−1

de§eri de (mod e) de hesaplanm�³t�r). O zaman bu α ilkeli için H = J(1,m) olur.

Bu önermenin di§er yönü de do§rudur.

Bu teoremle elde edilen J(1,m) ile, Jacobi toplam�n�n özellikleri kullan�larak

J(m,n) de§erleri bulunur ve Jacobi toplamlar� ile cyclotomic say�lar aras�ndaki

ili³ki kullan�larak cyclotomic say�lar hesaplan�r. Yaln�z bu teoremde sadece q

de§erinin de§il ayn� zamanda p de§erinin de ≡ 1(mod e) olmas� gerekti§ine dikkat

edilmelidir. Örne§in e = 5 için F112 üzerinde bu teorem kullan�labilir ama F74

üzerinde kullan�lamaz, çünkü 11 ≡ 1(mod 5) iken 7 6≡ 1(mod 5) dir.

Bu teoreme benzer ³ekilde, (e tek asal olmak üzere) mertebesi 2e için olan

cyclotomic say�lar için ilgili teoremler [8] de verilmi³tir.
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3.4.1 Bir Uygulama: Be³inci Mertebeden Cyclotomic Say�-

larda p ≡ 1(mod 5) Durumu

Be³inci mertebeden cyclotomic matris, Teorem 27 kullan�larak ³u ³ekilde olu³tu-

rulur: 

A E D C B

E B F G F

D F C G G

C G G D F

B F G F E


Burada belirtilen A,B,C,D,E, F,G say�lar� için p ≡ 1(mod 5) durumunda

Teorem 36 kullan�labilir. Hesapland�§�nda,

25A = pn + 3a− 14

100B = 4pn − 3a+ 25d+ 50c− 16

100C = 4pn − 3a− 25d+ 50b− 16

100D = 4pn − 3a− 25d− 50b− 16

100E = 4pn − 3a+ 25d− 50c− 16

50F = 2pn + a− 25d+ 2

50G = 2pn + a+ 25d+ 2

ç�kar. Buradaki a, b, c, d say�lar� a2 +125d2 +50b2 +50c2 = 16q, c2−4bc−b2 = ad,

a ≡ 1(mod 5) sisteminin çözümüdür.

3.5 Kullan�³l� bir Durum: Uniform Cyclotomy

Baumert ve Mills [9] p 6≡ 1(mod e) durumunda baz� özel ³artlar alt�nda kullan�³l�

bir teorem vermi³lerdir.

E§er pt ≡ −1(mod e) olacak ³ekilde bir t tamsay�s� mevcut ise Fpn üzerinde e.

mertebeden cyclotomic say�lar uniformdur.
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Teorem 37 [9] Fpn üzerinde e. mertebe cyclotomic say�lar uniform olsun. Bu

durumda ya p ya da f çifttir, ayr�ca n de§eri de çifttir. Üstelik η = pn/2−1
e

,

pn/2 ≡ 1(mod e) olmak üzere

(0, 0) = η2 − (e− 3)η − 1

(0, i) = (i, 0) = (i, i) = η2 + η, i 6= 0 için

(i, j) = η2, 0 6= i 6= j 6= 0 için

³eklindedir.

Bu teorem cyclotomic say�lar� 3 ³ekilde belirledi§i için hesaplamada büyük

kolayl�k sa§lar.

3.5.1 Bir Uygulama: Be³inci Mertebeden Cyclotomic Say�-

larda p 6≡ 1(mod 5) Durumu

p 6≡ 1(mod 5) iken bakt�§�m�zda,

p ≡ 2(mod 5) ise 2t ≡ −1(mod 5) olacak ³ekilde t = 2

p ≡ 3(mod 5) ise 3t ≡ −1(mod 5) olacak ³ekilde t = 2

p ≡ 4(mod 5) ise 4t ≡ −1(mod 5) olacak ³ekilde t = 1

oldu§undan hepsinin uniform cyclotomic oldu§u görülür ve Teorem 37 in

hipotezlerinin sa§land�§� durumlar için belirtilen ³ekilde hesaplama yap�labilir.

Uniformluk durumunda B = C = D = E ve F = G dir ve
√
q ≡ 1(mod 5) için

25A = q − 12
√
q − 14

25B = q + 3
√
q − 4

25F = q − 2
√
q + 1

ç�kar.

Örnek 38 p = 19 ve q = 194 olsun.
√
q = 341 ≡ 1(mod 5) oldu§u

için Teorem[baumert]'in hipotezleri sa§lan�r ve Fq üzerinde be³inci mertebeden
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cyclotomic say�lar B = C = D = E ve F = G olmak üzere

A = (194 − 12 · 192 − 14)/25 = 5039

B = (194 + 3 · 192 − 4)/25 = 5256

F = (194 − 2 · 192 + 1)/25 = 5184

³eklinde belirlenir. Yani cyclotomic matris

5039 5256 5256 5256 5256

5256 5256 5184 5184 5184

5256 5184 5256 5184 5184

5256 5184 5184 5256 5184

5256 5184 5184 5184 5256


³eklindedir.

Not 39 Mertebe 5�tekine benzer bir durum mertebe 17 için de vard�r. Çünkü

pn ≡ 1(mod 17), p 6≡ 1(mod 17) ³art�n� sa§layan her p asal için p nin mod 17 deki

çarp�msal mertebesi çifttir, çünkü Lagrange Teoremine göre 17− 1 = 16 de§erini

bölmelidir. Böylelikle e = 17 için p 6≡ 1(mod 17) ³art�n� sa§layan tüm p lerde

cyclotomic say�lar�n uniform oldu§u görülür. Burada 5 ve 17 nin ortak özelli§i

Fermat asal� olmalar�d�r.

3.5.2 Bir �nceleme: Yedinci Mertebe Cyclotomic Say�lar�n

Uniformlu§u

Uniform cyclotomy'nin Fermat asal� olmayan asal mertebelerde i³e yaramad�§�

söylenebilir. Buna dair örnek olarak mertebe 7 verilebilir. Mertebe 7'de p ≡
3, 5, 6(mod 7) iken cyclotomic say�lar uniformdur ama p ≡ 2, 4 (mod 7) iken

uniform de§ildirler.
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Mertebe 7 cyclotomic say�lar incelendi§inde Teorem 27 den cyclotomic matrisin

A B C D E F G

B G H I J K H

C H F K L L I

D I K E J L J

E J L J D I K

F K L L I C H

G H I J K H B


³eklinde oldu§u görülür. Bunlar uniformluk durumunda

A,

B = C = D = E = F = G,

H = I = J = K = L

³eklinde 3 farkl� durumdad�r. Ancak uniform olmama durumunda böyle bir

zorunluluk yoktur.

Örnek 40 p = 13, q = 134 olsun. Bu durumda mertebe 7 cyclotomic say�lar

uniform olur ve
√
q ≡ 1(mod 7) olup

479 = A,

600 = B = C = D = E = F = G,

576 = H = I = J = K = L

ç�kar.

Örnek 41 p = 2, q = 212 olsun. Bu durumda mertebe 7 cyclotomic say�lar

uniform olmaz ve
√
q ≡ 1(mod 7) olmas�na ra§men

86 = A = B = C = E,

80 = D = F = G,

82 = H = J = L

73 = I

100 = K

35



oldu§undan üçten fazla say�da farkl� de§er elde edilir ve B 6= D, K 6= H vb.

oldu§u görülür.
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4. UYGULAMALAR

4.1 �ifrelemedeki Uygulamalar Hakk�nda

Cyclotomy'nin kodlama teorisi ve ³ifreleme teorisi alanlar�nda birçok uygulamas�

mevcuttur, bu alanlardaki ba³l�ca uygulamalar�na bak�l�rsa,

• Kriptogra�k fonksiyonlar�n do§rusal fonksiyonlardan uzakl�§�n� belirlemede

(nonlinearity analysis) [3],

• Akan ³ifrelerin (stream ciphers) baz�lar�n�n dizayn ve analizinde [3],

• Fark kümelerini (di�erence sets) in³a etmede ve parametrelerini belirlemede

[4, 17],

• Kodlama teorisinde a§�rl�k numaraland�rma ve da§�l�m�n� (weight enume-

rator, weight distribution) belirlemede ve baz� kodlar�n in³as�nda [5],

• Frekans atlamas� dizilerin (frequency hopping sequences, FHS) parametre

hesab�n� belirlemede [10],

• Sidel'nikov dizilerinin otokorelasyon da§�l�mlar�n� belirlemede [19�21]

kullan�ld�§� görülür. Bu bölümde cyclotomic say�lar�n Sidel'nikov dizilerinin

otokorelasyon da§�l�mlar�n� belirlemede nas�l bir rol oynad�§� anlat�lmaya çal�-

³�lacakt�r.
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4.2 Sidel'nikov Dizileri ve Cyclotomic Say�lar

Yüksek h�zl� veri transferinde, genelde M -li modülasyon sistemleri iletim stan-

dard� olarak kabul görmektedir. Yüksek h�zl� veri transferine olan ihtiyac�n

artmas�yla birlikte, iyi hata düzeltme de§erlerine sahip M -li kodlara ve iyi

korelasyon özelliklerine sahip M -li dizilere olan ihtiyaç da artm�³t�r. M -li

Sidel'nikov dizileri [21] de bu konuda oldukça kullan�³l� dizilerdendir.

Kim, Chung, No ve Chung [19] M |(pn − 1) olmak üzere periyodu pn − 1 olan

M -li Sidel'nikov dizilerinin otokorelasyon da§�l�m� de§erleri ile cyclotomic say�lar

aras�ndaki birebir ili³kiyi göstermi³lerdir. Böylelikle cyclotomic say�lar� hesaplama

problemi konunun ilgi alan�na girmi³tir.

Bu alt bölümde, öncelikle Sidel'nikov dizileri ve otokorelasyon fonksiyonlar�

hakk�nda k�sa bir ön bilgi verilmi³, sonras�nda cyclotomic say�lar�n konuyla ilgili

rolünden bahsedilip örnekler verilmi³tir.

4.2.1 Sidel'nikov Dizileri ve Otokorelasyon Fonksiyonu

p bir asal say�, M ile n pozitif tamsay�, M |(pn − 1) ve f = pn−1
M

olsun. α, Fpn
nin bir ilkel eleman� olmak üzere s�f�rdan farkl� bir b ∈ Fpn eleman�n�n indeksi

ind(b) = t, b = αt ³art�n� sa§layan t ∈ {0, 1, ..., pn − 1} olarak tan�mlan�r. ωM ile

M. dereceden birim kök, yani e2π
√
−1/M de§eri belirtilsin. Fpn nin

Sk =
{
αMs+k − 1 : s = 0, 1, ..., f − 1

}
alt kümeleri verilsin (k = 0, 1, ...,M − 1). M-li Sidel'nikov dizisi s(t), herhangi

bir sabit k0 ∈ {0, 1, ...,M − 1} için

s(t) =

{
k, αt ∈ Sk, k = 0, 1, ...,M − 1

k0, t = ind(−1)
(4.2.1)

³eklinde tan�mlan�r [21]. Bu dizinin periyodu pn − 1 dir.

Nk = |{t : s(t) = k, 0 ≤ t ≤ pn − 2}|
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ifadesi dikkate al�n�rsa, k0 = 0 durumunda her k = 0, 1, ...,M − 1 için Nk = f

oldu§u görülür. Yani M -li Sidel'nikov dizisi dengelidir.

u(t), periyodu N olan M -li bir dizi olsun. u(t) nin otokorelasyon fonksiyonu

R(τ) =
N−1∑
t=0

ω
u(t)−u(t+τ)
M , τ = 0, 1, ..., N − 1

³eklinde tan�mlan�r.

4.2.2 Sidel'nikov Dizilerinin Otokorelasyon Da§�l�mlar�n�

Hesaplamada Cyclotomic Say�lar�n Rolü

Teorem 42 [19] y = ατ ∈ Fpn − {0, 1} olmak üzere ψ( 1
1−y ) = ωuM ve ψ(y−1

y
) =

ωvM olsun. pn − 1 periyotlu M-li Sidel'nikov dizisi s(t) nin a³ikar olmayan (τ 6≡
0(mod pn − 1)) otokorelasyon fonksiyonu R(τ) = Ru,v,

Ru,v =

{
−(ωu+k0M − 1)(ωv−k0M − 1), ψ(−1) = 1

(ωu+k0M + 1)(ωv−k0M + 1), ψ(−1) = −1

³eklindedir.

Teorem 43 [19] N(Ru,v) ile R(τ) = Ru,v ³art�n� sa§layan y = ατ ∈ Fpn −
{0, 1} lerin say�s� belirtilsin. pn − 1 periyotlu M-li Sidel'nikov dizisinin faz d�³�

otokorelasyon da§�l�m� a³a§�daki gibidir.

ψ(−1) = 1 ise

1. N(0) =
M−1∑
i=1

((i, i+ k0)M + (i, k0)M) + (0, k0)M

2. N(Rk,k) = (2k, k + k0)M , 1 ≤ k ≤M − 1

3. N(Ru,v) = (u+ v, v + k0)M + (u+ v, u+ k0)M , 1 ≤ u < v ≤M − 1

ψ(−1) = −1 ise
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1. N(−2) =
M−1∑
i=0

i 6=M/2

(
(M

2
+ i, i+ k0)M + (M

2
+ i, M

2
+ k0)M

)
+(0, M

2
+ k0)M

2. N(Rk,k) = (2k, k + k0)M , 0 ≤ k ≤M − 1 ve k 6= M/2

3. N(Ru,v) = (u + v, v + k0)M + (u + v, u + k0)M , 1 ≤ u < v ≤ M − 1 ve

u 6= M
2
, v 6= M

2

Örnek 44 p ≡ 1(mod 7) ³art�n� sa§layacak ³ekilde, F29 üzerinde α = 2 ilkeliyle

olu³turulan mertebe 7 cyclotomic say�lar

0 = T0 = T2 = T3 = T5 = T6 = T8 = T9

1 = T1 = T7 = T10 = T11

2 = T4

³eklinde belirlenir. Yine bu ilkel eleman ile (4.2.1) kullan�larak üretilen 7-li

Sidel'nikov dizisi

s = (1, 5, 1, 3, 0, 2, 5, 4, 2, 3, 2, 2, 3, 6, k0, 0, 5, 5, 6, 1, 1,

4, 6, 4, 3, 0, 6, 4)

olur. Ayr�ca mertebe 7 çarp�msal karakter ψ(2t) = ωt7, ψ(0) = 0 ³eklinde olup

ψ(−1) = ψ(214) = 1 ç�kar ve böylelikle k0 = 0 için Teorem 43 kullan�larak bu

dizinin otokorelasyon da§�l�mlar� R(τ)

0, 6 kez

−(ω7 − 1)2, 1 kez

−(ω2
7 − 1)2, 1 kez

−(ω3
7 − 1)2, 0 kez

−(ω4
7 − 1)2, 0 kez

−(ω5
7 − 1)2, 1 kez

−(ω6
7 − 1)2, 1 kez

ω7 + ω2
7 − ω3

7 − 1, 1 kez

ω7 + ω3
7 − ω4

7 − 1, 0 kez

ω7 + ω4
7 − ω5

7 − 1, 1 kez

ω7 + ω5
7 − ω6

7 − 1, 2 kez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω7 + ω2
7 − ω3

7 − 1, 1 kez

ω2
7 + ω3

7 − ω5
7 − 1, 2 kez

ω2
7 + ω4

7 − ω6
7 − 1, 1 kez

ω2
7 + ω5

7 − 2, 0 kez

ω2
7 + ω6

7 − ω7 − 1, 2 kez

ω3
7 + ω4

7 − 2, 2 kez

ω3
7 + ω5

7 − ω7 − 1, 1 kez

ω3
7 + ω6

7 − ω2
7 − 1, 1 kez

ω4
7 + ω5

7 − ω2
7 − 1, 2 kez

ω4
7 + ω6

7 − ω3
7 − 1, 0 kez

ω5
7 + ω6

7 − ω4
7 − 1, 1 kez

³eklinde hesaplan�r. Dikkat edilirse 3 farkl� karakterde say� bulunmas�na ra§men

cyclotomic say�lar uniform de§ildir.
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Örnek 45 p 6≡ 1(mod 7) durumuna örnek olarak, F64 = F2(θ) cismi üzerinde

(θ, x6 + x5 + 1 polinomunun bir kökü) θ ilkel eleman� kullan�larak olu³turulan

mertebe 7 cyclotomic say�lar

0 = T3 = T5 = T6 = T10

1 = T8

2 = T0 = T1 = T2 = T4 = T7 = T9 = T11

³eklinde belirlenir. Yine bu ilkel eleman kullan�larak üretilen 7-li Sidel'nikov dizisi

s = (k0, 2, 4, 6, 1, 6, 5, 2, 2, 6, 5, 0, 3, 6, 4, 5, 4, 5, 5, 5, 3,

0, 0, 1, 6, 0, 5, 2, 1, 4, 5, 4, 1, 3, 3, 1, 3, 0, 3, 3, 6, 6,

0, 4, 0, 1, 2, 2, 5, 4, 0, 5, 3, 2, 4, 1, 2, 5, 1, 4, 3, 2, 1)

olur. Burada karakteristik 2 oldu§undan −1 = 1 dir. Dolay�s�yla k0 de§eri 1 in

indeksi olan s�f�r hanesine konmu³tur. Ayr�ca mertebe 7 çarp�msal karakter ψ için

ψ(−1) = ψ(1) = 1 = −1 ç�kar. Yani k0 = 0 için Teorem 43 deki formüllerden ikisi

de kullan�labilir. Hesapland�§�nda periyodu 63 olan bu 7-li dizinin otokorelasyon

da§�l�mlar� R(τ)

0, 14 kez

−(ω7 − 1)2, 2 kez

−(ω2
7 − 1)2, 2 kez

−(ω3
7 − 1)2, 2 kez

−(ω4
7 − 1)2, 2 kez

−(ω5
7 − 1)2, 2 kez

−(ω6
7 − 1)2, 2 kez

ω7 + ω2
7 − ω3

7 − 1, 1 kez

ω7 + ω3
7 − ω4

7 − 1, 4 kez

ω7 + ω4
7 − ω5

7 − 1, 1 kez

ω7 + ω5
7 − ω6

7 − 1, 4 kez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ω7 + ω2
7 − ω3

7 − 1, 2 kez

ω2
7 + ω3

7 − ω5
7 − 1, 4 kez

ω2
7 + ω4

7 − ω6
7 − 1, 1 kez

ω2
7 + ω5

7 − 2, 2 kez

ω2
7 + ω6

7 − ω7 − 1, 4 kez

ω3
7 + ω4

7 − 2, 2 kez

ω3
7 + ω5

7 − ω7 − 1, 1 kez

ω3
7 + ω6

7 − ω2
7 − 1, 1 kez

ω4
7 + ω5

7 − ω2
7 − 1, 4 kez

ω4
7 + ω6

7 − ω3
7 − 1, 4 kez

ω5
7 + ω6

7 − ω4
7 − 1, 1 kez

³eklinde ç�kar.

Not 46 Son örnekte x6+x4+x3+x+1 veya x6+x+1 polinomlar�n�n kökleri olan

ilkel elemanlar kullan�ld�§�nda da ayn� otokorelasyon da§�l�mlar�n�n elde edildi§i

görülür.
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5. SONUÇ

Cyclotomic say�lar�, tan�m üzerinden de§il de cyclotomic say�lar�n ortak özellikleri

ve baz� cebirsel argümanlar kullanarak hesaplama i³i ilk olarak [12] de görülmek-

tedir, hatta cyclotomic say� tabiri de ilk olarak bu çal�³mada geçmektedir [18].

Burada amaç, baz� temel özellikler vas�tas�yla farkl� ve kullan�³l� hesaplama

yöntemleri ve formüller elde edebilmektir. �lk hesaplamalar genelde Zp üzerinden
yap�lm�³, sonralar� çal�³ma Fpn ye genelle³tirilmeye çal�³�lm�³t�r.

Zp üzerinden bak�ld�§�nda mertebe 24'e kadar çal�³malar�n oldu§u görülür [12�16].

Fpn üzerinde incelendi§inde ise yedinci mertebeye kadar çal�³malar�n tamam-

land�§� [4, 5, 20] görülmü³tür. Bu tez çal�³mas�nda Fpn üzerinde mertebe yedi

incelenmi³ ve konuyla ilgili sonuçlar derlenmi³tir. Ayr�ca cyclotomy probleminin

³ifrelemedeki güncel ve önemli bir uygulamas�ndan da bahsedilmi³tir.

Zp üzerinden Fpn ye genelle³tirilmeler oldu§u gibi Zn ye genelle³tirilmeler de

mevcuttur (n kompozit bir say�) [18]. Bu tarz genelle³tirmelerin de ³ifreleme vb.

alanlarda uygulamalar� çal�³�lmaktad�r.
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