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Kamil OTAL
CYCLOTOMY VE SIFRELEMEDEKI BAZI UYGULAMALARI

OZET

Cyclotomic sayilar, sifreleme alaninda kullanilan 6énemli cebirsel argiimanlardan-
dir. Yalniz bu sayilar1 tanim iizerinden hesaplama isi, parametreler biiyiidiikce
cesitli zorluklart da beraberinde getirmektedir. Cyclotomic sayilarin bazi temel
ozellikleri, bu sayilar1 Diyofant denklemler yoluyla ifade etmeye imkan tanir.
Boylelikle problem sayilar teorisiyle iligkilendirilir ve bazi durumlarda cycloto-
mic sayilart hesaplamak kolaylagir. Bu konudaki ilk hesaplamalar genelde Z,
tizerinden yapilmis, daha sonra calismalar F,. ye genellestirilmeye ¢alisilmigtir.
Z, izerinden bakildiginda mertebe 24’¢ kadar calismalarin oldugu goriiliir
[12-16]. F,» iizerinde incelendiginde ise yedinci mertebeye kadar caligmalarin
tamamlandigi [4, 5, 20] goriilmiigtiir. Bu tez caligmasinda 6ncelikle cyclotomy
tanitilmig, sonra [F,» iizerinde mertebe yedi incelenmis ve konuyla ilgili sonuglar
derlenmigtir. Ayrica cyclotomy probleminin sifrelemedeki uygulamalarindan bah-
sedilmis, giincel ve 6nemli bir uygulamasi olan Sidel’'nikov dizileri de 6rneklerle
anlatilmaya caligilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Cyclotomy, cyclotomic sayilar, uniform cyclotomy, Si-

del’nikov dizileri, otokorelasyon, otokorelasyon dagilima.
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Kamil OTAL

CYCLOTOMY AND SOME APPLICATIONS IN CRYPTOLOGY

ABSTRACT

Cyclotomic numbers are quite useful algebraic arguments in cryptology. However
calculation of these numbers in terms of the definition is getting harder while
parameters are getting larger. Some of the properties of cyclotomic numbers
provide to express them in terms of Diophant equations. In this way the problem
is linked to number theory and in some cases the calculations become easier.
Primary works on the problem are usually on Z, and later generalizations to F»
are sought. On Z, there are several works on order 2-24 [12-16|, on F,» there are
works on order 2-6 and 8 [4,5,20]. In this work, order 7 cyclotomic numbers on
F,» are examined and the results are compiled. Additionally some applications of
cyclotomy on cryptology are mentioned and Sidel’nikov sequences which are the
current and important applications are explained by examples.

Keywords: Cyclotomy, cyclotomic numbers, uniform cyclotomy, Sidel’nikov

sequences, autocorrelation, autocorrelation distribution.
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1. ON BILGILER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel matematiksel ifadeler
tanitilmaktadir. Burada verilen tiim tanimlar, teoremler ve kullanilan notasyonlar

icin [1] den faydalanilmigtir. Bu boliimden itibaren

p ile bir asal say,

q ile p asalinin bir kuvveti,

F, ile ¢ elemanli sonlu cisim,

F,m ile de [F, cisminin m. mertebeden bir sonlu genislemesi (m € ZT)

belirtilecektir.

1.1 1z ve Norm Fonksiyonlar:

F =Fm ve K =F, olmak iizere F' den K ya

Trpk(zr)=x+ 29+ 2@ 4 .+ 2t

seklinde tanmimlanan T'rp g fonksiyonuna iz fonksiyonu denir.



Ornek 1 K =TF, ve F = Fg = Fy(a), a® + a + 1 =0 olmak iizere Trp x(z)

x4+ 22 + 2t olup

F
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Ornek 2 K =F; =Fy(u), u> +u+1=0ve F =Fys =F,(B), 2+ B+u=0

olmak dizere Trp i (x) =z + 2* olup
F
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Iz fonksiyonunda deger kiimesi asal cisim olursa, yani K = F), olursa, iz

fonksiyonuna mutlak iz fonksiyonu denir.

Teorem 3 (iz Fonksiyonunun Temel Ozellikleri) F = F,n ve K = F,

olsun. Buna gore

1. Her o, € F icin Trpx(a+ B) =Trpx(a) + Trp/x(8) dir.
2. Her a € F ve c € K igin Trp/k(ca) = cT'rp/x(a) dir.

3. Iz dondisimii orten bir dondsimdiir.

4. Her a € K i¢in Trp/k(a) = ma dir.

5. Her a € F igin Trpj(a®) = Trpx(a) dir (k€ N).

K bir sonlu cisim ve F' onun bir sonlu genislemesi olsun, ikisi de K iizerinde
vektor uzaylaridir. Bu teoremde verilen ilk iki ozellik de T'rp/x nmin F' den
K ya bir lineer doniisim oldugunu soyler. Hatta F' den K ya tiim lineer
doniigtimler iz fonksiyonu kullanilarak inga edilebilir. Bu sayede, ileride toplamsal
karakterler olarak isimlendirilecek yapilar incelenirken belirli bir karakterizasyon
elde edilebilecektir.

Teorem 4 K bir sonlu cisim ve ' onun sonlu bir genislemesi olsun. Her
a € Figin Lg(a) = Trp/x(Pa), B € F seklinde tamimlanan fonksiyonlar lineer
dondstimlerdir ve F den K ya tim lineer dondstimler bu sekilde elde edilir. Ayrica

a # B tken Lo # Lg olur.

Goriildiigii lizere iz fonksiyonu sonlu cisim elemanini egleniklerinin toplamina
gotiiriiyor. Egleniklerinin ¢carpimina gotiiren fonksiyona ise norm fonksiyonu denir.

Yani,

F =Fm ve K =T, olmak iizere I’ den K ya
NF/K(O{) = - xq . qu e xqul — x(qm—l)/(q—l)

seklinde tanimlanan Np/x fonksiyonuna norm fonksiyonu denir.



Ornek 5 K =TF, ve F' = Fg = Fy(a), a®+a+1 =0 olsun. Ng/k(v) = z-22-2* =

27 olmak fizere

F

0
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a?+1

a? +a

o +a+1
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Ornek 6 K =TF; ve F =Fy = F3(a), a®+1 = 0 olmak iizere N/ () = v-2° =

x* olup
F K
0 — 0
1 — 1
2 — 1
o — 1
2ce — 1
a+1l — 2
a+2 — 2
20+1 — 2
200 +2 — 2

Teorem 7 (Norm Fonksiyonunun Temel Ozellikleri) F' = Fn ve K = F,

olsun. Buna gore

1. Her o, € F i¢in Np/x(off) = Np/x(a)Np/i(B) dir.
2. Norm fonksiyonu drtendir, ayrica Np/x(F*) = K* dir.
3. Her a € K i¢in Np/k(a) = a™ dir.

4. Her a € F igin Npjx(a?) = Np/x(a) dir (k € N).



1.2 Karakterler

G degismeli bir grup ve U = {z € C : |z| = 1} olsun. U ¢arpma islemine gore bir
gruptur. x, G den U ya tammlanan bir grup homomorfizmas: (yani her g, h € G
icin x(gh) = x(g)x(h)) ise x fonksiyonuna G nin karakteri denir.

Ornek 8 G = Zy x Zy olmak dizere

G S U
(0,0) — 1
(0,1) — -1
(1,0) — -1
(1,1) — 1

seklinde tanwymlanan x dondsimi bir karakterdir.
Ornek 9 G = Zg olmak dizere x(k) = e*>™*/3 déniigiimii bir karakterdir.

Ornek 10 Bir onceki drnek genellestirilebilir. G bir sonlu devirli grup, yani
G = Zn, n € ZF olsun. G iizerinde x;(k) = e*/" seklinde tamimlanan y;
donistumlers birer karakterdir ve Z, tzerinde tanimlanan tum karakterler bu
sekildedir.

Her ¢ € G igin x(g) = 1 olan karaktere agikar karakter denir ve 6zel olarak
Xo ile gosterilir. x, G nin bir karakteri olmak iizere X karakteri X(g) = @
seklinde tanmimlanirsa, bu X karakterine de y karakterinin eglenik karakteri
denir. G iizerinde tanmimlanan tiim karakterlerin kiimesi G~ ile gosterilip G~
tizerinde x1x2(9) = x1(9)x2(g) olacak sekilde bir ¢arpma iglemi tanimlanir ise
G" bu igleme gore bir grup olugturur, bu grubun birim eleman1 agikar karakter

ve x karakterinin tersi de x in eglenik karakteridir. Ayrica |G"| = |G| dir.

Teorem 11 G bir sonlu degismeli grup olsun. x onun tizerinde asikar olmayan

> xlg) =0

geG

bir karakter ise



olur. g € G birim elemandan farkly bir eleman ise

> x(g) =0

XEG"

olur.

Teorem 12 (Karakterlerde Ortogonallik Bagintilar1) v, € G° olmak

tzere
——— 0, x#v
G L x(9)v(g) =
geG ]-7 X = ¢
g,h € G olmak tizere
o g#h
1 )
al X\9)X =
ERIUND {1, 7

Sonlu cisimlerde iki tane grup vardir, biri toplama iglemine gore grup digeri ise
carpimsal grup. Dolayisiyla bir sonlu cisimden iki tiir karakter tanimlanabilir.
Bu karakterler de {izerinde tanimlandiklar1 gruba gore toplamsal karakter ve

carpimsal karakter diye adlandirilir.

Tr ile F, sonlu cisminden tammlanan mutlak iz fonksiyonu belirtilirse, [,

2miTr(2)/p fonksiyonu bir toplamsal karakter olur ve

tizerinde tanimlanan y;(z) = e
kanonik toplamsal karakter ismini alir. Bu karakter yardimiyla tiim toplamsal

karakterler insa edilebilir, soyle ki:

Teorem 13 b € F, olmak dzere x;, fonksiyonu xp(x) = xi1(bx) seklinde
tanimlansin. X, de bir toplamsal karakter olur ve ¥, dzerindeki tim toplamsal

karakterler bu yolla elde edilir.

Ornek 14 F, = {0,1,,a + 1}; o> + a + 1 = 0 olmak tizere Fy idizerinde

tanmamlanan tum toplamsal karakterleri inceleyelim. Bunun icin dncelikle Ty



tizerindeki mutlak iz fonksiyonu

Iy — IFy
0 — 0
— 0
« — 1
a+1 — 1
seklinde bulunur. x,(z) = e>™17@)/2 oldugundan
(Fy,+) 25 U
0 — 1
1 — 1
o — —1
a+l — -1

elde edilir, diger karakterler Teorem 13 kullanilarak hesaplanirsa

(Fy,4+) 2% U | (Fy,+) X% U | (F,+) 8 U
0 — 1 0 — 1 0 — 1
1 — 1 1 — —1 1 — —1
« — 1 o' — —1 a — 1

a+l — 1 a+l +— 1 a+1l — -1

olacak sekilde elde edilir. Bu dort karakter disinda toplamsal karakter yoktur.

CQarpimsal karakterler ise haliyle F; iizerinden tammlanacaktir, I devirli oldugu

icin

Teorem 15 g, F, nun sabit bir ilkel elemany olsun. Her bir j = 0,1,2,...,q — 2
igin ;(g*) = e¥ R seklinde tanumlanan 1; fonksiyonlar: birer carpimsal

karakterdir ve ¥ iizerinde tanimlanan tim karakterler bu sekilde elde edilir.

Ornek 16 F: dizerinde g = 3 iireteci dikkate almirsa, ¢;(3%) = >™k/6; j =
0,1,...,6 seklinde insa edilir carpimsal karakterler. Buna gére 6 = 33 olmak tizere
Y4(6) = e'2™/3 = 1 olur.



Ornek 17 ¢ tek olmak iizere F, nun tg-1)2 carpimsal karakterine ikinci
dereceden (quadratic) karakter denir. Bu karakter ¢ = p i¢in saylar teorisindeki

Legendre semboliine denk olur.

1.3 Gauss Toplamlari

[F, iizerinde x toplamsal karakter ve 1) carpimsal karakter olmak iizere
Gy, x) = Y _v(e)x(e)
ceFy

ifadesi Gauss toplamini verir.

Bu tanimdan goriildiigii iizere Gauss toplami karakterlere ve karakterlerin
tizerinde tamimlandigr sonlu cisme baghdir. Yalniz bazen Gauss toplami (denk
sekilde) bir ¢arpimsal karakter ve bir cisim elemanina bagh olarak da verilebilir,
ornegin yukardaki ifade, v € F, olmak {izere

G(i/}, u) _ Z¢(C)62mTT(uC)/p

CGIE‘;

seklinde yazilabilir (ikinci ifadedeki iissel gosterim ilk ifade i¢in Teorem 13 te
belirtilen v, ya denktir, dolayisiyla toplamda karakter gezdirmek yerine ona denk

olarak eleman gezdirmig olunur).

Ornek 18 F: = {1,a,0?,...a%}; o® +a+1 = 0 olmak dizere x(aF) = e2mTr(@""?)

ve (k) = e/ olsun (yani x = xa2 ve Y = 1)3). Buna gére

G, x) = > w(e)x(co)

k=0
— 667ri/7_|_6127ri/7+61877i/7+€247ri/7

olur.



Teorem 19 x toplamsal karakter ve v ¢carpimsal karakter olmak dizere

g—1, xX=Xxo0vey =1y
G, x) = -1, X 7 Xo ve ¥ =1y (1.3.1)
0, X = Xo ve Y # o

dir. Ayrica x # xo ve Y # g i¢in
G, x)| = ¢

olur.

Bazen de sifirin carpimsal karakterdeki degeri uygun bir gsekilde belirlenip Gauss
toplam [} yerine F; tizerinden alinir. Bunun igin, ¢ bir ¢arpimsal karakter olmak

uzere
poy= 1 VT (1.3.2)
0, % # v i¢in
seklinde sifirin karakterdeki degeri belirlenir. Burada karakterin iglem koruma (her
a,b e F,icin ¢(ab) = 1(a)y(b)) 6zelligi korunmusg olur, ayrica toplamlar tizerinde
calisildiginda farklilik yagsanmaz. Yalniz boyle bir tanim kiimesi genigletmesi bazi
ozellikleri de etkileyebilir. Ornegin (1.3.1) ifadesi

g, X = Xo Ve ¥ =1y igin
G, x) = B
0, X # Xo, ¥ = veya X = Xo, ¥ # 1o igin

haline doniigtir.

Teorem 20 F, izerinde alinan bir Gauss toplams icin

1. a € F:beF, igin G, xa) = ¥(a)G(, xb)
2. G(¢,x) = v(-1)G (¢, x)
3. X # Xo ve 1 # g igin G(1, X)G(¥, x) = ¢¥(—1)g




1. be F, igin (17, ) = G, )

Bu 6zellikler kullanilarak karakterler Gauss toplamlar: cinsinden ifade edilebilir.

Yani Gauss toplamlar1 sanki Fourier katsayilariymig gibi bir rol oynar.

1.4 Jacobi Toplamlari

Carpimsal karakterler cismin sifir harici elemanlarinin iizerinden tanimlanir ama
bazen tanim kiimesi uygun bir sekilde genigletilebilir, bunun i¢in sifirin degeri

(1.3.2) deki gibi belirlenir, bu tanim kiimesi genigletmesi ile F, iizerinde

T, d) = ) Mlen) - Aalew)

c1+...4cx=a

toplami verilsin (Ay, ..., Ay lar garpimsal karakterler ve a € F,). Burada a # 0 iken

c1 = aby, ..., cp = aby doniiglimii ile
Ja()\l, ciey /\k) = ()\1 e Ak)(a)Jl()\l, ceey )\k')

egitligi elde edilir. Yani J; toplami J, lar icin karakteristik bir rol oynar. O
yiizden bu toplam indissiz olarak, yani J geklinde gdsterilecek ve bundan sonraki
calismalar bu toplam iizerinden yapilacaktir. Iste bu gekilde belirtilen toplama

Jacobi toplami1 denir.

Yani, Ay, ..., A\; lar carpimsal karakterler olmak iizere [, iizerinde

T, M) = > Mlen) - elew)

c1+...+cp=1

10



seklinde verilen toplama Jacobi toplamai denir.

k = 1 durumunda Jacobi toplammin (her karakter i¢in) 1 e egit oldugu agikar,
ayrica toplamda carpimsal karakterlerin sirasinin 6nemsiz oldugu da goriilebilir.
Bu durum Jj icin de gegerlidir. Jacobi toplamlar: icin icin diger bazi temel

ozellikler:

Teorem 21 F, dzerinde Ay, ..., \; ler carpimsal karakterler ve x asikar olmayan

toplamsal karakter olsun. Buna gdre

1. Eger A, ..., ¢ lerin hepsi asikar karakterler ise

JO()\la 7)\]€> = J()‘la 7)\16) = qk_l

2. Eger A\, ..., g lerin icinde asikar olmayan karakter de asikar olan karakter

de mevcut ise
Jo( A1y X)) = J( A, X)) =0
3. Eger A\ astkar degil ise

0, AL Ak # Ao icin

Jo(My s Ar) = .
)\k(—l)(q — 1)J()\1, ceey )\kfl), )\1 ce )\k = )\0 1¢In

4. Eger A, ..., \p lerin hepst asikar olmayan karakterler ise

(a) Ay« A # Ag ise

G(A,x) - - G(A, x)
G(/\l ce /\k,X)

J<)‘17"'»/\k) =
(b) )\1>\k:/\0 15€
1
(]()\17 7>\k> - _)\k(_l)J()‘la "'7>\k:—1) = _5G<>\17X) e G(AIWX)

5. Eger i, ..., A\ lerin hepst asikar olmayan karakterler ise

k=1)/2 N ...\ i
’J(Ah;)\k)‘ — { q ) 1 k 7£ o i¢in

q(k‘_Q)/Q7 )\1 PR )\k = >\0 lgln

11



2. CYCLOTOMY

2.1 Giris

Cyclotomy, veya c¢emberegholiim, (klasik manada) bir ¢emberi n esit parcaya
ayirma iglemidir. Binlerce yil 6nce Yunanlh geometricilerin bir cemberi bir cetvel
ve bir pergel yardimiyla egit parcalara ayirmaya caligmasiyla baglamigtir (yalniz
burada cetvel uzunluk o6lcmek icin degil sadece iki noktayir birlegtirmek icin

kullamlmaktadir). Bu problem n nin
2°,3-2°5-2°15-2° 5s=0,1,2, ...

degerleri icin c¢oziilebilmekteydi lakin genel bir ¢6ziim bulunamamisti. Ozellikle 5
ten biiyiik asal sayilar i¢in ¢6ziim bulma 6nemli arastirma konularindan biriydi.
Neden sonra Gauss n = 17 i¢in ¢6ziim buldu. Burada 17 nin 6zelligi, 1 eksiginin
22 formatinda olmasidir (yani Fermat asali olmasidir). Zaten problem, problemin

¢oziilebilmesi i¢in gerek ve yeter sart
n=2-(2"+1); 5,t=0,1,2,... ve (2% +1) asal

olmasidir, seklinde tamamlandi.

Modern cebir ve uygulamalar acisindan bakildiginda ise cyclotomy bazi mate-
matiksel argiimanlar gseklinde karsimiza ¢ikar, bu boéliimde de bu matematiksel

argiimanlar kisaca tanitilacaktir.
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2.2 Cyclotomic Siniflar ve Sayilar

g ile F, sonlu cisminin bir ilkel eleman1 gosterilsin. Ayrica ¢ — 1 = ef olsun
(e, f€Zvee, f>2).

C;={g"":5=0,1,...f — 1}

kiimelerine cyclotomic simiflar denir.

Cyclotomic siniflar F} lizerinde bir pargalanig verir, yani
e—1
Heri#jicn C;NCj =2 ve | JCi =T (2.2.1)
i=0

dir. Giinkii Cy kiimesi I} (carpimsal) grubunun bir alt grubudur ve j # 0 igin
C; = g;Co olacak sekilde g1,92,...,97-1 € F; mevcuttur. Yani parcalamgtaki

kiimeler, F} grubunun Cy altgrubuna boliimiiyle tiretilmig yan kiimeleridir.

Ornek 22 Cyclotomic sinif rnekleri:

1. F%igin g =3 ve e = 2, f =3 olsun. Boylelikle Cy = {3°,3% 31} = {1,2,4}
ve Cy = {3',3%,3°} = {3,6,5} seklinde cyclotomic sumflar belirlenir.
Burada Cy ile Cy kiimeleri F5 nin bir parcalanigini olustururlar ve Cy

kiimesi F% nin bir alt grubu olup Cy = 3Cy olur.

2. Yine F; de, g=5 icin tctnci mertebe (e=3) cyclotomic simflar Cy =

{1,6},C = {5,2} ve C, = {4, 3} olur.

3. Farkly bir asal icin de, drnegin Fi3 de, Cy = {1,4,3,12,9,10},C; =
{2,8,6,11,5,7} stnaflars rnek olarak verilebilir (e =2, f =6 ve g = 2).

4. Asal olmayan bir cisim tzerinden drnek olarak, Fy = {a 4+ bB : a,b € F3
ve B* + 1 = 0} dizerinde e = 2, f = 4 ve g = B+ 1 olmak iizere Cy =
{28,2,8,1} ve Cy = {1+ B,1+ 28,2+ 5,2 + 28} verilebilir.

13



5. Yine Fy dizerinde, 3>+ 1 =01icine =4, f =2 ve g = 8+ 1 olmak fizere
Co = {1a2}a01 = {1+572+26}702 = {2675}703 = {1+2B72+5} olur.

Cyclotomic sayilar, cyclotomic siniflar kullanilarak su gekilde tanimlanir:
(i,7)e =1(C; +1NC))|; 4,57€0,1,2,...;e—1

ifadesine e. mertebeden cyclotomic say1 denir. e degeri belli oldugunda (3, j)

ile de gosterilir, bazen de (7, j) yerine A;; ifadesi kullanihr.

Ornek 23 Ornek 22 de verilen cyclotomic siaflar icin cyclotomic sayilar hesap-

lanirsa,

1. F; de gore belirlenen Cy = {1,2,4}, C; = {3,5,6} swinuflars igin Co + 1 =
{2,3,5} ve C1+1={4,6,0} olmak izere ikinci mertebe cyclotomic sayilar

(0,02 = [Co+1NnCol=[{2,3,51N{1,2,4} = {2}] = 1
(0,1)2 = |Co+1NCif=[2,3,51N{3,5,6} =[{3,5} = 2
(1,002 = [Ci+1NCol = [{4,6,0} N{1,2,4}| = [{4}] 1
(11 = |G+1nC= (46,00 N {3.5.6)| = [{6)] = 1

olarak belirlenir.

2. Yine Fr de, Co = {1,6},C1 = {2,5},Cy = (3,4} i¢in Co+1 = {2,0},C1 +
1 =1{3,6},Cy+ 1= {4,5} olur. Boylelikle

(0,0)3 = |Co+1NCyl=1{2,0}n{L,6}=|2] = 0
(0,1)3 [Co+ 1N C1| =[{2,04 N {2,5} = [{2}] 1
(0,2)3 |Co+1NCyl =1{2,0} N {3,4}| = || 0
(1,0)3 |IC1 +1NCyl = [{3,6} N{1,6}| = [{6}] 1
(1,1)3 ICy+1NnCy =1{3,6} N{2,5} = |<| 0
(1,2)3 |Cy+1NCy =1{3,6} N{3,4} = |{3}] 1
(2,0)3 |Co+1NCol =1{4,5} N {1,6} = |2| 0
(2,1)3 |Co +1NCh| = [{4,5} N{2,5}| = {5} 1
(2,2)s = |Co+1NnCof = {45} {3, 4}/ =[{4}] = 1

olur.
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3. Fi3 icin Cy = {1,4,3,12,9,10},Cy = {2,8,6,11,5,7} siniflary verilmisti,
bunlar i¢in Cy+1=142,5,4,0,10,11} ve C; +1={3,9,7,12,6,8} olup

(0,0) = [Co+1NCyl =1]{4,10}] = 2
(0,1)2 = |Co+1NCy| =1[{2,5,11} 3
(1,0)s = |C1+1nCy =1{3,9,12}] 3
(1,1), = |[C1+1NnC|=1{6,7,8}] = 3

olur.

4. Fy dizerinde (B> + 1 = 0 olmak fizere} verilen Cy = {283,2,5,1} ve C; =
(145,1428,248,2+28} icin Co+1=1{1+28,0,1+ 8,2} ve C, +1 =
{2+8,2+28,8,28} olup

)2 = [Co+1NCy| = [{2}] =
o = [Co+1NCy=|{1+7p,1+28}
) |Cr+ 1N Co| = {8, 28}

)2 = [Ci+1NC = [{2+5,2+28} =

[N}
I

N NN

5. Fy dzerinde, Co = {1,2},Cy = {1+ 8,2+ 25},Cy = {28,5},C5 = {1 +
26,24+ B} igin Co+1=1{0,2},C1+1={2+p5,26},Co+1={1+28,1+
B}, Cs+1={2+28,5} olur ve

(0,0)4 (0,1)5 (0,2); (0,3), 100 0
(1,0)s (L, (1,2)s (1,3)s | [0 0 11
(2,000 (2,14 (2,21 (23| 0101
(3,004 (3,1)s (3,2)1 (3,3) 0110

Bu son 6rnekte de goriildiigii tizere, ikililerin degerleri bazen (gosterim agisindan
daha sade olmasi amaciyla) matris gseklinde gosterilir. Bunun igin (7, j). sayisi
matrisin ¢ 4+ 1. satir ve 5 + 1. siitun elemani olarak belirtilir ve boylelikle e x e
boyutlu bir matris elde edilir. Bu matrise e. mertebeden cyclotomic matris

denir. Yukarda belirttilen 6rneklerin ilk dordii i¢cin matris gosterimleri sirasiyla

() [en ) (3)-(3)
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matrisleri elde edilir.

Sabit bir ¢ i¢in e. mertebe cyclotomic simiflar (varsa, yani e|(¢ — 1) ise) tek tiirlii
olarak mevcuttur. Cinki F; devirli grup oldugundan, f elemanh alt gruplan
(varsa, yani f|(q— 1) ise) sadece bir tanedir, yani Cj tektir. Yalniz ilkel elemanin
segimine bagh olarak indisler farklilagabilir (g ilkeli igin C; ile ¢ ilkeli igin C;
farkh kiimeler olabilir, i # 0 ve g # ¢'). Aym sekilde cyclotomic sayilar da tek
tiirliidiir, lakin ilkel elemanin secimine bagh olarak cyclotomic matris iizerinde

pozisyon degistirirler.

Ornek 24 F; de, g = 5 i¢in Cy = {1,6},C; = {2,5},Cy = {3,4} ve g = 3
alindiginda Cy = {1,6},Cy = {3,4},Cy = {2,5} olacaktr, yani Cy ile Cy yer

degistirir. Buna paralel olarak da ti¢iinct mertebe cyclotomic matiris

010 0 01
1 01 011
011 1 10
g=> igin g=3 ic¢in

olur. Yani F; de tictinci mertebeden cyclotomic siniflar ve saylar tek tirlidir,

yalmiz ilkel elemanwn secimine gore indis degistirirler.

2.3 Cyclotomic Polinomlar ve Cisimler

Cyclotomy klasik manada bir cemberi n esgit parcaya ayirma islemidir diye
belirtilmisti. Kompleks diizlemde ¢ember birim ¢ember (2(0) = €¥;0 < § < 27)
olarak diigliniiliirse problem cebirsel olarak 2™ = 1 in koklerini (ez%k;k =
0,1,2,...,n — 1), bir bagka deyigle birimin koklerini (roots of unity) bulmaya
tekabiil eder. Dolayisiyla ™ — 1 formatindaki polinomlarin kékleri ve ¢arpanlar:

cyclotomy nin ilgi alanina girer.

16



2™ — 1 polinomunun kdkleri carpmaya gore bir devirli grup olusturur. ¢, ile bu
devirli grubun bir iireteci gosterilirse, ged(n, k) = 1 sartin1 saglayan k& degerleri
igin ¢* ler de iireteg olacaktir. Kokleri bu iiretegler olan polinoma da cyclotomic

polinom denir. Yani
n

P, (z) = H ZE—CS

k=1
ged(n,k)=1

ifadesine n. mertebeden cyclotomic polinom denir.

Boylelikle
Oi(x)=x—1
Oy(z) =0 +1
Osy(r) =2 +z+1
Py(x) = 2% +1
Os(z)=at+ 23+ 22 +2+1
P(r) =2 —z+1
Or(z) =S+ + 2t + P+ +a+1
Pg(x) = 2 + 1
(r)=a+2°+1

=)
o

seklinde cyclotomic polinomlar elde edilir. Bu polinomlar i¢in derece(®,(z)) =
¢(n) dir. (¢ burada Euler-totient fonksiyonunu gosteriyor, yani ¢(n) = [{k € N :
1 < k < n ve ebob(n, k) =1}|)

Dikkat edilirse ®;(z) = x — 1 olmak iizere

H Op(z) =2" -1
k|n
1<k<n

oldugu goriiliir.

Cyclotomic polinomlar (her mertebeden) tek tiirlii olarak mevcuttur ve rasyonel

sayilar cismi iizerinde indirgenemezdirler.
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n. dereceden birimin kdklerinin bir {ireteci bir cisme eklendiginde olusan cisim

genislemesine cyclotomic cisim denir. Yani, F bir cisim ve ¢, = €2>™/" olmak
iizere
n—1
F(G) = {Zai(Cn)z L, @y...y Gnoy € I}
i=0

seklinde inga edilen cisme cyclotomic cisim denir. Ozetle, bir cismin 2™ — 1

polinomuna gore pargalanig cismine (splitting field'ina) cyclotomic cisim denir.

Cyclotomic cisimler, iizerinde tanimlandiklari cisim iizerinde bir vektor uzayi
olugtururlar. Bu vektor uzayinin boyutuna genigleme derecesi denir ve [F/((,) : F]

ile gosterilir.

Bir cismin z" — 1 ile olugturulan pargalamsg cismi ile ®,(x) ile olugturulan
parcalanig cismi aymdir, dolayisiyla cyclotomic cisim tanimi cyclotomic poli-
nomlar iizerinden de verilebilir. Ciinkii, ®,(z) in kokleri ™ — 1 in kokleriyle
olugturulan (garpimsal) grubun iiretecleridir, dolayisiyla 2™ — 1 in her koki
®,, () nin kokleriyle iiretilebilir. Boylelikle, rasyonel sayilar iizerinde cyclotomic

polinomlar indirgenemez oldugundan, rasyonel sayilardaki cyclotomic cisimler

icin [Q(¢,) : Q] = ¢(n) oldugu goriiliir.

Ornek 25 Rasyonel sayilar cismi tizerinden cyclotomic cisimler:

1. Q dzerinde x* — 1 in par¢alams cismi yine Q olur (x? — 1 in kékleri yine
rasyonel saylar). Yani [Q(¢) : Q] =1 ve Q(¢) = Q dir.

2. Q fdizerinde x® — 1 in pargalams cismi ((3 = (=1 + 2'\/3)/2 olmak
iizere) Q(G) = {a+b(3 : a,b € Q} cismidir, x* — 1 in parcalams cismi
ise (C4 =1 oldugu igin) Q((4) = {a+bi:a,b € Q} cismidir, yalniz burada

[Q(¢3) = Q] = [Q(C4) = Q] = 2 olmasina ragmen [Q(¢s) : Q) # [Q(G) : Q)
olduguna dikkat etmek gerekiyor.

3. Q dizerinde x° — 1 in par¢alams cismi Q((s5) = {a + b(s + ¢ + d¢2 + e(? -
a,b,c,d,e € Q} dir ve [Q((5) : Q] = 4 tiir.
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4. Q iizerinde 2%—1 in parcalans cismi (g = (14i/3) /2 olmak iizere) Q((s) =
{a +bls : a,b € Q} cismidir, ayrica Q((3) cismi bu cismin altcismidir.
Burada da yine [Q((g) : Q] = 2 oldugu gorilir.

Ornek 26 Sonlu bir cisim izerinden érnek: F = Ty cisminin 23 — 1 ile
olusturulan parcalanis cismi Fy olurken x* — 1 ile olusturulan parcalanis cismi
kendisi olur. Yani [Fao((y) : Fo] = 1 olup ¢(4) ten farklhdir. Dolayiswyla
cyclotomic cisimlerin F' = Q durumundan farkly oldugu gorilir. Bunun sebebi
cyclotomic polinomlarin sonlu cisimlerde her zaman indirgenemez olmak zorunda

olmamasidir. Mesela bu drnekte ®4(z) = (v — 1)* dir.
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3. CYCLOTOMIC SAYILAR

Boliim 2.2 de verilen cyclotomic say1 tanimina denk olarak soyle bir tanim da

verilebilir: ¢ = ef 4+ 1 i¢in e. mertebeden cyclotomic say1 (i, j).
zi+ 1=z, 2 €C;ve z; € Cj (3.0.1)
denkleminin koklerinin sayisidir, yani
T 41 =g 0<s,t< f—1 (3.0.2)

denklemini saglayan (s, t) ikililerinin sayisidir. Bu béliimde bu tanim kullanilarak
cyclotomic sayilarin 6zellikleri incelenecek ve hesaplamada kullanilan yontemler-
den bahsedilecektir.

3.1 Temel Ozellikler

Ornek 23 deki cyclotomic matrisler

) e R0) (0)

idi. Bu matrislerin satir elemanlariin toplamina, siitun elemanlariin toplamina,

o = O

_ O

— = O
_ = O O

O = = O

0
1
0
1

o O O =

elemanlarin hanelerdeki dagihimina vs. dikkat edilirse belirli bir diizen oldugu
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diigiiniilebilir, bunun matematiksel boyutu arastirildiginda kargimiza su énemli

teorem cikar.

Teorem 27 |2,4]

b

Her K, L tamsaylary i¢in (i + Ke, j + Le). = (i, ).
(4,5)e = (e =i, —i)e
(7, 9)es f cift icin
(J+5i+5)e, ftekigin

(iaj)e =

e-l 1, feiftver =0, veya [ tek ver = < i¢in
Y (0 5)e=f—0i 0, = ?

7=0 0, diger durumlar i¢in

e-1 f—1, j=0"1¢n

2, (i, 7)e = | -

i=0 f, diger durumlar i¢in

(i,7). = (Ni,N7)e, Us isareti ilkel eleman olarak gV alindigin belirtiyor

Ispat: (3.0.2) esitligi goz oniine alindiginda

1.

2.

3.

Tamimdan agikar olarak cikar.

Esitligin iki tarafi da ilk terimin tersiyle, yani g°V/=*=1*¢= ile carpilirsa
esitlik
1+ ge(f*8*1)+(6*i) — ge(t*S)Jr(j*i)

halini alir.

F, cisminde —1 = ¢g(¢~1/2 dir. Burada da (f ciftse k = 0, f tekse k = ¢/2

ev+k

olmak iizere) —1 = g olacak gekilde bir v tamsayisinin mevcut oldugu

ev+k

goriilebilir. Simdi g ile (3.0.2) esitligin iki tarafi da garpilirsa,

ge(t+v)+(j+k) +1= ge(s+v)+(i+k)

olur. Bu da (f nin teklik - ¢iftlik durumuna gore) k& nin alacagi degerlerle

bize istedigimiz sonucu verir.
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4. Cyclotomic simflarmn F} iizerinde bir parcalams verdigi (2.2.1) den biliniyor,
dolayisiyla C; ler ikili olarak ayrik olur, o zaman C} lerin sabit bir kiimeyle
kesigimi de ayrik olur, ayrica ayrik kiimelerin eleman sayilari toplami da
bilegimlerinin eleman sayisidir. |C;| = f oldugu da dikkate almarak

e—1

> (1,5)e = [(Ci+1)NGCol +[(Ci +1)NCi[N . (Ci +1) N Cy
j=0
f—1
= UO((CZ- +1)nCy)
j=
f-1
= [(G;+1)N UOCjI
j=
= [(C;+1)NF;
f -1, —-1¢€¢ C;
=1, feiftver=0, veya f tek ve i =5 igin
f, diger durumlar i¢in
olur.

5. Bir onceki adimdakine benzer mantikla

e—1 f — 1, 1e C
Z(iuj)e = e = ’
=0 f7 1 §é Cj
f—=1, Jj#0ig¢n
f, diger durumlar i¢in

6. (3.0.2) denkleminde g yerine ¢V yazildiginda goriiliir.

Teorem 27 deki 6zellikler kullanilarak ikinci mertebe cyclotomic sayilar su gekilde
inga edilebilir: Ikinci 6zellik (1,0); = (1,1)y oldugunu sdyler, iiciincii 6zellik
sayesinde f tek igin (1,0)2 = (0,1)y ve f ift icin (0,0)9 = (1, 1) olur, boylelikle

ikinci mertebeden cyclotomic matris

A B B A
ift ise , | tek ise
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halini alir. Dordiinci 6zellikle beraber

i
w

A+B =f-1 =
f cift ise " /

A+ B =
f tek ise + /
2B =f-1 =

< Q
| Nl
— —

b
I v
w

M|

olur. Bu sonuclar birlegtirilip sade bir halde yazilirsa:

Teorem 28 [kinci mertebeden cyclotomic saylar, g = 2f + 1 olmak dizere

1), = =4 (3.1.1)

seklinde belirlenir.

3.2 Gauss Periyotlar1 ve Cyclotomic Sayilar

x kanonik toplamsal karakteri gostermek iizere, Gauss periyotlari

= ZX(I)? i:071727"'7f_1

zeC;

seklinde tanimlanan toplamlardir.

Lemma 29 [4]| Gauss periyotlar ile cyclotomic saylar arasindaki iliski:

e—1 .
1, f ciftvek =0, veya [ tek ve k = ¢
mTIm - ]{Z,h m+h T 0 ; O, = 2
ik hzg( Javent100s O { 0, diger durumlarda
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3.2.1 Bir Uygulama: Ugiincii Mertebeden Cyclotomic Sa-

yilarin Hesaplanmasi

q = 3f + 1 durumunda f mecburen cift olacagindan Teorem 27 deki ikinci ve

tictincii Ozelliklerle ii¢iincii mertebe cyclotomic matrisin

A B C
B C D (3.2.1)
C D B

formatinda olacag goriiliir. Dordiincii 6zellikle

A+B+C=f—-1
B+C+D=f
denklemleri elde edilir. A,B,C,D yi tek tiirlii olarak belirlemek i¢in bu iki denklem

(3.2.2)

yeterli olmayacaktir. Bu yiizden, 6rnegin
1+Zo—|—21+2220(2’i60i, 220,1,2) (323)

denkleminin ¢6ziim sayisindan yararlanilabilir [4].

(3.2.3) denkleminin ¢6ziim sayis1 N olsun. Burada zg, f tane Cjy eleman iizerinde
gezerken 1 + 2y degeri de A kez Cj 1n iginde, B kez (] in i¢inde ve C' kez C5 nin
icinde bulunacaktir. Her bir sabit 2/ € C;, 2/ = 2y + 1 i¢in (3.2.3) min ¢oziimiini
saglayan (z1, z3) lerin sayisi ise sirasiyla D, B, C' olacaktir; 6rnegin, sabit bir 2] €
Cy igin 2] + 21 + 22 = 0 esitligini saglayan B tane (21, z2) ikilisi vardir, c¢linkii
21 + 21 + 22 = 0 nmn ¢oziim sayist ile 21(2]) 7' + 1 = 29(21) " denkleminin ¢oziim
sayist aynidir (e = 3 igin —1 € Cj oldugundan —z, € Cy ve z(2})™' € Ciy).
Sonug olarak N = AD + B? + C? elde edilir.

Simdi de zq, (] iizerinde gezsin, ayni zamanda 1+ zy degeri de B kez Cj 1n icinde,
C kez C in i¢inde ve D kez Cy nin i¢inde bulunacaktir. Yine her bir sabit 2} € C;,
z; = zp+ 1 i¢in (3.2.3) nin ¢oziimiini saglayan (2o, z2) lerin sayisi sirasiyla C, D, B

olacaktir, sonugta N = BC' 4+ C'D + BD oldugu goriiliir.
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Bu iki sonug birlestirilirse

AD+B*+(C?=BC+CD+ BD (3.2.4)
olur. (3.2.2) denklemleri kullanilarak
D=A+1
C=f-1-A-B
elde edilir ve bunlar (3.2.4) de yerine konulursa
3A* +3AB+3B* - (3f —5)A— (3f —=3)B=—f*+3f -2

sonucuna ulagilir. Bu esitligin iki tarafi da 36 ile carpilip gerekli sadelestirmeler

yapilirsa
(9A —3f+ 1) +27(f —1 - A—2B)? = 12f +4=4q

veya daha sade gekilde 4q = ¢?4-27d?, c= 1(mod 3) elde edilir (burada d nin igareti
ilkel elemana baghdir). Dolayisiyla (3.2.2) denklemlerine ek olarak (4g = ¢®+27d?

ve ¢ = 1(mod 3) olmak iizere)

9A = 3f—-T+c
A4+2B = f—-1—-d

denklemleri elde edilir. Hesaplanirsa

(3.2.5)

Teorem 30 |[4] Uciincii mertebeden cyclotomic sayilar icin cyclotomic matris

A B C
B C D
C D B

formatindadwr ve buradaki A, B,C,D saylar 4¢ = ¢ + 27d*,¢ = 1(mod 3)
ozelliklerini saglayan bir (c,d) ikilisiyle
9A = ¢—8+4c¢
18B = 2¢—4—c—9d
18C = 2g—4—c+9d
9D = qg+1+c

(3.2.6)

seklinde elde edilir (d nin isareti ilkel elemanin se¢imine baglidur).
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Ornek 31 F; i¢in hesaplayinca (c,d) = (1,%1) bulunur. Ornek 24 de ilkel
elemanin secimine gore ki farkly dictincid mertebe cyclotomic matris verilmisti.

Ilkel eleman 5 alinarsa dcincd mertebeden cyclotomic matris

010
1 01
011
olur, yani d = —1 dir. Ama ilkel elemans 3 aldigimizda
001
011
110

olur (d = 1 dir). Yani B ile C yer degistirir (birinde d yi eklerken digerinde
cikariliyor (3.2.6) denklemlerinde).

Yalmz acaba her ¢ degeri igin 4q = ¢ + 27d?, ¢ = 1(mod 3) olacak sekilde (c,d)
ikilileri mevcut mudur, mevcutsa kac tanedir? Bu problem icin, yani ¢ = p™ =
1(mod 3) durumunda, en az bir (c,d) € Z? ikilisi vardir, hatta m = 1 ise bu
ikililerin sayisi (d yi isaretinden bagimsiz diisiiniildiigiinde) tam olarak bir tanedir
[4]. Dolayisiyla m = 1 i¢in fi¢iincii mertebeden cyclotomic sayilar, cyclotomic
siiflar1 inga etmeye veya (3.0.2) denklemlerini ¢ozmeye gerek kalmadan 4q =
c? + 27d%, ¢ = 1(mod 3) sisteminin mevcut olan tek ¢oziimiiyle olugturulabilir
(ilkel elemanin segiminden bagimsiz olarak). Peki m > 1 iken 4q = ¢ + 27d?, c =
1(mod 3) sisteminin birden fazla (¢, d) tamsay1 ¢oziimii olmas1 durumunda hangi
¢Oziim tercih edilmelidir? Bunun cevabina p = 1(mod 3) ve p = 2(mod 3) durumu

icin ayr1 ayr1 bakmak gerekmektedir.

p = 1(mod3) igin: Bu durumda (c,d) ikililerinden has (proper) ¢oziim (yani
obeb(q, |c|) = 1 sartim1 saglayacak (c,d) ¢oziimleri) tercih edilmelidir [4]. p=
1(mod 3) durumunda has ¢oziim bir tane olacagindan [4] i¢iincii mertebeden

cyclotomic sayilar tam olarak belirlenebilir.

Ornek 32 Fyys = F7(0), 6° + 30 +2 = 0 cismi dzerinde dcinci mertebe
cyclotomic saylar incelendiginde, 1372 = ¢* + 27d* denklemi icin (c,d) =
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(£7,£7) ve (¢,d) = (£20,16) ikilileri birer ¢ézimdir, ¢ = 1(mod3) sartiyla
bu ¢ézimler (c,d) = (7,£7) ve (¢, d) = (=20, £6) haline gelir. Bu cismin tg¢tinci

mertebe cyclotomic matrisi ise, ilkel elemanin tercihine gore

35 36 42 35 42 36
36 42 36 veya | 42 36 36
42 36 36 36 36 42

olacaktir. Bu matrisleri olusturabilmek ic¢in, (3.2.6) denklemlerinde kullanila-
bilecek (c,d) ikilisi (—20,46) dir. Yani (¢,d) = (7,4£7) ¢ézimi kullanmgsiz
olacaktir. Burada dikkat edilirse (—20,16) ¢dzimi obeb(q, |c|) =0beb(343,20) = 1

oldugundan has bir ¢ozimdir, ama (c,d) = (7,£7) ¢ozimi has ¢ézim degildir.

p = 2(mod 3) i¢in: Bu durum i¢in (¢, d) ikilisini tespit ederken Gauss periyotlar
ile cyclotomic sayilar arasindaki iligkidenfaydalanilacaktir. Ayrica belirtilmelidir

ki ¢ = p™ = 1(mod 3) olmas1 gerektiginden m ¢ifttir.

Lemma 33 [5] p = 2(mod3) ve m ¢ift says olsun. ¢ = p™ olmak izere, F,

tizerinde tciinct mertebe Gauss periyotlar

—1+2(-1)(m=2/2 /g

Mo = 3
—1—(—1)(m=2)/2
mo=my = TV

seklindedir.

Simdi bu Lemmalar ile, cyclotomic sayilar yerine (3.2.1) te verilen harfler
kullanildiginda

Mo = B+ Cn+ D

nore = Cno + Dy + B

elde edilir, bu da ng # 171 = 12 oldugundan

nom = Bno+ Cny+ Dy
= Cno+ D+ B

haline gelir, diizenleme yapilinca
(Mo —m)(B—C)=0
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olacaktir, yani B = C dir. O zaman 3.2.6 denklemleri dikkate alindiginda d = 0
oldugu goriiliir. Dolayisiyla ¢ = 2,/q olur.

Ornek 34 Foy; = F5(0), 0> + 0 + 2 = 0 dizerinde g = 0 y1 kullamlarak digiinci

mertebe cyclotomic sayilar hesaplandiginda matrisin

N N W
e AR V)
N e N

oldugu gorilir. Burada A=2, B=C=2,D =4 olupc=2v25=10ved =0
dar.

3.3 Jacobi Toplamlar: ve Cyclotomic Sayilar

g ile F, nun bir ilkel elemani, ¢ ile e. birim kék ve ¢ ile [, iizerinde tanimh e.

mertebeden bir ¢arpimsal karakter gosterilsin (¢(g) = ¢ = exp(2mi/e)).

J@W' ) =Y i@’ (1—a); 0<ij<e-1

a€clFy

seklinde verilen ikili Jacobi toplami i¢in,

Teorem 35 |[6]Jacobi toplamu ile e. mertebeden cyclotomic saylar arasinda

e—le—1

*(s,t)e = 20 2 (=Y I (yr, )
1=07=0
e—le—1
J(U0) = 30 3¢ (i, )
i=05=0

bagintist vardar.
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Ispat: C; ile [F; nun g ile iiretilmig e. mertebe cyclotomic siifim gostermek tizere,
istteki ifade

e—le—1 e—1e—1
DD (DTCEEII ) = Y Y W1 T gyl a)
i=0 j=0 i=0 j=0 aglly
e—1le—1
= D) S - (g (1 - a))
i=0 j=02Fq
e—1le—1
= >3 S wilga) (g1 + a))
i=0 j= _ga€ly
= > (ng aZW “a+1)) )
a€cl =0
B 0, a:()veyaagéC's
B wer, L & @€ C,
0, a+1=0veyaa+1¢C,
o+ 1e Ct
, aeCyvea+1eC
B O%F:q { 0, diger }
= e*(s,1).

seklinde ispatlanir. Alttaki ifade ise Sonlu Fourier Doniigtimii ile gosterilir. m

3.3.1 Bir Uygulama: Dordiincii Mertebeden Cyclotomic

Sayilarin Hesaplanmasi

Oncelikle Teorem 27 den dérdiincii mertebe cyclotomic matrisin

f tek ise f cift ise
A B C D A B C D
E E D B B D E E
AE A E||CcECE
E D B E D E E B

oldugu goriiliir. Ayrica, g ifadesi F, nun bir ilkel kékii ve ¢ = 4f + 1 olmak iizere,
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=a+4b%, a=1(mod4), 2b= agle-V/*

sartin1 saglayan a ve b tamsayilar i¢in J(¢", ") Jacobi toplamlari,

u\v | 0 1 2 3
0 |q 0 0 0
1 |0 | (=1)f(a+2bi) | a+2bi —(=1)f
2 |0 a+ 2bi —1 a— 2
3 10 —(—=1)f a—2bi | (—=1)7(a — 2bi)

seklinde belirlenir [2,4]. ¥(g) = ( = exp(2wi/4) = i oldugunu dikkate alarak
hesaplandiginda,

F tek ise £ cift ise
A = q—T7T42a A = qg—11+46a
B g+ 1+2a—8b B q—3+2a+8b
C q+1—6a C q—3+2a
D q+1+2a+8b D q—1+2a—8b
E = q—3—-2a E = qg+1-2a

cikar.

3.4 Mertebesi Tek Asal Olan Cyclotomic Sayilar
(¢ =7p", p = 1(mode) Igin)

Teorem 36 [7|e bir tek asal, w, ifadesi e. dereceden birim kok, p = 1(mod e)
olsun. (k,e) = 1 igin oy, Q(w.) nin w, — W olacak sekildeki otomorfizmas
olsun. A(r), r(mode) nin en kicik negatif olmayan tamsay. degerini gostersin.

1 <m < e—2 sabit bir tamsayr olsun. «, bir ilkel eleman olmak dzere b = of

e—1
olsun. H = > aw! € Z|w,| olsun.
i=0

e—1 9 e—1
n __
1. p" = Zai - Zaiai—i-h
i=0 =0
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e—1 e—1 e—1
2. Zaiai+1 = Zaiai+2 = Zaiai+(e—1)/2
i=0 i=0 i=0

3. 1+ap+a;+...+a.; =0(mode)
4. ay+2a3+ ...+ (e — 1)a.—; = 0(mod e)

5.pt [ H™

A((m+1)k) >k

6.plH J[ @G-wi)

A(m+1)k)>k

sartlar saglansin (Burada H ile H nin kompleks eslenigi belirtilmektedir, k=*
degeri de (mod e) de hesaplanmagtir). O zaman bu « ilkeli i¢in H = J(1,m) olur.

Bu onermenin diger yoni de dogrudur.

Bu teoremle elde edilen J(1,m) ile, Jacobi toplaminin 6zellikleri kullamlarak
J(m,n) degerleri bulunur ve Jacobi toplamlar ile cyclotomic sayilar arasindaki
iligki kullanilarak cyclotomic sayilar hesaplanir. Yalniz bu teoremde sadece ¢
degerinin degil ayn zamanda p degerinin de = 1(mod e) olmasi gerektigine dikkat
edilmelidir. Ornegin e = 5 icin Fy2 iizerinde bu teorem kullamilabilir ama Fy4
tizerinde kullanilamaz, ¢iinkii 11 = 1(mod 5) iken 7 # 1(mod 5) dir.

Bu teoreme benzer gekilde, (e tek asal olmak iizere) mertebesi 2e igin olan

cyclotomic sayilar i¢in ilgili teoremler [8] de verilmigtir.
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3.4.1 Bir Uygulama: Besinci Mertebeden Cyclotomic Sayi-
larda p = 1(mod 5) Durumu

Besinci mertebeden cyclotomic matris, Teorem 27 kullanilarak gsu gekilde olugtu-

rulur:

D Q0O &=
QT >
QAQ 9"
T Q a Q
0 QW

F G F FE

Burada belirtilen A, B,C, D, E, F,G sayillar1 igin p = 1(mod5) durumunda
Teorem 36 kullanilabilir. Hesaplandiginda,

25A =p"+3a—14
100B = 4p"™ — 3a + 25d 4 50c — 16
100C'° = 4p™ — 3a — 25d + 50b — 16
100D = 4p™ — 3a — 25d — 50b — 16
100E = 4p"™ — 3a + 25d — 50c — 16

50F =2p" +a— 25d + 2

50G =2p" +a+25d+2

cikar. Buradaki a, b, ¢, d sayilar1 a® 4 125d% + 500 +50¢? = 16q, ¢? — 4bc — b* = ad,

a = 1(mod 5) sisteminin ¢oziimiidiir.

3.5 Kullanighh bir Durum: Uniform Cyclotomy

Baumert ve Mills [9] p # 1(mod e) durumunda baz 6zel sartlar altinda kullanigh

bir teorem vermiglerdir.

Eger p' = —1(mod e) olacak sekilde bir ¢ tamsayist mevcut ise Fyn iizerinde e.

mertebeden cyclotomic sayilar uniformdur.
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Teorem 37 (9] F,n dzerinde e. mertebe cyclotomic sayiar uniform olsun. Bu
pn/Z_l

e b

durumda ya p ya da f ¢ifttir, ayrica n degeri de cifttir. Ustelik n =
p"? = 1(mod e) olmak iizere

(0,0) =n*—(e=3)n—1
(071.) = (270) = (272) :772+777
(i) =12 0#i#j#0 icin

1 # 0 i¢in

seklindedur.
Bu teorem cyclotomic sayilari 3 sekilde belirledigi icin hesaplamada biiyiik

kolaylik saglar.

3.5.1 Bir Uygulama: Besinci Mertebeden Cyclotomic Sayi-
larda p # 1(mod5) Durumu

p # 1(mod 5) iken baktigimizda,

2! = —1(mod 5) olacak sekilde t = 2
3" = —1(mod 5) olacak gekilde ¢t = 2
4" = —1(mod 5) olacak sekilde t =1

p = 2(mod 5) ise
p = 3(mod 5) ise
p = 4(mod5) ise
oldugundan hepsinin uniform cyclotomic oldugu goriiliir ve Teorem 37 in
hipotezlerinin saglandigi durumlar igin belirtilen sekilde hesaplama yapilabilir.
Uniformluk durumunda B = C = D = E ve F = G dir ve \/g = 1(mod 5) i¢in

25A= q—12,/q— 14
25B = q+3,/q—4
25F = q—2,/7+1

cikar.

Ornek 38 p = 19 ve ¢ = 19* olsun. Vi = 341 = 1(mod5) oldugu
icin Teorem[baumert]’in hipotezleri saglanir ve F, dzerinde besinci mertebeden
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cyclotomic sayilar B=C =D = E ve F' = G olmak tizere

A= (19* —12-19%2 - 14)/25 = 5039
B= (19*+3-192-4)/25 = 5256
F= (191-2-192+1)/25 =5184

seklinde belirlenir. Yani cyclotomic matris

0039 5256 5256 5256 5256
0256 5256 5184 5184 5184
0256 5184 5256 5184 5184
5256 5184 5184 5256 5184
5256 5184 5184 5184 5256

seklindedir.

Not 39 Mertebe 57tekine benzer bir durum mertebe 17 icin de vardwr. Clinki
p" = 1(mod 17), p # 1(mod 17) sartins saglayan her p asal i¢in p nin mod 17 deki
carpimsal mertebesi cifttir, ¢inki Lagrange Teoremine gére 17 — 1 = 16 degerini
bolmelidir. Boylelikle e = 17 i¢in p #£ 1(mod 17) sartint saglayan tim p lerde
cyclotomic saylarin uniform oldugu gorilir. Burada 5 ve 17 nin ortak 6zelligi

Fermat asale olmalaridar.

3.5.2 Bir Inceleme: Yedinci Mertebe Cyclotomic Sayilarm

Uniformlugu

Uniform cyclotomy’nin Fermat asali olmayan asal mertebelerde ise yaramadigi
sOylenebilir. Buna dair ¢rnek olarak mertebe 7 verilebilir. Mertebe 7'de p =
3,5,6(mod 7) iken cyclotomic sayilar uniformdur ama p = 2,4 (mod7) iken

uniform degildirler.
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Mertebe 7 cyclotomic sayilar incelendiginde Teorem 27 den cyclotomic matrisin

A B C D F

MmO QW
o RS~ T Q
S T NS
NN R~
T RS R o
QA ~ o &~ X
TR~ ~mQ

G I J K H B

seklinde oldugu goriiliir. Bunlar uniformluk durumunda

A,
B=C=D=E=F=G,
H=I=J=K=1

seklinde 3 farkli durumdadir. Ancak uniform olmama durumunda bdyle bir

zorunluluk yoktur.

Ornek 40 p = 13, ¢ = 13* olsun. Bu durumda mertebe 7 cyclotomic sayilar

uniform olur ve\/q = 1(mod7) olup

479 = A,
600=B=C=D=F=F=G,
S16=H=1=J=K=1L

cikar.

Ornek 41 p = 2, ¢ = 22 olsun. Bu durumda mertebe 7 cyclotomic sayilar

uniform olmaz ve\/q = 1(mod 7) olmasina ragmen

86=A=B=C=FE,
80=D=F=0G,
8Q2=H=J=1L
73=1

100 = K
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oldugundan ficten fazla sayrda farkl deger elde edilir ve B # D, K # H vb.

oldugu goriliir.
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4. UYGULAMALAR

4.1 Sifrelemedeki Uygulamalar Hakkinda

Cyclotomy’nin kodlama teorisi ve gifreleme teorisi alanlarinda bir¢cok uygulamasi

mevcuttur, bu alanlardaki baglica uygulamalarima bakilirsa,

e Kriptografik fonksiyonlarin dogrusal fonksiyonlardan uzakligini belirlemede

(nonlinearity analysis) [3],
e Akan sifrelerin (stream ciphers) bazilarinin dizayn ve analizinde [3],

e Fark kiimelerini (difference sets) inga etmede ve parametrelerini belirlemede
[4,17],

e Kodlama teorisinde agirlik numaralandirma ve dagilimim (weight enume-

rator, weight distribution) belirlemede ve bazi kodlarin ingasinda [5],

e Frekans atlamasi dizilerin (frequency hopping sequences, FHS) parametre
hesabini belirlemede [10],

e Sidel'nikov dizilerinin otokorelasyon dagilimlarini belirlemede [19-21]

kullanildig1 goriiliir. Bu bdliimde cyclotomic sayilarin Sidel’nikov dizilerinin
otokorelasyon dagilimlarini belirlemede nasil bir rol oynadigi anlatilmaya cali-

silacaktir.
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4.2 Sidel’nikov Dizileri ve Cyclotomic Sayilar

Yiiksek hizli veri transferinde, genelde M-li modiilasyon sistemleri iletim stan-
dardi olarak kabul gormektedir. Yiiksek hizli veri transferine olan ihtiyacin
artmasiyla birlikte, iyi hata diizeltme degerlerine sahip M-li kodlara ve iyi
korelasyon oOzelliklerine sahip M-li dizilere olan ihtiya¢ da artmistir. M-l
Sidel'nikov dizileri [21] de bu konuda olduk¢a kullanigh dizilerdendir.

Kim, Chung, No ve Chung [19] M|(p" — 1) olmak iizere periyodu p” — 1 olan
M-1i Sidel’nikov dizilerinin otokorelasyon dagilimi degerleri ile cyclotomic sayilar
arasindaki birebir iligkiyi gostermislerdir. Boylelikle cyclotomic sayilar: hesaplama

problemi konunun ilgi alanina girmistir.

Bu alt boliimde, oOncelikle Sidel’nikov dizileri ve otokorelasyon fonksiyonlar:
hakkinda kisa bir 6n bilgi verilmig, sonrasinda cyclotomic sayilarin konuyla ilgili

roliinden bahsedilip 6rnekler verilmigtir.

4.2.1 Sidel’nikov Dizileri ve Otokorelasyon Fonksiyonu

p bir asal say1, M ile n pozitif tamsayi, M|(p" — 1) ve f = Z% olsun. «, Fpn
nin bir ilkel elemam olmak iizere sifirdan farkh bir b € F,» elemanimin indeksi
ind(b) = ¢, b= a' gsartim saglayan t € {0,1,...,p" — 1} olarak tamimlanir. wy, ile

M. dereceden birim kok, yani e2™V=1/M degeri belirtilsin. F,» nin
Sp={aM" —1:5=0,1,..,f—1}

alt kiimeleri verilsin (k =0, 1, ..., M —1). M-1i Sidel’nikov dizisi s(¢), herhangi
bir sabit ko € {0,1,..., M — 1} i¢in

k, ol €Sp k=0,1,...M—1
s(t):{ S M (4.2.1)

]{?0, t = 1nd(—1)
seklinde tammmlanir [21]. Bu dizinin periyodu p™ — 1 dir.

Ne={t:s(t)=k, 0<t<p"—2}
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ifadesi dikkate alimirsa, ky = 0 durumunda her £ = 0,1,.... M — 1 icin Ny = f
oldugu goriiliir. Yani M-li Sidel'nikov dizisi dengelidir.

u(t), periyodu N olan M-1i bir dizi olsun. u(¢) nin otokorelasyon fonksiyonu
N-1
R(r) =Y wif 7 1= 0,1, N~ 1
=0

seklinde tanimlanir.

4.2.2 Sidel’nikov Dizilerinin Otokorelasyon Dagilimlarim

Hesaplamada Cyclotomic Sayilarin Rolii

Teorem 42 [19] y = o” € Fyn — {0, 1} olmak dizere ¢(ﬁ) = wy, ve w(yT_l) =
wyy olsun. p™ — 1 periyotlu M-li Sidel’nikov dizisi s(t) nin asikar olmayan (T #

0(mod p™ — 1)) otokorelasyon fonksiyonu R(T) = Ry,

o D -, w1 =1
Tl @ D+, (1) = -1

seklindedir.

Teorem 43 [19] N(R,.) ile R(T) = Ry, sartim saglayan y = o7 € Fpn —
{0,1} lerin sayuse belirtilsin. p™ — 1 periyotlu M-li Sidel’nikov dizisinin faz dis

otokorelasyon dagilims asaqidaki gibidir.
(1) =1 ise
M-1
1. N(0) = Y ((iyi + Ko)ar + (i, ko)ar) + (0, ko)
i=1

3. N(Ryp) =(u+v,v+ko)u+ (u+v,u+ko)y, l <u<v<M-—1

P(—=1) = —1 ise
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1. N(=2) = (X 44,0+ ko) + (X + 4, 2 4 ko)ar) +(0, 2L + ko) ar

2. N(Rk7k>=(2k’,k’+k’o)M,OS/{JSM—l vek#M/Q

3. N(Ryy) = (u+v,o+ ko) + (u+v,u+ko)y, 1 <u<ov< M-—1ve

ut Mook

Ornek 44 p = 1(mod 7) sartini saglayacak sekilde, Fog tizerinde o = 2 ilkeliyle

olusturulan mertebe 7 cyclotomic saylar

0 =To=To=T3;=Ty =Ty =Tz =Ty

1 =Ty =T7=To=Tn

2 =1,
seklinde belirlenir. Yine bu ilkel eleman ile (4.2.1) kullanilarak dretilen 7-li
Sidel’nikov dizisi

s= (1,5,1,3,0,2,5,4,2,3,2,2,3,6,k,0,5,5,6,1,1,

4,6,4,3,0,6,4)
olur. Ayrica mertebe 7 ¢arpimsal karakter ¢(2') = Wi, (0) = 0 seklinde olup
P(—=1) = (21 = 1 ¢ikar ve béylelikle ko = 0 igin Teorem 43 kullanilarak bu

dizinin otokorelasyon dagilimlar: R(T)

0, 6kez | wrtw?—wi—1, 1kez

—(wr — 1), 1hez| w?24wd—wd—1, 2kez
—(w2—1)% Tker| wi+wi—wl—1, 1kez
—(w2 —1)%, 0 kez w?+wd—2 0kez
—(wi—=1)% Okez | wi+wd—w;—1, 2kez
—(wd = 1)%, 1 kez Wi +wt -2, 2kez
—(w8—1)% Tker| wi4wd—wr—1, 1kez
wrtwi—wd—1, LTkez| wi+wl—wi—1, 1kez

, Okez | wi+wl—w?—1, 2kez
, lTkez | wi+wl—wd—1, 0kez
-1

, 1 kez

w7—|—w§—w7—

wr + wr — Wi —

6

wrtwd—wS—1, 2kezr | wd+wt—wi

seklinde hesaplanir. Dikkat edilirse 3 farkl karakterde sayi bulunmasina ragmen

cyclotomic saylar uniform degildir.
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Ornek 45 p # 1(mod7) durumuna érnek olarak, Fey = Fo(6) cismi dizerinde

(0, z° + 25 + 1 polinomunun bir kékii) 0 ilkel elemans kullanilarak olusturulan

mertebe 7 cyclotomic sayilar

1 =1y

2 =To=T=T=T,=1T; =Ty =1

seklinde belirlenir. Yine bu ilkel eleman kullanilarak iretilen 7-li Sidel’nikov dizisi

s= (ko,2,4,6,1,6,5,2,2,6,5,0,3,6,4,5,4,5,5,5,3,
07 O’ 17 67 07 5’ 27 17 47 57 47 17 37 37 ]" 37 07 37 3’ 67 67
0,4,0,1,2,2,5,4,0,5,3,2,4,1,2,5,1,4,3,2,1)

olur. Burada karakteristik 2 oldugundan —1 = 1 dir. Dolaypswyla ko degeri 1 in
indeksi olan sifir hanesine konmustur. Ayrica mertebe 7 carpimsal karakter i i¢in
P(=1) =(1) =1 = —1 @kar. Yani ko = 0 i¢in Teorem 43 deki formillerden ikisi

de kullamilabilir. Hesaplandiginda periyodu 63 olan bu 7-li dizinin otokorelasyon

daglimlary R(T)

0, 1/kez| wr+w?—wd—1, 2kez

—(wr = 1) 2kez | witwd—wi—1, 4 kez
—(W2—=1)% Z2kez | witwi—wl—1, Ikez

—(w2 = 1), 2 kez w2+ wd -2, 2kez
—(wi—=1)% 2kez | wi+uwl—w;—1, /kez

— (W2 —1)% 2kez wi+wr—2, 2kez
—(W8—1)%, 2kez | witw?—w;—1, Ikez
wrtwr—wi—1, Tkez | wi+wl—w?2—1, Ikez
wrtwd—wi—1, Jkez | wi+wl—w?—1, /kez
wrtws—w?—1, Tkez | wi+wd—w?—1, 4kez
wrtwd—wS—1, Jkez | wi+wl—wi—1, Ikez

seklinde c¢ikar.

Not 46 Son drnekte x5 +x*+23+241 veya 28+ +1 polinomlarinan kékleri olan
kel elemanlar kullanildiginda da ayni otokorelasyon dagilimlarinin elde edildigi

gorilir.
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5. SONUC

Cyclotomic sayilari, tanim iizerinden degil de cyclotomic sayilarin ortak 6zellikleri
ve baz1 cebirsel argiimanlar kullanarak hesaplama isi ilk olarak [12] de goriilmek-
tedir, hatta cyclotomic say1 tabiri de ilk olarak bu ¢aligmada ge¢mektedir [18].
Burada amac, bazi temel Ozellikler vasitasiyla farkli ve kullanigh hesaplama
yontemleri ve formiiller elde edebilmektir. Ilk hesaplamalar genelde 7, lizerinden

yapilmig, sonralari ¢alisma F,» ye genellestirilmeye ¢aligilmigtir.

Z, tizerinden bakildiginda mertebe 24’e kadar ¢alismalarin oldugu goriiliir [12-16].
F,» iizerinde incelendiginde ise yedinci mertebeye kadar caligmalarin tamam-
landigy [4, 5, 20] goriilmiigtiir. Bu tez caliymasinda F,» iizerinde mertebe yedi
incelenmis ve konuyla ilgili sonuclar derlenmistir. Ayrica cyclotomy probleminin

sifrelemedeki giincel ve 6nemli bir uygulamasindan da bahsedilmistir.

Z,, tiizerinden [Fp» ye genellestirilmeler oldugu gibi Z, ye genellestirilmeler de
mevcuttur (n kompozit bir say1) [18]. Bu tarz genellegtirmelerin de sifreleme vb.

alanlarda uygulamalar calisilmaktadir.
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