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OZET

Bu tezde, Gecikmeli Reaksiyon-Difiizyon Denklem Sistemlerinde gecikme ter-
imi olan 7 catallanma parametresi secilerek Hopf catallanma analizinin nasil
yapilacagini 6ngoren yeni bir algoritma olugturulmugtur. Bu algoritma, [14]'te
verilen Gecikmeli Diferensiyel Denklem Sistemleri icin Hopf catallanma analizi
algoritmasi ile [15]te Reaksiyon-Difiizyon Sistemleri i¢in verilen Hopf ¢atallanma
analizi algoritmasinin birlestirilmesi ile elde edilmigtir. Bu algoritma, gecikme
terimi ve konum degigkeni eklenerek daha gercekci hale getirilen Gecikmeli
Reaksiyon-Difiizyon Lengyel-Epstein Modeline uygulanmig ve sistemde hangi
sartlarda Hopf catallanmanin mevcut oldugu, bu sartlar altinda olusacak Hopf
catallanmanin yoniiniin ve olusan periyodik ¢oziimlerin kararlhilik yapisinin ne

olacagi ifade edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Hopf Catallanmasi, Lengyel-Epstein Modeli, Reaksiyon-
Difiizyon Denklem Sistemleri, Zaman Gecikmesi, Kararlilik, Periyodik Co6ziimler.
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HOPF BIFURCATION ANALYSIS OF LENGYEL-EPSTEIN
REACTION-DIFFUSION MODEL WITH DELAY

ABSTRACT

In this thesis, a new algorithm for Hopf Bifurcation analysis of a Delayed
Reaction-Diffusion System is introduced with taking delay term 7 as a bifurcation
parameter. This algorithm is obtained by combining algorithms which are given
in [14] for Delayed Differantial Systems and [15] for Reaction-Diffusion Systems.
This algorithm is applied to Delayed Reaction-Diffusion Lengyel-Epstein Model
which is made more realistic by adding the delay and diffusion terms. Also, the
conditions which Hopf Bifurcation will occur in this system, what would be the
direction of the Hopf Bifurcation which occurs under this conditions and what
would be the stability structure of periodic solutions which occur due from Hopf
Bifurcation are expressed.

Keywords: Hopf Bifurcation, Lengyel-Epstein Model, System of Reaction-
Diffusion Equations, Time Delay, Stability, Periodic Solutions.
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SIMGE LISTESI

Bu ¢aligmada kullanilmig olan simgeler agiklamalari ile birlikte agagida verilmistir.

Simgeler

Ck[—T’, 0]

Aciklama

Ozdeger

Ozdegerin reel kismi

Ozdegerin sanal kismi

Catallanma degeri

Lypunov katsayisi

Lypunov katsayisinin reel kismi

Bir parametreli lineer operatorlerin ailesi

L,, operatoriiniin spektrumu

Sistemin catallanma parametresine karsilik gelen Jocabian matrisi
[—7, 0] iizerinde tanimh n-boyutlu reel vektor degerli k-kez tiirevlenebilen
ve tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin uzay1

A(p) matrisinin adjointi

A Ozdegerine karsilik gelen 6zvektor

Yiiksek mertebeden terimler

Center manifold

A operatoriiniin tanim kiimesi

Center manifold koordinatlar:

Ozdeger

L, (7) operatdriiniin izi

L, (7) operatoriiniin determinanti



1. GIRIS

1.1 Tez Cahismasinin Amaci

Etrafimizdaki diinyay: daha iyi anlayabilmek ve teknik sorunlara ¢Oziim iirete-
bilmek i¢in, olaylari matematiksel terimlerle temsil etmeye matematiksel mod-
elleme denir. Bu sekilde matematik, gercek diinya problemlerine modelleme

yoluyla ¢6ziim iireten sistematik bir diigiinme yolu haline gelir [1].

Model basglangicta olabildigince basit tutulur. Yeni terimler ve degiskenler modele
daha sonra agsama agama eklenebilir. Boylece, model daha gercekci hale getirilir.
Modeli daha gercekci hale getirmek icin pek cok sey yapilabilir. Ornegin, model
birden fazla bagimsiz degiskene baglanabilir, modeldeki bagimli degisken sayisi

artirilabilir veya modele gecikme terimi eklenebilir.

Bu tezde caligilan modeli daha gercekei hale getirmek i¢in hem modelin bagimsiz

degisken sayisi artirilmig hem de modele gecikme terimi eklenmigtir.

Peki neden bagimsiz degigken sayisinin artirilmasi, modelleri daha gercekci hale
getirir? Gercek yagamdaki bazi problemler zamana bagh oldugu gibi konum ve
yag gibi farkhh degiskenlere de bagh olabilir. Bu nedenle iyilestirilmek istenen
bir model birden fazla bagimsiz degiskene baglanabilir. Bunu asagidaki birkag

ornekle ifade edelim.



Problemimiz bir popiilasyon problemi ise niifus miktarindaki degigim icin zaman
bagimsiz degiskeni ile birlikte yas bagimsiz degiskeni de dikkate alinmalidir.
Ciinkii bir popiilasyondaki bireylerin yas ortalamasi nufiis artisi {izerinde etkilidir.
Yagh nufiisun fazla oldugu bir popiilasyonda niifus artig hiz1 az olacakken geng
niifusun fazla oldugu bir popiilasyonda niifus artis hiza fazla olacaktir. Bu
konudaki ilk ¢aligma Sharpe ve Lotka [2] tarafindan yapilmigtir. Bu problem

birinci mertebeden bir kismi tiirevli denklem ile tanimlanir [5]

Problemimiz bir popiilasyonun yagsamini devam ettirmesi i¢in gerekli olan min-
imum alan problemi ise zaman bagimsiz degiskeni ile birlikte konum bagimsiz
degiskeni de dikkate alinmalidir. Ciinkii ¢ok genig bir alana birakilan bir
popiilasyonda eglerin birbirleri bulup iiremeyi saglama ihtimalleri az olacagi
icin popiilasyon nufiisunun artig hiz1 azalabilecekken ¢ok dar alana birakilan bir
popiilasyonda da besin sikintis1 yaganabilecegi icin popiilasyon yok olma ihtimali
ile kars1 karsiya kalabilecektir. Bu konu ilk defa Kierstead ve Slobodkin [3] ve
Skellam [4] tarafindan ¢ahgilmigtir. Bu problem ikinci mertebeden bir kismi

tiirevli denklem ile tanimlanir [5].

ustu-resimleri.corm

Sekil 1.1: Desen ve Sekil Olugumu: Kelebek Kanadi



Sekil 1.2: Desen ve Jekil Olugumu: Kaplan Derisi

Problemimiz, fotograflarda goriindiigii gibi bircok biyolojik sistemde karsilagilan
desen ve gekillerin nasil olugtugu ise yine zaman bagimsiz degigkeni ile birlikte
konum bagimsiz degiskeni de dikkate alinmalidir. Bu konu ile ilgili ilk ¢aligma
Turing [6] tarafindan yapilmig olup bu ¢aligmadan ileride bahsedilecektir. Burada
rastgele dagilim ele alinir ve bu problemler ikinci mertebeden bir kismi tiirevli

denklem sistemi ile verilir.

Problemimiz maddelerin yayilmasini iceren bir problem ise yine zaman bagimsiz
degiskeni ile birlikte konum bagimsiz degiskeni de dikkate alinmahdir. Hiicreler,
bakteriler, kimyasal maddeler, hayvanlar gibi partikiil/tanecik topluluklarinda
her parcacik genelde rastgele bir gsekilde hareket eder. Tanecikler bu diizensiz
bireysel hareketleri ile etrafa dagilirlar. Bu rastgele konumsal harekete "difiizyon"

denir.

Sekil 1.3: Difiizyon



Maddelerin yayilmasini iceren problemlerde genellikle rastgele dagilim ele alinir ve
bu problemler ikinci mertebeden bir kismi tiirevli denklem sistemi ile tanimlanir.

Bu problemlere Reaksiyon-Difiizyon Sistemleri denir [5].

Peki modelleri daha gergek¢i hale getirmek icin, modellere neden gecikme
terimi eklenmelidir? Gercek yagsamdaki problemlerin bir kismi anlik olarak
gerceklesirken bir kismi ise gecmisten etkilenip gelecegi etkilerler. Matematiksel
modellemelerde gecmisteki bir ¢y aninin gimdiki ¢; veya gelecekteki ¢5 anina
etkilerini incelemek icin modellere gecikme terimi eklenir. Bu gekilde problemlerin
gecmige olan bagimliliklarn1 modele dahil edilmig olur. Bunu birkac o6rnekle

aciklayalim.

Problemimiz bir popiilasyon problemi ise niifus artisi popiilasyonu olugturan
bireylerin cinsel olgunluga ulagmalar ile iligkilidir. Baz1 popiilasyonlar: olugturan
bireyler diinyaya geldikleri andan itibaren niifus artigina katkida bulunabilirlerken
(6rnegin bakteriler, bazi bocekler), bazi popiilasyonlarda birey incelenen tiire
bagl olarak diinyaya geldikten ancak 7 birim zaman sonra birey sayisinin
artmasina katki saglayabilir (6rnegin balinalar, insanlar). Bu siire tiire gore
degigir, Ornegin, balinalarin dogum yapacak olgunluga ulagmalar1 5-10 yil

siirerken, Hindistan Filinin 8-12 yil, kedinin ise sadece 10-12 ay siirmektedir.

Problemimiz kanser hiicrelerinin ¢ogalmasi ise bu ¢ogalma, gecikmeli diferensiyel
denklem kullanilarak Villasana ve Radunskaya [7] tarafindan yapilan ¢ahigmada
hiicre devri olarak adlandirilan hiicrelerin ikiye boliinmesi icin gerekli siire ile
iligkili oldugu ifade edilmigtir. Hiicre devri farkh evrelerden olusur, bu evrelerden
herhangi birinde alinan ilag veya bagisiklik sistemi etkisi ile kanser hiicrelerinin
sayisinda degigiklik olabilecegi icin her bir evre kendisinden bir énceki evreden
etkilenirken kendisinden bir sonrakini de etkiler. Dolayisi ile hiicre devri sonunda
beklenenden farkli miktarda hiicre olusabilir. Sonug olarak kanser hiicrelerindeki

artig miktar: ge¢mige bagimhdir [8].

Problemimiz geri beslemeli kontrol sistemi ise bu sistemlerin bir¢cogunda gecikme
zamani bulunur. Gecikmeli diferensiyel denklem kullanilarak bir kontrol sistem-
inin modellenmesine ilk 6rneklerden biri Minorsky’in II. Diinya Savasi sirasinda

gemilerin dalgalardan dolay1 saga sola yalpalanmasini 6nleyebilmek icin yaptigi



calismadir. Bu cahismaya gore geminin denge durumunda kalabilmesi icin agirlik
saglamas1 amaciyla suyu bir tanktan digerine bosaltabilen bir mekanizma ile
doldurulup bosaltilabilen tanklar icermesi gerekir. Bu mekanizmanin c¢aligmasi
anlik bir olay degildir ve suyun bir tanktan digerine bosgaltilmasi i¢in belirli bir

stire ge¢mesi gerekir [8].

1.2 (Calisilan Problem

Uzun yillar boyunca modellere konum degiskeni eklenerek difiizyonun varliginin
sisteme dahil edilmesinin, kararsiz bir denge noktasinin difiizyonun varhginda
kararli hale gelmesi gibi, sadece karmagik yapidaki sistemleri diizenli hale
getirdigine inanilmigtir. Fakat 1952 yilinda Turing [6] yaptigi ¢aligmada bunun
aksinin de miimkiin oldugunu gostermistir. ~ Kararlh bir denge noktasinin
diflizyonun varhginda kararsiz hale gelebilecegini, biyolojik sistemlerde sik sik
kargilagilan diizglin olmayan desen ve gekillerin olugumunun karasizlik yapisinda
meydana gelen bu degigiklikle agiklanabilecegini ifade etmistir. Bu kararsizliga

"Turing Tipi Kararsizhk" veya "Difiizyon Odaklh Kararsizlik" denir.

Bu anlayig biyoloji, kimya, fizik, ekonomi gibi bir¢ok bilimsel ¢aligma sahasinda
teorik anlamda kabul goérmiis ve bu alanlardaki caligmalarda kullanilmigtir
[10]. Fakat dogrulugu uzun yillar boyunca deneysel olarak gosterilememigtir.
1990’larim baginda De Kepper, CIMA Reaksiyonu [9] ile Turing’in ¢aligmalarinin
basilmasindan yaklagik 40 yil sonra ilk deneysel kaniti ortaya koymugtur. CIMA
reaksiyonu 5 farkl reaktanttan olusur. Bu nedenle de matematiksel anlamda
analizler yapmak icin ¢ok karmagiktir. Bu karmagik modeli Lengyel ve Epstein
([11], [12]) iki boyutlu bir sisteme indirgenmeyi bagarmiglardir, bu model Lengyel-
Epstein Modeli olarak adlandirilir. CIMA Reaksiyon Modeli hakkinda daha fazla
bilgi i¢in [10]’a bagvurulabilir.

Onemi buradan gelen bu iki boyutlu modele, kimyasal tepkimelerin belirli bir
siire icerisinde gergeklegsecegi gercegini dahil etmek amaci ile 7 gecikme terimi ve

kimyasal tepkimelerde maddelerin rastgele dagildigi gercegini dahil etmek iginse



herhangi bir yon kisitlamasi yapilmadan konum degigkeni eklenmig, boylece model
daha gercekci hale gitirilerek Gecikmeli Reaksiyon-Difiizyon Lengyel-Epstein
Modeli, yani tez problemi elde edilmigtir. Bu sekilde, bu modelin kararlilik ve
Hopf Catallanma analizi ¢ahgilarak, gecikme terimi 7 = 0 iken [11], [12], [15],
[17]-[22] ve [28]'de yapilan ¢aligmalar genigletilmistir.



2. HOPF CATALLANMA TEORISI

2.1 Hopf Catallanma Nedir?

X € R" konum degigkeni ve u € R parametre olmak iizere, catallanma

X' =F(X,n) XeR" peR (2.1)

gibi bir sistemde "pu parametresi degigirken sistemin ¢oziimler ailesinin niteliksel
veya topolojik yapist nasil degigir?" sorusuna aranan cevaptir. Matematiksel

olarak ise agagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 2.1.1 Parametrelerin degismesi ile topolojik olarak birbirine denk ol-

mayan faz portrelerinin ortaya ¢ikmasina ¢atallanma denir [13].

(atallanmadan bahsedebilmemiz igin sistemin parametre degerinin degigmesi
ve degisirken de sistemin niteliksel veya topolojik yapisinda farklililarin ortaya

cikmasi gerekir.

Tanim 2.1.2 Denge noktasinin kararlilik yapisinin degistigi parametre degerine

catallanma degeri denir [5].

Catallanma, catallanma degerinde sistemin lineer operatoriiniin sahip oldugu

ozdegerlerin tiiriine gore degigik tiplerde ortaya g¢ikar. Bu tezin konusu olan



Hopf veya Poincaré-Andronov-Hopf Catallanma olarak adlandirilan catallanma,
iki veya daha fazla birinci mertebeden diferensiyel denklem iceren sistemlerde

ortaya ¢ikar ve [13]’de gu sekilde tanimlanir:

Tanim 2.1.3 (atallanma degerinde \; o = *tiwy, wy > 0 dzdegerinin varlgs ile

liskili olan ¢atallanmaya Hopf ¢atallanma denir.

Bu boéliimiin kalan kisminda, farkh tiirdeki diferensiyel denklem sistemlerine ait

Hopf catallanma analizi algoritmalar verilecektir.

2.2 Adi Diferensiyel Denklem Sistemlerinde Hopf

Catallanma

Bu boliimde, adi diferensiyel denklemlerde olusan periyodik ¢oziimlerin catallan-
mas1 i¢in E. Hopf Teoremi verilecektir. z € R™ konum degigkeni ve v € RT
sistemin parametresi olmak tizere

dx

= Jwv) (2.2)

sistemini ele alahm. = = 2*(v), (2.2) sisteminin ayrik denge noktasi ve

A(v) = D (f(z*(v),v)) = {%ﬂif)’v) t,j=1,2, ... ,n} (2.3)

sistemin Jacobian matrisi, v = v, i¢in
w(ve) = wp >0, afv.) =0ve a'(v.) #0 (2.4)

kogullarini saglayan \;(v) = )?2(11) = a(v) + iw(v) kompleks eglenik dzdegerler
mevcut olsun. Burada, v. degerine v parametre degerleri i¢in kritik deger denir.
Ayrica, (2.4) kogulu sistemin parametresi degigsirken denge noktasimin kararlilik

yapisinin degistigini séylemektedir.

X=x—2"vepu=v—1, (2.5)



degigken degistirmeleri ile (2.2) sisteminin denge noktasi orijine ve catallanma

parametresi sifira taginarak elde edilen ve bir éncekine topolojik olarak denk olan

sistem
F(X, 1) = f(X + 2" (ve + p), ve + 1) (2.6)
olmak tizere ix
= _F(X 2.7
= F(X.p) (27)

ile verilen dierensiyel denklem sistemine doniigiir.
Teorem 2.2.1 Eger

1. 0 noktasina igeren bir a¢ik aralikta p ve F(0,u) = 0 igin X = 0 € R”

noktast F fonksiyonunun bir izole denge noktasi,

2. (0,0) € R* xR noktasimn bir komsulugunda, F fonksiyonu X ve p ye gore

analitik,

w(v,) =wp >0, av,) =0, a'(ve) #0 ve ANp)=a(u)+iw(p) (2.8)

olmak tzere A(u) = D,(0,p) matrisi X ve A kompleks eslenik ézdegerlere
sahip,

4. A(0) matrisinin geriye kalan n — 2 ézdegerinin reel kisma sufirdan farkly ise

(2.7) sisteminde = 0°da Hopf catallanma olusur ve reel degerli periyodik

cozimler ortaya ¢ikar.
5. Ayrica, c1(0) Lyapunov katsayisy olmak tzere
(a) a/;(o)Re (c1) (0) < 0 ise ¢atallanmanin yoni siperkritiktir,
(b) a/;(o)Re (c1) (0) > 0 ise ¢atallanmanin yoni subkritiktir.

6. A(0) matrisinin geriye kalan tim 6zdegerinin reel kissmlary negatif ve

(a) Re(c1) (0) <0 ise periyodik ¢ozimler kararls,



(b) Re(c1)(0) > 0 ise periyodik ¢éziimler kararsizdur.

Bu teorem, (2.7) gibi bir sistemde Hopf ¢atallanmanin mevcut olup olmadigy,
mevcut ise yoniiniin ne oldugu ve olusan periyodik ¢oziimlerin kararhlig: hakkinda
bilgi vermektedir. Adi diferensiyel denklem sistemlerinde bu teoremin hangi algo-
ritmaya bagh kalinarak uygulanbilecegi [14] 'te sayfa 80’de verilmigtir. Bu tezde
gecikmeli diferensiyel denklem sistemleri, reaksiyon-difiizyon denklem sistemleri
ve gecikmeli reaksiyon-difiizyon denklem sistemleri icin Hopf catallanma analizi

algoritmalar: verilecektir.

2.3 Gecikmeli Diferensiyel Denklem Sistemlerinde

Hopf Catallanma Analizi

Bu boliimde daha onceki béliimde verilen teorem, gecikmeli diferensiyel denklem
sistemine uygulanacaktir. Bunun icin ele alinan sistemi, center manifold iizerinde
kompleks degigkenli tek bir diferensiyel denkleme doniistiirmek icin Center
Manifold Teoremi kullanilacaktir. Ele alinan sistem sonsuz boyutlu fonksiy-
onel diferensiyel denklem oldugu icin oncelikle bu sistem iki boyutlu sisteme
indirgenecek, ardindan catallanmanin yonii ve denge noktasmdan catallanan

periyodik coziimlerin kararlihig: icin gerekli formiiller elde edilecektir.

Ck [—r,0], [~r, 0] iizerinde tanimh n-boyutlu reel vektor degerli k-kez tiirevlenebilen
ve tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin uzayi; « : [—r, 0] — R"™ olarak tanimlanan
vektor degerli bir fonksiyon ve z4(6) = z(t +0), 6 € [—r, 0] olmak {izere

0

= L,y + f(xg, 1), t>0, pelk (2.9)

otonom sistemini ele alalim. Burada, L, : C[—r,0] — R” bir parametreli
stirekli lineer operatorlerin ailesi ve f(-,u) : C[-r,0] — R™ en az ikinci
dereceden terimler igeren ve f(0,u) = 0, D, f(0,u) = 0 6zelliklerini saglayan

bir operatordiir.

Teorem 2.2.1’in sartlariin saglanmasi amaciyla ¢ok kiiciik || degerleri igin f(-, u)
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ve L, operatorlerinin ;1 ¢atallanma parametresine bagh olarak analitik oldugunu
kabul edelim.

L,, operatoriiniin

o) = {\ | det(\ — L,e*) = 0} (2.10)

spektrumunda Hopf catallanma varsayimlar: asagidaki gibidir:

1. o(p)'de, w(0) = wy > 0, a(0) = 0, a'(0) # 0 kogullarim saglayan ve

Ap) = a(p) + iw(p) olacak gekilde tek kath (basit) A(u), A(p) € o(p)

vardir.

2. 0(0) kiimesinin A(0) ve ;\(0) haricindeki diger tiim elemanlarinin reel

kisimlar: sifirdan farklhidir.

Bu kabuller altinda sistem (2.9)’da Teorem 2.2.1 geregince u = 0 iken Hopf

catallanma olusur ve reel degerli periyodik ¢oziimler ortaya cgikar.

Bu varsayimlar, bir sistemde Hopf ¢atallanmasinin hangi kogullar altinda ortaya
cikacagim ifade etmektedir. Fakat catallanmanin yonii ve periyodik ¢oziimlerin
kararlihgr hakkinda bilgi vermemektedir. Bu konularda bilgi sahibi olmak icin

agagidaki algoritma izlenir.

Sistem (2.9), x(t) ve x; ile gosterilen iki farkli bilinmeyen icermektedir. Bu
noktada yapilmasi gereken ilk sey (2.9) sistemini matematiksel agidan uygun

olacak gekilde tek bilinmeyeni z; olan

x, = A(p)w, + R(p)z, (2.11)

sistemine doniigtiirmektir. Bunun igin, (2.9) sisteminin d‘fl—g) = L, lineer kism
Riesz Temsil Teoremi kullanilarak yeniden ifade edilir. Bu teorem geregince i, j =
1,2,3....,n i¢in n;; : [-r,0] = R” olmak iizere bilesenleri [—r, 0] fizerinde sinirh

degigimlere sahip olan ve ¢ € C'[—r,0] i¢in

L(6) = / dn(0, 1)d(9) (2.12)

-
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ozelligine sahip n(-, ) : [-7,0] — R™ x R™ doniigtimi vardir. (-, 1) secimi
caligilan diferensiyel denkleme baghdir. Bu fonksiyon yardimi ile, ¢ € C* [—r, 0]

olmak iizere

40 0 €[-r0) i
Ao =14 9% el " ) ise (2.13)
S dn(s,1)d(s) = Lu(¢) 0 =0 ise
operatorii tanimlanir ve boylece (2.9) sisteminin lineer kismi olan d’;sft) = L,x,

ifadesi, (2.11) sisteminin lineer kismi olan x, = A(u)z,’ye doniistiiriiliir. Yine,

0 ,0 € [—r0) ise
f(qb,,ll) ,0=01ise

ile de (2.9) sistemi, istenilen (2.11) sistemine tamamen dontigtiiriilmiig olur.

R(p)p = (2.14)

Yo6n analizi yapabilmek icin p = 0’da A(0) operatoriiniin A(0) 6zdegerine karsilik
gelen ¢(0) ozvektori ve ;1(0) operatoriiniin ;\(0) ozdegerine karsilik gelen ¢*(s)
ozvektorii hesaplanmalidir. 7, p'nin transpozu olmak iizere A(0) operatoriiniin

adjoint (ek) operatorii

.1 s € (0,7] ise
A* — ds ’ ’ .
o { SO dnT(s,m)p(—s) s =0ise (2.15)
ile tanimlanir. ¢(6) ve ¢*(s) 6zvektorleri
A(0)q(0) = dwoq(0) (2.16)

A™(0)g*(s) = —iwoq™(s)

egitliklerinden yararlanilarak hesaplanir.

n-boyutlu sistemleri incelemek iki boyutlu sistemleri incelemekten daha zordur.
Bu sistemleri incelemek i¢in boyut indirgeme yontemleri kullanilir. Boyut

indirgemek igin ise Center Manifold Teoremi kullanilir.

Sifir denge noktasi civarinda Cj center manifoldunu tamimlamak i¢in ilk Once
manifoldun koordinatlarinin belirlenmesine ihtiya¢ vardir. Bunun icin ise 6zel
bir i¢carpima gereksinim duyulmaktadir. ¢ € C[0,7] ve ¢ € C|[0,r] olmak iizere

igcarpim

<v.0>=00)-00) - [ [0 e-nmomoer 1)
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seklinde tamimlansin. A ve A* adjoint operatorler olduklar i¢in (¢, ¢) € D(A) x
D(A*) icin < ¢, Ap >=< A*,¢ > saglanir. Yukarida verilen g ve ¢* bu ig
carpim altinda normallestirilir, yani bu 6zvektorler < ¢*, ¢ >=1ve < ¢*,q¢ >=0
kogullarini saglamaldir. Her bir x € D(A) i¢in center manifoldun koordinatlarini

veren (z,w) ikilisinin olugturulmasi gerekmektedir. Burada
2(t) =< q*(0),x > (2.18)

ve

w = 2(0) — (0)q(0) — 2()a(6) = 2(6) — 2Re (:(1)g(0))  (2.19)
esitlikleri ile verilir. © = 0 iken (2.11) sisteminin x; ¢6ziimleri igin (2.18)
2(t) =< q*(0), x(0) > (2.20)

ve (2.19)

w = 2(6) — ()q(6) — 2()g(0) = 7,(0) — 2Re ((1)q(0)  (2:21)

olarak tanimlamir. Cy manifoldu {izerinde

2

2 po 3
W(Z, 2, (9) = UJQ()(@)% -+ wll(Q)zE + ’LUOQ% -+ wgo(e)% + ... (222)
olmak iizere w(t,0) = w(z(t), 2(t),0)dir. z ve z swasiyla ¢ ve ¢* vektorleri

yoniindeki Cy monifoldunun yerel koordinatlaridir. Buradan < ¢*,w >= 0 oldugu

kolayca goriilebilir. (2.11) sisteminin z; € Cy ¢oziimleri i¢in
7 =< q*,:c; >=< ¢, Ax; + Rx; > (2.23)

ya da g = 0 oldugunda

7 = dwez + ¢ (0) f(w(z, 2z, 0) + 2Rez(t)q(0)) (2.24)

= dwoz + ¢"(0) fo(z, 2)
elde edilir. Bu kisaca

2= dwpz +g(z, 2) (2.25)
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seklinde yazilabilir. (2.24) ve (2.25) denklemlerine dikkatli bakildiginda f, 60
degiskeninin bir fonksiyonu olarak alinan bir operator iken g fonksiyonunun ise ¢

degiskenine olan bagliligi kaldirilmigtur.

Bir sonraki hedef g fonksiyonunu z ve z degiskenlerinin kuvvetleri cinsinden
acmak ve catallanmanin yon analizi icin gerekli olan Lyapunov katsayisini
hesaplamaktir. Lyapunov katsayisinin reel kisminin isaretini tespit edebilmek
igin g fonksiyonunun (z,2) = (0,0)’da Taylor agihmindaki g;; katsayilarinin
bulunmasi gerekmektedir. (2.24) ve (2.25)’den

9(z,2) = q"(0) fo(z, 2) (2.26)

oldugu ve g;; katsayilarinin w;; katsayilarina bagh oldugu bilinmektedir. Bu
nedenle w;;(#) katsayilarinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in éncelikle
w;;(0) katsayilarini verecek denklem olugturulur. (2.19) denkleminde ¢ degigke-
nine gore tiirev alinir

/

w =z —2q—2q (2.27)

ve bu denklemde (2.11) ve (2.25) ifadeleri kullanilirsa

: Aw =2Re{(q'(0)- fo)a(®)} .0 € [-r,0) ise
W = ; , (2.28)
Aw = 2Re{(q(0) - fo)a(0)} + fo +¥ =0 1s¢
elde edilir. Bu ifade ise
2
_ 22 _ 2 23
fv{(Z7 Z, 9) = H20(9)§ + HH(Q)ZZ + HOQ? + Hgo(e)g + ... (229)
olmak iizere
w' = Aw+ H(z, z,0) (2.30)
seklinde yazilabilir. Diger yandan orijin civarinda Cy manifoldu iizerinde
7
w' = w2 + w_z (2.31)

1/
elde edilir. (2.22) ve (2.25) ifadelerinden faydalanarak w,, w_, Z' ve z ifadeleri

yerine yazilirsa w’ i¢in yeni bir egitlik elde edilmis olur. Elde edilen bu ifade ile
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(2.30) denkleminin sag tarafi egitlenirse

(22@)0[ - A(O))wgo(e) = H20(6>
—AO)wn(0) = Hu(0) (2.32)
’UJOQ(H) = 11}20(9)

egitlikleri bulunur. w;; katsayilar1 hesaplandiktan sonra (2.25) diferensiyel

denklemi

_2 _
. 2* _ 2 222
Z = 1wz + 920(9)3 + 911(9>ZZ + 9025 + 921(9)7 + ... (2.33)

seklinde yazilabilir. 7 4 j < 3 icin g;; katsayilar
2
- — 22 - z
7 (0)fo | zq(0) + zq(0) + wzo(ﬁ)g + w1 (0)zz + Woz o F o (2.34)
ifadesinin acihimindan elde edilir. Poincaré Normal Form’da gecen, ¢atallanmanin
yoniiniin belirlenmesinde kullanilan ve g;; katsayilarindan olugan Lyapunov

kaysayist ¢1(0)

1

7 1
c1(0) = w_o (920911 -2 |g11\2 3 ’go2|2> + 5921 (2.35)

formiilii ile hesaplanir. Lyapunov katsayisinin reel kisminin igaretinden yarar-
lanilarak Teorem 2.2.1°in 5. maddesine gore catallanmanin yoniine karar verilir.
Ayrica, Ly operatoriiniin A(0) ve ;\(0) Ozdegerleri haricinde geriye kalan tiim
ozdegerlerinin reel kisimlarinin negatif oldugu gosterilebilirse yine Lyapunov
katsayisinin reel kisminin isaretinden yararlanilarak Teorem 2.2.1’in 6. maddesine

gore olugsan periyodik ¢oziimlerin kararhilik yapisi belirlenir.

2.4 Reaksiyon-Difiizyon Denklem Sistemlerinde Hopf

Catallanma Analizi

Bu béliimde, iki denklemden olugsan Neuman smir deger kosullu Reaksiyon-
Difiizyon Denklemlerinde Hopf catallanmanin yoniinii ve olusan periyodik ¢6ziim-

lerin kararlilik yapisini tespit etmeyi saglayacak [14] ve [15]'ten yararlanilarak elde
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edilen bir algoritma verilecektir. Burada verilecek algoritma 1-boyutlu konum
degigkeni icin olsa da, ayni1 hesaplamalar n-boyutlu uzaylara genisletilebilir. Bir
onceki boliimde oldugu gibi ele alinan sistemi center manifold iizerinde kompleks
degigkenli tek bir diferensiyel denkleme doniistiirmek icin Center Manifold

Teoremi kullanilacaktir.

Bu boliimde, Q = (0,47), £ € RT olmak iizere

up — dyuge = f(\, u,v) ,x € (0,4m),t >0

vy — dovgy = g(\, u,v) ,x € (0,4m),t >0 (2.36)
uz(0,t) = v5(0,t) = 0 ve ug(bm,t) = v,(4m,t) =0 ,t>0

u(z,0) = ug ve v(z,0) = v ,x € (0,4m)

Neuman simir degerli genel Reaksiyon-Difiizyon sistemi ele alinacaktir. Burada,
di,dy, N € RY; f,g € CF (k>5):RxR2— Rve f()0,0) =g()0,0) =0 olup

(0,0) ise sistemin denge noktasidir.

Reel degerli Sobolev uzayi
X == {(u,v) € H*(0, () x H*(0,(7)|(ts, vz)|o—0,ex = 0} (2.37)
olarak tanimlansin ve
Xo =X @®iX = {x; + ixg|zy, 29 € X} (2.38)

olsun.

D tamm kiimesini gostersin. Dy = Xe, A(X) = fu(X,0,0), B(A) = f,(),0,0),
C(N\) = gu(A,0,0) ve E(\) = g,(),0,0) olmak iizere

J(\) = AN BV o[ O (2.39)
C(\) E() 0 do

olarak tanimlandiginda

L) = G(aa—;) +J(\) (2.40)

(2.36) sisteminin (A, 0,0)’da hesaplanan lineer operatériidiir.

Teorem 2.2.1'in sartlarinin saglanmasi amaciyla ¢ok kiigiik |A| degerleri igin

FA 5 9), g(A, -, ) ve L(X) operatorlerinin A ¢atallanma parametresine bagl olarak
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analitik oldugunu kabul edelim. O, A\y'in bir komgulugu olmak iizere, sistem (2.36)

icin Hopf catallanma varsayimlar: agagidaki gibidir:

L. w(X) = wo > 0, a(Xg) =0, a'(Ng) # 0 ve B(\) = a(N) + iw()\) olacak
sekilde L(\) operatoriiniin tek kath (basit), kompleks eslenik ve X'ya gore

stirekli tiirevlenebilen B(\) ve B()\) ozdegerleri vardir.

2. L(X\o) operatoriiniin S(\g) ve B(Ag) haricindeki diger 6zdegerlerinin reel

kisimlar: sifirdan farkhdir.

Bu kabuller altinda sistem (2.36)’da Teorem 2.2.1 geregince A = Ao’da Hopf
catallanma meydana gelir ve reel degerli periyodik ¢oziimler ortaya cikar. Fakat
bu bilgiler catallanmanin yonii ve periyodik ¢oziimlerin kararliligr hakkinda bilgi
edinmek icin yeterli degildir. Bu konularda bilgi sahibi olmak icin asagidaki

algoritma izlenir.
Bilindigi gibi,
—¢" =pp, x€(0,4r)ve ¢'(0)=¢ (lm) =0 (2.41)

n

7x) Ozvektoriine karsiik gelen 1, = 2—22 Ozdegerlerine

ozdeger problemi ¢, = cos(

sahiptir.
Bu bilgi 1s181nda, kabul edelim ki

¢ —Oocoszas fin
(7)-Se() <w>

L(\) operatoriiniin () 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii olsun.
Lemma 2.4.1 L, (\) = <—G2L—22 + J(A)) olmak izere,

B (X)) 'man, L (X\) operatirinin bir ozdejeri olmasi igin gerek wve yeter kosul

B (X)) 'nan, Ly, (X) operatérinin bir ézdegeri olmasidur.

¢ = OOCOSEI (in
(0)- S () >

17
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L (X)’nan, B(N) ozdegerine karsilik gelen dzvektori olsun. Bu durumda,
¢ ¢
L(A) ( =B\ (2.44)
(& (&

(2.48) te tammlanan ozvektor, (2.44) esitliginin sol tarafinda yerine konursa,

L(\) ( z ) - i (G (-Z—j) + J(A)) cos %x ( Z: ) (2.45)

n=0

esitligi saglanar.

esitlige elde edilir.

(2.45) te elde edilen son ifade, (2.44)’te yerine yazilip (2.43) kullanilirsa asagidaksi
ifade elde edilir:

i <G <_Z22> + J(A)) cos ( Z: > = gﬁ(A) cos S ( Z: ) (2.46)

Fsitlik (2.46) dan

L, (\) cos %x < Zn > = B () cos %x < Zn ) (2.47)

n n

elde edilir. Bu ifade ise ispati tamamlar.O

izn(A) ve Dy, () sirasiyla L, (\) operatoriiniin izini ve determinantini gostersin.

: dy + do) n?
iza(N) = AN+ E()\) — % (2.48)
d1d2n4 n2
D,(\) = ] (daAN) + di E(N)) + AN E(X) — B(A)C(N)
olmak iizere, L, (\) operatoriiniin karakteristik denklemi
B2 —iz,(N)B+D,(\) =0, n=0,1,2,.. (2.49)
olarak ifade edilir. 5(\) ozdegerleri
' + \/iz2(\) — 4D
() = ) VimN) —4D) gy (2.50)

2 Y
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egitligi ile elde edilebilir. Hopf catallanma varsayimlarimi saglamak icin Lemma
2.4.1’den her n € Nigin A = \,)’te L, (\) tek katli, sanal iw, 6zdegerine sahiptir.

[14] de izlenen yontemle analize devam edelim. Oncelikle,
A — A(MN)u — B(A
U= ( “) € X ve FO\U) == ( fEA’“’”) (Vu E ))“ > (2.51)
v

olmak iizere, (2.36) sistemi lineer ve lineer olmayan kisimlarini ayri ayri gorebile-

cegimiz o

- = LA+ F(\U) (2.52)
seklinde yazilir. Fo(U) := F(\, U)| =y, olmak iizere, sistem (2.52) A = A\y'da

dU

- = L(Xo) + Fo(U) (2.53)

sistemine doniisiir.

Sifir denge noktasi civarinda Cj center manifoldunu tamimlamak icin ilk Once
manifoldun koordinatlarinin belirlenmesine ihtiya¢ vardir. Bunun icin ise 6zel
bir i¢carpima gereksinim duyulmaktadir. Hilbert uzayr Xo iizerinde tanimh

kompleks degerli L? iccarpimi

lr
< Ul, Uy >= / (7;1U2 + 1711)2) dx (254)
0

tanmumi ile verilir.

d 2 + A(A C(\

L'(N) = | 07 AN 2 @ (2.55)
B(X) dogs + E(\)

L(Ao) operatoriiniin adjoint operatorii oldugu igin

< u, L(Ao)v >=< L*(\o)u,v > (2.56)

esitligi saglanir. g, L()\g) operatoriiniin iwy 6zdegerine karsilik gelen 6zvektori ve

q*, L*(X\o) operatoriiniin —iw, 6zdegerine kargilik gelen 6zvektorii olsun.

L(No)g = iwoq (2.57)
L*(No)g" = —iweq”
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egitliklerini saglamasi gereken ¢ ve ¢* 6zvektorleri, sistem (2.36) 6zdeger problemi

n n

Bu o6zvektorler yukarida tanimlanan iccarpim altinda normallegtirilir, yani <

T
an, a, .
icerdigi i¢in ¢ := cos %x( ; ) ve ¢ = cos %x( " ) olarak secilir.

q*,q >=1ve < ¢*, ¢ >= 0 kosullar1 saglanmalidir.

X¢ = {zq+ 2qlz € C} ve X° := {u € X]| < ¢*,u >= 0} olmak iizere X bu iki
kiimenin direk toplami yani, X = X° @ X* olarak yazilabilir. Bu durumda her
u,v € X i¢in
U L wy U = 2a, o8 yr + 20, COS 7T+ wy
=zq+zq+ veya . (2.58)
v Wy v = 2by, cos Fx + 2b, cos T + wy
ifadesini saglayacak z € C ve w = (wy, ws) € X* elemanlar: vardir.

H(z, z,w) = Fy— < ¢, Fy > q— < q ,Fy > q ve Fy == Fo(z2q+ 2q +w) (2.59)

olmak fizere, Bolim 2.3'te (2.18) ve (2.19) ile tamimlanan center manifold

koordinatlar: (z,w) kullanilarak sistem (2.53)

dz : *
& = qwoz+ < q*, Fy >
{ ae = 10FT = o (2.60)

Cg—lt” = L(\o)w+ H(z, z,w)

sistemine doniigtiiriiliir.

Hopf catallanmanin yon analizi i¢in gerekli olan Lyapunov katsayisini hesaplamak
i¢in [13]’teki yontemle, U = (u,v) olmak tizere Fyy(U) fonksiyonu ikinci ve ii¢iincii

mertebeden terimleri ayr1 ayr1 bir araya toplayan

Fo(U) = %Q(U, U) + éC’(U, U0 + (U (2.61)

formunda yazilir. Burada () ve C simetrik, multilineer formlardir. Basitlik olmasi
agisindan Q(X,Y) = Qxy ve C(X,Y, Z) = Cxyz ile gosterilecektir.

Burada amag Fy(U) = Fy(Mo,U) = Fy(No, 2¢ + 2q + w) fonksiyonunu z ve z'm
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kuvvetleri cinsinden yazmaktir.

Qqq = C082 %LE zz ) )
— o2 O
qu = cos” o i ) , (2.62)
C _ = cos® L In ) ,
99 l h,,

ve

Cp = fuuai + 2fuvanbn + fvvbia
dn = guuai + 2guvanbn + gvvbia

en = fuultnl” + fuo <anbn + a_nbn) + fou 1bal?

fo = Guulaal” + guo (anb_n + a_nbn) + Gou ba]?

9o = fuu ]’ @0 + frn (2 |an|” b + b) (2.63)
L (2100 @+ Bn) + foo b b,

he = Guuu ]an|2 Qn + Guuw (2 ]an]2 b, + aib_n)

+guv'u (2 ’bn|2 an + biCZn) + Govv |bn|2 bn
olmak iizere Fj istenen formda asagidaki gibi yazilir:

__ _ _2 _
Fo(No, 2q + 2q + ) = Qgez” + Qqazz + QEEZ + quEZQZ + ... (2.64)

Lyapunov katsayisinin elde edilmesi i¢in g;; katsayilarina, g;; katsayilarinin elde
edilmesi icin de w;; katsayilarinin hesaplanmasima ihtiya¢ vardir. Bunun i¢in

H(z, z,w) fonksiyonu

- H _  Hy_2
H(z,z,w) = %f + Hyzz + %z +o(|2*) + o(|2] . Jw|) (2.65)
seklinde yazilir, (2.59) ve (2.61) kullanilirak
HQO = Qqq_ < q*>Qqq > q— < Z] >Qqq > & (266)

Hy = O —<a¢.0_>qg—<3.0_>q7
11 Qqq <q,Qqq>q <q,Qqq>q

H02 = H20
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esitlikleri elde edilir. w fonksiyonu (z, z) = (0,0)’da Taylor polinomuna agilir

_2
B 2

w(z,2) = wno g +wnzz + wog% +o(|2]) (2.67)
(2.66) ve (2.67)

- dw Owdz Owdz
V4

egitliginde yerine yazilarak woy ve wq1’i veren agagidaki esitliklere ulasilir:

Woo = [22@00] - L()\Q)]il H20 (269)
Wit = —[L()\o)]_lﬂn-

Yukaridaki ifadelerde, n € N* ve n = 0 durumlarinda farkh sonuglar ortaya ¢ikar.

Eger n € NT ise kismi integrasyon kullanildiginda
I n
/ cos® —wdr =0 (2.70)
0 l
sonucuna ulagilir. Bu integral degerinin 0’a esit olmasindan dolay1

<G5 Qqq >=< q*’QqE >=<q,Qq >=<¢ 7@@ >=0 (2.71)

egitlikleri elde edilir. Bu degerlerin 0’a egit olmasindan dolay1 (2.66), (2.69)’dan

[QiOJOI — L()\())]_l ( CCZZ > —< q*aQqq > ( Z;) ) ,n=01se
. ~1 —* a_o :
w0 = - [QZCUOI — L()\())] |:< q ,Qqq > b_ (2.72)
0
3 [2iwol — LX) [(cos By 4+1) ( n )] ,n € Nise
—1 €0 % ao ] )
—[L(Xo)] <f0>—<q7Qqq><bo >: ,n=0ise
wil = + [L(Ao)] {< q,Q > ( — ) (2.73)
aq bO |
—1 [L(Xo)] [(cos 2y +1) < n )] ,n € Nise
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formiillerine ulagilir.

Bu gekilde, sistem (2.60) gerekli katsayilari

G20 =< q*quq >, g1 =< q*,qu >, Go2 =< q*7Q65 >

ve go1 =2 <G5 Quyg >+ < q*,Qw%& >4+ < q*,qu& > (2.74)

egitlikleri ile hesaplanan

R |
9212+ 0(ll) (2.75)
2<i+35<3 v

dz
— = iwpz+ < ¢, Fy >= twyz + §
dt Woz q 0 1Woz

center manifold ile sinirlandirlabilir ve (2.60) sisteminin dinamigi (2.74) sistem-

inin dinamigi ile aynidir.

(2.52) sisteminin Ag civarindaki Nlar i¢in, z kompleks degerli fonksiyon, M > 1
ve ¢;(A) kompleks degerli katsayilar olmak tizere [14]tin 28. sayfasinda verilen

Poincaré normal formu

% (o) + i) 2+ 60 (=2)’ (2.76)

seklindedir. [14]tin 47. sayfasinda Lyapunov katsayisi

A) + iw (A 2
G () = 920911 g3a( ) ‘:W( ) ‘911|. (2.77)
2(a2(\) +w?(N) (a(X) +iw (M)
|902|2 I 921
2 (a(A) + 3iw (A)) 2
seklinde verilmigtir. A = A\¢’da, (2.77)
c1(N) = L 920911 — 2 ‘911’2 — 1 ’902|2 + 21
2w 3 2
/1: * * *
— 2—WO<q,Qqq><q,Qq§>+<q,c)2wnq> (2.78)

1 * 1 *
+§ <q ’szoa >+§ <q ’qu§ >

sekline dontigiir. Lyapunov katsayismin reel kismi (2.78)’in igaretinden yarar-
lanilarak Teorem 2.2.1’in 5. maddesine gore c¢atallanmanin yoniine karar verilir.

Ayrica, L()g) operatoriiniin iwg ve —iwy Ozdegerleri haricinde geriye kalan tiim
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Ozdegerlerinin reel kisimlarinin negatif oldugu gosterilebilirse yine Lyapunov
katsayisinin reel kismi (2.78)'in igaretinden yararlamlarak Teorem 2.2.1'in 6.
maddesine gore olusan periyodik ¢oziimlerin kararlilik yapisi hakkinda bilgi sahibi

olunur.

2.5 Gecikmeli Reaksiyon-Difiizyon Denklem Sis-

temlerinde Hopf Catallanma Analizi

Bu boéliimde, bir 6nceki boliimde incelenen iki denklemden olugan Neuman sinir
deger kogullu reaksiyon difiizyon denklemlerine gecikme terimi eklenmesi ile
olusan sistemlerde Hopf catallanmanin yoniinii ve olusan periyodik ¢oziimlerin
kararlilik yapisini tespit etmeyi saglayacak bir algoritma verilecektir. Bu béliimde
ele alinacak sistem hem reaksiyon-difiizyon terimi hem de gecikme terimi icerdigi
icin, bir onceki iki boliimde verilen algoritmalar birlestirilerek yeni bir algoritma
elde edilmistir. Bir onceki béliimde oldugu gibi, verilecek algoritma 1-boyutlu
konum degigkeni icin gecerli olsa da aym hesaplamalar n-boyutlu uzaylara

genisletilebilir.

Q= (0,(m), L €RY, 2 € (0,4m),t>0verTeR" gecikme terimi olmak iizere

{ up — Aty = f(m,u(z, t),v(x, t), u(x, t —7),v(x, t — 7))

(2.79)
vy — dovyy = g(T,u(x, t), v(x, t), u(z, t — 7),v(x, t — 7))

uz(0,t) = v,(0,t) =0, w,(dm,t) =v,(bm,t) =0 ,t>0
{ uw(z,0) = ug, v(z,0)=uvy ,x € (0,0m)
Neuman sinir degerli gecikmeli reaksiyon-difiizyon sistemini ele alalim. Burada,
dy,do, N €RY; f,g€ C¥(k>5): R xR?— R ve £(0,0,0,0) = g(0,0,0,0) = 0.

Hopf catallanma analizi yapabilmemiz i¢in sistemin lineer operatoriinii tespit
etmek, ardindan da bu operatoriin 6zdegerlerini bulmak gerekmektedir. Bunun
i¢in Oncelikle (2.79) sisteminden difiizyon terimlerinin ¢ikarilmasi ile elde edilen

{ w = f(r,u(z,t),v(x,t),u(x, t — 7),v(x,t — 7))

(2.80)
v = g(T,u(z,t),v(z, t),u(x, t — 7),v(x,t — 7))
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Gecikmeli Diferensiyel Denklem sistemini ele alahm. u(z,t —7) = u, ve

v(z,t — 1) = v, ile gosterilsin.

A(T) = fu(7,0,0,0,0), B(r) = f,(7,0,0,0,0) (2.81)
C(r) = ¢u(7,0,0,0,0), E(7)=g,(7,0,0,0,0)
P(r) = fu.(7,0,0,0,0), R(r)= f,.(7,0,0,0,0)
S(t) = ¢u..(7,0,0,0,0), T(7)= g, (7,0,0,0,0)

olmak iizere (2.80) sisteminin Jacobian matrisini bulmak i¢in u(z,t) = U(x)eM

ve v(z,t) = V(x)eM ¢oziim adaylarnm sistemde yerine konmas ile

{ AU (2)e = (A(r) + P(r)e ) U(x)eM + (B(r) + R(1)e™*7) V(w)eM (2.82)

AV (z)eM = (C(1) + S(1)e ™) U(z)eM + (E(1) + T(1)e ) V(z)eM

elde edilir. Bu ifade

< A\ — (A(T)—l—P(T)e*’\T) — (B(T) ) ) ( (x)eM > _ ( 0 ) (2.83)
—(C(r)+S(m)e ) A—(E(r) +T( ) A7) V(z)eM 0 '

seklinde yazilirsa (2.80) sisteminin Jocabian matrisinin

( A(T)+ P(1)e ™™ B(1) + R(1)e " )

Jr) = C(1)+S(1)e™ E(r)+T(r)e

(2.84)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla,
d, 0
ag=[" (2.85)
0 do

o2
0x?

olmak iizere
L(t) =G(=) + J(1) (2.86)

(2.79) sisteminin (7,0,0,0,0)’da hesaplanan lineer operatorii elde edilir.

Teorem 2.2.1'in sartlarinin saglanmasi amaciyla ¢ok kiigiik |7| degerleri igin
f(r, ), g(1,+,-,-,-) ve L(T) operatorlerinin A catallanma parametresine bagh

olarak analitik oldugunu kabul edelim.

O, 19’1 bir komgulugu olmak iizere, sistem (2.79) i¢in Hopf ¢atallanma varsayim-

lar1 agagidaki gibidir:
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1. w(tg) =wp >0, a(ry) =0, ' (1) # 0 ve B(7) = a(7) +iw(7) olacak sekilde

L(7) operatoriiniin tek kathi (basit), kompleks eglenik ve 7'ya gore siirekli

tiirevlenebilen 5(7), B(7) 6zdegerleri vardir.

2. L(7y) operatoriiniin 5(79) ve [(79) haricindeki diger 6zdegerlerinin reel

kisumlar: sifirdan farkhdair.

Bu kabuller altinda, sistem (2.36) Teorem 2.2.1 geregince 7 = 75’da Hopf
catallanmaya sahiptir ve bu sistemde reel degerli periyodik ¢oziimler ortaya ¢ikar.
Fakat bu bilgiler ¢atallanmanin yonii ve periyodik ¢éziimlerin kararlilhigi hakkinda
bilgi edinmek icin yeterli degildir. Bu konularda bilgi sahibi olmak icin agsagidaki

algoritma izlenir.

L,(r) = <—GZ—22+J(T)> olmak iizere, Lemma 2.4.1’den L(7) operatoriiniin
ozdegerlerini bulmak i¢in L,(7) operatoriiniin 6zdegerlerine bakmak yeterli

olacaktir. L, (7) operatoriiniin karakteristik denklemi
N — iz, (T)A+ Dy(1) =0 n=0,1,2,... (2.87)

ile elde edilir. Burada, iz,(7) ve D, (1) siwrasiyla L,(7) operatdriiniin izini ve
determinantim1 gostermektedir. Karakteristik denklem gecikme terimi nedeni ile
tistel bir polinom olacagi igin, bir 6nceki boliimdekinin aksine A(7) 6zdegerlerini

veren genel bir formiil belirlemek miimkiin degildir.

Hopf catallanma hipotezlerini saglamak i¢in Lemma 2.4.1’den her n € N icin

T =T1,’de L, (7) tek kath, sanal iwgy, wy > 0 06zdegerine sahip olmasi gerekir.

Lineer operatorii ve 6zdegerleri bulmak i¢in Boliim 2.4’te verilen algoritma kul-
lanilmigtir. Hopf catallanmanin yoniinii bulmak ve olusan periyodik ¢6ziimlerin
kararhilik analizini yapmak i¢inse Boliim 2.3’te verilen algoritmay1 temel alarak

devam edelim. Oncelikle,

Ly(7) = ( Alr) B ETi ) ve Ly(7) = ( Plr) B(r) ) (2.88)

(2.89)
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U:z(u)ereF::<Jf> (2.90)
v g

olmak {izere, (2.90) sistemini lineer ve lineer olmayan kisimlarimi ayri ayr
gorebilecegimiz
oU ( n?

R (e L1<T>> U+ Lo(r)U, + F(r,U) (2.91)

seklinde yazalim. Gecikme terimini skale etmek ve catallanma degerini 0’a

tagimak icin t = 7s ve u = 7 — 7, degisken degigtirmeleri yapilarak sistem

%—Z = (7o + ) K—%G + Ll(T)) U+ Ly(m)Uy + F(1,U) (2.92)

sistemine doniistiiriiliic. Islemlerin takibini kolaylastirmak icin buradan sonra

s =t ve L(r) = L alinarak devam edilecektir.

0
(0) = ( “1(0) ) e C'[-r,0] ve L,, : C* [-r,0] — R? olsun. L, operatorii

$2(0)
_ _n? ¢1(0) ¢1(—1)
Ly, = (Tn + 1) ( €2G+L1> ( 62(0) ) + (Tn + 1) Lo ( ba(—1) ) (2.93)
seklinde tanimlanirsa sistem (2.91)
ou
= = Lo Ur + F(U) (2.94)

sistemine doniigiir. (2.91) sistemi U = U(z,t) ve U, = U(z,t — 7) olmak
tizere iki farkli bilinmeyen ihtiva eder. Analize devam edebilmek icin oncelikle
bu sistemin bilinmeyen sayisini1 bire diislirmemiz, bunun icinse yeni operatorler

tanimlamamiz gerekmektedir. Oncelikle, (2.91) sisteminin lineer kismi olan

%—[t] = L, U: Riesz Temsil Teoremi kullanarak yeniden ifade edilir. Bu teorem
geregince i,7 = 1,2,3....,n icin 7;; : [-7,0] — R" bilegenleri [—r,0] tizerinde

smirh degigimlere sahip ve ¢ € C'[—r, 0] i¢in

L(6) = / (6, 1)d(9) (2.95)

ozelligine sahip n(-, ) : [-7,0] — R™ x R™ déniigiimii vardir. 7(-, 1) secimi
caligilan diferensiyel denkleme baghdir. Bu fonksiyon yardimi ile, ¢ € C* [—r, 0]
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olmak tizere

dg 0 € [—r,0) ise
Ao =4 @ . (2.96)
JZ, dn(s, w)é(s) = Lu(d) 0 =0 ise
operatorii tammlamr ve béylece (2.91) sisteminin lineer kismi, %= = A(p)U.
lineer sistemine doniigtiiriiliir.
0 .0 € [—-r,0) ise
R(u)o - . (2.97)
F(gp) ,0=0ise
olarak tanimlanmasi ile de (2.91) sistemi tek bir degiskeni olan
oU-
5 = AWUr + R(p)U (2.98)

sistemine doniigtiiriiliir.

Buradan sonraki analiz Bolim 2.3’teki algoritmanin aynisidir. Yo6n analizi
yapabilmek icin u = 0’da A(0) operatériiniin 3(0) 6zdegerine kargilik gelen ¢(0)
ozvektori ve ;1(0) operatoriiniin B(O) ozdegerine karsilik gelen ¢*(s) Ozvektori
hesaplanmalidir. 77, n’nin transpozunu gostermek iizere A(0) operatoriiniin

adjoint (ek) operatorii

_ 48(s) s € (0,7] ise
A* = ds 7 ’ 2.99
e { J2 dnT(s,m)é(—s) s =0ise (2:99)
ile tanimlanir. ¢(6) ve ¢*(s) 6zvektorleri
A0)q(0) = iwoq(0) (2.100)

A™(0)g*(s) = —iwoq™(s)
esitliklerinden yararlanilarak hesaplanir.

n-boyutlu sistemleri incelemek iki boyutlu sistemleri incelemekten daha zordur.
Bu sistemleri incelemek icin boyut indirgeme yontemleri kullanilir. Burada boyut

indirgemek icin Center Manifold Teoremi kullanilacaktir.

Sifir denge noktasi civarinda Cj center manifoldunu tamimlamak icin ilk Once

manifoldun koordinatlarinin belirlenmesine ihtiyac vardir. Bunun icin ise 6zel bir
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igcarpimin tanimlanmasina gereksinim duyulmaktadir. ¢ € C[0,r] ve ¢ € C|0, 1]

icin i¢carpim

<vo>=00-00 - [ [ 0 ome oo o

seklinde tamimlansim. A ve A* adjoint operatorler olduklari i¢in (¢, ¢) €
D(A) x D(A*) igin < ¢, Ap >=< A*1), ¢ > saglanir. Yukarida verilen g ve ¢* bu
iccarpim altinda normallestirilir, yani bu 6zvektorler < ¢*,q >= 1ve < ¢*,q¢ >= 0
kogullarini saglamaldir. Her bir x € D(A) i¢in center manifoldun koordinatlarini

veren (z,w) ikilisinin olugturulmas: gerekmektedir. Burada
z(t) =< q*(0),x > (2.102)

ve

w = xz(0) — z(t)q(0) — z(t)q(0) = z(0) — 2Rez(t)q(0) (2.103)
esitlikleri ile verilir. po = 0 iken (2.98) sisteminin z; ¢dziimleri i¢in (2.102)
2(t) =< q*(0), x(0) > (2.104)

ve (2.103)

w = a,(0) — 2(t)a(6) — 2()a(6) = w,(6) — 2Rez(t)q(9) (2.105)

olarak tanimlamir. Cy manifoldu tizerinde

2

2 . 3
w(z,z,0) = wm(e)% o (0)27 + woz% + wgo(e)% +o (2.106)
olmak iizere w(t,0) = w(z(t),2(t),0)dir. 2z ve z swasiyla ¢ ve qi" vektorleri

yoniindeki Cy monifoldunun yerel koordinatlaridir. Buradan < ¢*,w >= 0 oldugu

kolayca goriilebilir. (2.98) sisteminin z; € Cy ¢oziimleri igin
Y =< g, 1, >=< ¢*, Ar, + Ra; > (2.107)

ya da p = 0 oldugunda

2 = iwez + ¢ (0)f(w(z, z,0) + 2Rez(t)q(0)) (2.108)

= iwoz + ¢7(0) fo(2, 2)
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elde edilir. Bu kisaca
2 = dwez +g(z,2) (2.109)

seklinde yazlabilir. (2.108) ve (2.109) denklemlerine dikkatli bakildiginda f, 0
degigkeninin bir fonksiyonu olarak alinan bir operatér iken g fonksiyonunun 6

degiskenine olan bagliligi kaldirilmigtur.

Bir sonraki adim ¢ fonksiyonunu z ve z degiskenlerinin kuvvetleri cinsinden
acmak ve catallanmanin yon analizi icin gerekli olan Lyapunov katsayisini
hesaplamaktir. Lyapunov katsayisinin reel kisminin isaretini tespit edebilmek
igin ¢ fonksiyonunun (z,z) = (0,0)’da Taylor agilimindaki g¢;; katsayilarinin
bulunmasi gerekmektedir. (2.108) ve (2.109)’dan

9(z,2) = ¢7(0) fo(2, 2) (2.110)

oldugu ve g;; katsayilarinin w;; katsayilarma bagh oldugu bilinmektedir. Bu
nedenle w;;(#) katsayilarinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun i¢in éncelikle
w;;(0) katsayilarini verecek denklem olusturulur. (2.103) denkleminde ¢ degigke-
nine gore tiirev alinir

/
/

w=x;,—2q—zq (2.111)

ve bu denklemde (2.98) ve (2.109) ifadeleri kullanilarak

o Aw = 2Re{(¢°(0) - fy)a(®)} .0 € [-r.0) ise (2.112)

Aw — 2Re{((_]*(0) f)g(O)} + fo ,0 =0 1se

elde edilir. Bu ifade ise

2
2 ™ 3

olmak tizere
w = Aw+ H(z,z,0) (2.114)

seklinde yazilabilir. Diger yandan orijin civarinda Cy manifoldu iizerinde

!/

w = w2 +w_z (2.115)
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elde edilir. (2.106) ve (2.109) ifadelerinden faydalanarak w., w_, 2’ ve 2 ifadeleri
yerine yazilirsa w’ i¢in yeni bir egitlik elde edilmis olur. Elde edilen bu ifade ile

(2.114) denkleminin sag tarafi esitlenirse

(2iwo] — A(0))wao(6) = Hao(0)
—AQ)wi1(0) = Hu(0) (2.116)
woz(0) = wap(0)

egitlikleri bulunur. w;; katsayilari hesaplandiktan sonra (2.109) diferensiyel
denklemi

_2 —
’ . Z2 - z ZQZ
z :zwoz—l—ggo(e)?+g11(9)zz+g02?+g21(9)7+ (2117)

seklinde yazilabilir. 7 4 j < 3 i¢in g;; katsayilar

2

= — 22 - z
7 (0)fo | zq(0) + zq(0) + w20(9)3 + w1 (0)zz + Woz + ... (2.118)
ifadesinin acilimindan elde edilir. Poincaré Normal Form’da gecen, ¢atallanmanin
yoniiniin belirlenmesinde kullanilan ve g;; katsayilarindan olugan Lyapunov

katsayist olan ¢;(0) ise

1

) 1
1(0) = w_o (920911 -2 |911|2 3 ’902|2> + 5921 (2.119)

formiilii ile hesaplanir. Lyapunov katsayisinin reel kisminin igsaretinden yarar-
lanilarak Teorem 2.2.1’in 5. maddesine gore c¢atallanmanin yoniine karar verilir.
Ayrica, Lo operatoriiniin 5(0) ve B(O) ozdegerleri haricinde geriye kalan tiim
ozdegerlerinin reel kisimlarimin negatif oldugu gosterilebilirse yine Lyapunov
katsayisinin reel kisminin igaretinden yararlanilarak Teorem 2.2.1’in 6. maddesine

gore olugsan periyodik ¢oziimlerin kararhilik yapisi hakkinda bilgi verilebilir.
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3. GECIKMELI
REAKSIYON-DIFUZYON
LENGYEL-EPSTEIN
MODELI’'NIN HOPF
CATALLANMA ANALIZI

3.1 Genel Hopf Catallanma Analizi

Bu bélimde Gecikmeli Reaksiyon-Difiizyon Lengyel-Epstein modelinin Hopf
catallanma analizi ¢ahgilacaktir. Problem, Q = (0,7) C R iizerinde tanimh

olup; Neuman sinir degeri ile birlikte gézéniine alinmigtir.

u = u(z,t) ve v =wv(x,t), sirasiyla, t > 0 zamanindaki ve z € Q konumundaki
aktivitor ve inhibitoriin konsantrasyonunu gostermek iizere Gecikmeli Reaksiyon-

Difiizyon Lengyel-Epstein modeli agagidaki gibidir:

Ou(x 2u(x u(z,t)v(x,t—7
{ at) _ g P o (1) - g2litetcs

1+u2(x,t) (31)

v\T 2’0 x ulx,t)vix,tl—T
et 0,500 — o (1) - 456

1+u?(z,t)

{ u(z,0) = ug(x), v(z,0)=wve(z) ,ze€=(0,)

fulr) - 2lad) — o €00, t>0.

Burada, a > 0 and b > 0 konsantrasyonla ilgili parametreler, ¢ > 0 skala
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parametresi, 7 > 0 gecikme terimi, d; > 0 ve dy > 0, sirasiyla, aktivitériin ve
inhibitoriin difiizyon katsayilaridir. Sistem (3.1)’in 7 = 0 iken Hopf catallanma

analizi caligilmigtir. ([17], [18], [19] ve buradaki referanslara bakiniz).

o = ¢ olmak iizere, (u*,v*) = (o, 1+ a?) (3.1) sisteminin tek pozitif denge

noktasidir. Matematiksel olarak islemlerin daha kolay bir gekilde ilerlemesi igin
denge noktas1 (u*,v*)n orijine kaydirilmas1 gerekir. u = u — u* ve v = v — v*
degisken degistirmeleri kullanilarak, denge noktasi orijin olan asagidaki sistem
elde edilir.

u(x 2u(z a?— _ 4o
9 ét’t) =d,2 63(62’t) + (31+2a25) u(z,t) + (1+4a2) v(x,t—71)+YMT

d(x,t) _ d282§$,t) + (2;;’735) u(x,t) + (;igg) v(x, t—7)+YMT.

Burada Y MT yiiksek mertebeden terimleri gostermektedir.

Boliim 2.5te anlatildig: gibi Hopf catallanma analizi sistemin lineer operatoriiniin
ozdegerleri iizerine kurulmug bir analizdir. Bu nedenle, sistem (3.2)’nin lineer
operatoriiniin 6zdegerlerini bulmak icin sistemin karakteristik denkleminin bulun-
masina ihtiya¢ vardir. Bunun i¢in (3.2) sisteminde difiizyon teriminin ¢ikarilmasi

ile elde edilen

aug;, . (3a2 - 5) u(z,t) + (1;40‘ > v(a, t—7) (3.3)

1+ a2 a?
ov(x,t) [ 20ba? —oba
5 = (1+a2)u($,t)+(1+a2)v(a:,t—7)

sistemini ele alalim. Bu sistemin Hopf catallanma analizi Celik C. ve Merdan H.
tarafindan [16]'da cahgilmigtir. Sistem (3.3)’tin Jacobian matrisini bulmak igin

u(x,t) = A(x)eM ve v(x,t) = B(x)eM ¢oziim adaylar sistemde yerine yazilir ise

Mz)e = <30‘2 - 5) A(z)eM + ( —da )B(x)e’\t_h (3.4)

14 a2 1+ a?
20ba® —oba
PV At At—AT
AB(z)e™ = <1+a2) A(x)e™ + (1+a2) B(x)e

egitlikleri elde edilir. Son ifade,

- (M) () e ( A)e ) : ( o )

— (%) A\ + (%) e B(x)eM 0
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seklinde yazilirsa (3.3) sisteminin Jacobian matrisi
3042725 74042 6_)\T
T =1 e ot ar (35)

14-a? 1+a? €

olarak elde edilir. (3.3) sisteminin Jacobian matrisinden yararlanarak elde edilen

(3.2) sisteminin (7,0,0) ’da hesaplanan lineer operatorii

L(r)= <D§—; +J (T)) (3.6)

olup, D ve J sirasiyla,

dl 0 _3a2;5 —45 67/\7'
b= ( 0 dy ) () = ( e N (3.7)

14+a2 14+a2 €

dir.

Lemma 2.4.1’den dolay1 sistem (3.2)’nin lineer operatorii olan L (7)nun 6zdeger-
lerini bulmak igin, agagida verilen L,, (7) lineer operatoriin 6zdegerlerini bulmamz

yeterli olacaktir:

3225\ 2 _ _4da AT
. ( 1+a? ) dln ( 1+a2) €

Ly (r) = (201)@2) ( obo )e*” — dyn?

14+a2 T 1+a2

(3.8)

L,, (7) operatériiniin karakteristik denklemi
AN —iz (L, (7)) +det (L, (7)) =0 (3.9)
dir. iz (L, (7)) ve det (L, (7)), (3.9)’da yerine yazilirsa

A:(d1+d2)n2—m
B:5k’+/{:d1n2
C=k

D = dydon®* — mdyn?

30?2 -5 oba
— k= A1
" <1+a2)’ (1+a2> (3.11)

M4+ AN+ BeM +Che™™ + D =0 (3.12)

(3.10)

ve

olmak tizere

denklemi elde edilir. Karakteristik denklem gecikme terimi nedeni ile iistel bir

polinom oldugu i¢in, A(7) dzdegerlerini veren genel bir formiil belirlemek miimkiin
degildir.
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Sonug 3.1.1 L (7) operatorinin sonsuz ¢oklukta ézdegeri vardar.

L, (T) operatoriiniin karakteristik denklemi olan (3.12), iistel bir polinom oldugu
icin Vn > 0 i¢in denklem sonsuz ¢oklukta koke sahiptir. Lemma 2.4.1’den L (7)

operatoriiniin sonsuz ¢oklukta 6zdegeri vardir.

Simdi de, (3.1) sisteminde hangi durumlarda Hopf ¢atallanmanin var olduguna

bakalimn.

Teorem 3.1.1 Sistem (3.1)"in (u*,v*) denge noktasinda, ¢atallanma parametresi
olan 7, kritik T, degerlerinden gecerken asagida verilen kosullardan birinin
saglanmasy durumunda, sistem (3.1)’de T = T, c¢atallanma degerinde Hopf

catallanma olusur ve reel degerli periyodik ¢ézimler ortaya cikar.

X, =(A>—-C?-2D), Y, = (D?— B?) ve X2 — 4Y,, > 0 olmak iizere:

1. X, =0wveY, <0 tken,

2. X,,>0veY, <0 ve (d1)2 > (d2)2 iken,
3. X, <0wveY, =0 iken,

4. X, <0weY, <0 iken,

5. X, <0vwveY, >0 ve

(a) X2 —(2+2V5)Y, > 0 iken,
(b) X,B*C? + B*C*+Y,, <0 iken.

ispat 2 Sistem (3.1)’de Hopf ¢atallanmanin ortaya ¢ikmase icin en az bir T = 1,
degerinin olmast gereklidir ve 1, "in bir I komsulugunda, T € I i¢cin lineer operatir
L(7)’nun 7’ya gore siirekli tirevienebilen tek katl kompleks eslenik ozdegerleri

M 2(7) = a(7r) £ iw(T) vardwr ve bu dzdegerler asagidaki kosullar saglarlar:
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1. a(r,) =0,
2. w(m,) =w, >0,

da
J. <E ’T:’Tn) # O’

4. L(T)’'nun A2 haricinde geriye kalan tim dzdegerlerinin reel kisymlar

sifirdan faklidar.

(3.12) karakteristik denklemi dstel bir polinom oldugu i¢in var olan sonsuz
cokluktaki kéklerinin herbirini bulmak mimkin degildir. Bu nedenle bu polinomun
yukaridaki sartlary saglayacak sanal bir ozdegerinin olup olmadigine belirlemek

icin A\ = iwy, wy, > 0 (3.12)°de yerine konur ise
—w2 4 Aiw, + B (coswpT — isinw,T) 4 Cliwy, (cosw,T —isinw,7) + D =0 (3.13)
denklemsi elde edilir. (3.13)%in reel ve sanal kisvmlary ayre ayri sufira esitlenirse

—w? + Beosw,T + Cw, sinw,7+D = 0 (3.14)
Aw,, — Bsinw,7 + Cw,, cosw, 7 = 0 (3.15)

denklemlerine ulasilir. Trigonometrik terimlerden kurtulmak icin her iki tarafin
karesi alinir ve taraf tarafa toplanir ise
wh+ (A* = C* - 2D)w? + D* - B> =0 (3.16)

denklemi elde edilir.

Burada, X,, = (A*—C?—2D) ve Y, = (D? — B?) olmak iizere, (3.16) mn kikleri

,  —X, £ /X2 -4Y,

w, 5

n=0,1,2.. (3.17)
formundadar.

Sayfa 36°de wverilen sartlardan (2)'nin saglanmase i¢in (3.17) denkleminden
hangi durumlarda pozitif bir w, kékiniin elde edileceginin tespit edilmesi gerekir.
Oncelikle tim ihtimalleri dejerlendirerek kag farkl sekilde kok bulabilecegimize

bakalim.
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1. Ejer X2 —4Y, < 0 ise w? € C’dir. Bu durumda reel kok mevcut degildir.

2. Eger X2 — 4Y,, = 0 ise w2 = S22V dir. Bu durumda

(a) X, >0 iken wy,, , € C’dir. Sonug olarak, reel kik mevcut degildir.
(b) X,, =0 iken wy,, = 0°dur. O halde, pozitif reel kok mevcut degildir.

(¢c) Xn < 0 olmasi halinde ise tek bir pozitif reel kok vardir ve bu kik

X . ..
Wy, = % ile verilir.

3. Eger X2 —4Y,, > 0 ise

(a) X, =0 veY, <0 iken tek bir pozilif reel kok vardir ve w, = /Y, ile

verilir.

(b) X, >0 wveY, >0 iken X, > /X2 — 4Y, olacag i¢in w?> < 0’dvr. Bu
durumda, reel kék mevcut degildir.

_ 2
(c) X, >0 veY, =0 iken w? = # V24 olacag igin w? = —X,, veya

w2 = 0’dwr. Sonug olarak, pozitif reel kik yoktur.

(d) X, >0 veY, <0 iken tek bir pozitif reel kék vardwr ve bu kik
[ = Xut+/X2—4Y,

5 ile verilir.

Wp =

(e) X, <0 wveY, <0 iken tek bir pozitif reel kék vardur ve bu kik

[ —Xn++/X2-4Y,

5 ile verilir.

Wy, =

— 2
(f) X, <0 wveY, =0 iken w? = % VAL lacag igin w? = —X,, veya
w2 = 0’dur. Dolaysuyla tek bir pozitif reel kik vardur ve w, = /=X,

ile verilir.

(9) X, <0 and Y, > 0 oldugunda ise iki farkly pozitif reel kik vardur ve

, [ —Xn+y/X2-4Y, —Xn—y/X2—4Y, o
bu kikler wy, =\ ——5—"—— ve wy, = \| ——5——— formiilleri

2
ile verilir.

Sonug¢ olarak 2c¢, 3a, 3d, 3e ve 3f durumlarinda tek bir pozitif reel kok mevcutken
3g durumunda ikt farkly pozitif reel kék mevcuttur. Bu durumlarda sayfa 36°de

verilen sartlardan (1) ve (2) saglanr.
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Simdi, N\ = iw,, w, > 0 pozitif reel kéklerin herbiri icin Hopf catallanmanin
gerceklesme ihtimali olan parametre dejerleri, yani ,’leri bulalim. Oncelikle,

(8.14)ten cosw,T, cekilir

2 — Cuw,si —D
COS Wy, Ty, = “n “n S T (3.18)

B

ve (3.15)’te yerine yazlir ise

(w2 — Cw, sinw, 7, — D)

Aw,, — Bsinw, 1, + Cw, 5 =0 (3.19)
denklemine ulasilir ve buradan sinw,T, ise
, Cw? + (AB - CD)w,
sinw, 7, = Bi 4 O (3.20)
olarak elde edilir. sinw,t, (3.18)’de yerine yazilirsa cosw,T,
(B— AC)w? — BD
COS Wy Ty, = BTG O (3.21)
olarak bulunur. Buradan
Cw3 + (AB — CD) w,
tan w, 7, = wy 7+ ( Jw (3.22)

(B— AC)w2 — BD

olarak elde edilir. Sonuc¢ olarak

1 Cw? + (AB — CD)w, km
L et n M k=012 (32
rop = arctan (AP CDI) KT o1 2

elde edilir. Bu tezde k = 0 durumu ele alinacaktir, o nedenle tezin tamaminda
Tno = Tn olarak gosterilecektir.  Bu sekilde yapian analiz Yk > 0 igin

genisletilebilir.

(5.23)te gorildigi tzere 2¢, 3a, 3d, 3e ve 8¢ durumunlarinda w, ler tek oldugu
wein catallanmanin gergeklesme thtimalinin oldugu ¢atallanma degerleri T = 1, ’ler
de ¥Yn i¢in tektir. Bu T, catallanma degerlerinde ¥Yn i¢in karakteristik denklem
(3.12)nin tek bir tam sanal kéki vardwr, o da sayfa 36°de verilen w, dir. Bu
durumda (5.12)nin diger koklerinin reel kissmlarinan T = 1, ’deki degeri sifirdan

farkludvr. Sonug olarak sayfa 36°de verilen (4) sarty da saglanur.
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Simdi geriye kalan son sartimiz, sayfa 36°deki 37 kontrol edelim. Karakteristik

denkemin T’ya gére tirevi alinirsa

X BX+ CX?

-— = 3.24
dr 2Xe’ + Aer — B+ C — CAr (3:24)
denklemi elde edilir. Bu denklemde T yerine 7, yazildiginda
d\ Biw, + C (iw,)’
e icon, + C (iwn) : (3.25)
dr|,_. — 2iwpe™n™ + Aen™ — Br, + C' — Ciw, T,

denklemi elde edilir. Amacimiz bu tirevin reel kisminin 7 = 1, ’deki degerinin

sufirdan farkl oldugunu géstermektir.

1 d\ __ a+ib
dr

Lemma 3.1. = &5 sufurdan farkl bir kompleks saye olmak tzere

Re (%) # 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul Re (3—7)_1 # 0 olmasudar.

Ispat 3 = Re (%) # 0 olsun.

d\ _a+ib _ (a+1b)(c—id) _ (ac+bd)+i(bc— ad)
dr  c+id (c+id)(c—id) 2 + d?

ifadesinden

dx\  (ac+ bd)

dir. Simdi Re (%)71
dx 71_C+Z’d_(C+id)(a—ib)_(ac—i—bd)—l—i(bc—ad)
dr _a+ib_(a+z'b)(a—7;b)_ a2 + b2

olup, buradan ise

—1 -1
Re(ﬁ) :Mve (ac+bd)7é0:>(ﬁ) #0

dr a? + b2 dr

olarak elde edilir.

<= Benzer sekilde gdsterilir.0

Istem kolayligr ac¢isindan Lemma 3.1.1°den dolayr Re (%) yerine Re (%)_1 %}

incelememiz yeterli olacaktar.
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Simdi (3.25)’ten (%)_1 i bulalym.

(%)

[(Acosw, T, — 2w, sinw, 7, — Br, + )] (—Cw? — iBw,)
(—Cwy,)? +iBwy,) (—C’ (wn)2 — Z'Bwn)

N i (2w, cosw, T, + Asinw,7,Cw,T,)] (—C (wn)2 — iBwn)
(-C (wn)® + iBw,) (—Cw? — iBwy,)
elde edilir. Yukaridaki ifadenin reel kismandan Re (%)_1‘ ifadest

n

_ (C*+2DC? — AC? +2B%) w2 596
= (32 + 02 (wn>2> ( . )
L 2C%(B? = D*) + B (A® — C* - 2D)
(B2 + C?w2)

d\\
R _
()

T=Tn

olarak elde edilir. Sayfa 36°de incelenen her bir madde sonucu elde edilen
wy ler (3.26)°da yerine konur ve sayfa 36’de verilen sartlardan (3)%in saglanp

saglanmadigr kontrol edilir.

1. 2¢ Durumu: X2 —4Y, = 0 ve X,, < 0 olmasi durumunda tek bir pozitif
reel kok oldugunu hatirlayalim. Bu kok,

N AR s

dir. (8.27), (3.26)°da yerine yazlir ise

d\\ !
R _
()

[(C*+2DC? — AC? 4+ 2B?) (- (A% — C? —2D))]
2(B? + C%w2)
[2C? (B? — D?) 4+ B% (A? — C? — 2D)]
(B? 4+ C%w2)

T=Tn

(3.28)
= 0

-1

elde edilir. Re (%) = 0 oldugu i¢in teoremin hipotezlerinin tamams

saglanamadigindan dolayr bu sart altinda sistem (3.2)’de T = 1, iken Hopf

catallanma olusmaz.

2. 3a Durumu: X?—4Y, > 0 ve X,, = 0 ve Y,, < 0 oldugu durumda yine tek

bir pozitif reel kék vardir ve bu kik

w? =+/=Y, =VB2 - D? (3.29)

40



dir.  (3.29), (3.26)’da yerine yazilir ve X2 — 4Y, = 0 oldugu gézonine

alinirsa
d\
R€ (E)

esitligi elde edilir. 'Y, < 0 oldugu i¢in Re (%)

 [2B*/BT=D?+2C% (B? - D?)] (3.30
B (B2 + C?VB? - D?) '

T=Tn

-1

> 0’°dir ve sonug
T=Tnp

olarak sistem (3.2)’de T = 7, iken Hopf ¢atallanma olusur ve reel degerli

periyodik ¢oziimler ortaya ¢ikar.

. 3d Durumu: X2 —4Y, > 0 ve X,, > 0 ve Y,, < 0 tken tek bir pozitif reel
kok vardwr. Bu kok

\/—X+\/X2—4Y
Wy, =
2

(3.31)

(42— C? = 2D) + \/(42 - C? - 2D)* — 4(B? - D?)
2

ile wverilir. Burada (3.31)t, (5.26)’da yerine yazmak islem kalabaligina

neden olacagi i¢in daha basit bir analiz yapacagiz.

(3.26)’dan Re (%)ALZT ifadesi
re (P - (C*+2DC? — AC? + 2B?) (w,)”
dr (B? + C%w2)
+202 (D? — B%) + B*(A? — C* - 2D)
(B% + C?w?)

T=Tn

(3.32)
olarak elde edilir. Burada

Y = D’-B°<0= (B*-D*)>0=2C*(B*- D% >0
X = (A-C*-2D)>0vew, >0

olup, eger (C*+2DC? — AC? +2B?) > 0 olursa Re (%)_1 > 0
olacaktur. o
Diger taraftan, (3.10)’dan

(C*+2DC? — AC? +2B%) = k*+ (20 + 2m) k*dyn? (3.33)

+ (50 — m?) k2 + ((d1)2 . (d2)2) k2n
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ve (8.11)’den ise

302 — 5)°
0-m) = 50— G
(6%
25 1 8002 + 41a*
- DFfrie (3.34)
(1+a?)

elde edilir. Bu durumda (3.33) ve (3.34) kullanilarak

d\\
R@ (E)

sonucuna ulagihr. O halde, (di)*> > (dy)” ise Re (%)71’ > 0’dwr ve

T="Tp

sistem (3.2)°de T = 7, iken Hopf ¢atallanma olusur ve reel degerli periyodik

>0 <= (dy)* > (dy)? (3.35)

T="Tp,

cozimler ortaya ¢ikar.

. 3¢ Durumu: X2 —4Y, > 0 ve X,, < 0 ve Y,, < 0 iken yine tek bir pozitif

reel kok vardwr ve bu kok

B ¢—X+v%?—4y

(3.36)

Wn

2

(42— €2~ 2D) + \/(42 - C? — 2D} — 4(D? - B?)
>

ifadesi ile verilir. (3.536), (3.26)de yerine yazlir ise

2C%(D? — B?*) + B? (A% — C* - 2D)
. (32 e |:(A2022D)+\/(A2022D)24(D2B2):|)

2

2

(C4+2DC2—ACQ+QB%[‘“LCL”ﬂ

(32 + 2 |:(A2CQ?D)+\/(A2022D)24(D232):| )

+\/(A2—CQ—2D)2—4(D2—BQ):|

+

2

esitligi elde edilir. Burada Re (%)71 ifadesinin paydast pozitiftir, o ne-

‘T:Tn
-1

denle Re (%)71 in isareting payin isarets belirleyecektir. Re (%)

’T:Tn T=Tn
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pay
02
2
02
+ [7 (C* — A*+2D) +B2} \/(A2 — (2 —2D)* —4(D? - B?)

(C? — A% +2D)* 4 2¢* (B* - D?)

olup;
X = (A-C*-2D)<0= (C*—-A>+2D) >0
Y = (D*-B%) <0= (B*-D?)
oldugu i¢in Re (%)_1’ > 0’dwr ve sistem (3.2)’de T = T, iken Hopf

T=Tp

catallanma olusur ve reel degerli periyodik ¢ézimler ortaya cikar.

. 3f Durumu: XZ —4Y, > 0 ve X, < 0 ve Y, = 0 tken tek bir pozitif reel
kok vardir ve bu kok

wp=V—-X =+/— (A2 - C? -2D) (3.37)

ile verilir. (3.87), (3.26)’da yerine yazilir ise

d\\ !
R _
e<d7’) B

elde edilir. Burada X = (A? — C? — 2D) < 0 oldugu i¢in (C* — A* + 2D) >
0’dwr.  Dolayisiyla Re (%)_1 > 0’der ve sistem (3.2)°de T = T, iken

Hopf catallanma olusur ve reel dgg’erli periyodik ¢ozimler ortaya ¢ikar.

C%(C? — A2 +2D)? + B2 (C? — A2 4+ 2D)
(B2+ C?%[— (A2 - C? -2D)])

. 39 Durumu: X2 —4Y, > 0 ve X,, < 0 ve Y,, > 0 iken ise iki farkl pozitif
reel kék vardwr. Bu kokler

\/—X-|~\/X2 —4Y
Wn, =
2

J(A2022D)+\/(A2C22D)24(D2B2)
B 2

X - VX 4Y
Wny = \/ 5 (3.38)

B J(A2022D)\/(AQCQQD)24(D2B2)
2
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ifadeleri ile verilir. Oncelikle (3.38), (3.26)’da yerine yazlir ise

d\\ t
Re <d7'>

T=Tn

C2(C2 - A% 4 2D)?
(232 +C? [— (A2 —C? —2D) + \/(A2 —C?2 - 2D)* —4(D? — B2)]

2B2\/(A2 —C2?—2D)? —4(D? — B?)
_'_

2 (2 _ A2 2 _ (2 _ 2 _ 2 _ B2
+< C(_C A+2D)\/(A C2 —2D)* —4(D? — B2) _

2B2? 4 (2 —(A2—02—2D)+\/(AQ—C’2—2D)2—4(D2—BQ)

2B2 + (2 _—(A2—C2—2D)+\/(A2—02—2D)2—4(D2_BQ)_>

4C? (D? - B?)
<2B2+C2 —(A2—C2—2D)+\/(A2—02—2D)2—4(D2—BQ) >

olup, Re (%) !

1¢in

“an paydast ve payindaki diger terimler pozitif oldugu

d\\ !
R _
(i)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

T=Tn

>0

T=Tn

(C* — A* +2D) \/(A2—O2—2D)2—4(B2—D2)—4(D2—BQ) >0

olmasidir. Bu ifadenin ne zaman pozitif olacagina bakalim:

(C* — A* +2D) \/(AQ—CQ—QD)2—4(D2—BQ)—4(D2—BQ) >0

0
((02 — A* 4+2D) \/(A2 — (2 —2D)* —4(D2? - B?)) > (4(D? - BY))®
0
(€= a2+2D)" —2(D* - B2))2 > 20 (D? — B?)’
0

(C* - A2+2D)" — (2+2V5) (D* - B?) > 0.
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Bu durumda, Re (%)71

> 0 olmast icin gerek ve yeter kosul

(C* = A242D)" — (24 2V5) (D* = B?) > 0

olmasudir. Sonug olarak (C? — A2 +2D)* — (2+2v/5) (D> — B?) > 0 ise
sistem (3.2)’de T = T, iken Hopf ¢atallanma olusur ve reel degerli periyodik

coztimler ortaya ¢ikar.

Simdi diger kok icin inceleme yapalim. (3.38), (3.26)’da yerine yazilur ise

d\\ !
R _
(i)

O (C? — A2 2D)* 4 2B%\ /(42 - C2 — 2D)° — 4(D? - B?)

S 9 (Bz Lo |:(A2c22D)\/(AQC22D)24(D2B2):|>

2

C? ((02 — A% +2D) \/(A2 — (2 —2D)2 — 4(D? _BQ))

+
2 <B2 + (2 [—(AQ—CQ—QD)—\/(AQ—CQ—2D)2_4(D2_32):|>

2
4C? (D — B?)

2 ( B2 4 (2 {—<A2—02—2D>—\/ <A22—O2—2D>2—4<D2—B2>D

elde edilir. Burada Re (%)_1‘ ifadesinin paydasy ve payindaks diger

terimler pozitif oldugu icin

d\\ !
R _
¢ (dT) B

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(C2 — A2 4 2D)* — (C* — A? 4 2D) /(A2 — C? — 2D)* — 4(D? — B?) ;
>
—2B2C2\ /(A2 — C? — 2D)* — 4(D? - B?) — 4(D* - BY)
olmasidir. Bu ifadenin ne zaman pozitif olacagina bakalim:
C? — A2 4+ 2D)? — (C? — A2+ 2D) /(A% — C2 — 2D)* — 4(D? — B2
0
>
—2B2C2\ /(A2 — C? — 2D)° — 4(D? - B?) — 4(D* - BY)

0
(C? — A +2D)" — 4 (D — B?) > [(C? — A% 4 2D) — 2B*C?]’

0

(C* — A* +2D) B*C* — B*C* — (D* - B%) > 0.
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Bu durumda, Re (%)71

> 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul

T=Tn

(C? — A* +2D) B*C* — B*C* — (D* — B*) > 0

olmasidir. Sonug olarak (C* — A% + 2D) B*C?—B*C*—(D? — B?) > 0 ise sistem
(5.2)’de T = T, iken Hopf ¢atallanma olusur ve reel degerli periyodik ¢ozimler

ortaya ¢ikar. Bu ise ispati tamamlar.0

Bu teorem, (3.1) sisteminde hangi sartlarda Hopf catallanmanin var oldugunu
ifade etmektedir. Simdi bu durumlarda meydana gelen Hopf catallanmanin

yoniinii ve olusan periyodik ¢oziimlerin kararhlik analizini yapalim.

Denge noktasi orijin olan sistem

ou(x 2u(z a’— —4da
Ouet) — @y PG o (325 ) (e, 1) + (525) vla,t = 7) + f(u,0,7)

Duet) — p2Puet) (2200w, ) + (£228) v(, t — ) + g(u,v,7)

(3.39)

olup, denklemlerdeki f ve g fonksiyonlar: ise

(1+a2)? (1+a?)

(3.40)
g(”» v, T) = %bf(ua v, 7_)

{ fu,v,7) = Mu(:c,t)Q + Mu(z,t)v(a:,t —-7)+YMT

olarak tamimhdirlar.
a0 (22) (e
D:<1 >7J<7_): 21+b2 (1+b) - f
0 ds (2t2) (—2t2) g
ve L,(7) = (=n%D + J(7)) olmak iizere sistem (3.39) asagidakidaki sekilde ifade
edilebilir:

o [ w(x,t) \ - u(z,t) u(z,t)
ot < v(x,t) > = La(m) ( v(x,t —T) ) o < v(z,t —71) > ' (341)

Gecikme terimini skale etmek ve catallanma degerini 0’a tagimak i¢in ¢ = 7s

ve 1 = T — 7, degigsken degistirmeleri yapilarak sistem (3.41)’ye denk asagidaki

sistem elde edilir:

o [ u(x,s) u(z, s) u(x, s)
— = (7, L, (T F . (3.42
88(@(3:,5)) ( +M)< ()<’U(x,s—1)>+ <’U(ac,s—l)>> (342)
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Buradan sonra hesaplamalar daha kolay takip edebilmek i¢in s = ¢t ve L,,(7) = L,

alarak devam edecegiz.

b(0) = ( z;EZ; > € C'[~1,0], Ly, : C'[=1,0] = R? ve f,g: C'[~1,0] = R

olsun. L, operatorini, f ve g fonksivonlarini sirasivla
om ’ ’

Ln, (¢(0)) = (7a+n) ([ 31f;§g;2d1n2 ’ ] ( ¢1(0§ )) (3.43)

1+a2 0 ¢2(0
0 1_452 ¢1(_1)
(| w0 [ (20)))
Fo@) = 2B op 2O 1) s YMT (3.44)

(140 (14 o)
o60) = ZLF0)

seklinde tanimlayalim.

t
Ulz,t) = w(z,1) ve Uy = U(z,t+0), 6 € [—1,0] olarak alinirsa sistem (3.41)
v(x,t)

agagidaki gibi yazilir:

%—Z = Ln, U+ F(U, p) (3.45)

Sistem (3.45)’da U(z,t) ve U, = U(z,t + 6) olmak iizere iki farkli bilinmeyeni
vardir. Bilinmeyen sayisini ikiden bire diigiirmek i¢in bazi operatorler tanimla-

mamiz gerekmektedir.

Riesz Temsil teoreminden, matris degerli (-, ) fonksiyonu agagidaki gibi tanim-

lanabilir:
n( 1) [~1,0] = R? ve ¢ € C* [~1,0]

Lo, (6(6)) = / (0. 11)6(6). (3.46)

-1
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d (9) dirac delta fonksiyonu olmak tizere dn(f, i) ise agagidaki gibi secilebilir:

dn(0. 1) — <m+u>([ trar —hn 0]5(9)) (3.47)

1+a? 0

0 —4a2
(7 + ) 1+o

—ab 2
0 l_i_f—ag—dg’n

5(60+ 1)) do.

Bu segimler altinda, A(u)¢ ve R(u)¢ operatorleri sirasiyla agagidaki gibi tanim-

lanir:
0(6) ,0 € [—1,0)ise
A(p)o = { 0 @ | , (3.48)
Jo dn(0, )6 (0) = Ly, (6) 0 = Oise
ve
0 ,0e[-1,0)ise
R = 3.49
(k)¢ { F(0) ,0=0ise (3.49)
ve iki bilinmeyenli sistem (3.45) tek bilinmeyenli agagidaki sisteme doniigtiiriiliir:
ou,
8_2: = A(p)U; + R(p)U,. (3.50)

Center manifold koordinatlarini olugturabilmemiz i¢in ihtiyacimiz olan i¢carpimi

su sekilde tanimlayahm: ¢, ¢ € C'[—1,0] olmak {izere

_ 0 o _T
<w.0>=v0)-00) - [ [0 - omomood @

q(0), A(0) operatoriiniin A\(0) = iw, Ozdegerine kargilik gelen; ¢* (s), A*(0)
operatoriiniin ;\(0) = —iw, Ozdegerine karsilik gelen ve agagidaki ozellikleri
saglayan 6zvektorler olsunlar:

<q"(s),q(0) >=1ve < ¢"(s),q(0) >=0. (3.52)

Bu durumda,
A(0)q (0) = iwnq (9) (3.53)
A*(0)q (s) = —twngq" (s) (3.54)

egitlikleri saglanmir. Burada A*(u), A(p) operatoriiniin adjointidir ve
d

9(s) s e [-1,0)
A* ()b = ds 3.55
()9 { Jo dnT (s, m)g(—s) s =0 (3:59)
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olarak tanmimlanmir. Simdi éncelikle ¢ (0) 6zvektoriinii (3.53) de verilen A(0)q (6) =
iw,q (0) esitligini kullanarak bulalim.

Durum 1: Eger 6 € [—1,0) ise (3.48)’den

A0 (0) = T i 0 (3.56)

olup, bu diferensiyel denklemin ¢oziilmesi ile ¢ (0) = (i) e™n% olarak elde edilir.

Simdi, ¢ sabitini bulalim.

Durum 2: Eger 6 = 0 ise (3.48)’den

A0)q (6) = / dn(9, 11)a(0)

-1

Ol m—dmn?® 0
_ Tn/—ll ) 0]5(9)q(9)d9

f 0 ~1
|0 / U564 1) q(6)d6 (3.57)
Tn .
0 —k— d2n2 -1 K

[ m—dn? 0 0 g
= Ty 0) + 7 -1

o o_k_d2n2]‘-’( )

[ m — d1n2 0 | (1) 0 g (1) —iw
= ’]‘n + Tn 6 "

| f 0 | C 0 —k-— dQTlQ c

T (m — din?) + 1,96 “nc
Tnf + T (_k — dznz) e~ Wn

1\ , wn
= iw,q (0) Ziwn< )ew"o = (M )
c Wy

dir. Buradan c cekilirse

c= <i“" — T (m = dl"Q)) (3.58)

Tnge~n

ifadesi elde edilir. Bu sekilde ¢ (0) = (})e™"? bulunur.
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Simdi de ¢* (s) 6zvektoriini verilen A(0)g* (s) = —iw,q* (s) esitligini kullanarak

bulalim.
Durum 1: Eger 6 € [—1,0) ise (3.55)’den

A0 () =~ ()

Bu diferensiyel denklemin ¢oziilmesi ile 6zvektor ¢* (s) =

B(¢)e™* olarak elde edilir. Simdi, ¢* sabitini bulahm.

(3.59)

ifadesine ulagilir.

Durum 2: Eger 6 = 0 ise (3.55)'den
0
A0 ) = [ o)

B Ol m—din?® f i}
— Tn/ [ 0 O]é(s)q(—s)ds

/0
;’I'L

0 d(s+1)q¢"(—s)ds

m—dn® f /0
= T, 0(s)q*(—s)ds
[ 0 0] RIS
+ 0 0 /05( +1)¢"(—s)d (3.60)
Tn s —5s)ds .
g —k —dyn? ~1 ¢
[ —din? f 0 0
= T, *(0) + 7, *(1
o —h—@#]q(>
I —d 2 i * 0 0 * )
- m—din® f E(c ) . E(c >€lwn
i 0 0 | 1 g —k—dyn? 1
= F

Tpenge* + 1e™n (—k — dyn?)

= —iw,q" (0) = —iw, F <C ) —g|
1 —1Wy,

olup, buradan c¢* ¢ekilirse

C* . _Tnf
A\ Tu(m — din?) +iw,

olarak hesaplanir. Bu gekilde ¢* (s) = E(cl )ei“"s ozvektorii bulunur.

Tu(m — din?)c* + 7. f ]

(3.61)
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Bulunan bu 6zvektorlerin (3.52)’de verilen 6zellikleri saglamalar gerekir. A(u) ba-
sit bir 6zdeger oldugu igin < ¢* (s), ¢ () >= 0’dir [14]. Simdi < ¢* (s),q(0) >=1

ozelligini saglayacak E ’yi bulalim.

< 0 .00)>= 7000 - [ /5 (€~ O)dn(o,mhate)e
O=—r 0
_ -/ _ . 1 .
(! )_ / [5(5 1 )emerman () o
c —1J¢=0 c
- /= O - _ . o , 1
= E( * +c) - / E( 1 )a%"dn(e,O) / g tndtiont dé (3.62)
-1 £=0 c
— 0 _ _ ] 1
( - +c> —/ E( & 1 >eM"9dn(9,0)6
-1 c
—_ _ _ _ 0 ) 1
= F ( 4+ c) - E( 1 ) (/ dn(G,O)e“"”e@) .
-1 c
Oncelikle, yukaridaki ifadede yer alan integrali hesaplayalim:
0 0 — din2 ,
< / dn(a,o)ew%) - / T [ m—dn” 0 ] 5 (0) ¢“n%9dp
-1 -1 f 0

0 0 g -
—|—/ Tn 0 (0+1)e“n"0do
—1 0 —k-— d2n2

d
_ Tn[m o’ ]/ 5 (60) 0049 (3.63)
0 .
+Tn g / 5 (0 +1)e“n%9df
0 —k‘—d2n2
—din? 0 4
= T, e an 0 + 7, g e " (-1)
f 0 —k—d2n2
B 0 —Tnge*i“’"
0 7Tn(k + don?)e=twn
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Elde ettigimiz bu sonucu (3.62)’te yerine koyalim:

< ¢ (s),q(0) >=E (C_* +C> _E< ¢ 1 ) [ 8 Tn(k_lndi;i:_w" ] ( i )

= (- - —Tpge “ne
= E( —|—c> — E( * 1 ) ,
Tn(k + dan?)e~™nc
- E <_* + c> .y (—Tngei‘””cc_* + 7 (k + d2n2)ei°’”c> (3.64)
- E <_* +c+ Tnge”’“’"cc_* — Tk + dgnz)eiw”c)
= 1.

Buradan E agagidaki ifadeye egit cikar:

- 1
E =

- - (3.65)
<c* + ¢+ Thge ncet — T (k + d2n2)e—i‘*’"c)

Simdi, bu 6zvektorlerin yardimi ile center manifold koordinatlarini tanimlayabil-

iriz.

X, L,, operatdriiniin tamm kiimesi olsun. X¢ := {zq—i— 2&‘ z € C}, X9 =
{w e X| < ¢",w >= 0} olmak iizere X bu iki kiimenin direk toplami olarak

>€Xi§inz€Cvew:<

w1

yazilabilir, yani her U = ( N

€ X°? vardir
v

Wa

U:<u>:zq+z§+<w1> (3.66)

dir. Sistem (3.45), (z,w) center manifold koordinatlarinda p = 0 iken

oyle ki

<q¢ Fy> = CJ_*(O)'Fm H(Z,Z,G):FO—<q*,F0>q—<q_*,F0>q_
Fy = F(zq+ 2q+w,0) (3.67)

olmak iizere agagidaki sisteme doniigiir:

0z . * . -
L = jwpz+ < ¢*, Fy >= 1wz + g(z, 2

%—12’ = A0)w + H(z, z,0).
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Oncelikle, sayfa 46’de yer alan (3.40)’den

Fy = F(zq+ zq +w,0) = F(U,0) (3.69)
da(3—a? 4(a?-1
M)+ (1) + YT
- aob(3—a? ob(a?-1
(1J(ra2)2 )ut(0>2 + (1(+a2)2) Ut(O)Ut(—l) +YMT
olarak elde edilir.
wnin Taylor polinomuna agilmu, w(z,2) = 3 gwi;(2)'(2)7 ile ifade edilip

(3.66)’de yerine konarak ve agagidaki denklem elde edilir:

u:(0)1 elde etmek igin denklem (3.70)’de 6 = 0 alinr:
N2
e )7 NG
ut(O) =z+z+ W20, (0)5 + wlh(O)zz + Wo2, (0) B
vi(—1)1 elde etmek i¢in denklem (3.70)’de # = —1 alinir:
\2
: 2 . ()
wu(-1)=z+z+ w202(—1)5 + wq1,(—1) 22 4+ wpe, (—1) 5

+YMT. (3.70)

+YMT.

+YMT.

Elde edilen u;(0) ve vy(—1) ifadeleri (3.69)’te yerine yazilirsa

Fy, = F(zq+ zq +w,0)

_ 2 _
F K2022 -+ K11ZZ + Kog (Z) -+ K212’2Z
— 01
a ab
4

_ N2 B (3.71)
F02 (K2022 + KHZZ + K()Q (Z) + K21222)

olarak elde edilir. Yukaridaki ifadede

Kyy = p+rce ™, Ky =p+rce™, Ky =2p+rce™ +rce ™
K21 = 2pw111 (0) + pwao, (0) + 27“11}112(—1) + TUJQOQ(—]_) (372)

+rcen wap, (0) + 27‘66_“""@0111 (0)

ve

~ 4a(3—-a?) T:4(a2—1)
R ET (1+ a2)? (373)
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dir. (3.68)'dan g(z,2) = q*(0) - Fo(z, 2) = ¥ 1gi(2)'(2)? oldugu iin, Fy,, Fo'm
birinci satirin gostermek iizere

Z%ﬂgij(z)i(z)j = ¢"(0) Fo(z, 2)

— _ F01

::E[gl] “r, (3.74)
— —ob

= EC F01 + EzFol

egitligi elde edilir. Catallanmanin yoniinii tespit edebilmek icin agagida verilen
Lyapunov katsayisinin reel kisminin igsaretini bulmamiz gerekir:

7 1
Cl(Tn) = ﬂ <920911 -2 \911|2 - g |902|2) + % (3-75)

(3.74)’ten ise

— 2B( '+ ) Ky, gnn = E( ¢+ K
920 (C 4) 20, 911 (C 4) 11 (3.76)

go2 = 2E( "+ 2) Koz, go1 = E(c*+ 2) Koy
oldugunu bilmekteyiz. g90, g11 Ve go2 elimizdeki bilgilerle hesaplanabilirken go;’i
hesaplamak icin w’nun Taylor polinom katsayilar: olan wsy ve wy;’in hesaplanmasi

gerekir. Elimizde

Gu — A(0)yw + H(z, z,0)

B _ B (3.77)
H(z,2,0) = Fo— < ¢, [y >q— < ¢, Fy > ¢q
ve
ow _ owos 0wo:
ot 0z oty ot
_ 1 P
w(z,z,0) = Y Tﬂwzj(e)(z) (z)’ (3.78)
_ 1 L
H(z,z2,0) = @Hm(9)(2)’(2)j
esitlikleri mevcut olup; (3.77), (3.78)’de yerine yazilirsa
H20 = (22wn — A)w20
H11 = (—A(O))wn (379)
woy = Wa
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elde edilir.
Simdi wgg’1 bulahm. (3.77)’den Hyg asagidaki ifadeye egittir:

Hoo(0) = Fy — g20q(0) — go2q(6). (3.80)

Durum 1: Eger 6 € [—1,0) ise, A(f)'nin tanimindan dolayr (3.79) asagidaki

ifadeye doniigiir

. dwaq (0
HQO(Q) = Qanwgo(Q) - ;2< ) (381)
(3.79) ve (3.81)’deki ifadelerden
dwsg (0 ) _ _
;2( ) _ Qitwnwi0(0) = g20q(0) + goaq(0) (3.82)

diferensiyel denklemi elde edilir. (3.82) diferensiyel denkleminin integral ¢arpani

metodu ile ¢oziilmesi ile

1 () I - —iwnd 7 W,
wao () = —EQ(O)G "9920 - 3ian(O)€ n9902 + Fe?n? (3.83)
elde edilir. Simdi F’yi bulalim.
Durum 2: Eger 6 = 0 ise, (3.80)’den
1 _
HQQ(O) = 2K20 ob — gZOQ(O) — gOQq(O) (384)
4

elde edilir. (3.79) ve (3.84) birlikte su sonucu verir:

A(0)wso(0) = 2iw,wa0(0) + gaoq(0) + %gozq(O) 2Ky ( i ) . (3.85)

A(0) operatoriiniin tanimidan ve (3.83)’ten

-1

0 1 , 1 _ o _
— d 9 0 o 0 twn 6 o 0 —iwn 0 F 21w, 0
/_1 (o, )( —MQ( )€ gao z))Z.wnq( e goy + Fe
1- - 0 .
= —g209(0) + §902¢](0) + F/ dn(8, 0)621%9 (3.86)
—1
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elde edilir ve sonug olarak (3.85) ve (3.86)’den
0

A(0)wap(0) = —gaoq(0) + %QOQq(O) + F /_ 1 dn(8,0)e«n? (3.87)

, o 1
= 2iw,wa(0) + g204(0) + go2q(0) — 2K ( b )
4
elde edilir.

Durum 1’de wq(f) i¢in (3.83) formiilii elde edilmisti. Bu formiilden elde edilen
w0 (0), (3.87)’de yerine konursa

1- - 0 .
A0)wz(0) = —9200(0) + 39024(0) + I / dn(0, 0)e*n?
-1

| 1 1
= 2w, (—.—q(O)gzo— , Q(O)902+F>

Wy, 3wy,

_ 1
+9204(0) + g29(0) — 2K ob

4

2. .
= —2¢20q(0) — ggozqw) + 21w, F' + g20q(0) (3.88)
_ 1
+9029(0) = 2Kz |,
4

- - . 1
= —g20q(0) + §gogq(0) + 2iwnF — 2Ky i,
1

olup bu ifadeden ise F’yi elde edecegimiz asagidaki egitlige ulagilir:

0 ) 1
F <2@'wn - / dn(e,())ei’we) = 2Ky ( o > : (3.89)
-1 —

4
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Oncelikle, son ifadedeki integrali hesaplayalim:

0 ) 0 —d 2 0 )
/ dn(8,0)e%n? = / | T T 6 (6) eente
-1 -1 f 0

0 0
+/ Tn I
1 0 —k— dQTLQ

—din® 0 0 ,
- m 1n / 5(9) esznédG
f 0 ~1

5(0+1) e’ dp

0 g ’ iwn 0
+7, ) J (04 1)e"do (3.90)
1

0 —k— d2n
[ m—din? 0 0 4
~- 7 m 1n + - g e,glwn
L f 0 0 —k-— dg?’Lz
[ — dym? ge~2iwn
= Tn .
I f (—k — dyn?) e~ 2iwn

Integral (3.89)’da yerine yazilirsa

, m — dyn? ge~2iwn | 1
F 22wn — Tn . = 2K20
f (—k — dyn?) e7?"n | ob
" 2iw,, — Tp (M — dyn?) Tpge”2n | | ok 1
Tof 2iwy, + T (k + don?) e7#n | o

egitlikleri elde edilir ve sonucta F' agagida verilen ifadeye egittir:

-1
2 n — Tn —d 2 - —2iWn 1
P [ | Zen 7 (m—din) nge , 2K (3.91)
Tnf 24wy, + T (k: + d2n2) e~ 2iwn %b

Simdi aym yontemle wi;’i hesaplayalhm. (3.77)’den H;; agagidaki ifadeye egittir:

Hy1(0) = Fy — g11q(0) — g114(6). (3.92)

Durum 1: Eger 0 € [—1,0) ise, A(6) operatoriiniin tammindan dolay: esitlik
(3.79) asagidaki ifadeye doniigiir:

dw11(0)

Hu(0) = - do

(3.93)
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(3.79) ve (3.93)’ten
dwn (9)

a0 g119(0) + g1,9(0) (3.94)
elde edilir. Bu diferensiyel denklem ¢oziilerek
(6) = ——a(0)e“ g1, — ——q(0)e gy, + G (3.95)
w(V) = iwnq e gn iwnq € g .

ifadesi elde edilir.

Durum 2: Eger 0 = 0 ise, (3.92)’den

Hi1(0) = g119(0) + 5115(0) — Kny ( ; > (3-96)

) (3.97)

elde edilir. (3.79) ve (3.93)’ten ise

A(0)wi1(0) = g119(0) + g11¢(0) — K1y (

N

esitligi elde edilir.

A(0) operatoriiniin tanimindan
0

-1

0 1 A 1 -
= / dn(6,0) <Eq(0)6’“”99u — —q(0)e gy, +G) (3.98)

1 1wy,
0

— 91q(0) + 91,2(0) + G / (6.0

olup sonug olarak (3.95) ve (3.98)’den

A(0)w11(0) = g119(0) + g414(0) + G/ dn(0,0) (3.99)

-1

_ 1
= 9119(0) + g1,¢(0) — K1 ( ob )
4

elde edilir.

Durum 1’de wq;(0) igin (3.95) formiilii elde edilmisti. Bu formiilden elde edilen
wy1(0), (3.99)’de yerine yazilirsa G’yi elde edecegimiz

G (/j dn(9,0)> = K, ( ; ) (3.100)
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esitligine ulasiriz. Oncelikle, bu ifadedeki integrali hesaplayalim:

0 [ m —din? 0 0 g
/_1dn(6’0) - /_17"<[ f 0]5(9)+[0 —k — dyn?
B m—din® 0 0
_ Tn[ ) O]/_la(mde

0 0
7, g / 5(0+1)do
0 —k—dyn? 1

5(9+1)> do

[ m—din? 0 0
. . J (3.101)
L f 0 0 —k— d2n2
[ — din? g
= T, .
L f (—k— d2n2)

Integral (3.100)’de yerine yazilirsa

— din? 1
GTn m 1 g = KH
f (—k — dyn?) "Ib

ifadesi elde edilir ve sonug olarak G agagida verilen ifadeye esittir:

- m — din? g B 1
G = ( n [ ; (—k — dyn?) ]) Ky ( %b > . (3.102)

Bu terimler agagidaki ifadede yerine yazilarak, catallanmanin yoniiniin tespiti i¢in

gerekli olan Lyapunov katsayisinin reel kisminin igareti belirlenir:

1
Re (1) () = Re(%) — 5 (RegmImgn + ImganRegn) . (3.103)

Elde edilen bu bilgiler agagidaki teoremde kullanilarak sistemin Hopf catallanma

analizi tamamlanir.

Teorem 3.1.2 1. 0 € R ’yi iceren bir I agik araliginda F(0, ) = 0 ve (0,0) €

R? Fnin bir izole denge noktass,

2. w(0) =wy >0, a(0) =0, a'(0) # 0 ve M) = a(p) +iw(y) olmak dizere
Ly, = DyF(U, 1) operatéri A(p) ve ;\(u) basit kompleks eglenik dzdegerlere
sahip,
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3. Ly, matrisinin geriye kalan tim ozdegerlerinin reel kissmlary sifirdan farkl
15€
bu takdirde (3.45) sisteminde pu = 0 ¢atallanma degerinde Hopf ¢atallanma
olusur ve reel degerli periyodik ¢ézimler ortaya ¢ikar.

4. Ayrica,

(a) O/;(O)Re (c1) (0) < 0 ise ¢atallanmanin yoni siperkritiktir,
1

(b) a/—(O)Re (c1) (0) > 0 ise ¢atallanmanin yoni subkritiktir.
5. Ly, matrisinin geriye kalan tim ozdegerlerinin reel kisimlar negatif ve

(a) Re(c1) (0) < 0 ise periyodik ¢ozimler kararls,

(b) Re(c1)(0) > 0 ise periyodik ¢oziimler karasizdur.

3.2 n =0 iken Hopf Catallanma Analizi

n = 0 iken (k = 0 alnarak), sistem (3.45)

[ () e

Lo, (1) = <2mz> (b oae (3.104)
14+a? 14+a?
olmak tizere
oU

sistemine doniigiir. Karakteristik denklem (3.12) ise

A=—-m, B=5k, C=k (3.106)
ve 5 b
3a” =5 oba
=— _ k= A
1+a?’ 1+ a? (3.107)

olmak {izere asagidaki denkleme d&niisiir:

M+ AN+ Be™ M + Che™ = 0. (3.108)
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Karakteristik denklem (3.108)’da A = iwp, wy > 0 yerine konursa asagidaki
denklem elde edilir:

wy + (A% = C*)wi — B*=0. (3.109)
Xo = (A% — C?) ve Yy = —B? olmak iizere (3.109)’den

—Xo £ /X2 - 4Y,
w2 = 2 5 0~ 0 (3.110)

elde edilir.

Sayfa 35’daki Teorem 3.1.1 geregince, 2c, 3a, 3d,3e ve 3f durumlarinda sistem
(3.105)’te Hopf gatallanma olugur ve reel degerli periyodik ¢oziimler ortaya cikar.

Simdi, bu durumlar tek tek ele alalim.

2¢ Durumu: X? — 4Yy; = 0 ve X,, < 0 olmasi durumunda, Y, = —B? ve
X2—4Yy = 0 oldugu igin (A%2—C?)2+4B%=0’dir. Buradan (3.107)'den B = 5k = (
sonucu elde edilir. & = 0 olmasi, (3.107)’den o,b veya o’dan en az birinin sifir
olmasini gerektirir. Bu ise problemin sartlarini saglamaz. Sonug olarak n = 0

iken sistem (3.105)’da 2¢ durumunda Hopf ¢atallanma olugmaz.

3a Durumu: X? —4Y; > 0, X, = 0 ve Y, < 0 olmas1 durumunda, (3.110)’den
0

w2 = — VB =5k (3.111)

olmak iizere, tek bir porzitif reel kok vardir.

3d Durumu: X? —4Y; > 0, X, > 0 ve Yy < 0 olmasi durumunda, (3.110)’den

—Xo 4 /X2 - 4Y,
woz\/ 0 5 0 0 (3.112)

olmak iizere, tek bir pozitif reel kok vardir.

3e Durumu: X? —4Y; > 0, Xy < 0 ve Yy < 0 olmasi durumunda, (3.110)’den

—Xo £ /X2 —4Y;
wWo _\/ 0 5 0 0 (3113)

olmak iizere, tek bir pozitif reel kok vardir.
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3f Durumu: XZ—4Y; > 0, Xy < 0 ve Yy = 0 olmas1 durumunda, Y, = 0, oldugu
i¢cin B =5k = 0’dwr. k = 0 olmasi, (3.107)’den o, b veya o’dan en az birinin sifir
olmasini gerektirir. Bu ise problemin sartlarini saglamaz. Sonug olarak n = 0

iken sistem (3.105)’te 3f durumunda Hopf ¢atallanma olugmaz.

Sonug olarak, n = 0 iken sistem (3.105)’de 3a, 3d ve 3e durumlarinda p = 0 iken

Hopf catallanma olusur ve reel degerli periyodik c¢oziimler ortaya cikar.

n = 0 iken olugan bu Hopf catallanmanin yon analizi igin (3.103) Lyapunov
katsayisinin reel kisminin isaretini belirlemek icin go0, g11 ve go1 terimlerinin n = 0

icin hesaplanmasi gerekir.

- 1
E =

(c* + ¢+ Toge~occr — Tok:e—iwoc)

C* . —Tof o= iWo — Tom
Tom + iwy )’ Toge o

; 4o (3 — o 4(a® -1
Koy = ptree™, p= i 042)7 G 2)
(1+a?) (11 a?)
_ 3a* -5 o 2000 —da I~ oba
T v Tirer Y T 1 T 1
olmak iizere, (3.76)’den
~ 7 ob
920 = 2E( "+ %)Kzo (3.114)
dir. Yine,
- 1
E =

(c* + ¢+ Toge~occt — Tgk’einC)

oo —T1of . Wy — Tom
Tom +iwg ) Toge o

~ : 4o (3 — o 4(a® -1
Ky = 2p+rce™ +rce™, p= da3-a”) 042)’ r= 4”1 2)
(1+a?) (1+a?)
3% —5 20ba’ —4a oba
m o= s = 9= k=
1+« 1+« I+a I+«
olmak iizere, (3.76)’den
. o ob
gn = E(c'+ Z)Ku (3.115)
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dir. Son olarak

- 1

(c* + ¢+ Toge~wocc* — Toke_iw06>

& - —70f o (o —Tom
Tom +iwy ) Toge o

Koy = 2pw111(0) + pwoo, (0) + 27’11]112(—1) + T'w202(—1)
+rce™0wgg, (0) + 2rce” 0wy, (0)
4o (3 — a2) 4 (oz2 — 1)
= ——5 r =
ST (1+a2)?
B 302 -5 B 20ba? _ —a _ oba
T A+ T T e T xR
ve
1 iwof I - —iwgl 21w
wy(0) = —ECJ(O)e 920 — 3iw0q(0)6 Joo + Fe
—1
2wy — Tom Toge 2o 1
Fo— 0 0 | 0d ‘ 2Ky )
Tof 2iwy + Toke 2o o
ve de
wn(0) = ——g(0)e g, — —g(0)e— G, + G
’in iwo 1

o< bl 2] e ()

olmak iizere, (3.76)’den

ob
go1 = E( C*+ Z)K21 (3116)

dir. Bu formiillerle bulunan degerler (3.103)’te yerine konarak igaret tespiti

yapilir. Bu gekilde Hopf catallanma analizi tamamlanir.
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4. SONUC

Oneminden Boliim 1.2°de bahsedilen Lengyel-Epstein modeli, bircok yonii ile
caligtlmig bir modeldir.  Bu c¢ahgmalardan [20]’de modele difiizyon terimi
eklemenin, sistemde ortaya ¢ikan Hopf catallanmayi nasil etkiledigi incelenmigtir.

Bu calismada sistemin parametrelerinden b > 0 catallanma parametresi olarak

3a2-5
14+a2

degerinde Hopf catallanma meydana gelirken, sistemin tek pozitif denge noktasi

alinmigtir.  Difiizyon terimi icermeyen sistemde b = by = catallanma
(u*,v*) b < by iken kararsiz, b > by iken kararh oldugu ifade edilmigtir. Sisteme
difiizyon teriminin eklenmesi ile denge noktasinin kararlihik yapisinda degisiklik
olustugu, sistemin denge noktasi1 b > by iken [20]’de Teorem 3.1’de verilen gart

altinda kararsizlagtigi ifade edilmistir.

Daha once yapilan bircok caligmada, modellere gecikme terimi dahil etmenin
oneminden bahsedilmigtir ([14], [23], [5], [16], [25], [26], [27]). Bu 6nem gézoniine
alinarak Celik, C. ve Merdan, H, tarafindan [16]'da modele gecikme terimi ek-
lenerek elde edilen Gecikmeli Lengyel-Epstein sisteminde Hopf ¢atallanma analizi
caligmigilmigtir. Genis bir Hopf catallanma analizinin yapildigt bu caligmada
catallanma parametresi 7 = 7,, n = 0, 1, 2.. degerlerinden gecerken sistemde Hopf
catallanmanin meydana geldigi ve reel degerli periyodik ¢6ziimlerin ortaya ciktig

gosterilmis ve bu teorik calismalar niimerik simiilasyonlarla desteklenmigtir.

Bu tezde ise [16]’daki ¢aligmaya ek olarak gecikme terimi igeren Lengyel-Epstein
sistemine difiizyon terimi eklenerek olugan Hopf catallanmada ne gibi degisiklikler
oldugu incelenmigtir. Caligma sonucu Teorem 3.1.1’de verilen sartlar altinda,
dy ve dy difiizyon terimlerini igeren (3.23)’te verilen 7 = 7, degerlerinde Hopf

catallanmanin meydana geldigi ve reel degerli periyodik ¢oziimlerin ortaya c¢iktigi
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gosterilmistir. Bu degerlerde ortaya c¢ikan Hopf catallanmanin yoniiniin ve
olusan periyodik coziimlerin kararhlik yapilarinin tespit edilmesi icin Poincaré
Normal Form Teorisi ve Center Manifold Teoremi kullanilarak gerekli terimler
hesaplanmigtir. Difiizyon teriminin sisteme eklenmesi sonsuz ¢oklukta 6zdegerde

Hopf ¢atallanmanin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. [16]’da ele alinan sistemde

k2—m2++/ (m2—k2)2+100k?
2

[16]'da verilen 7 = 7,, n = 0,1,2... degerlerinde Hopf catallanmas1 olugur ve

_ 3a2-5 _ _oba . B \/
m = L2 ve k = %% olmak iizere w =

Ozdegeri igin

reel degerli periyodik c¢oziimler ortaya cikar. Fakat gecikmeli reaksiyon-difiizyon
sisteminde, Boliim 3.1°de verildigi iizere, A = (dy + dy) n®> — m, B = 5k + kdn?,
C =k ve D = dydyn* —mdan? olmak iizere X,, = (A?—C?—2D), Y, = (D? — B?)
olanarak alinirsa Ozdeger w, = Aty XA VQXTQ‘_LLY", n = 0,1,2... olarak elde edilir
ve bu 6zdegerler i¢in (3.23)’te verilen 7 = 7, degerlerinde Hopf ¢atallanmanin
meydana gelir ve reel degerli periyodik ¢oziimlerin ortaya cikar. Bu aciklamadan
anlagilacag iizere [16]’daki galigmada tek bir 6zdeger i¢in 7 = 7,, degerlerinde Hopf
catallanma meydana gelirken, bu tezde c¢aligilan problemde sonsuz cokluktaki
ozdegerler i¢in (3.23)’te verilen 7 = 7, degerlerinde Hopf ¢atallanma meydana

gelir. Ayrica, [16]'da incelenen sistemde 7 = 75 = %{cos_l ((5+m)w2)} iken

(25+w?)k
Hopf catallanmanin meydana gelmesi icin gerek ve yeter kosul olarak k& > m

oldugu ifade edilirken, difiizyon terimi eklenmig bu tezde incelenen problem
icin n = 0 alinarak difiizyon terimlerinin etkisinin kaldirilmasi ile elde edilen
sistemde 7 = 79 iken Hopf catallanmanin meydana gelmesi icin gerek ve yeter
kogul olarak Boéliim 3.2’de verilen 3a, 3d ve 3e sartlarinin saglanmasi gerektigi
gosterilmigtir. Bu durumlardan 3d, [16]’da ¢ahgilan durumla ortiigmektedir.
Bu aciklamalar gostermektedir ki sisteme difiizyon teriminin eklenmesi, Hopf

catallanmanin olugmasi icin gerekli sartlar: degistirmektedir.

65



KAYNAKLAR

1]

2]

3]

4]

[5]

6]

7]

18]

19]

"Matematiksel Modelleme", erisim adresi:
http://www.bilkent.edu.tr/ kadiri/mat/mat.donem.odev/aykutaydin.
matematiksekmodelleme.pdf, erisim tarihi: 30 Nisan 2012

Sharpe, F.R., Lotka, A.J., A problem in age distribution, Philosophical
Magazine, 8, 21-435, 1911.

Kierstead, H., Slobodkin, L.B., Spatial heterogeneity and population
stability, Journal of Marina Research, 12, 141, 1953.

Skellam, J.G., Random dispersal in theoretical populations, Biometrika, 38,
196-218, 1951.

Allen, L.J.S., An Introduction to Mathematical Biology, Pearson-Prentice
Hall, Upper Saddle River, New Jersey, 2007.

Turing, A. M., The chemical basis of morphogenesis, Philos. Trans. R. Soc.,
Ser. B, 237, 37-72, 1952.

Villasana, M., Radunskaya, A., A delay differential equation model for tumor
growth, J. Math. Biol., 47, 270-294, 2003.

Giinel, K., 2006, Zaman Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin Niimerik
Coziimleri ve Uygulamalari, Yiiksek Lisans Tezi, Adnan Menderes

Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Aydimn.

De Kepper, P., Castets, V., Dulos, E., Boissonade, J., Turing-type chemical
patterns in the chlorite-iodide-malonic acid reaction, Physica D, 49, 161-169,
1991.

66



[10] Epstein, L.R., Pojman, J.A., An Introduction to Nonlinear Chemical
Dynamics, Oxford University Press, Oxford, 1998.

[11] Lengyel, 1., Epstein, I.R., Modeling of Turing structure in the Chlorite-

iodide-malonic acid-starch reaction system, Science, 251, 650-652, 1991.

[12] Lengyel, I., Epstein, I.R., A chemical approach to designing Turing patterns
in reaction-diffusion system, Proc. Natl. Acad. Sci., 89, 3977-3979, 1992.

[13] Kuznetsov, Y.A., Elements of Applied Bifurcation Theory, Springer-Verlag,
New York, 1995.

[14] Hassard, B.D., Kazarinoff, N.D., Wan, Y.-H., Theory and Application of
Hopf Bifurcation, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1981.

[15] Yi, F.Q., Wei, J.J., Shi, J.P., Bifurcation and spatiotemporal patterns
in a homogeneous diffusive predator-prey system, Journal of Differential
Equations, 246, 1944-1977, 20009.

[16] Celik, C., Merdan, H., Hopf bifurcation analysis of a system of
coupled delayed-differential equations, TOBB University of Economics and

Technology. (incelemede)

[17] Jang, J., Ni, W.M., Tang, M., Global bifurcation and structure of Turing
patterns in the 1-D Lengyel-Epstein model, Journal of Dynamics and
Differential Equations, Vol. 16, No. 2, 2004.

[18] Du, L., Wang, M., Hopf bifurcation analysis in the 1-D Lengyel-Epstein
reaction-diffusion model, J. Math. Anal. Appl., 366, 473-485, 2010.

[19] Ni, W.M., Tang, M., Turing Patterns in the Lengyel-Epstein System for the
CIMA reaction, Trans. Amer. Math. Soc., Volume 357, Number 10, 3953-
3969, 2005.

[20] Yi, F.Q., Wei, J.J., Shi, J.P., Diffusion-driven instability and bifurcation
in the Lengyel-Epstein system, Nonlinear Anal. Real World Appl., 9 (3),
1038-1051, 2008.

67



[21] Yi, F.Q., Wei, J.J., Shi, J.P., Global asymptotical behavior of the Lengyel-
Epstein reaction-diffusion system, Appl. Math. Lett., 22 (1), 52-55, 20009.

[22] Yi, F.Q., Wei, J.J., Shi, J.P., Jin, J., Bifurcations of patterned solutions in

diffusive Lengyel-Epstein system of CIMA chemical reaction. (incelemede)
[23] Murray, J.D., Mathematical Biology, Springer, New York, 2002.

[24] Li, B., Wang, M., Diffusion-driven instability and Hopf bifurcation in
Brusselator system, App. Math. and Mech., 29, 825-832, 2008.

[25] Chafee, N., A bifurcation problem for functional differential equation of
finitely retarded type, J. Math. Anal. and Appl., 35, 312-348, 1971.

[26] Balachandran, B., Kalmar-Nagy, T., Gilsinn, D.E., Delay Differential
Equations: Recent Advances and New Directions, Springer, New York, 2009.

[27] Akkocaoglu, H., Merdan, H., Celik., C., Hopf bifurcation analysis of a general
non-linear differential equation with delay. J. Comput. Appl. Math. (2012),
d0i:10.1016/j.cam.2012.06.029.

[28] Rovinsky, A., Menzinger, M., Interaction of Turing and Hopf bifurcations in
chemical systems, Phys. Rev. A, (3), 46 (10), 6315-6322, 1998.

68



EKLER

69



A. Terim Sozlugu

Tiirkce terim

catallanma
denge noktasi
diizgiin
gecikme
kararlilik
karakteristik
kuadratik
kubik

lineer
normalizasyon
Ozdeger
ozvektor
subkritik
superkritik
yon

tek kath (basit)

ingilizce Terim

bifurcation
equilibrium point
smooth

delay

stability
charactheristic
quadratic
cubic

linear
normalization
eigenvalue
eigenvector
subcritic
supercritic
direction

simple
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