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OZET

Bu tezde, zaman skalalari iizerinde tanimlanan reel degerli ve A-olgiilebilir
fonksiyonlarin istatistiksel yakinsakligi kavrami incelenmis ve bu yakinsaklik
metodu i¢in ¢esitli karakterizasyonlar elde edilmigtir. Bu ¢aligmada elde ettigimiz
sonuclar literatiirde var olan istatistiksel yakinsaklik metotlarini icermenin yani
sira, bir ¢ok yeni metot i¢in de uygulama alanmi olugsturmaktadair.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. 1k béliim giris kismina ayrilmstir. Ikinci
boliimde zaman skalasi teorisine ve istatistiksel yakinsakliga iligkin temel tanim
ve teoremlere yer verilmigtir. Orjinal sonuglarimizin bulundugu iigiincii béliimde,
bir zaman skalasi iizerinde tanimlanan fonksiyonun istatistiksel yakinsakligi inga
edilmis ve hangi kosullar altinda bu yakinsamanin gerceklendigi aragtirilmigtir.
Son boliimde ise bu tezden elde edilen ciktilara ve gelecekte konuyla ilgili daha

nelerin yapilabilecegine deginilmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel Yakinsaklik, Zaman Skalalari, Lebesgue A-
Olciisii, Lebesgue A-Integrali .
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STATISTICAL CONVERGENCE ON TIME SCALES

ABSTRACT

In this thesis, we investigate the statistical convergence of real-valued and A-
measurable functions defined on time scales and we obtain some characterizations
for this convergence method. Our results obtained in this study not only include
the previous statistical convergence methods in the literature but also enable

some aplication areas for various new methods.

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the
introduction. In the second chapter, we recall some basic definitions and theorems
regarding the theory of time scales and statistical convergence. In the third
chapter that includes our original results, we construct the statistical convergence
of a function defined on a time scale and investigate under which conditions this
convergence holds. In the last chapter, we discuss the outputs of the thesis and
the future projects improving this topic.
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SIMGE LISTESI

Bu ¢aligmada kullanilmig olan simgeler aciklamalari ile birlikte asagida verilmek-

tedir.

Simgeler

StT — lim f

Aciklama

Ileri sicrama operatorit

Geri sigrama operatorii

Sicrama fonksiyonu

Bir f fonksiyonunun A-tiirevi (Hilger tiirevi)

la,b)p = {t € T :a <t < b} geklindeki tiim araliklarmm ailesi

3 ailesi iizerinde tanimlanan m; kiime fonksiyonunun Carathéodary
geniglemesi

A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

A kiimesinin eleman sayisi

A kiimesinin dogal yogunlugu

Q2 kiimesinin belli bir ¢ sayisindan kii¢iik olan elemanlarinin olugturdugu
kiime

Q) kiimesinin T zaman skalasi iizerindeki yogunlugu

Birinci mertebeden ¢-Cesaro matrisi

f fonksiyonunun T zaman skalasi iizerindeki istatistiksel limiti

X



1. GIRIS

Zaman skalas1 analizi, ilk olarak 1988 yilinda Stefan Hilger'in doktora tezi
caligmasiyla ortaya gikmugtir ([16],[17]). Siirekli ve ayrik analizi birlegtirmesi
sebebiyle kisa zamanda oldukca popiiler hale gelmisgtir. Sonraki yillarda zaman
skalas1 analizinin 6zellikle de dinamik sistemler teorisinde pek cok uygulamasi

verilmigtir |7].

Giinlimiizde zaman skalasi kavrami; Olcii teorisi, integral teorisi, matematiksel
modelleme, istatistik gibi genis bir yelpazede kullanilmaktadir. Fakat bu kavram
heniiz toplanabilme teorisi iizerinde incelenmemigtir. Bu yiiksek lisans tezinde
asil amacimiz, literatiirdeki bu boslugu doldurmak olacaktir. Daha kesin bir
ifadeyle, toplanabilme teorisinde iyi bilinen istatistiksel yakinsaklik kavramini
zaman skalalari ¢cergevesi igerisinde inceleyecegiz. Bunun i¢in ilk olarak, bir zaman
skalas1 lizerinde tanimlanan reel degerli bir fonksiyonun istatistiksel yakinsakligi
kavramini inga edecegiz. Daha sonra bunun i¢in pek ¢ok yeni karakterizasyon elde
edecegiz. Buldugumuz sonuclarin ayrik ve siirekli durumlarda bilinen teoremlerle
cakigtigin1 gosterecegiz. Bunun yani sira literatiirde heniiz incelenmemis yeni

yakinsaklik metotlarini ve onlarin cesitli 6zelliklerini de arastiracagiz.

Bu yiiksek lisans tezi dort bolimden olugsmaktadir. Ilk bolim giris kismina
ayrilmigtir.  Ikinci béliimde, zaman skalasi analizi ve istatistiksel yakinsaklik
kavrami ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Orjinal sonuglarimizin
bulundugu iigiincii bdéliimde, zaman skalalari iizerinde tanimlanan yogunluk
ve istatistiksel yakinsaklik kavramlarimi inga edecegiz ve bunlarla baglantilh
karakterizasyon teoremleri elde edecegiz. Bu tezden elde edilen c¢iktilara ve

gelecekte bu sonuclarin nasil geligtirilebilecegine ise son boliimde yer verecegiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Zaman Skalasi1 Analizi

Bir zaman skalasi, reel sayilarin bog olmayan kapali keyfi alt kiimesidir ve T ile
gosterilir [16]. Buna gore R, Z, N, Ny, [0,1] U [2,3], [0, 1] U N, Cantor kiimesi ve
g > 1ic¢in ¢" kiimelerinin birer zaman skalasi 6rnegi oldugu kolayca goriilebilir.
Yine aym diigiince ile Q, R\ Q, C ve (0, 1) kiimelerinin birer zaman skalas1 6rnegi

olmadigr agiktir.

Simdi bir T zaman skalasi iizerindeki bazi temel tanim ve notasyonlari hatir-

latalim.

Tanmm 2.1.1. ¢ : T—T, o(t) := inf{se€T:s>t} seklinde tanimlanan

fonksiyona “ileri sigrama operatori” denir [7).

Tanim 2.1.2. p : T— T, p(t) := sup{s € T:s <t} seklinde tanimlanan

fonksiyona ise “geri sigrama operatord” denir [7].

Yukaridaki tanimlarda inf @ = sup T ve sup @ = inf T olarak kabul edilmektedir.
Tanimlanan bu operatorler yardimiyla zaman skalasindaki noktalarin cinsini

belirleyebiliriz. Bu durumu asagidaki tablo ile 6zetleyebiliriz.



t<o(t) ise |t saga sagilmig nokta
t=o(t) ise | t saga yogun nokta
p(t) <t ise | t sola sacilmig nokta
p(t)y=t ise | ¢ sola yogun nokta
p(t)<t<o(t) ise |tizole nokta
p(t)y=t=0(t) ise |t yogun nokta

Tanmm 2.1.3. p: T—[0,00), p(t) := o (t) —t seklinde tanimlanan fonksiyona,

“sscrama fonksiyonu” adv verilir [7).

Verilen bir T zaman skalasindan T* kiimesi su gekilde elde edilir:

T — T\ (p(supT),supT] , supT < oo
T , supT = oo.

Bagka bir ifadeyle, T kiimesinin maksimum elemani m, ve m sola sagilmig bir
nokta ise bu durumda T* = T\ {m} olur; eger boyle bir m sayisi yoksa, T* = T

dir. Ozellikle delta tiirev tanimimda T* kiimesine ihtiyac duyacagiz.

Simdi bilinen 6zel zaman skalas1 6rnekleri {izerindeki noktalarin cinsini belirleye-

lim.
Ornek 2.1.1. T =R olsun. Bu durumda
o(t)=inf{s€R:s>t} =inf (t,400) =t
oldugundan her t € R saga yogundur.
p(t)=sup{seR:s <t} =sup(—oo,t)=t
oldugundan her t € R sola yogundur. O halde her t € R yogundur. Ayrica
pt)=c(t)—t=t—t=0
oldugu gorilir.
Ornek 2.1.2. T = Z olsun. Bu durumda

o(t)=inf{s€Z:s>ty=inf{t+1,t+2, ...} =t+1



ve

p(t)=sup{s€Z:s<ty=sup{t—1,t—2,...} =t—1
olarak elde ederiz. Bu sonuctan yola ¢ikarak
pt)y<t<ol(t)
esitsizligine ulasiriz. O halde her t € 7 izoledir. Ayrica
pwt)y=o(t)—t=t+1—-t=1

olur.
Ornek 2.1.3. Simdi ¢ > 1 i¢in T =¢" alalim. Buna gire

o(¢")=inf{¢* € ¢": ¢" > ¢"} =inf {¢""", "%, ...} = ¢""
ve

p(q") =sup{¢" €q": ¢" <q"} =sup{¢" ', ¢"% ..} = ¢
bulunur. O halde her ¢" € ¢~ izole noktadir. Ayrica

n(@) =0 —q¢"=q¢""—q¢"=q¢"(¢—1)

oldugu da elde edilir.

2.2 Zaman Skalasinda Tirev

Reelde bildigimiz klasik tiirev tanimi ile tam sayilarda verilen ileri fark operatorii

bir zaman skalas iizerinde A—tiirev olarak asagidaki gsekilde genisletilmistir.

Tanim 2.2.1. f: T — R bir fonksiyon ve t € T olsun. Verilen her ¢ > 0 ve
her s e U = (t—96,t+0) NT (6 > 0) i¢in

[f (0 (@) = f ()] = f2 )0 (t) —s]| <elo(t) — s

olacak sekilde t nin bir U komsulugu varsa f (t) sapsina f in t noktasindaki

"delta (A) tirevi (Hilger tirevi)" denir.

Eger Vt € T" igin f2 (t) sayrst mevcutsa “f, T* kiimesi dizerinde tirevlenebilirdir”
denir [7].



Bundan sonra karigiklik olmadigi siirece A-tiirevlenebilme yerine kisaca tiirevlenebilme

tabirini kullanacagiz.

Tanmim 2.2.1’den A-tiirevin agagidaki ozellikleri sagladigi kolayca goriilebilir.

e A-tiirev lineerdir.
e f fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilir ise bu noktada siireklidir.

e f fonksiyonu ¢ noktasinda siirekli ve ¢ saga sagilmig nokta ise f bu noktada

tiirevlenebilirdir ve

olur.

e t saga yogun nokta olsun. f fonksiyonunun ¢ noktasinda tiirevlenebilir
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
t —
L= 1)
s—t t— s

limitinin mevcut ve sonlu olmasidir. Bu durumda

(- L)

s—t t—38
dir.
e f fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise
flo()=F@t)+nt)f> (1)
dir.
Ornek 2.2.1. A-tirev tanvmane goz onine alarak asaqidaki ézel halleri inceleye-

lim

e T=R olsun. Her t € R noktasimin yogun oldugunu Ornek 2.1.17de
gormiistik. A-tiurevin ozelliklerinden f : R — R fonksiyonunun t € R

noktasinda A-tirevlenebilir olmast igin gerek ve yeter sart

olmasidar.



o T =7 olsun. Her t € Z noktasimn izole (dolayswyla saga sagilmas)
oldugunu Ornek 2.1.2°de gormiistik. A-tirevin tansma geregince f = 7 —»

R fonksiyonunun t € Z noktasindaki A-tirevi

t t+1—1
seklindedir; burada Af (t) ileri fark operatéridir.

e g > 1 olmak iizere T =¢" olsun. Yine her t € ¢~ noktasinin izole
(dolayiswyla saga sagilmas) oldugunu Ornek 2.1.3’te gormistik. O halde
f:Z — R fonksiyonunun t €¢" noktasindaki A-tirevi

£ (q") = flo(d) —f@) _ @) —f@") _ f@)—f(q")
o(q") —q" gt — qn q" (g —1)

seklinde elde edilir.

2.3 Zaman Skalalar1 Uzerinde Ol¢ii Teorisi

T bir keyfi bir zaman skalas1 olmak iizere o ileri sicrama operatorii ve p geri

sicrama operatori olsun.
la,b)p ={teT:a<t<b}

seklinde tanimlanan tiim araliklarin ailesini & ile gosterelim. Burada belirtelim

ki [a,a) araligl bos kiimeyi ifade etmektedir.

mq %1 — [O, +OO]
[a7 b)']l‘ —m ([a? b)'ﬂ‘) =b—a
seklinde tanimlanan m; kiime fonksiyonu 3 ailesi iizerinde sayilabilir toplamsal

bir 6l¢iidiir. m; kiime fonksiyonunun Carathéodary geniglemesi pua ile gosterilir

ve T {izerinde Lebesgue-A dl¢iisii olarak adlandirilir [15].

Simdi m; in pua Carathéodary geniglemesinin nasil elde edildigini kisaca ifade

edelim. Ilk olarak (37, m,) ikilisi yardimiyla T nin tiim alt kiimeleri icin bir m}



dig Olgiisii tanimlanir. Burada mj dis Olciisii, reel analizde bilinen \* Lebesgue

dig Olciisiine benzer bir siireg ile agagidaki gekilde elde edilebilir.

T nin herhangi bir alt kiimesi F olsun. j = 1,2, ... icin V}’ler &;’in elemani olan

araliklar olmak iizere, bu araliklarin sonlu veya sayilabilir birlesimleri yardimiyla
E cuy;
J

olacak gekilde F kiimesi ortiiliir. P (T) kiimesi T nin kuvvet kiimesini géstermek

uzere
mi: P(T) — [0,40o0]

E — mi(E) :inf{Zml (V;):EC ijvj}

seklinde tanimlanir. Eger E yi 6rten V; araliklar yoksa bu durumda mj (E) = oo
olarak kabul edilir.

T nin herhangi bir A alt kiimesinin mj-dlciilebilir olmasi i¢in,
mi (E) =mj (ENA)+m](EnNA°

esitliginin her £ C T i¢in saglanmasi1 gerekir (Burada A° kiimesi A kiimesinin
tiimleyenidir). Daha sonra T nin mi-6lgiilebilir tiim alt kiimeleri M (m}) ile
gosterilir. M (mj]) ailesi bir o-cebir olur. Son olarak mj dig dl¢iistiniin M (m])
kiimesi iizerine kisitlamasina Lebesgue A-6l¢iisii denir ve bu 6l¢ii pa ile gosterilir.

Boylece m; kiime fonksiyonunun Carathéodary geniglemesi elde edilmig olur ([15],

[4])-

2.3.1 Lebesgue A-0Olciisii ve A-0Ol¢iilebilir Fonksiyonlar

Bu kisimda Lebesgue A-6lciisiiniin cesitli 6zelliklerine deginecegiz.

Teorem 2.3.1. t) € T\{maxT} olsun. Bu durumda {to} kiimesi A—
olctlebilirdir ve
pa ({to}) = o (o) —to = (ko)

olur [15].



Reel analizde kullanilan Lebesgue o6lciisii i¢in tek nokta kiimelerinin Lebesgue
olciisii sifirdir.  Ancak zaman skalalar tizerinde pa ({to}) = p(to) olup daha
onceki orneklerde de gordiigiimiiz lizere yu (t9) sayist her zaman sifira egit olmak

zorunda degildir.

Teorem 2.3.2. a,b € T ve a < b olsun.

i) s (o)) = b—a
ii) s ((a,b)y) = b — o (a)
olur. Eger a,b € T\ {maxT} ve a < b ise
i) pa ((a,0]y) = o (b) — o (a)
w) pa([a,bly) = o (b) —a
olur [15].
Tanmm 2.3.1. f: T — [—o0, +00| bir fonksiyon olsun. Her o € R i¢in
fH=00,)) ={t€T: f(t) <a}

kiimesi A-dl¢ilebilir ise “f fonksiyonu T dzerinde A-él¢ilebilirdir” denir [8].

2.3.2 Lebesgue A-integrali

Bu boliimde A-olciilebilir fonksiyonlarin Lebesgue A-integraline deginecegiz.
Once basit fonksiyonlarin, sonra pozitif fonksiyonlarin daha sonra da bunlardan
yararlanarak herhangi bir A-0dl¢iilebilir bir fonksiyonunun Lebesgue A-integrali

icin tanmimlar verilecektir.

Tanim 2.3.2. S : T — R bir fonksiyon olsun. j = 1,2,..,n i¢in o ler birbirinden

farkl olmak iizere A; = {t € T : S (t) = a;} kiimeleri tanamlansin. S = 3 ajx4,
i=1
olacak sekilde yazlabiliyorsa S fonksiyonuna “basit fonksiyon” denir. Burada X 4,

fonksiyonu A; kiimelerinin karakteristik fonksiyonudur, yani

1,te A
(t) =
XA]() {O,tgéAj



seklinde tanamlanr [8].

Tanim 2.3.3. E, T nin A-él¢ilebilir bir alt kiimesi ve S : T — R bir basit
fonksiyon olsun. Yani S fonksiyonu Tanwm 2.5.2°de ifade edilen A; kiimeleri ve

a; saylar ile asagrdaki bicimde yazlsin:

S = Z QX A,
j=1

Bu durumda S fonksiyonunun E dzerinden Lebesque A-integrali
/S(t) At = ZajuA (A, NE)
E j=1

biciminde tanwmlanr [8)].

Sonug 2.3.1. f(s) = «, a € R olacak sekilde f sabit fonksiyonu verilsin. Bu

durumda f fonksiyonunun T nin A-él¢ilebilir bir Q) kiimesi tizerinden integrali

Q/f<s>As:/aAs:auA<m

Q
dir.

Tamim 2.3.4. E, T nin A-dlgilebilir bir alt kimesi ve f : T —[0,+00], A-
olgiilebilir bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun E kiimesi tizerindeki Lebesque

A-integrali

/f (s) As = sup /S (s)As:0< S < foeS basit fonksiyon (2.1)
E B
seklinde tansmlanr [8].

Tanim 2.3.5. E, T nin A-él¢ilebilir bir alt kiimesi ve f : T —R, A-él¢ilebilir
bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun pozitif parcast f+ := max{f,0} ve negatif

parcasy f~ :=max {—f,0} seklinde tanimlansin.
/f+ (s) As veya /f_ (s) As
E E

integrallerinden en az bir tanest sonlu olmak sartwyla f fonksiyonunun E kimesi

tizerinden Lebesque A-integrali

/f(s)As:/f+(s)As—/f‘(s)As

seklinde tanimlanar.



2.4 Istatistiksel Yakinsaklik Kavrami

N dogal sayilar kiimesi olmak iizere A C N verilsin. A (n) kiimesi
An)={k<n:ke A}
seklinde tanimlansin. Ayrica A kiimesinin eleman sayisini da # A ile gosterelim.
Tanim 2.4.1. Bir A C N alt kiimesi i¢in
#A(n) im#{kgn:keA}

lim ———= =1

n n n n

limiti mevcutsa, bu limit degerine A kimesinin "dogal yogunlugu (asimptotik

yogunlugu)" denir ve 6 (A) ile gosterilir [19].

Yukaridaki tanimdan hareketle

SIN) = 1,
S({2n:neN)) — (5({2n—l—1:n€N}):%,
§({n*:neN}) = 0 (2.2)

oldugu kolayca goriilebilir. Yine sonlu elemanh bir B kiimesi i¢in 6 (B) = 0 ola-
cag1 gibi sonsuz elemana sahip olan {m? : m € N} kiimesi igin de 6 ({m? : m € N}) =

0 olur. Ayrica asal sayilar kiimesinin de sifir yogunluklu oldugu bilinmektedir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik kavramini hatirlatalim.
Tanim 2.4.2. © = (x3),cy bir sayr dizisi olsun. Eger Ve > 0 igin,
Sk :|zxy—L| >€})=0

veya baska bir ifadeyle

o1

lm—#{k<n:|lz,—L >} =0

non
olacak sekilde bir L sayist varsa, bu durumda v dizisi L sayisina "istatistiksel

yakinsaktir" denir ve st — lilgnxk = L geklinde gosterilir [11].
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Toplanabilme teorisinde 6nemli bir yer tutan istatistiksel yakinsakhik kavrama,

son yillarda yaklagimlar teorisi i¢inde de siklikla kullanilmigtir ([14] ve [3]).

Istatistiksel yakinsaklik tanimindan da anlagilacagi gibi, eger bir = dizisi bir L
sayisina istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir ¢ > 0
komsulugunda dizinin sonsuz coklukta terimi bulunurken bu komsgulugun disinda
da, indis kiimesi sifir yogunluklu olmak {iizere, dizinin sonsuz coklukta terimi

bulunabilir.

Burada hemen belirtelim ki bir x dizisi L sayisina yakinsak ise, bu durumda L
nin her komgulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken, bu komsulugun
disinda diziye ait en fazla sonlu adette terim bulunabilir. Dolayisiyla bu sonlu
adetteki terimlerin indislerinin olugturacagi kiime de dogal sayilarin sonlu bir
alt kiimesi olup yogunlugu sifirdir, yani x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak
olur. Fakat asagida verecegimiz ornek, bu énermenin karsitinin her zaman dogru

olmadigini gostermektedir.

Ornek 2.4.1. (z,), oy dizisinin genel terimi

1 ;n=m?
T, =
0 ;n#m?
seklinde tanimlansin. (2.2)’den st — limzx,, = 0 bulunur. Ancak (x,) dizisinin

yakinsak olmadigy agiktur.

Klasik anlamda yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki bir diger énemli
fark ise bilindigi iizere yakinsak olan her dizi aynm1 zamanda sinirli olmasina
ragmen istatistiksel yakinsak her dizi i¢in bu durum her zaman gerceklesmeyebilir.

Bunu agagidaki 6rnek iizerinde inceleyebiliriz.

Ornek 2.4.2. (z,), oy dizisinin genel terimi

{\/ﬁ; n =m?
T, =

0 :n#m?

seklinde tanymlansin. (2.2)°den st — limz,, = 0 bulunur, ancak (z,,) dizisi sinarls
degildir.

11



Bu boéliimde son olarak, klasik anlamda bilinen "Cauchy dizisi" kavramimin

istatistiksel benzerini hatirlatip onun ic¢in bir karakterizasyona deginecegiz.
Tanim 2.4.3.  : (zy,),,cy bir say: dizisi olsun. Eger Ve > 0 icin
S({k: |z —xn| >€})=0

olacak sekilde bir N = N () sayist mevcut ise, bu durumda x dizisine “istatistiksel

Cauchy dizisi” denir [135].

Tanim 2.4.4. (v,),.y dizisi bir P dnermesini yogunlugu sifir olan bir kime
digindaki her n icin gercekliyorsa (x,) dizisi P dnermesini hemen hemen her

n i¢in gercekliyor denir ve h.h.n i¢in P dogrudur seklinde gosterilir [15].

O halde Tanim 2.4.3'ten (zy),y bir istatistiksel Cauchy dizisi ise, bu durumda
her € > 0 i¢in en az bir N = N (¢) say1st mevcuttur dyleki h.h.k igin |z, — zn| < €

gerceklenir.

Istatistiksel yakinsaklik icin bilinen bir karakterizasyon asagida verilmektedir:

Teorem 2.4.1. Bir (vy),y dizisi i¢in asagidaki onermeler denktir:

i) (T) ey dizisi istatistiksel yakinsakior.
i) (wp) ey dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii) h.h.k igin xp = yx olacak sekilde yakinsak bir y = (yy) dizisi vardwr [13].
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3. ZAMAN SKALALARI
UZERINDE ISTATATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

3.1 Zaman Skalalar1 Uzerinde Istatistiksel Yakin-

sakhik Kavrami

Bu béliimde zaman skalalari {izerinde istatistiksel yakinsakilik kavramini inga
edecegiz. Bu tanimi olugturabilmemiz icin ilk olarak zaman skalalar: iizerinde bir
yogunluk fonksiyonu tamimlamaliyiz. Yogunluk fonksiyonunu tanimlarken Gu-
seinov tarafindan verilen Lebesgue A-6l¢iisii ua dan ve A-0Olciilebilir kiimelerden

yararlanacagiz [15].

Hemen belirtelim ki bu tez boyunca kullanacagimiz T zaman skalasi 6rnekleri i¢in

inf T =1ty > 0 ve supT = oo olmas1 kabul edilmektedir.

3.1.1 Yogunluk Fonksiyonu ve Cesitli Ozellikleri
Q, T nin A-6lgiilebilir bir alt kiimesi olsun. ¢t € T igin, €2 (¢) kiimesini agagidaki

gibi tanimlayalim:
Q(t) = {8 S [to,th‘ 1S € Q}
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Tanim 3.1.1. Q, T nin A-élcilebilir bir alt kiimesi olmak tizere, ejer

i A (Q2(1))

s (o ) (3.1

limiti mevcut ise, bu limit degerine “Q nun T tzerindeki yogunlugu” denir ve o (2)

seklinde gasterilur.

Yukarida vermis oldugumuz bu tanimin T = N hali daha 6nce verilen Tanim
2.4.1’i, a > 0 olmak iizere T = [a,00) hali Denjoy [10] tarafindan verilen
yaklagik yogunluk tammim icermektedir (ayrica bakimiz [18]). Ustelik secilen
uygun zaman skalasi érnekleriyle bu tanim, ayrik ve siirekli durumlar arasindaki

boslugu kapatmaktadir.

Tanmim 3.1.1°’den
5 (T) =1 (3.2)

ve herhangi bir {2 C T i¢in eger {2 nin yogunlugu mevcutsa
0<6r(2) <1 (3.3)

oldugu kolayca goriilebilir.

Zaman skalalar1 {izerinde yogunluk fonksiyonunu tanimladiktan sonra bu béliimde
yogunluk fonksiyonlar: i¢in bilinen bazi 6zelliklerin Tanim 3.1.1 ile tanimladigimiz

yogunluk fonksiyonu icin de dogru oldugunu gosterecegiz.

Lemma 3.1.1. T bir zaman skalasy olsun. A wve B, T nin A—dlcilebilir alt

kiimeleri ve 61 (A), 61 (B) sayilars mevcut olsun. Bu durumda

or (AU B) < 01 (A) + 01 (B) (3.4)
olur. Eger AN B = & ise,

or (AU B) =61 (A) + 1 (B) (3.5)

elde edilir.

ispat.

Aty ={to<s<t:se€ A} ve B(t) ={to < s<t:s€ B}
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olsun.

(AUB)(t) C A() UB (t)

oldugu kolayca goriilebilir. Boylece pua bir 6l¢ii oldugundan

pa((AUB) (1)) < pa(A(t)UB(1))
< pa (A1) + pa (B(1))
elde edilir. Simdi son esitsizligin her iki tarafini pa ([to, t];) sayisma bolip ¢ — oo
icin limit alirsak,

i ((AUB) W) _ pa(AW®) | pa(B()
B s (ot = P %epun (o ) o ([ )

egitsizligi elde edilir. Bu son egitsizlik ise Tanim 3.1.1’den

dr (AUB) <1 (A) + or (B)

olmasini gerektirir. Son olarak eger AN B = O ise,
pa ((AUB)(t) = pa (A(t) + pa (B (1))

olur. Buradan benzer yolla

or (AU B) = 0t (A) + or (B)
elde edilir ve ispat tamamlanir. O
Lemma 3.1.2. A C T ve i1 (A) =0 olsun. Buradan

or(T\A) =1

olur.

ispat. T =AU (T\A) ve (T\A)N A = & olacagi aciktir. Boylece,
or (AU (T\A)) = 0r (T) =1 (3.6)
olur. (3.5) ve (3.6)’dan, agagidaki esitligi elde edebiliriz:

op (AU(T\A)) = dr(A)+dr(T\A)
= op(T\A)
= 1

Dolayisiyla ispat tamamlanir. ]
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Lemma 3.1.3. A ve B, T nin A-él¢ilebilir alt kimeleri ve A C B olsun. Egjer
or (A) and 61 (B) sayilars mevcutsa,

or (A) < ot (B)

dar.

Ispat. A C B olsun.
Aty ={to<s<t:se A} ={to<s<t:se B}

ve
B(t)={ty<s<t:se B}

olsun. A C B kabuliimiizii kullanarak,
A(t) C B(t)
oldugunu kolayca gorebiliriz. Simdi pa nin bir 6l¢ii oldugunu bilgisini kullanarak,
pa (A(t) < pa (B(t))

yazabiliriz. Son esitligin her iki tarafint pa ([to, ) sayisina boliip daha sonra

t — oo icin limit alirsak,

g 3 A0 s (B(0)
t=o0 i ([to, t]y) = 1500 ([to, tlp)

elde ederiz ve boylece Tanim 3.1.1’den
or (A) < or (B)
sonucuna ulagiriz. O
Lemma 3.1.4. A ve B, T nin A-él¢ilebilir alt kiimeleri olsun. Eger dp (A) =
or (B) =1, ise
(i) or (AUB) =1

(ii) or (AN B) =1
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olur.

Ispat. (i) Herhangi iki A ve B kiimeleri igin A C AUB olacag agiktir. Lemma
3.1.3'ten
or(A) < ir(AUB)

vazabiliriz. (3.3) esitsizligini ve hipotezi kullanarak,
1<ér(AUB) <1
esitsizligine ulasiriz. Bu son esitsizlik ise
or(AUB) =1
olmasini gerektirir.
(i1) Herhangi iki A ve B kiimeleri i¢cin AU B kiimesi,
AUB = (A\B)U(B\A)U (AN B)

olacak gekilde ti¢ ayrik kiimenin birlesimi olarak yazilabilir. Lemma 3.1.1

yardimiyla,
or (AU B) = 1 (AN B) + 01 (B\A) + 61 (AN B)
egitligi yazilabilir. A C T oldugundan
ANB C T\ B
olur. Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3’i kullanarak,
dr (ANB) < 61 (T\B) =0

yazabiliriz. Dolayisiyla é1 (AN B) = 0 olur. Benzer sekilde o1 (B\A) =0

olacag gosterilebilir. Boylece
or(AUB) =dr(ANB)

olur. (i)’den dolay1
or(ANB)=1

olmak zorundadar.
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3.1.2 Zaman Skalalar1 Uzerinde Istatistiksel Yakinsaklik

Artik bir T zaman skalasi iizerinde tanimli reel degerli bir f fonksiyonu icin

istatistiksel yakinsaklik kavramini verebiliriz.

Tanim 3.1.2. f: T — R, A-él¢uilebilir bir fonksiyon olsun. Eger her e > 0 i¢in,
or({teT:|f(t)— Ll =>e})=0 (3.7)

esitlgi saglanwyorsa, f fonksiyonu T tzerinde L sayisina istatistiksel yakinsaktir

denir ve bu durum
sty — tlg& f(t)=1L

seklinde gésterilir.

Tanim 3.1.1°den yola gikilarak (3.7) esitligi asagidaki sekilde de yazilabilir:

g o ({s € [to, t]r : |f(s) = L| > €})

iz i (o 117) =0

Ornek 3.1.1. T =N alalim. Bu durumda to =1 olup

pa ([I,nly) =pa ({1,2,3,..,n}) =0(n) —1=(n+1)—1=n

ve

<nc|f(k) = L] = ¢e})

pa({k € [Lnlu: [f(k) — LI 2 e}) = pa({L<k
E<n:|f(k)—L| >}

= #{1<

olur. T = N durumu icin
sty — lim f(n) =L

n—oo
ifadest
<k f(B) I >2)

n—o0 n

—0 (3.8)

limitine egittir. Burada (3.8) esitligi aslinda (xy) := (f(k)) dizisinin L sayisina
wstatistiksel yakinsaklhging verir. Bunu Tanwm 2.4.2°de
st— lim x, = L
k—o00

seklinde gostermigtik (bakiniz [11]).
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Ornek 3.1.2. §imdi T = [a,00) (a > 0) secelim. Bu durumda Tanwm 3.1.2,
Méoricz tarafindan verilen tanima indirgenir (bakiniz [18]). Bu drnekte to = a

oldugundan
ps (lat],, ) = na(la,t) = oft) —a =t —a

ve yine T = [a,00) oldugundan,

Ha (S € [a, a0 1 |f(8) — L 2 5) = pa({a

olur; burada m(B) ifadesi bir B kiimesinin klasik Lebesgue ol¢tisint gostermek-

tedir. Dolaysiyla,
Stla,00) — thm f(t) =L
—

ifadesi
<s <t — L =
t—»00 t—a

limitine denktir. (3.9) egitligi ise ilk kez Moricz tarafindan tanimlanmagtir [18].

Ornek 3.1.3. Son olarak Tanwm 3.1.2°de T = ¢V (¢ > 1) alalum. Bu zaman

skalast ornegi icin tg = q olup Tanwm 3.1.2°de t gordigimiz yere q" yazarsak,
0N ([q,qn]qw> =pa ({0, 4% . ¢"}) =0 (") —1=4q(¢" - 1)

olur. K(e) = {qk € [q, q"]qN ; ‘f(qk) — L| > 5} seklinde tamwmlayalim. Bu
durumda

n

pa (K(g)) = (o(d") — ¢*) xx()(d")

= (-1 " xxe(d")
k=1
elde edilir. Dolayisiyla
J— 1 k —
stye — lim f(¢") = L
ifadesi

-1 n k : k
n—00 q(q" — 1) n—00 [n]q

=0 (3.10)
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limitlerine denk olur. (3.10) esitligindeki [n], ifadesi

qn —1
qg—1

nly=1+q+¢+..+¢" "= (3.11)

esitligi ile verilen q-tamsayilar: gostermektedir. Ayrica (3.10) esitliginde verilen

limit asagrdakt matris toplanabilme metoduyla da gosterilebilir:

Dot XK (d°)

Jim i, = lim Ci(g)xk)(q"),
burada Ci(q) = [cak(q@)], k,n € N, ifadesi birinci mertebeden q-Cesdro

matrisini gostermektedir.  Bu matris Aktuglu ve Bekar tarafindan asagidaki

sekilde tanimlanmastir [2):

¢!
—_— if1<k<n
cap(q) = [l (3.12)
0,  diger durumlarda.
Boylece (3.10) ve (3.12) esitliklerinden
sty — lim f(¢") = L & lim Ci(q)xx()(q") =0 (3.13)

ifadesi elde edilir. Bu son yakinsaklik methodu ise [2]’de f fonksiyonunun L

sayisina q-istatistiksel yakinsakligi olarak adlandvrilmagter [2).
Verdigimiz bu ii¢ 6rnegin ardindan belirtmeliyiz ki Tanim 3.1.2’de secilen herhangi
bir zaman skalasi icin yeni bir yakinsaklik methodu {iretmek miimkiindiir.

Simdi ise Tanim 3.1.2°de vermis olugumuz istatistiksel limitin tekligini ve
lineerligini gorecegiz.
Teorem 3.1.1. T bir zaman skalasy f: T — R, A-dl¢iilebilir bir fonksiyon olsun.

Eger sty — tlimf (t) mevcutsa, bu istatistiksel limit tektir.
—00

Ispat. sty — tlimf (t) = Ly ve sty — 1tlimf (t) = Ls olsun. Verilen € > 0 sayisi
—00 —00

icin A ve B kiimelerini agagidaki gibi tanimlayalim:

A:{t:yf(t)—Lly>%} veB:{t;yf<t)—L2\>g}.
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Zaman skalalar: lizerinde istatistiksel limit tanimini g6z Oniine alarak,

stT—tlimf(t) = L) <= Ve>0, 0r(A)=0

—00

StT—tlimf(t) = Ly <= V>0, 0r(B)=0
—00

yazabiliriz. Simdi Ly = Ly oldugunu gosterelim. Bunun i¢in

V€>Oi(;iH0§’L1—L2‘<€

oldugunu gostermeliyiz. Aksini kabul edelim, 3¢ > 0 i¢in |L; — Ly| > & olsun.

Buradan

|L1 — Lo|
|Ly— f(t) + f(t) — La|
< |f (@) = Lo| + [ f (t) — Lof

™
N

olmak zorundadir. Eger t ¢ AU B ise, |f (1) — L1| < § ve |f (t) — L] < § dir. O
halde t ¢ AU B igin

€

C <L~ P41 ()~ Ll < 5+

olur ve bu celigki ispat1 tamamlar. O]
Teorem 3.1.2. f,g: T — R, A-élciilebilir fonksiyonlar ve ¢ € R olsun. sty —
lim f (t) = Ly ve sty — limg (t) = Ly olsun. Bu durumda
t—o0 t—o0

(i) str— lim (£ (1) + 9(0)) = L + Ly

(i) sty — tlggo (cf (1)) =cLy

olur.

ispat. (i) Verilen ¢ > 0 sayis1 icin A = {t:|f@t)—Li|=> 5} ve B =
{t:]g(t) — La| > £} olsun. Bu durumda
sty — tlimf(t) = L) <= Ve>0, o07(4) =
—00

st —tlimg(t) = Ly <= Ve >0, dp(B) =
—00
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(i)

olur. Simdi C' = {t:|f(t) + g (t) — L1 — Lo| > €} kiimesini tanimlayalim.

ot (C) = 0 oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin
CCAUB

oldugunu iddia ediyoruz. Aksini kabul edelim, yani C' € AU B olsun. Bu
durumda en az bir ¢, € C vardir dyle ki ty ¢ AU B gerceklenir. Ustelik

tg%AUB — to%AVet()%B

dir. Eger to ¢ Aise, |f (to) — L1| < § ve to & B ise, |g (to) — Lo < § olur.
Boylece
|f (to) = L] + g (to) — Lo < ¢
elde edilir. Ayrica
|f (to) + g (to) — L1 — La| < |f (to) — La| +[g (to) — L2| <€ (3.14)

olup, (3.14)'ten ty ¢ C elde edilir. Bu bir geligkidir, dolayisiyla C C AU B
olmalidir. Lemma 3.1.3, (3.3) ve (3.4) yardimiyla

0<6r(C)<or(AUB) <o (A)+6r(B)=0
elde edilir. Bu son egitsizlik ise
str — lim (f @) +g(@) =L+ L
demektir.

¢ = 0ise durum acgiktir. Simdi ¢ # 0 olmak iizere F = {t S| f () = La| = i}
diyelim.
sty — tlimf (t) =L, <= Ye>0igin,ér(E)=0 (3.15)
—00

olacagindan her ¢t € F icin,

Lﬂw_Lﬂ>éT:$|d@%ﬂiﬂ>g

yazilabilir. Bu ise (3.15) uyarinca
sty — tllglo (cf (t)) =cLy

olmasina denktir.
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Bu kismin sonunda zaman skalalar iizerinde istatistiksel Cauchy fonksiyonunu

tanimlayacagiz.

Tanim 3.1.3. f : T — R, A-édl¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Her € > 0 i¢in en
az bir t1 >ty sayisy vardir dyleks
(s € frotle 1 () = £ (1)] > <))
t—00 HA ([to, t]’]I‘)
1se, f fonksiyonuna “T dzerinde istatistiksel Cauchy’dir” denir.

=0

3.2 Zaman Skalalar1 Uzerinde Istatistiksel Yakin-

saklik I¢cin Baz1 Karakterizasyonlar

Bu boéliimde bir zaman skalasi iizerindeki istatistiksel yakinsaklik kavrami icin
baz1 karekterizasyonlar elde edecegiz. Bu sonuclarin bazi 6zel halleri literatiirde

mevcut olmakla birlikte yeni ve geligtirilebilir pek ¢ok yoniide bulunmaktadir.

Tk karakterizasyon teoremimize gecmeden 6nce, teoremin ispatinda kullanacagimiz

bir notasyona deginmemiz gerekmektedir.

T bir zaman skalasi, A C T ve dr (A) = 0 olsun. f, T tizerinde tanimh reel degerli
bir fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu bir P ¢nermesini A kiimesi digindaki her
t € T igin gercekliyorsa f fonksiyonu P Onermesini “hemen hemen her ¢ icin
gercekliyor” denir ve h.h.t icin P dogrudur seklinde gosterilir. Burada belirtelim

ki, vermig oldugumuz bu tanimin T = N hali Tanim (2.4.4)’te verilen tanimdir.

Teorem 3.2.1. f : T — R, A-élcilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
asaqidakt onermeler denktir.

(i) [ fonksiyonu T idzerinde istatistiksel yakinsaktor.

(i1) [ fonksiyonu T dzerinde istatistiksel Cauchy’dir.

(i1i) [ fonksiyonu A-dl¢ilebilir g ve h fonksiyonlarimin toplams olarak yazilabilir
oyle ki
lim g (T') = sty — lim f(T) (3.16)
T—o00

T—o0
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ve

Sr({T: h(T) £ 0}) =0 (3.17)

olur. Ayrica, eger f fonksiyonu sinarl ise, g ve h fonksiyonlary da sinwrlidur.

ispat. (i) = (ii): Klasik analizde yakinsak her dizinin bir Cauchy dizisi olmas

ispatina benzeyen bir ispat uygulayacagiz. stp — tlim f(t)=Lvee>0olsun. Bu
—00

durumda hemen hemen her ¢ € [ty,00)r icin |f (£) — L| < § olur. ¢; € T alahm.

Bu durumda

[f @) = f )l < |f() = LI+ [f(t) = L]

€ €
—+ - hht
2 * 2

olur. Dolayisiyla, f, T iizerinde istatistiksel Cauchy’dir.

(17) = (it7): f fonksiyonu T iizerinde istatistiksel Cauchy olsun. Buradan,
|f(T)— f(t1)] <e h.hTigin

olur. Simdi bir ¢; > 4 secelim Oyle ki

I= |1 -3 r+ 5

araligl hemen hemen her T i¢in f(7T') sayisini igersin. Yine bir ¢5 > ty secelim

oyleki

J = [f (t2) — %l,f(b) + ﬂ

araligl hemen hemen her T i¢in f (T') sayisini icersin. Simdi iddia ediyoruz ki,
L:=1InJ hemen hemen her T i¢in f (T') sayisini igerir.

Simdi A= {t, <T <t: f(T) ¢ I,} olsun. Iddiamizin dogru oldugunu gostermek
icin o1 (A) = 0 oldugunu gostermeliyiz. Kolayca goriilebilir ki

A={to <T<t: f(T) ¢ LY ={to <T <t:f(T)¢ VU{to <T <t:f(T)¢J}

pa(A) <pn({to T <t: f(T) ¢ 1) +pa({to <T <t: f(T) ¢ J})
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olur. Son egitsizligin her iki yanin pa ([to, t]) sayisia boliip, ¢ — oo igin limit
alirsak
or(A)=0

oldugu goriiliir. Buradan, hemen hemen her T i¢in f (T') € I ’dir. I ve J kiimeleri

kapali oldugundan I; kiimesi de kapali olur. Hatta,

pa () < pa(J)

dir. Simdi yeniden bir t3 > ¢, segelim Oyleki

hi= | = g )+

araligl hemen hemen her T igin f (T") saywsini igersin. Benzer gekilde
[2 = [1 N Jl

araligl hemen hemen her T i¢in f (7') sayisin igerir. Ve yine Iy araligi kapali olup
pia (I) < $'dir. Bu yolla devam edersek, tiimevarim ilkesiyle {I,,}°_, kapah

araliklar dizisi inga edebiliriz. Bu dizide her bir m i¢in,
L1 Clyy pa (In) <277
ve hemen hemen her T i¢in f (7)) € I, olur.
I¢ ice araliklar teoreminden, en az bir \ sayist vardir dyleki Mooy Ly = A dir.
Hemen hemen her T igin f (7') € I,, oldugundan,
to < by <by < ...

dizisini olugturabiliriz. Burada m — oo iken b,, — oo ve

b
pa ([to, 1)

olur. Simdi g ve h fonksiyonlarini agagidaki sekilde tanimlayalim:

ia({to ST <t: F(T) ¢ 1)) < % E>by (3.18)
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o to < T < b ise,
g(T):=f(T) ve h(T):=0

e T'>byveb, <T <bpi1 (m=>=1) ise,

g@w:{f”” JOVEIn o )= p ) - g1,

A, diger durumlarda

g ve h fonksiyonlar1 A-olciilebilir fonksiyonlar oldugundan, f = g + h fonksiyonu
da A—olciilebilirdir. Simdi iddia ediyoruz ki

lim g (T) = A

T—o0

dir. Iddiamizin dogru oldugunu gostermek icin herhangi bir ¢ > 0 alalm. 0 <
e < 1 ve bir p tamsayisi secelim 6yle ki 277 < € olsun. Eger T' > b, ise, bazi
m > p sayllart igin b,, < T < by, olur. Eger f(T) € L, ise, f(T) = g(T) ve

tanimdan
lg(T) =M =1[f(T) = A <paln) <27" <27 <e¢ (3.19)

olur. Eger f(T) ¢ I, ise, bu durumda da g (7') = A olur. (3.19) esitligi her
T > b, i¢in dogrudur. Bu ise (3.16)’y1 ispatlar.

h fonksiyonunun tamimindan, h (7") # 0 olmasi igin gerek ve yeter sart f (1) #
g (T') olmasidir. Eger bazi m > 1 sayilar igin, b,, < T < b, 11 ise,
m—1
{toSTSth(T)#O} == kL:Jl{kaTSbk+1f(T)¢]k}
U{bn <T <t:f(T)¢I,}
C {to<T<t:f(T)¢ In}

bulunur. Lemma 3.1.1’den,

pa({to ST <t:h(T)#0}) < m/m({toéTétif(T)¢[m})

=

pa (fto, tly)

3=

<

olur. Dolayisiyla t — oo iken m — oo olup,
52 ({T': b (T) #0}) = 0
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bulunur. Bu ise, hemen hemen her T igin A (T) = 0 ve f(T) = g(T) olmasi
demektir. Eger f smirh ise, bir M says1 vardir 6yleki |f (T)] < M’dir. Her
T € T igin

T
3
A

max { M, \}
) < M4

elde edilir.

(1i1) = (i): f = g+ h olsun. Bu durumda
stp — lim f(T) = sty — lim g(T) + sty — lim h(T)
T—o00 T—o00 T—o00
= limg(T)+0
T—o0
= A

elde edilir. Yani, f T iizerinde istatistiksel yakinsaktur. O]

Teorem 3.2.1'de T = N almirsa Fridy [13| tarafindan ispatlanmig olan karakteri-
zasyon ve a > 0 olmak fizere T = [a,00) alinirsa Moricz [18] tarafindan

ispatlanmis olan karakterizasyon elde edilir.

UYARI: Zaman skalalar: {izerinde tanimlanan fonkiyonlarin istatistiksel yakin-
sakligi ile simdiye kadar elde ettigimiz bazi tanim ve teoremler, bagimsiz olarak
[22]'deki yazarlar tarafindan da incelenmigtir. Fakat gimdi literatiirde tamamen

yeni olan karakterizasyonlar ve onlarin sonuglarini elde edecegiz.

ilk olarak Salat [20] tarafindan N iizerinde istatistiksel yakinsaklik icin verilmis
olan karakterizasyonun, tiim zaman skalalar: icin gecerli olan formunu ispatlaya-

caglz.

Teorem 3.2.2. f : T — R, A-édl¢ilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

st — tlim f(t) = L olmasi igin gerek ve yeter sart T nin A-él¢ilebilir bir Q alt
—00

kiimesi vardwr oyle ki o1 () =1 ve  lim )f(t) = L dir.

t—oo (teQ

Ispat. Gereklilik.

1
Qj:{teT:|f(t)—L|<3}, j=12, ..,
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seklinde tanimlayalim. Hipotezden her j € N igin, o1 (€2;) = 1 yazabiliriz. Hatta
(2;) dizisinin azalan oldugunu soyleyebiliriz. Simdi, j = 1 igin bir t; € O
secelim. Op (€2;) = 1 oldugundan, en az bir ¢ty € Qy, to > ¢y vardir Gyle ki her

Qo (t 1
M > — saglanir. Ayrica, yine dp () = 1
pa ([tost]) — 2
oldugundan, en az bir t3 € Qg3, t3 > ty vardir 6yle ki her bir t > t3, t € T

Qs(t
Ha ($s(1)) > — gerceklenir. Aymi isleme devam ederek, artan bir (¢;) dizisi

22N ([t07 t]T) 3
Q. (t ) — 1
olugturabiliriz. Bu (¢;) dizisinde her bir ¢t > t;, t € T i¢in, pa (8 (1)) < 7 »
pia ([to,1].) J

olur; burada Q; () := {s € [to,t]r : s € Q;}, j € N dir. Q kiimesini agagidaki

bir t > to, t € T igin,

icin

sekilde inga edelim:

o Egert € [to, 1]y ise, t € Q,

o Bger j=1,2,...,i¢in t € Q; N [t;,tj11]y ise, t € Q.

Dolayisiyla,
Q:={teT:teltotily veya t € QN [t i)y, j=1,2,...}

seklinde yazilabilir. € kiimesinin tanumi geregince her bir ¢ € [t;,t;01)r (J =
1,2,...) igin,

pa () o pa (1) Jj—1

pa ([to.t,) — pa([to,t],) ~ J

yazilabilir. Bu son esitsizlik i (2) = 1 anlamina gelmektedir. Simdi ise

lirgn o f(t) = L olacagim gosterelim. Verilen bir € > 0 i¢in, bir j sayis1 segelim
t—roo (te

oyle ki 1 < ¢ olsun. Ayrica t > t;, t € Q alahm. Bu durumda en az bir
n>j Va?rdlr oyle ki t € [t,, 1) dir. Q kiimesinin tanimi geregince t € €2, ve
dolayisiyla
O -Ll< <z <e
olur. O halde her bir t € Q, t > ¢; icin |f(t) — L| < ¢ olur; bdylece
lim )f(t) = L dir.

t—o0 (teQ

Yeterlilitk. Hipotez uyarinca, verilen bir € > 0 icin en az bir ¢, € T vardir
oyle ki her t > t,, t € Q i¢in |f(t) — L| < e oldugu elde edilir. Dolayisiyla
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Ale) == {teT:|f(t)—L| >} ve B := QN [ty,00)7 dersek, A(e) C T \ B

olacagi kolayca goriiliir. Ayrica,
0= (Q N [to, t*)']r) UB ve 5’IF (Q) =1

bilgilerini géz Oniine alirsak, (2N [tg,¢.)r) kiimesinin smirh olmasi sebebiyle
dr (2N [to, tx)r) = 0 dir. O halde Lemma 3.1.4’ten dr (B) = 1 ve dolayisiyla
ot (A(e)) = 0 olur. Boylece ispat tamamlanir. O

Yeni bir karakterizasyona ge¢meden oOnce, asagidaki iki lemmaya ihtiyag duya-

caglz.

Lemma 3.2.1. f : T — R, A-él¢ilebilir bir fonksiyon olsun. Eger sty —

tlim f(t) =L ve f bir M sayist ile dstten sinirl ise,
—00

lim
t—00 ,LLA t07 / f

to ;T

olur; burada, zaman skalalar: tizerindeki Lebesque A-integrali kullanilmaktadur.

Ispat. Genellikten bir sey kaybetmeksizin L = 0 alabiliriz. Simdi ¢ > 0 ve
Qt) :={s € [to, t]r : | f (s)| > €} olsun. sty — tlim f (t) = L oldugundan
—00

i 18 (00)
t=0 in ([to, t)y)
Q(t
elde edilir. Yeterince biiyiik ¢ ler i¢in M < £ olur. O halde
27N ([t07 t]'ﬂ‘) M
L s
KA ([t07 t]’]l‘)
[to,t]T
< s [ IFelas e
— pa ([to, )
(1) [to,t],\ Q¢
< ! M / As +
< ——— s+¢
pia ([to, t]p)
Q1) [to t]

\
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yazabiliriz. [8]'den yararlanarak T nin herhangi bir A-6lgiilebilir A alt kiimesi
icin [, As = pa (A) olacag Sonug 2.3.1’den agiktir. Bu son esitsizlik,

[ 000 < Ma OO rers )
th pa ([to, t]?l‘)

[to t
anlamina gelmektedir. € > 0 keyfi oldugundan ispat tamamlanir. ]

Lemma 3.2.2. f : T — R A-dl¢ilebilir bir fonksiyon ve st — 1tlirn ft) =1L
—00
olsun. Eger g : R — R fonksiyonu L noktasinda strekli ise,
str — lim g (f (1)) = g (L)

olur.

Ispat. ¢ fonksiyonu L noktasinda siirekli oldugundan, her ¢ > 0 icin, en az
bir 6 > 0 vardir 6yle ki |y —L| < ¢ iken |g(y) —g(L)| < € olur. Fakat
lg (y) — g (L)| = € ise |y — L| > § olur ve dolaysiyla

l9(f (@) —g(L)| zeise |f(t)—L| >4
dir. Boylece,
{teT:|g(f(t)—g(L)|=ctc{teT:[f({)— Ll =6}
olur. Lemma 3.1.1’den
or({teT:[g(f(t)—gL)Ze}) <or({teT:[f(t)—L|=0})=0
elde edilir. O

Bu iki lemmadan sonra simdi yeni karakterizasyonumuzu vermeye haziriz.
Teorem 3.2.3. f: T — R, A-élciilebilir bir fonksiyon olsun.

st — tliglof (t)=1L
olmast icin gerek ve yeter sart, her a € R i¢in

1 A A
lim ———— / el ANg = elol (3.20)
t=00 i ([to, tly)

[to,th*

olmasidar.
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ispat. Gereklilik. stt—1im;_,, f (t) = L oldugunu kabul edelim. Sabit bir « € R

icin e’ fonksiyonunun siirekli oldugu aciktir. Dolayisiyla, Lemma 3.2.2’den

sty — lim e/ (t) = giol
t—o0

olur. Ayrica, ’*/® sl bir fonksiyon oldugundan, Lemma 3.2.1’den

1 . ,
lim ————— / A g = etol
t—o0 ,UA ([to, t]’]l‘)

[to,t]T

olur.

Yeterlilik. Simdi her o € R igin (3.20) esitliginin ger¢eklendigini kabul edelim.
Schoenberg’in makalesinde oldugu gibi (bakiniz [21]), asagidaki siirekli fonksiyonu

tanimlayalim:
0, r < —1 ise

14z, —1<z<0 ise
M (z) =
1—2x, 0<z<1 ise
0, r>=1 ise.

Bu durumda M (z) fonksiyonunun agagidaki integral gésterimine sahip oldugunu
biliyoruz:

M (z) = % /OO (%):imda, (z € R).

Genelligi bozmaksizin (3.20) esitliginde L = 0 kabul edebiliriz. Boylece her a € R
icin
1 )
m-— / e fOIAs =1 (3.21)
tly)

i
t—o0 ILLA ([t07
[to»t]T

olur. Simdi verilen bir € > 0 i¢in Q kiimesini Q := {t € T : |f (¢)| > €} seklinde
tamimlayalim. Ispati tamamlamamiz icin o () = 0 oldugunu gostermeliyiz.

Bunun icin 6ncelikle,

yazalim. Uygun bir degisken degistirme igslemi yaptiktan sonra,

M (@) - %/ (%):iﬂs)ada (3.22)

R
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elde edilir. Dolayisiyla

t

o /M (5 &

to

[tot]lr \R

olur. Burada belirtmeliyiz ki (3.22)’de tanimladigimiz integral mutlak yakinsak-

tir. Zaman skalalar tizerindeki Fubini teoreminden (bakiz [1, 5, 6]),

m / M(fis)>As

[tO 7t]T

[t() 7th‘

elde edilir. Ustelik, her o € R ve t € T icin,

1

S ifepgl <1
e s| <
pa ([to, tlr) /

[to,t]T
dir. Dolayisiyla, (3.2) esitligini Lebesgue yakinsaklik teoremini géz 6niine alirsak,

b M (&) o

[to 7t]T

. 2
S sin (a¢/2) 1im—1 /eif(s)aAs do
27 ae/2 t=o0 i ([to, tlp)
R

[to,t]']r
€ (sin(a5/2))2da

o ae/2
R

elde edilir. M fonksiyonunun tanimi geregince

lim — / M(f(5)>As:M(O):1 (3.23)

t=o0 fin ([to, ) 3

[to,th‘
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dir. Herhangi bir s € Q(t), Q(¢) := {s € [to,t]r : s € Q} igin,
Boylece

elde edilir. Ayrica,

[ - [ () [u(2)s

[tot]r [tost]p\ () Q(t)

[to,tlp\ Q(t)
= ua ([to, ﬂ'ﬂ') — ua (2(t))

fa (2(t)) _ 1 f(s) s
MA([t07t]’H‘)<1 pa ([to, tp) /M< € >A

[tot]T

oldugundan,

bulunur. Son egitsizligin her iki tarafinda ¢ — oo igin limit alip ayrica (3.23)
esitligini kullanirsak,
or(2) =0

sonucuna ulagiriz. Boylece ispat tamamlanir. O]

Bu noktada hemen belirtmeliyiz ki Teorem 3.2.3’te T = N alinirsa Schoenberg’in
ispatlamig oldugu teorem [21], @ > 0 olmak iizere T = [a, 00) alinirsa Fekete
ve Moricz tarafindan ispatlanmig olan teorem elde edilir [12]. Bu teoremin bir
bagka 6zel durumu ise ¢ > 1 icin, T = ¢" almmas: halinde bizi asagidaki sonuca

ulagitirir.

Sonug 3.2.1. ¢ > 1 olmak idizere f : ¢"— R A-dlciilebilir bir fonksiyon olsun. Bu
durumda,

Ston — tliglo ft)=1L
olmasi icin gerek ve yeter sart, her a € R i¢in

n
lim L Z eiaf(qk’)qkfl _ eiaL
e [, 2=

dir. Burada [n), ifadesi (3.11) esitligi ile verilen q-tamsayisiny gostermektedir.
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Simdi bir sonraki karakterizasyonumuzda kullanacagimiz bir tanimi verelim.

Tanim 3.2.1. f: T — R, A-dl¢ilebilir bir fonksiyon ve 0 < p < oo olsun.

/\f L As=0

[t07

1m —— 7

olacak sekilde bir L € R warsa, bu durumda f fonksiyonu “T zaman skalasi

tizerinde kuvvetli p-Cesdro toplanabilirdir” denar.

Burada vermis oldugumuz tanim, bazi zaman skalalari iizerinde iyi bilinen
kuvvetli p-Cesaro toplanabilme kavramini, herhangi bir zaman skalasina geniglet-
mektedir. Ornegin, ¢ > 1 icin ¢ zaman skalasi alinirsa Tanim 3.2.1 bize bir f

fonksiyonunun ¢" {izerinde kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olmas icin

lim Lqu_l ‘f (qk) — L‘p =0

nvoo ], £

sartin1 saglayan en az bir L reel sayisinin mevcut olmasi gerektigini gosterir. Bu

tanim, toplanabilme teorisi i¢in yeni bir calisma alani olusturmaktadir.

Son karakterizasyonumuz i¢in asagidaki lemmaya ihtiyag duyacagiz.

Lemma 3.2.3. (Zaman skalalary dzerinde Markov esitsizligi) f : T — R, A-
ol¢ilebilir bir fonksiyon ve € > 0 d¢in Q(t) == {s € [to,t]r : |f(s) — L] > ¢}

seklinde tanimlansin. Bu durumda

ps @) <2 [IFe-tas< s [ 176)-Llas

Q(t [tot]r
dar.
Ispat. Her s € [to, t]r ve € > 0 icin

0 < exaq) () < [f(s) = Ll xaw (s) < [f(s) — L]

yazilabilir ve buradan

e | As< | |f(s)—L|As < |f (s) — L| As
I /

[to’t]']r
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sonucuna ulagilir. Dolayisiyla,

ena (Q(1)) < / £ (s) — L As < / £ (s) - L| As
Q(t)

[to’t]T

olur ve boylece ispat tamamlanir. O

Simdi son teoremimizi verelim.

Teorem 3.2.4. f : T — R, A-él¢ilebilir bir fonksiyon, L € R ve 0 < p < 00

olsun. Bu durumda,

(1) Eger f fonksiyonu L saysina kuvvetli p-Cesdro toplanabilir ise, sty —
lim f (t) = L dir.
t—o0

(13) Eger sty — tlim f(@t) = L ve f suarle bir fonksiyon ise, bu durumda f
—00

fonksiyonu L sayisina kuvvetli p-Cesdro toplanabilirdir.

Ispat. (7) f fonksiyonu L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olsun. Verilen
bir € > 0 i¢in Q(t) := {s € [to,t]r : |f (s) — L| = ¢} diyelim. Lemma 3.2.3’ten

s @) < [ 17() - LI s
[tOvth‘
olur. Son esitligin her iki tarafini pa ([to, t]y) sayisina bolip ¢ — oo icin limit

alirsak,

. MA(Q(t)) l im; s)— LIP As =
tli{g/LA([to,t]T) S ep tl—>°OMA([f07ﬂqr) / Fe A =0

[t(),th*
elde edilir. Bu sonug ise sty — tlim f (t) = L olmasi demektir.
—00

(73) f fonksiyonu simirli ve T iizerinde L sayisina istatistiksel yakinsak olsun. Bu

durumda pozitif bir M sayis1 vardir 6yle ki her s € T icin, |f (s)] < M’dir. Ayrica,

L s ()

A (o, ) =0 (3.24)
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olur. Buradaki Q(t) kiimesi, (¢) sikkindaki gibidir. Boylece,

/|f _LPAs = /|f _LPAs+ / F(s) — L As

t() t]rﬂ‘ Q(t [tO’t]'ﬂ‘\Q(t)
< (M +|L)P / As +eP / As
Q(t) [to.t]p

= (M A+ L))" pa (21)) + €”pua ([to, t]y)
olur. Yine esitsizligin her iki tarafini pa ([to, t]y) ile bélip ¢ — oo igin limit
alirsak,

1 pia (A)

lim ———— / LI As < (M + |L])? lim +eP (3.25

(o ) [/ (s) = LI" As < (M + |L]) A o, ) (3.25)
[tOvt]']T

elde edilir. € keyfi oldugundan, (3.24) ve (3.25)’ten ispat tamamlanir. O

Yine Teorem 3.2.4’in T = N ve a > 0 olmak iizere T = [a,00) halleri [9] ve

[18]’de incelenmistir. Ustelik Teorem 3.2.4’te ¢ > 1 olmak iizere T = ¢" alinirsa

agsagidaki sonuca ulagilacagi aciktir.

Sonug 3.2.2. ¢ > 1 olmak tizere f : ¢"— R, A-élgiilebilir ve T dizerinde sinarh

olsun. Bu durumda,

n—o0

4! P —
sty — lim f(q") = L(:)T}LIEO—; ‘f - LI"=0

olur.
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4. DEGERLENDIRME VE ELDE
EDILEN CIKTILAR

4.1 Degerlendirme

Bu yiiksek lisans tezinde zaman skalalar1 iizerinde tanimlanan reel degerli
fonksiyonlarin istatistiksel yakinsakligi kavramini insa ettik ve bunun icin cesitli
karakterizasyonlar elde ettik. Buradaki sonuglar, ayrik ve siirekli durumlar igin
iyi bilinen teoremleri kapsadigi gibi toplanabilme teorisinde pek ¢ok yeni metodun
tanimlanabilmesi icin de imkan saglamaktadir. Ornegin matris toplanabilme
metodu, A-istatistiksel yakinsaklik kavrami gibi konularin zaman skalasi {izerinde
calisilmas: ilk akla gelen problemlerdir. Zaman skalasini 6zellegtirdigimizde,
ornegin T = ¢" (q>1) aldigimizda yine diisiiniilmesi gereken pek ¢ok problem
bulunmaktadir. Bu yoniiyle, burada elde ettigimiz sonuclarin, son yillarda
olduk¢a popiiler olan “Kuantum Kalkiiliisii” ile dogrudan baglantili oldugu da

goriilmektedir.

4.2 Elde Edilen Ciktilar

Bu yiiksek lisans tezinden elde edilen sonuclar asagidaki uluslararasi bir konfe-

ransta sunulmugtur:

e International Conference on Applied Mathematics and Approximation
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Theory-AMAT 2012, May 17-20, TOBB University of Economics and
Technology, Ankara, Turkey.

Ustelik sonuclarimiz uluslararasi yaymevi olan Springer’de asagidaki kiinye ile

yaymlanmak tizere kabul edilmigtir:

e C. Turan and O. Duman, Statistical convergence on time scales and its
characterizations, Advances in Applied Mathematics and Approximation
Theory: Contributions from AMAT 2012, Springer Proceedings in Mathe-

matics and Statistics, to appear
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