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OZET

p bir asal say1, m bir tek tamsay1, d = (p™ + 1)?/2(p+1) ve 0 <1 < (p™ +1)/2
olarak verilsin. Bu galigmada, m(t) periyodu p*™ — 1 olan bir p-li m-dizi olmak
tizere m(t) ile desime olmusg dizi m(dt+1) nin korelasyon dagilimi ele almmgtir. |1]
caligmasinda bu korelasyonun alabilecegi tiim degerler verilmigtir. p = 3 olan ilk
durumda en fazla 9 tane, p > 3 olan ikinci durumda en fazla 11 tane deger
olabilecegi belirtilmigtir. Bu calismada p = 3,m < 5 ve [ nin tiim degerleri
icin korelasyon dagilim tablolarim elde ettik ve korelasyon degerlerinin en fazla
8 deger aldigimi gozlemledik. [1| ¢ahgmasinda korelasyon degerlerinin 9 degerli
oldugunu belirtmiglerdi. Bu durumda [1] da belirtilen —1 + ((1 + p)/2)p™ aday1
mevcut degildir. Ayrica p = 3,m =3 ve | = (p" + 1)/4 durumu i¢in korelasyon
degerlerine bakildigi zaman toplamda 6 tane farkli deger ortaya cikmigtir. Bu
durum |2| deki [ = 0 durumunun caligmasina benzer olmakla beraber dagilim
tablosu tamamen farklidir.
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SOME OBSERVATIONS ON DISTRIBUTION OF CROSS
CORRELATION OF TWO NONBINARY SEQUENCES

ABSTRACT

Let p be an odd prime, m an odd integer, d = (p™ + 1)?/2(p+ 1) and 0 < [ <
(p"™+1)/2. In this study we have considered cross correlation distribution of p-ary
m-sequence m(t), with period p>™—1, and its decimated sequences m/(dt+1). In [1]
authors had given possible values of cross correlation, as 9 different values for the
case p = 3 and 11 different values for the case p > 3. For the case p = 3, m < 5 and
all possible values of [ we have given complete distribution table and observed that
there are 8 different values in total. Note that it was stated in [1], this distribution
has at most 9 values, that is we observe that the candidate —1 + ((1 + p)/2)p™
does not occur. Furthermore, for the case p = 3,m = 3 and [ = (p™+1)/4 we have
observed that there are exactly 6 different values. In this case the distribution is
different from the case [ = 0.
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1. ON BILGILER

Bu boliimde, sonraki boliimler icin altyapr olacak bazi temel matematiksel
ifadeler tanimlanmaktadir. Burada verilen tiim tanimlar, teoremler ve kullanilan

notasyonlar genel haliyle verilmistir ve |[9]'den faydalanilmigtir.

1.1 1z fonksiyonu

g bir asalin pozitif kuvveti ve m pozitif bir tam say1 olmak iizere F, ile ¢ elemanh

sonlu cisim ve F,m ile I, nun m. dereceden genislemesi gosterilecektir.

Tanim 1. F'=TFm ve K =F, olmak tzere F' den K ya 1z fonksiyonu

T?"F/KIF—>K

m—1

s x4 a2l ot 4l
olarak tanimlanar.
Ornek 2. K =TF, ve F = Fs = Fy(a), a® 4+ o? + 1 = 0 olmak dizere

Trek(z) =a+ 2+ 2*



olup F' nin tim elemanlary i¢in

TT’F/K :

O ~ o M

[\

Q
+
—_

a?+1

[\

Q
+
Q
= = R S Y = S N

L A A A A

A +a+1

elde edilir.

Ornek 3. K =F; =TFy(u), v +u+1=0wve F =Fs =F4(B3), B2+ +u=0

olmak tzere Trp/(x) = x + 2* olup F nin tim elemanlary icin

Trrk : F — K
0 — 0

1 — 0

u — 0

u+1 — 0

15} — 1
B+1 — 1
B+u — 1
B4+u+1 — 1
uf — U

uf + 1 —
uf +u — u
uf +u—+1 — U
uf + — u+1
uBb+pP+1 — u+1
uBb+B+u — u-+1
uBb+pP+u+1l — u+1

elde edilir.



Iz fonksiyonunda deger kiimesi asal cisim olursa, yani K = I, olursa, iz

fonksiyonuna mutlak iz fonksiyonu denir.

Teorem 4 (iz Fonksiyonunun Temel Ozellikleri). F' = Fm ve K = F, olsun.

Buna gore

1. Her o, € F igin Trpg(a+ B) =Trpx(a) + Trp/(8) dor.
2. Her ao € F ve c € K igin Trpjg(ca) = cTrp/(a) dor.

3. Iz dondisimd ortendir.

4. Her a € K i¢in Trp/k(a) = ma dir.

5. Her o € F i¢in TrF/K(aqk) =Trpk(a) dr (keN).

K bir sonlu cisim ve F' onun bir sonlu genislemesi olsun, ikisi de K iizerinde
vektor uzaylaridir. Bu teoremde verilen ilk iki ozellik de Trp/x nmin F' den
K ya bir lineer doniisiim oldugunu soyler. Hatta F' den K ya tiim lineer
doniigtimler iz fonksiyonu kullanilarak inga edilebilir. Bu sayede, ileride toplamsal
karakterler olarak isimlendirilecek yapilar incelenirken belirli bir karakterizasyon
elde edilebilecektir.

Teorem 5. K bir sonlu cisim ve F' onun sonlu bir genislemesi olsun. Her a € F
icin B € F olmak tzere Lg(a) = Trp/x(fa) seklinde tanvmlanan fonksiyonlar
lineer donistimlerdir ve F' den K ya tim lineer donistimler bu sekilde elde edilir.

Ayrica o # 3 tken L, # Lg olur.

1.2 Karakterler

G degigmeli bir grup ve U = {z € C : |z| = 1} olsun. U ¢arpma islemine gore bir
gruptur. x, G den U ya tammlanan bir grup homomorfizmas: (yani her g, h € G
icin x(gh) = x(g)x(h)) ise x fonksiyonuna G nin karakteri denir.



Ornek 6. G = Zy x Zy olmak iizere

x: G — U
(0,0) — 1
0,1) — -1
(1,0) — -1
(1,1) — 1

seklinde tanwymlanan x dondsimi bir karakterdir.
Ornek 7. G = Zg olmak iizere x(k) = e>™*/3 déniigiimii bir karakterdir.

Ornek 8. Bir dnceki ornek genellestirilebilir. G bir sonlu devirli grup, yani n €

2mijk/n

Z* olmak tzere G = Zy, olsun. G tzerinde x;(k) = e seklinde tanvmlanan

X; dontstumler: birer karakterdir ve Z, tzerinde tanimlanan tim karakterler bu
sekildedir.

Her g € G igin x(g) = 1 olan karaktere agikar karakter denir ve 6zel olarak
Xo ile gosterilir. y, G nin bir karakteri olmak iizere Y karakteri x(g) = x(g)
seklinde tamimlanirsa, bu Y\ karakterine de y karakterinin eglenik karakteri
denir. GG iizerinde tanimlanan tiim karakterlerin kiimesi G~ ile gosterilip G~
tizerinde x1x2(9) = x1(9)x2(g) olacak sekilde bir ¢arpma iglemi tanimlanir ise
G" bu igleme gore bir grup olugturur, bu grubun birim elemam agikar karakter

ve x karakterinin tersi de x in eglenik karakteridir. Ayrica |G"| = |G| dir.

Teorem 9. G bir sonlu degismeli grup olsun. x onun tzerinde asikar olmayan

> x(g) =0

geG

bir karakter ise

olur. g € G birim elemandan farkly bir eleman ise
> x(g) =0
XEG"

olur.

Teorem 10 (Karakterlerde Ortogonallik Bagintilari). x,v € G* olmak tzere

1 TN 07 #1/1
& 3 x(9)ely) = {1, iw

geG



ve g,h € G olmak tizere

) — 0, g#h
el ;Ax(g)x(h) = { . z: .

\
X

olur.

Sonlu cisimlerde iki tane grup vardir, biri toplama iglemine gore grup digeri ise
carpimsal grup. Dolayisiyla bir sonlu cisimden iki tiir karakter tanimlanabilir.
Bu karakterler de {izerinde tanimlandiklar1 gruba goére toplamsal karakter ve

carpimsal karakter diye adlandirilir.

T'r ile F, sonlu cisminden tanimlanan mutlak iz fonksiyonu belirtilirse, I, {izerinde
tanimlanan 1 (z) = e?™7"(®)/P fonksiyonu bir toplamsal karakter olur ve kanonik
toplamsal karakter ismini alir. Bu karakter yardimiyla Teorem da oldugu

gibi tiim toplamsal karakterler inga edilebilir.

Teorem 11. b € F, olmak dzere x, fonksiyonu xu(z) = xi1(bzr) seklinde
tanimlansin. xp bir toplamsal karakter olur ve F, tizerindeki tim toplamsal

karakterler bu yolla elde edilir.

Ornek 12. F, = {0, 1,a,0 + 1}; o* + a + 1 = 0 olmak iizere Fy dizerinde
tanmamlanan tum toplamsal karakterleri inceleyelim. Bunun icin doncelikle Fy

tzerindeki mutlak iz fonksiyonu

Trogs,: By — By
r > x+a?
0 — 0
1 — 0
« — 1
a+l — 1
seklinde bulunur. x,(z) = e>™17@)/2 oldugundan

X1 - (]F47+) — U

0 — 1
1 — 1
« — —1
a+l +— -1



elde edilir, diger karakterler Teorem |11 kullanilarak hesaplanirsa

=
Q
+
o
&

(Fyo+) 25 U | (Fy+) X5 U | (Fy+) 28
0 — 1 0 — 1 0 — 1
1 — 1 1 — —1 1 — —1
o — 1 « — —1 « — 1
a+l — 1 a+l — 1 a+1l — -1

olacak sekilde elde edilir. Bu dort karakter disinda toplamsal karakter yoktur.

CQarpimsal karakterler ise I, iizerinden tanimlanacaktir, Iy devirli oldugu igin
Teorem [13] elde edilir.

Teorem 13. g, F, nun sabit bir ilkel elemant olsun. Her bir j =0,1,2,...,q — 2
igin ¥;(g") = e?™iak/(@=1) seklinde tansmlanan Y; fonksiyonlary birer carpimsal

karakterdir ve ¥ dzerinde tanimlanan tim karakterler bu sekilde elde edilir.

Ornek 14. F% dizerinde g = 3 treteci dikkate alinarsa, tim carpiymsal karakterler
Jj=0,1,..,6 olmak iizere ¢;(3%) = e?™ik/6 seklinde insa edilir. Buna gore F; de
6 = g% = 3% (mod 7) olmak iizere 14(6) = e'?™/3 = 1 olur.

Ornek 15. g tek olmak dzere F, nun Y—1y2 carpimsal karakterine kuadratik
(quadratic) karakter denir. Bu karakter q = p i¢in sayilar teorisindeki Legendre

semboliine denk olur.



2. GIRIS

2.1 Diziler ve Ozellikleri

2.1.1 Uygulama Alanlari

Modern iletigim sistemlerinde 4y: korelasyona sahip dizilerin bir ¢ok uygulama
alant mevcuttur. Bunlardan bazilari sinyal senkronizasyonu, navigasyon, radarlar,
rasgele sayr {iretici, kriptografi ve coklu-erigmeli iletisim sistemlerinde sinyal
belirlemedir.

Kod Boélmeli Coklu Erigim (Code-division multiple-access, CDMA) sistemlerinde
birden fazla kullanici ayni kanal {izerinden iletigsim kurarlar. Kullanicilardan gelen
sinyalleri ayirt etmek icin her kullaniciya birer imza dizi atanir. Boyle bir sistemde
kullanmicilarin ¢akigmalar: en az olacak gsekilde imza dizileri belirlemek 6nemlidir.
Giintimiizde telefon ve kablosuz iletisimde adini ¢ok duydugumuz 2G ve 3G
standartlart CDMA sistemlerini kullanmaktadirlar.

Ornek verecek olursak

Ornek 16.
{u(t)} = {111111232211111111}

alfabe kiimesi veya kisaca alfabesi {1,2,3} ve uzunlugu 18 olan bir dizidir.
Ornek 17. w, 5 inci dereceden ilkel kék olmak iizere
{u(t)} = {11110 i)

alfabesi {1,w,w? w? w'} olan bir dizi tamamlar. Bu dizi yerine u(t) = {w*®}
olmak tzere alfabesi {0,1,2,3,4} olan a(t) = {0000244333} dizisi kullanilabilir.



Son 6rnekte oldugu gibi ¢cogu durumda, ayrica bizim ¢aligmalarimizda da gosterim
kolayhg1 acisindan u(t) dizisi yerine u(t) = {w®®} olarak tanmimlanan a(t) dizisi

ele alinacaktur.
Tanimm 18. Alfabesi F), den olan diziye p-li dizi denir.
Tanim 19. wu(t) bir dizi olmak tzere her t igin
u(t+n) = u(t)
olacak sekilde en kiigiik n pozitif tam sayisina u(t) dizisinin periyodu denir.

Not 20. Periyodu n olan sonsuz wzunluklu bir dizi i¢in (ujusg...u,)® gosterimini

veya (uyusg...uy,) gosterimini kullanacagez.

2.1.2 M-dizileri

Uygulamada ve matematiksel hesap yaparken diger dizilere gére daha kullanigh
olmasi acisindan maksimal uzunluklu diziler veya matematiksel yazilimi ile m-
dizileri ¢ok yaygin kullanilmaktadir ve bircok aragtirmac: tarafindan ¢aligilmigtir.

Bu kisimda m-dizilerinin tamimi ve 6zelliklerini verelim.

Tanim 21. q bir asalin pozitif kuvveti olmak iizere uzunlugu q™ — 1 ve alfabesi

F, olan periyodik diziye maksimal uzunluklu dizi (m-dizisi) denir.

p-li m-dizilerinin uygulamalarda ¢ok kullanilmasinin bir sebebi asagidaki lem-
mada verecegimiz denklik sayesinde dizilerin korelasyon ve korelasyon dagilimla-

rinin hesabinda kolaylik saglamasidir.

Lemma 22. m (t) dizisi periyodu p" — 1 olan bir p-li m-dizisi olsun. o, Fyn nin

bir ilkel elemany olmak tizere m(t) dizisi asagidaki sekilde ifade edilebilir
m (t) = Ter"/FP (at)

olarak ifade edilebilur.



2.1.3 Desimasyon ile Elde Edilmig Diziler

p-li m-dizilerinin iz doéniigiimii ile tanimin1 géz oniinde bulundurarak bir dizinin
alt dizilerine bakacagiz. Bunlara literatiirdeki ismi ile desimasyon (decimation)

diyecegiz.

Tanim 23. m(t) herhangi bir periyodik dizi ve d € Z* olmak tzere m(dt)
dizisine desimasyon ile elde edilmis dizi denir. Burada m(t) dizisinin elemanlars

d atlayarak alinmaktadir ve yine periyodik bir dizi elde edilir.

Ornek 24. {m (1)} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} olsun bu durumda {m (3t)} =
{1,4,7} olur.

Burada dikkat etmemiz gereken dizinin uzunlugu ile desimasyon sayisinin obeb’idir.

Ornek ile bakacak olursak.
Ornek 25. {m(t)} = (1,2,3,4,5,6,7) olsun bu durumda
{m(3t)} = (1,4,7,3,6,2,5)

olur.

Son ornekte dizinin periyodu 7 ve desimasyon katsayimiz 3 olup bu iki say1

aralarinda asal olduklar: i¢in desimasyon dizisinin periyodu da 7 elde edildi.

Ornek 26. {u(t)} = (012001111200121)>° alfabesi Fs = {0,1,2} ve periyodu
15 olan bir dizi olsun. Bu durumda {u(3t)} = (00121)* periyodu 5 olan
bir dizidir, {u(5t)} = (010)> ise periyodu 3 olan bir dizidir ve {u(2t)} =
(020110111011202)* de periyodu 15 olan bir dizidir.

Bazi durumlarda m(t) dizisinin desimasyonlarinda baglangi¢ degerini farkh elde

edebilmek icin baglangic noktasi [ kadar kaydirilabilir.

Ornek 27. {m(t)} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} olsun bu durumda {m (3t +1)} =
{2,5,8} olur.



Ornek 28. {u(t)} = (012001111200121)*° alfabesi Fs = {0,1,2} wve periyodu
15 olan bir dizi olsun. Bu durumda {u (3t + 1)} = (10102)*° periyodu 5 olan bir
dizidir, {u (5t +2)} = (211 ise periyodu 3 olan bir dizidir ve {u (2t + 1)} =
(101120202011011)* de periyodu 15 olan bir dizidir.

Not 29. m(dt) desime edilmis dizisinin periyodu #(nd) dir. Benzer sekilde | €

Z* igin m(dt + 1) desime edilmis dizisinin periyodu da m(dt) ile aynidar.

10



3. KORELASYON DAGILIMI

3.1 Korelasyon Tanimi ve Temel Teknikler

Ozel olarak belirtilmedikce bu béliimden itibaren agsagidaki notasyonlar kullani-

lacaktir.
e p bir tek asal say1 olsun.
mo ] 2
e m tek tam say1, n = 2m ve d = u olsun.
2(p+1)

F,» mertebesi p” olan sonlu cisim olsun.

F,» cisminin bir ilkel eleman1 o olsun.

J | i olmak tizere Tr]sz. JF ;o Fpi — [Fyy dontiglimil bir iz doniigiimii tanimlar.
P

w = exp (27r\/—1/p) birimin p—inci ilkel kokii olsun.
e 2 € F, icin x (7) = w™/»@ toplamsal karakter olsun.

Tanim 30. (a;) ve (by) periyodlar: p" — 1 olan p-li diziler olsun. 0 < 7 < p™* —1

olmak tzere bu ki dizi arasindaki T kaydirmaly capraz korelasyon

pn )

Cop (T) = Z Wt bt
t=0

olarak tanimlanir.

11



Lemma 31. (9] f | p™ + 1 ve a € Fy. olmak iizere

Z wTern/]Fp(a:(:f) _ {(f —1)p™, j € Z olmak iizere a = a"*I7 ise
ot —p™, diger tirli

olur. Buradaki h degeri

B 0, eger (p™+ 1)/f ¢ift ise
B %, eger (p™ + 1)/ f tek ise

olarak tanimlidar.

) r (pm _'_ 1)2 .
Onerme 32. [2] n = 2m ve d = ~— olmak fizere
2(p+1)
"4+ 1
o obeb(p" —1,d) =~ 2+

o d(pm™ +1)=p™+1(modp™ —1)

esitliklert saglanr.
p(p"+1)+p+1

p+1
1)p(p”“rl)+29+1

p+1

Not 33. Onermedeki ikinci egitligin dogrulugunu sayisinan ¢ift

oldugunu goz éniinde bulundurarak d (p™™ +1) = (p" —

p™ + 1) denkligini ele alarak gorebiliriz.

m(t) bir p-li m-dizisi ve m(dt+1) desime edilmis dizisi olsun. Bu durumda Lemma

deki egitligi kullanarak
p"—2

G (7_) _ Z wm(tJrT)fm(dH»l)
t=0

pt—2

_ Z wTrlen/le (at+7_adt+l)
t=0

_ Z wTr]Fpn/]FP (lll'—bxd) (CL — OZT, b= Oél)

z€lFY
= Z X (a:p — bxd)
:(:E]F;n
=C(a,b) —1 (3.1.1)

esitligini elde ederiz.
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Not 34. (3.1.1) esitligindeki C (a,b) = >

fonksiyonunun degerlerinin dagilimlar aynidir. Dolayisiyla bundan sonra C(a,b)

X (am — bxd) fonksiyonu ile Cy(1)

LL‘EFT_,H

fonksiyonunu ele alacagiz.

Simdi Not de gecen C(a,b) korelasyon fonksiyonunun alabilecegi degerleri

bulmak i¢in gerekli tanim ve teoremleri verelim.

C' (a,b) toplamin biraz da agacak olursak

2C (a,b) =2 Z x (az — bz?)

:EE]Fpn
= Z X (axpmHH — bxpmH) + Z X (ar:vpmH“ — brdxpmH)
SCE]Fpn IE]Fpn
=T (a,b) + T (ar,br?) (3.1.2)

elde ederiz.

Not 35. (9.1.9) esitligindeki T(a,b) = erFan<anpm+1+1 _bmpm+1> fonksi-

yonu ileride moment toplamlarinda kullanilacaktur.

Ornek de de bahsettigimiz gibi F,» nin kuadratik karakteri agagidaki gibi

tanmimlanair.

Tanim 36.

1, eger x € Fyn sifirdan farkle kuadratik eleman ise,
n(x) =9 —1, ejer x & Fpn kuadratik eleman degil ise,

0, eger x = 0 ise.
Bu tanimin yardimai ile ileride kullanacagimiz, literatiirde Gauss Toplami olarak
da bilinen sonucu verecegiz.

Teorem 37. p bir asal ve n, F, nin bir kuadratik karakteri olmak tzere

pgi (0 ; p%’ ejer p = 1 (mod4) ise
n(iw' = .
; jp2, ejer p=3 (mod 4) ise

dir. Burada w birimin p inci ilkel koki ve 7 = /—1 dir.
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3.1.1 Kuadratik Form

Korelasyon hesaplamada kullanilan tekniklerin bazilari kuadratik formlara da-

yanmaktadir ve bizim calismalarimizda da kuadratik formlara yer verilmistir.

Tamim 38. F,[z1, 2, ..., x,] deki ikinci dereceden homojen polinoma F,, dzerinde

n degiskenli kuadratik form denir ve a;; € ¥, olmak tizere

f(I171’2, ,In) = Z aijxixj

L,j<n

olarak gdsterilir.

(F,)" ile F, iizerinde n boyutlu lineer uzayr belirtelim. b € F, olmak fizere
f(x1, 9, ...,x,) = b kuadratik formunun ¢6ziimiinii bu kuadratik formun rank:

ile baglantilidir.

Lemma 39. f € F,[x1,29,...,x,] bir kuadratik form ve Z asagidaki gibi

tanimlansin
Z:={z¢e([F,)": f(x+2)— f(x) =0,Vz € (F,)"}.

Bu durumda Z, (F,)" nin bir altuzayidir ve f nin ranks rank(f) = n — boyut(Z)
seklinde hesap edilmektedir.

Sonlu cisimlerde sonlu genislemenin de bir lineer uzay gibi diisiiniirsek F,» de F,
izerinde bir lineer uzaydir. Buradan yola ¢ikarak son verdigimiz lemmay: farkh

bi¢imde yazabiliriz.

Sonug 40. F,» den F), ye tanumlanan bir kuadratik formun rank: p olmak tizere

asaqidakt esitlik gecerlidir

PP =#{2 €Fp: flx+2) = f(x),Vo € Fpu}.

3.1.2 Korelasyon Fonksiyon Degerleri

Teorem 41. (1] d = (’2’;;111))2 olmak dzere Cy(T) korelasyon fonksiyonunun

alabileceqi degerler asagidaki gibidur.

14



i) p =3 igin toplam 9 tane farkly deger vardir ve bunlar agagidaki gibidir:

1+
Lty —1e Ve
1—u/p ,, 1+p ,,
—1:I:T\/_p Sl }

i) p = 3(mod4) (# 3) igin toplam 11 tane farkly deger vardwr ve bunlar
asaqdakt gibidir:

14 1—i
{—1,—1 :i:pm,—li—\/ﬁpm —lﬂ:T\/ﬁpm,

iii) p = 1 (mod4) igin toplam 11 tane farkl deger vardir ve bunlar asagidaki

gibidir:
+ 1—
{—1,—1j:pm,—1j: \/ﬁpm,—m—*/ﬁpm,
2 2
1 1—
L Lltp m)_liTppm}
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4. CALISMALARIMIZ

4.1 Problem Tanimi

p bir tek asal say1 ve m tek tamsayi olmak iizere [1| ¢ahgmalarinda m(t) p-
i m-dizisi ile m(dt + l) dizilerinin korelasyonunun alabilecegi tiim degerleri
ele almiglardir. [2] caligmasinda ise [ = 0 durumu ig¢in korelasyon dagilimini

vermislerdir.

Bizim ¢alimamizda ise [2]'nun caligmasim bir adim daha ilerleterek [ # 0
durumlar i¢in problemi ele aldik. Niimerik hesaplar diginda tiim dagilimi elde

etmek icin gerek olan moment toplamlari hesapladik.

(p’VVL+1)2
2(p+1)

olmak tzere m(t) p-li m-dizisi ile bu dizinin desimasyonu m(dt+1) nin korelasyon

Problem 42. p tek asal sayi, m tek tamsayr, 0 <1 < (p" +1)/2 ve d =

dagilima nedir?

4.2 Moment Toplamlar:

Not ve Not de verdigimiz gibi moment toplamlarinda kullanacagimiz

fonksiyonlarin tanimini verelim.

Tanim 43. p bir asal, m tek tam say, n = 2m ve a,b € ;. olmak iizere C(a,b)
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ve T'(a,b) fonksiyonlar:

C(a,b) = Z X(ax—bxd)

CIJEFPn

ve

T(a,b) = Z X (axpmﬂﬂ — bxpm“>

mEFpn

seklinde tanimlanar.

[1], [2] ve |3]'deki gibi ozellikleri ve teknikleri kullanarak agagidaki moment
toplamlar1 elde edilebilir. Bu esitlikler korelasyon dagilimini hesaplamak igin

gereklidir.

Lemma 44. p bir asal, m tek tam sayr, n = 2m ve b € ¥, olmak izere agagidaki

esitlikler saglanar:

i) S C(a,b) =p"

aE]Fpn

2 9

. ®"—p™) ] E€Z igin —2b= ozpm;lj ise
ii) N =
—p™, diger tirli

olmak tzere

ST C?(a,b) =

G/EFPTL

{ p"N, eger p =3 (mod4) ise

p*", ejer p=1(mod4) ise

dir.
iii) >, T(a,b) =q.

aG]Fpn
p", jE€Zigin —2b= QPP e
—p™, diger tirli

i 8= {

olmak tzere

Z T° (CL,b) =

aE]Fpn

p*™,  ejer p=1(mod4)
p"Ny ejer p=3(mod4)

dir.
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ispat:

'

p", x =0 iken

0. & 40 iken elde ederiz. Bu

i) Teorem 9| i kullanarak > y(az) = {

aEFpn
egitligi kullanarak,

ZC(a,b):Z Z (az — bz?)

a€lFy,n a€F,n z€F,n
= > x(=b2%) Y x(aw)
IEFpn aern
—= pn

elde ederiz.

i) Onerme teki ozellik geregi p = 1 (mod 4) iken d tek ve p = 3 (mod 4) iken

d ¢ift oldugunu goz 6niinde bulundurarak

Y Cab) = ¥ ¥ x(ar—ba?) Y x (ay — by?)

aGIFpn aGFP" IG]F;D” yEFpn
= ¥ x(=b(@+y)) ¥ xla(z+y) (4.2.1)

z,y€Fpn acFyn
=" —b (24 + (=) 4.2.2
p xe%ﬂx( (x ( @)) (4.2.2)

) ™, p=1(mod4) iken
p =3 (mod4) iken

elde ederiz. Burada r karesel olmayan eleman olmak {izere

N =Y x(-2ba%

:L'E]Fpn

= Z X <—2bxpm2J>
x( 227" *1) +% DX (—2br”"2“xpm+l)

LBE]Fpn

€F,n
1
2 £
pm+1 .
%p —p™), JEZigin —2b=a 2 7ise
{ diger tiirlii

18



iii)

egitligini saglar. Ayrica (4.2.1)) esitliginden (4.2.2)) esitligine gegis sirasinda
karakter toplamlarindaki Teorem [9] kullanilarak

> xla(z+y)=

aEFpn

p", x4+ 1y =0 iken
0, x +y # 0 iken

elde edilmigtir.

Teorem [9] karakter toplamlar: 6zelligi geregi

Z T (a,b) = Z Z % (ampmﬂﬂ _ bxpmﬂ)

aEFpn aE]Fpn .’EEFpn
m m—+41
= E X (_bxp +1> E X (axp +1>
SCE]Fpn aE]Fpn
_ n
=D

olarak elde edilir. Son adimda )  x (ampm+1“> toplaminin x = 0 i¢in p"
aE]Fpn
ye ve x # 0 i¢in sifira egit oldugunu kullandik.

Lemma 31| geregi

Np= Y x(—2ba" ")

lEern
_ P, § € Zicin —2b=a 7 HE"HD jge
| —pm, diger tiirlii

olarak elde ederiz.
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Ayrica g (z,y) = a1 4 2"+ olmak iizere

ST = Y x(a-glay) b 4y )

aern a,x,yern
= > x(=bE@ Ty ) Y x(alg(z,y))
z,y€F,n a€F,n
7 ()
{;L’,yGIFpn,
g9(z,y)=0
=" Z X(—b (xpm+1+ypm+1))
{I,yGFpn7
x2+y2=0

=p" Z X (—b (xpm“l + (—xQ)pw;H))
€F yn
=" 3w (b () )

J}E]Fpn
B p*™, p=1(mod4) iken
p" Ny, p=3(mod4) iken

egitligini elde ederiz. ]

4.3 Deneysel Sonuclar

Bu kisimda niimerik hesaplara ve bu hesaplardan yola cikarak elde ettigimiz
sonuclara yer verilmistir. Tiim hesaplamalar SAGE programini kullanarak TUBI-
TAK Grid Hesaplama bilgisayarlarinda yapilmigtir. Bu kodlardan bazilari Ekler

kisminda bulunmaktadir.

Asagidaki 6rneklerde m(t) ile m(dt + ) dizilerinin korelasyon dagilimi hesaplan-
mistir ve [ sabit olmak iizere 7 degistikce bu degerlerin kag defa tekrarlandig

#Cy(7) ile gosterilmisgtir.

[ = 0 durumu [2| de cahgilmigtir ve Cj(7) fonksiyonunun dagihminin tamami

hesaplanmigtir. [ > 0 durumu ise bu ¢aligmada ele alinmigtir.

Not 45. Asagqida vereceqimiz orneklerde satir ve situnlarin aciklamast Tablo
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daki gibidir. Tabloda gorildiugi gibi | sabit iken T degistikce Ci(T) degerinin
kag defa tekrar ettigi hesaplanmastir ve ayni dagilima sahip olan | degerleri tek

stitunda verilmaistir.

Tablo 4.1: drneklerin aciklamasy

=1 =1l

Ci (1) degerleri #C (1) #Cy (1)
4 Ch in ly tken tekrar saysi | Cy in ly iken tekrar sayist
Cy Cs in ly tken tekrar sayist | Cy in 1y tken tekrar sayist
Cs Cs in ly iken tekrar sayist | Cs in 1y iken tekrar sayist

Simdi deneysel sonuclari 6rneklerde verelim.

Ornek 46. p=3,m =1 ve 0 <1 < (p"+1)/2 olmak iizere m(t) ile m(dt+1) 'nin
korelasyon dagilvma Tablo [f. daki gibi verilmistir. Bu tabloda | = 0 durumunu
ayr bir situnda géosterdik ¢inki bu durum (2] da ¢aligilmasts. Bizim verilerimiz

de bu calisma ile ortismektedir. Ikinci situn ise bu calismada yer alan degerdir.
Bu érnekte dizinin alfabesi Fy ve uzunlugu 8 olup
{m(t)} = (21011202)*
seklinde verilmektedir. Ayrica | = 1 durumu icin m(dt + 1) dizisi ise
{m(dt+1)} = (1122)*
seklindedir.

Tablo 4.2: p=3,m =1 durumu

=0 =1
Cy (1) degerleri | #C) (1) | #C) (1)
—14p™m 4 4
iy a—
—1- ﬁp 2 4
—1— = Bym |9 _

Ornek 47. p=3,m =3 ve 0 < | < (p+1)/2 olmak iizere m(t) ile m(dt+1) 'nin
korelasyon dagiumi Tablo [{.5'daki gibi verilmistir. Bu tabloda | = 0 durumunu
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Tablo 4.3: p=3,m =3 durumu

[=1,2,34,
1=0 | 56,8910, [=7

11,12,13
Ci (1) degerleri | #Ci(7) #Ci (1) #Ci (1)
—1 252 84 :
—1+p" 196 84 168
—1—p" : 28 56
—1+ —2pm ; 140 84
—1 4 Sy : 140 84
—1 — Py 126 112 168
—1 — WPy 126 112 168
—1— Hepm 28 28 -

ayr bir situnda gosterdik ¢inki bu durum [2] da ¢alisimaste. Diger stitunlar ise

bu calismada yer alan durumlardir.
Bu érnekte dizinin alfabest Fs ve uzunlugu 728 olup
{m(t)} = (00201221001011020221111102100212200112010102122102121122

11121121101201000112111100110222111012212000100021011212120021200
11100012221120222222110002202122200122110201201101110102220100112
21210110101210120201012202200001212012220110212011210100001111011
20202022212111201111210201002102101222210020210001020110010012201
22002100111202121220112202001002200102210000010100102112002022010
11222220120012110022102020121120121221122212212202102000221222200
22011122202112100020001202212121001210022200021112210111111220001
10121110021122010210220222020111020022112120220202120210102021101
10000212102111022012102212020000222202210101011121222102222120102
00120120211112001012000201022002002110211001200222101212110221101

0020011002011200000202)>
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seklinde verilmektedir. | =1 durumu i¢in m(dt 4+ 1) dizisi ise

{m(dt +1)} = (0022121010211202220122200100112120201221011102111002)>°

seklinde ve | =7 durumu i¢in m(dt + 1) dizisi ise

{m(dt + 1)} = (1120212110200211011112010022101212201001220222210200)>°

seklindedir.

Ornek 48. p=3,m =5ve0 <1 < (p"+1)/2 olmak tizere m(t) ile m(dt+1) 'nin
korelasyon dagilvma Tablo [f.4'daki gibi verilmistir. Bu tabloda | = 0 durumunu

ayr bir situnda gosterdik ¢inki bu durum (2] da ¢alisgilmasts. Diger situnlar ise bu

calismada yer alan durumlardwr. Tabloda gorildi gibi | = 0 disinda di¢ farkl sttin

vardir ve bunlarin dagilimlary birbirinden farklhdir. Bu drnekte dizinin alfabesi Fg

ve uzunlugu 59048 dir.

Tablo 4.4: p=3,m =25 durumu

[=1,2,3,56,9, | [=8,11,17,
10,13, 15,18, 20, 19,23,24,25, | 1=4,7,12,
26,27, 30, 32, 34, 28,29,31,33, | 14,16,21,22,
39,40,41,44,45, | 35,37,38,47, | 36,42,43,46,
52,54,58,60,62, | 49,50,51,53, | 48,55,56,59,
[=0 | 64,68,70,77,78, 57,65,69,71, | 61,63,66,67,
81,82, 83,88, 90, 73,75,84,85, | 74,76,79,80,
92,95, 96,102, 87,89,91,93, | 86,100,101,
104,107,109,112, | 94,97,98,99, | 106,108,110,
113,116,117,119, | 103,105,111, | 115,118
120, 121 114
Ci (7) degerleri | #Cy (1) #Cy (1) #Cy (1) #Cy (1)
—1 21960 6588 8052 7320
—1+p” 14884 8052 6588 7320
—1—p" : 2634 2196 2440
—1 4 VEpm - 9516 10492 10004
—1 4 “VEpm - 9516 10492 10004
—1— Py | 9882 10248 0272 9760
—1— WPy [ 9882 10248 0272 9760
—1 - Ty 2440 2196 2634 2440
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Ornek 49. p=5m =1ve0 <1 < (p"+1)/2 olmak iizere m(t) ile m(dt+1) 'nin
korelasyon dagilvma Tablo [f.5'daki gibi verilmistir. Bu tabloda | = 0 durumunu
ayr bir situnda gosterdik ¢inki bu durum [2] da ¢alisimaste. Diger stitunlar ise

bu cahismada yer alan durumlardir.
Bu ornekte dizinin alfabesi Fs ve uzunlugu 24 olup
{m(t)} = (212011424022343044131033)>
olarak verilmigtir. Ayrica | =1 durumu i¢in m(dt + 1) dizisi
{m(dt +1)} = (11224433)>
seklinde ve | = 2 durumu i¢in m(dt + 1) dizisi
{m(dt + )} = (22443311)™

seklindedur.

Tablo 4.5: p=5m =1 durumu

[=0 [=1,2
Ci (1) degerleri #Cy (1) #C (1)
-1 6 6
—1+p™ 6 —
-1 -p" 6 6
-1+ %ﬁpm 3 3
-1+ #ﬁpm 3 3
—1— = pm — 112
—1 — NPy — 112
—1— #pm — _

Ornek 50. p=5m =3 ve 0 <[ < (p"+1)/2 olmak iizere m(t) ile m(dt+1) 'nin
korelasyon dagulims Tablo [4.6daki gibi verilmistir. Bu tabloda da | = 0 sitununu
ayry yazdik ¢iinki bu durum [2] da cabsilmasti. Tkinci siitiin ise bizim ¢alstigimaz

durumdur.

Bu ornekte dizinin alfabesi Fs ve dizinin uzunlugu 15624 tir. Ayrica d = 1323
olup m(dt + 1) dizilerinin uzunlugu 248 dir.

24



Tablo 4.6: p=5,m =3 durumu

_o | [=1516172,
25,38, 41, 46, 47,
58, 62
C (1) degerleri | #Cy (1) #Cy (1)
—1 5796 4536
—14p" 2646 2520
I — 3906 2016
—1— Py - 1449
—1 — By — 1449
1+ =2y | 1575 1701
—1+ NPy | 1575 1701
-1+ = p ™ 126 126
—-1-— 1gppm — 126

Yukaridaki tablolardan elde edilen gozlemleri su sekilde siralayabiliriz:

1. Tablo 4.3/ de I = 0 dan farkh iki siitun vardir. Ik siitunda 8 farkll deger
goziikmektedir ve burada [1] da belirtilen —1 — 122p™ degeri goziikmemek-
tedir. Ayrica iki tane cift degerler birbirine e§len1k olup bunlarin tekrar

sayilar1t da birbirine egittir.

Ikinci siitunda ise 6 farkli deger goziikmektedir ve dagim [ = 0

durumundan farkl cikmigtar.

2. Tablo [£.4] te ise | = 0 durumundan farkli i tane siitun bulunmaktadir ve
bunlarin dagilimlar: birbirinden farklidir. Ayrica eslenik degerlerin tekrar
sayilart esit oldugu gozlenmektedir. Burada da bir 6nceki durumda oldugu

gibi [1] da belirtilen —1 — &5 =Ep™ degeri goziikmemektedir.

3. Tablo te [ = 0 durumundan farkli bir tane siitun mevcuttur ve dagilimi

6 degerli olmasina ragmen ilk siitundan farklidir.
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5. SONUC

Bu ¢alismada m(t) p-li m-dizisi ile m(dt + 1) desime edilmis dizisinin korelasyon
dagilimi ele alindi. Dagilimin tamamini hesap etmek icin gerek olan moment
toplamlar [2], [3] ¢aligmalarima benzer teknikler kullanilarak hesaplandi. Ayrica
niimerik hesaplamalarimiz sonucu p = 3 ve [ # 0,(p™ + 1)/4 iken korelasyon
degerlerinin en fazla 8 farkli deger alabilecegini ve | = (p™ 4 1)/4 iken en fazla 6

deger alabilecegini gozlemledik.

Benzer teknikler kullanilarak p = 3, [ = (p™ + 1)/4 durumu i¢in tiim korelasyon

dagilim verilebilir.

p=23,1#0,(p™+1) /4 iken bilinen mevcut tekniklerle tiim dagilimnin hesab

zor goziikiiyor ve ileriye doniik ¢aligma olarak birakilmigtir.
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A. Sage Kodlari

A.1 p=3vem=3iken dagilimi hesap etmek icin
kullandigimiz kod

import os, inspect;

path = os.path.dirname(os.path.abspath
(inspect.getfile(inspect.currentframe())));
num = os.path.basename(path);

num = coerce(int, num);

Il I
w w

p°n;

1;
(pm+1)~2/ (2% (p+1)) ;
Fq.<a> = GF(q,’a’);

a X e BB T
1l

""" Defining variables"""

def chi(x,al,be):
y = (al * x - be *x x°d ).trace();
y = coerce( int, coerce(str,y) );

return exp( 2*pixI*xy / p );
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"""Defining C(alpha, beta)..."""

def

def

for

C(al,be):
sum = O;
for x in Fq:
sum = sum + chi(x, al, be);

return sum-1;

2.234-2352e-10*I tipindeki sayiyi
duzenlemek icin kullanilan kod"""
correct(value):

value = coerce( complex,value );

value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;

return value;

t in range( g-1 ):

value = numerical_approx(C(a~t, a~1));

value = correct(value);

f = open("/m=3,k=1/{0}/
values.txt".format (num), "a");
f.write( coerce(str, value) );
f.write("\n");

f.close();

f = open("/m=3,k=1/{0}/
hesaplanan_son_deger.txt".format (num), "w");
f.write( coerce(str, t) );

f.close();
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A.2 p=>5vem=3iken dagilimi hesap etmek icin
kullandigimiz kod

"""Defining variables..."""

#import time;

m=3;

p=5;

n=2%m;

q=p~n;

d=(p~m+1)~2/ (2% (p+1)) ;
Fq.<a>=GF(q,’a’);
omega = exp(2*pixI/p);

nnn2.234235-23523523be-10*%1 tipindeki sayiyi
duzenlemek icin kullanilan kod """
def correct(value):
value = coerce( complex,value );
value = round( value.real, 4) + round( value.imag, 4)*I;

return value;

def deger(x):
return [x.count(0), x.count (1),

x.count(2), x.count(3), x.count(4)];

def corr(x,y,tao):
c_t = [1;
for i in range(qg-1):
c_t.append( (x[(i+tao)%(q-1)1-y[il)%p );

return c_t;
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a_t = [1;
for i in range(q-1):

a_t.append( (a~i).trace() );

1=5;

a_dt_plus_1 = []1;
for i in range(q-1):

a_dt_plus_l.append( a_t[(d*i+l) % (q-1)] );

C_values = [1;

for i in range(q-1):
#start = time.clock();
C_values.append(deger(corr(a_t, a_dt_plus_1, i)));
#end = time.clock();

#print "elapsed time is: ", end-start, " seconds.";

Unique_C_values = [];
for 1 in C_values:
if i not in Unique_C_values:

Unique_C_values.append(i);

Table = [];
for i in Unique_C_values:

Table.append( ( i, C_values.count(i) ) );

f = open("/m=3,k=1/tablo.txt", "a");
f.write("\n\nl={0}\n".format(1));
for e in Table:

f.write("{0:27} : {1:6}\n".format (correct(

numerical_approx(e[0] [0] +
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e[0] [1]*omega + e[0] [2]*omega~2 +

e[0] [3]*omega~3 +

e[0] [4]*omega~4) ), e[11));
f.close();
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