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OZET

Bu tez calismasinda, tek cesit hisse senedi ve bir grup aym goriigteki yatirimcidan
olugsan kapali bir sistem goz Oniine alinarak hisse senetlerine fiyat tahmini veren
iki farkli matematiksel model olan CB modeli [4] ve MA modeli [14] igin kararhilik
analizleri yapilmigtir. Analizler sirasinda oncelikle sistemlerin dengede olduklar
durumlar incelenmis ve sistemlerin denge noktalar1 bulunmustur. Burada ayrica
sistemlerin denge durumlarinin tamamin iceren denge bélgelerinin varhgindan
bahsedilmigtir. Routh-Hurwitz Kriteri yardimiyla sistemler icin ayr1 ayr kararhilik
teoremleri inga edilmigtir. Bu teoremlerin gsartlar: gerceklendigi taktirde sistemler
icin kararhh bolgelerin var oldugu sdylenmigtir. Bu ise ekonomide, sistemdeki
olumsuz hareketliliklerden etkilenmeyen "giivenli bolge" anlamina gelmektedir.

Calismanin devaminda niimerik simiilasyonlar yardimiyla her iki model icin de

kararlilik bolgeleri cizilmis ve karsilagtirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kararlilik Analizi, Denge Noktasi, Deterministik Yaklagim,
Opsiyon Fiyatlama, Matematiksel Modelleme.
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STABILITY ANALYSIS OF OPTION PRICING MODELS

ABSTRACT

In this thesis, we study stability analysis of two different option pricing models.
These models are derived for a closed systems in which conserves cash and
assets ([4], [14]). These systems consist of a single asset and homogeneous group
of investors. First, equilibrium conditions of the systems are examined, then
equilibrium points of these systems are obtained. At this point, we mentioned
existing of equilibrium regions which include all of the equilibrium situations.
We use Routh-Hurwitz Criteria in order to establish the stability theorems for
each model. Also, we mention that there is a stable region for each model if the
conditions of stability theorem come true. Finding stable region provide us to
have "safe region" in the system. Market fluctuations and global crisis cannot
have any effect on the safe region.

End of the thesis, we perform some numerical simulations and plot stable regions
of these models. Following this, the stable regions of these system are compared.

Keywords: Stability Analysis, Equilibrium Point, Deterministic Approximation,
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SIMGE LISTESI

CB := Caginalp-Balenovich Modeli,

MA := Merdan-Alisen Modeli,

P(t) := Hisse senedinin t anindaki fiyatu,

Ldb := Hisse senedi fiyatindaki bagil (rolatif) degigim,

P,(t) := Yatirimeinin hisse senedi i¢in belirledigi deger (gergek deger),

P.,(1) := Sistem dengede iken hisse senedinin fiyatu,

M(t) := t aninda piyasada bulunan para miktari,

N(t) := t aninda piyasada bulunan hisse senedi miktari,

&(t) := Yatirimci kararina hisse senedi fiyatinin yoniine gore etki eden bilegen,

& (1) := Yatirime1 kararina hisse senedinin gercek degerine gére etki eden bilegen,
L(t) := Likidite degeri,

k(t) := t aninda bir birim paranin hisse senedine doniigme olasihig,

B(t) := t aninda hisse senedinde olan yatirim tutarinin toplam yatirim tutarina orani,
1-B(t) := t aninda nakitte olan yatirim tutarmin toplam yatirim tutarina orani,

X



:= genlik katsayisi,

:= genlik katsayisi,

:= Hisse senedi fiyatindaki degigimin hafizada kalma siiresi (hafiza uzunlugu),

:= Hisse senedi almadan énceki eylemsizlik hali (zihinsel duraganhk),

:= Talep,

= Arz.



1. 1. GIRIS

1.1 Tez Cahismasinin Amaci

Son yillarda, deterministik (diferensiyel denklem) yaklagim kullanilarak finansal
sistemin temel Ogelerinden biri olan hisse senedi aracinin zaman icerisindeki
fiyat geligimini inceleyen modellemeler yapilmig ve bu sayede yatirimcilarin,
hisse senetlerinin degisen piyasa kosullarina gore olusan fiyat hareketlerinden
kazan¢ elde etmesi amaclanmistir. Boylece piyasalardaki belirsizlik ve risk
durumlarina ragmen hisse senedinin fiyat tahmini yapilabilmektedir [18]. Ayrica
arz ve talep fonksiyonlarina dair daha fazla bilgi iceren piyasalar i¢in, daha iyi
hisse senedi fiyat tahmini veren modeller kurulmugtur [14]. Tiim bu modeller
lineer olmayan adi diferensiyel denklemlerden olusan denklem sistemleridir.
Sistemlerde kullanilan parametre ve katsayilarin herbiri hisse senedi alim-
satiminda yatirimcilarin sahip oldugu bakig acilari (trend ya da gergek degere
verilen 6nem), motivasyonlari, duygusal ve mantiksal durumlar simgelemekte ve

ayr1 ayri etkileri gbzoniinde bulundurulmaktadir.

Finansal piyasalarda meydana gelen dalgalanmalar ve kimi zaman da krizler,
yatirimeilarin ‘giivenli bélge’ arayisi icerisine girmelerine sebep olmustur. Oyle
ki eger finansal sistemde bir giivenli bolge bulunabilirse béylelikle piyasalardaki
istenmeyen hareketliliklerin etkilerinden kaginmanin ya da bu etkileri minimuma
indirmenin miimkiin olabilecegi diisliniilmektedir. Bahsettigimiz giivenli bdélge
elimizdeki matematiksel modelin kararl oldugu boélgedir. Kararlilik ise; sistemin
denge durumuna ulagmasi ve bu durumun muhafaza edilmesi anlamina gelmek-

tedir.



Bu tez caligmasinda, biri digerinden daha iyi hisse senedi fiyat tahmini veren
iki opsiyon fiyatlama modelinin kararlilik analizi yapildi. Bu analizler sirasinda
oncelikle sistemlerin denge noktalari bulundu. Buradan hareketle sistemlerin
denge noktalarinin bulundugu bélge yani denge bdélgesi tanimlandi. Ardindan
bir sistemin kararl olmasi i¢in ne tiir sartlara ve ozelliklere sahip olmasi gerektigi
aciklanarak sistemler icin bu o6zelliklerin analizleri yapildi. Yapilan analizler goz

oniinde bulundurularak kararlilik teoremleri inga edildi.

Sonrasinda niimerik simiilasyonlar yardimiyla sistemler icin varligi teorik olarak

ispatlanmis olan denge ve kararlilik bélgeleri cizdirildi.

Son olarak biri digerinden daha iyi bir yaklagim veren modeller arasinda bir

karsilagtirma yapildi.



1.2 Deterministik Opsiyon Fiyatlama Modelleri

1.2.1 Tek yatirimci grup iceren modeller

Bu bdéliimde, ileriki boliimlerde kararlilik analizlerini yapacagimiz opsiyon fi-
yatlama modellerinden bahsedecegiz. Klasik ekonominin "bir hisse senedinin
fiyati, ona olan arz ve talep birbirine esit oldugunda denge noktasina ulagir”
temel prensibini basglangic noktasi kabul ederek hisse senedi fiyatlarinin zamana
bagl degigimlerini ve bu degigsimlere etki eden faktorleri incelemek amaciyla
deterministik yaklagimla kurulmus hisse senedi fiyat tahmini modellerinden biri
"Asset flow and momentum: Deterministic and stochastic equations” isimli

cahigmadir [4].

Bu galigmada piyasaya igeriden-digsariya ve digsaridan-iceriye para ve hisse sene-
dinin akiginin olmadig1 ve yalmzca bir grup yatirimci tarafindan tek bir hisse
senedinin almip-satildigi bir finansal piyasa (kapali sistem) goz Oniine alinarak
bir matematiksel model geligtirilmigtir. Bunu termodinamik terminolojisi i¢inde
su sekilde diisiinmek miimkiindiir. Bir termosun icine sicak su doldurulup,
kapatildiktan sonra ici dolu bir havuza birakilmasi durumudur. Bu durumda
iceriden disariya, disaridan iceriye 1s1 akigi mevcut degildir. Yani termosun
icindeki enerji korunur. Kapal finansal piyasa kabuliinden dolay1 piyasadaki
toplam para ve hisse senedi miktar1 sabit olarak belirlenmigtir. Baglangigta,
gruptaki katihmecilara rasgele olacak sekilde bir miktar para ve hisse senedi
dagitimi yapilmigtir. Sistemde toplamda M birim nakit para ve N birim hisse
senedi bulunmaktadir. Likidite terimi toplam nakit paranin toplam hisse senedi
miktarina orani olarak tanimlanmig ve kapali bir sistemde bu iki deger sabit

olacagindan dolay1, L := % seklinde sabit bir deger olarak ifade edilmistir.

k fonksiyonu ise bir birim paranin bir birim hisse senedine doniisme olasiligi, ve
benzer gekilde 1 — k hisse senedinden paraya doniigme olasiligi olarak tanimlan-
migtir. Bir olasilik belirten & fonksiyonu [0, 1] araliginda deger almaktadir.

k= (1 + tanh &) seklindedir fakat kiigiik ¢ degerleri icin tanh(¢) ~ t olan lineer



yaklasimdan faydalanarak £ fonksiyonu;
1

seklinde yeniden yazilmigtir. Yatirimcr motivasyon fonksiyonlari ise

ar
G=b+l G=T00n G-el- g (1.2)

seklinde alinmgtir.

Buna bagh olarak arz ve talep fonksiyonlar1 agagidaki gibi ifade edilmigtir

D k 1-B
D.— k(]__B)7 S.— (1_k>B, g—m?. (1.3)

Hisse senedi fiyatinin bagil degisim ise

T0 dP D

07 2 1.4
P dt S (14)
seklinde verilmigtir. Toplam mal varligindaki nakit para ve hisse senedi oranim

belirten B ve 1 — B ifadeleri ise agagidaki gsekilde verilmigtir:

NP M
B=—" 1-B=— 1.
NP + M’ NP+ M’ (1.5)

B N P
——=—P=—. (1.6)
1-B M L
Calhigmanin ilerleyen kisimlarinda, yatirimcilarin olasi degigimlere hemen tepki
vermedigi gdzoniine alinarak yatirimci motivasyon ve stratejisini temsil eden §&;

fonksiyonlarina zaman terimi eklenmis ve gu sekilde genisletilmistir:

60 = e e o)
it = s ! om0 PP

Simdi de (1.7) kullanilarak

§t) = &)+ &(@)

t 1 dP(7) t P,(t) — P(1)
— —ci(t—7) _~ d —c2(t—7) a—d
1C /006 P(r) dr T + @22 /006 Pa(r) T




tanmimlanmigtir. &;(¢) ve &(t) fonksiyonlarmin zamana bagh tiirevleri alinarak

agagidaki diferensiyel denklemler elde edilmistir:

dfl Q1 dP
d€2 o Pa(t> — P<t)
E = CQ(QZT@) - 52)- (1-10)

Hisse senedindeki varligin toplam mal varligina oraninin zamana baglh degisimi
ise, yatirimcinin hisse senedi almasina, elindeki hisse senedini satmasina ve hisse
senedi fivatindaki degigiklige baghdir. Yani

dB
- = k(1 — B) 4 (k— 1)B + hisse senedinin fiyatindaki degigiklik — (1.11)
seklindedir. Boylece agagidaki diferensiyel denklem elde edilmigtir

dB 1dP

’ =k(1-B)+ (k—1)B+ B(1 - B)F%'

Calismada (1.4), (1.9), (1.10), (1.12) denklemleriyle agagidaki lineer olmayan

diferensiyel denklem sistemi olusturulmus ve niimerik olarak caligilmigtir

(1.12)

( To dP _ D
Pdt S
‘Z_f :k(l—B)Jr(k—l)BJrB(l—B)%C;_];v
% ) (%Oﬁi o (1.13)
o —ae ) - q)

\

Daha sonraki yillarda, agir1 talep fonksiyonu kullanilarak elde edilen fiyat degisim
denkleminin arz ve talep fonksiyonlar1 hakkinda daha fazla bilgi iceren piyasalar
icin yetersiz kalacag fikri hakim olmugtur. Bu fikrin ¢ikisi, ayni denge noktasinda
kesigen ve birbirinden farkli egimlere sahip birden fazla arz ve talep fonksiyonunun
bulunabilir olmasindan ileri gelmektedir. Ciinkii bunlardan hangisinin gercege
daha yakin oldugunu belirlemek zordur. O halde P fiyatina dair yalnizca
degerlerin degil ayn1 zamanda birinci, ikinci ve yiiksek mertebeden tiirevlerin de

bilinmesi yapilan fiyat tahmini icin fayda saglayacaktir. 2005 yilinda Caginalp



tarafindan yapilan "Nonlinear Price FEvolution" basghkl calisma bu temeller

tizerine kurulmusgtur [3].

Cagimnalp bu calismada fiyatin zamana gore degisimini veren yeni bir formiil
geligtirmigtir. Bu formiilde ilk olarak arz ve talep fonksiyonlarimin ve bunlarin
birinci mertebeden tiirevlerinin bilindigi durum ele alinmigtir. P = F, noktasinda
yapilan Taylor seri acilimi kullanilarak elde edilen ve fiyatin zamana gore

degigimini veren formiil

dP B D(P(t)) — S(P(t))
Tdr = T D(P() 5P (114

seklindedir. Calismanin devaminda arz ve talep fonksiyonlarinin birinci ve ikinci
tiirevlerinin ayni anda bilindigi varsayilmig ve ikinci dereceden Taylor seri agilimi
yardimiyla fiyata kuadratik bir yaklagim yapilmigtir. E(P) = D(P)—S(P) olmak

uzere
dP £ 2EFE"
Tar T _ﬁ(l V- W)

seklinde bir formiil elde edilmigtir. 2011 yilinda Merdan ve Aligen tarafindan

(1.15)

yapilan ¢aligmada agin talep fonksiyonunun yerine (1.14) formiilii kullanilarak
daha iyi hisse senedi fiyat tahmini veren yeni bir model olugturulmustur [14].
(1.14) denklemi diferensiyel denklem sisteminde kullanilabilecek gekilde yeniden
diizenlenmis ve
1dP c1§1 + 6o — Czqg%@])}(ﬂ
Pdt  ciq — B(1— B)2cosh?(& + &)
seklinde elde edilmigtir. Cahgmanin devaminda (1.16), (1.9), (1.10), (1.12)

difensiyel denklemleri kullanilarak agagida verilen lineer olmayan diferensiyel

(1.16)

denklem sistemi elde edilmigtir



c1&1 + o — CZQQM

1dP _ Pu(t)

Pdt  c¢q— B(1— B)2cosh?(& + &)’

U k1 - B)+ (k- DB+ B~ B3 i
% = 01(%% - 51)7

6 BP0 g

1.2.2 Coklu yatirimci grup iceren modeller

Deterministik modellerde bahsedilmesi gereken caligmalardan bir digeri de 2007
yilinda Caginalp ve Merdan tarafindan yaymnlanan "Asset price dynamics with

heterogeneous groups" isimli makaledir |7]. Bu ¢aliymada, klasik ekonominin

1. Arz ve talep sadece hisse senedi fiyatina baghdir,

2. Piyasadaki tiim yatirimcilar tiim bilgilere sahip oldugundan hisse senedi

fivat1 tek tiirlii belirlenir,

3. Piyasadaki para miktar1 sinirsizdir

seklindeki kabullerinde bazi ihmaller oldugu soylenmistir; Arz ve talebin belirlen-
mesinde hisse senedi fiyatinin yaninda trendinin de etkili oldugu, farkli motivas-
yonlara sahip yatirimcilarin hisse senedi fiyatini farkli degerlerde belirleyebilecegi
ve piyasadaki para miktarimin sinirh oldugu savunulmustur. Bu fikirler 1s181nda
ilk olarak, farkli motivasyonlara sahip iki yatirimci grubunun oldugu kapali bir
sistem incelenmigtir. My ve Ny sirasiyla sistemdeki toplam nakit miktarini ve

hisse senedi sayisini gostermek iizere

Ni(t) + No(t) = Ny (1.19)



olarak alinmig ve M ile Ny sabit kabul edilmistir. M;(t) ve My (t) birinci ve ikinci
grubun elindeki nakit miktarini, benzer gekilde Ni(t) ve N(t) birinci ve ikinci
grubun elindeki hisse senedi say1sin1 temsil etmektedirler. Tki farkli yatirimer grup

icin arz ve talep fonksiyonlari:

D - ]ClMl -+ kgMz, (120)

seklinde tanimlanmigtir. Bu tanimlar isiginda rolatif fiyat degisim denklemi

agagidaki sekilde elde edilmigtir

1dP key My + ko(My — My)
T0—— =
"Pdt  (1—k)NP+(1—ky)(No— Ny)P

~1. (1.22)

Her bir grubun sahip oldugu para ve hisse senedi miktarlarindaki degigimler (i =
1, 2iin)

dN;
d—tf = k;M; — (1 — ki) N; P, (1.23)
dM,;

seklinde verilmistir. [4] ¢aligmasinda yatirimer motivasyonunu simgeleyen fonk-
siyonlar burada da aym sekilde alinmugtir (¢ = 1,2 indisleri farkh gruplar

simgelemek amaciyla kullamlmaktadir):

de;’ w (4" daP

o1 _ 4o 1.2
dt Cl P dt gl ) ( 5)
dey’ O 0 P (t) — P(t) @)

o~ @ |® T & |- (1.26)

Gecig orani fonksiyonu olarak bilinen k; daha onceki ¢caligmalarda oldugu gibi bir

olasilik fonksiyonu olarak tanimlanmigtir

1 7 7
k= (1 +tanh(e? 4 ¢ ’)) . (1.27)



Calismada (1.22), (1.23), (1.24), (1.25), (1.26) denklemleri kullanilarak dokuz adet

lineer olmayan diferensiyel denklemden olugan bir denklem sistemi elde edilmistir

(

Tld_P . kM + ko(Mo — M) 1
"Pdt ~ (1—k)NiP+(1—k)(No— NP
dN;
dt
M,

(1.28)
de;’ _ ﬁ apr £
dt Y\ P oat P

dféi) _ Cg.) éi) Pa(i)(t)‘— P(t) _ €§Z) .
t R ()




2. KARARLILIK ANALIZI

Yatirimcilar piyasada igslem géren hisse senetlerinin degigen piyasa kosullarina
gore gerceklegen fiyat hareketlerinden faydalanarak kar elde etmek isterler. Buna
bagl olarak hisse senetlerinin zamana gore fiyat degisiminin nasil olacagina tah-
minler veren matematiksel modeller geligtirilmigtir. Bu modellerden 1. béliimde
bahsetmigtik.

Piyasalarin bir diger gercegi de sistemlerdeki istenmeyen hareketlilikler, dalga-
lanmalar ve krizlerdir. Yatirimei bu tip durumlardan etkilenmek istemez. Ciinkii
bu tip hareketliliklerin sonuclari ¢ogunlukla 6ngériilemez. Kimi zaman yatirimel
karinin azalmasina sebep olurken kimi zaman da yatirimdan zarar edilmesine yol
acar. Bu yilizden yatirimei sistemde bu durumlardan etkilenmeyecegi bir giivenli

bolge arayisina girer.

Bu giivenli bolge, lineer olmayan diferensiyel denklemlerden olusan sistem icin
kararlilik bolgesi anlamina gelmektedir. Sistemin kararli oldugu bdélgeyi bulmak

icin sisteme kararhilik analizi yapilmalidir.

Burada oncelikle kararlilik tanimindan bahsedelim.

10



2.0.3 Kararlilik nedir?

}v: R"™ — R™ tanimh vektor degerli bir fonksiyon olmak iizere

7 = f(%) (2.1)

otonom sistemini gézoniine alahm. O halde f(z*) = 0 sartin1 saglayan z* noktasi
sistem icin bir denge noktasidir. Eger bir denge noktasi, kendi komguluklari iginde
baglayan herhangi bir ¢6ziimii ¢ — oo iken kendine cekiyorsa, yani

lim 3(t) = 7* (2.2)

t—00

ise bu taktirde bu denge noktasina ¢ekici denir. Tersi durum sézkonusu ise, denge

noktasina itici denir.

Sekil 2.1: cekici denge noktasi

Eger denge noktasi, faz portresinin herhangi bir noktasindan baslayan tiim
¢oziimleri ¢ — oo iken kendine cekiyorsa, bu taktirde denge noktasia global

cekici denir.

Eger bir denge noktasina yakin baglayan bir ¢6ziim, biitiin t zamanlarinda yine
bu ¢oziime yakin kaliyor ise, bu taktirde denge noktasina Lyapunov anlaminda

kararlidir denir.
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Yani,
Ve > 0 i¢in 3d(e) > 0 oyle ki, ||z(0) —z*|] < 0 iken ||Z(t) —Z*|| < e ¥Vt > 0

ise, * denge noktas1 Lyapunov anlaminda kararlidir denir. Lyapunov anlaminda

Sekil 2.2: Lyapunov anlaminda kararli denge noktasi

kararlilik cekiciligi gerektirmezken, ¢ekicilik de Lyapunov anlaminda kararlihigi
gerektirmez.

Bir denge noktasi hem cekici hem de Lyapunov anlaminda kararh ise bu denge
noktasina asimptotik kararli denge noktasi denir. Fakat bir denge noktasi ne ¢ekici

ne de Lyapunov anlaminda kararli degilse bu denge noktasina kararsizdir denir.
Simdi
(

/
Ty = 01171 + aj9xo + ... + ATy,

A
Ty = Q2177 + a2 + ... + AanLy,

/
\ T, = Ap1T1 + ApaT2 + ... + App Ty

sistemini diigiinelim. Bu sistem
¥ =Ar (2.3)

seklinde yazilabilir. Burada A katsay1 matrisi n x n tipindedir.

Sistemin kararhilik analizinin yapilabilmesi i¢in A matrisinin 6zdegerlerinin
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incelenmesi gereklidir.

a1 — A 12 [ A1p
a921 a9 — AL QAon,
A—X|=| ‘ =0 (2.4)
an1 QAno C e Qpp — A

denklemi yardimiyla A matrisinin karakteristik polinomu bulunur. Bu karakteris-
tik polinom

AN+ AT L a A+ =0 (2.5)
formundadir. Bu polinomun kokleri olan \q, Ao, ..., A\, ler ise dzdegerlerdir. Mat-

risin 6zdegerlerinin reel kisimlari incelendiginde agagida verilen durumlar soz

konusu olmaktadir:

1. Tiim 6zdegerler negatif reel kisma sahip ise denge noktasi kararhdair,

2. En az bir 6zdegerin reel kismi pozitif ve digerlerinin reel kismi negatif ise

denge noktas1 kararsizdir,
3. Tiim Ozdegerler imajiner ise denge noktasi merkezdir,
4. En az bir ozdeger sifira esit ise denge noktasi izole-olmayan denge

noktasidir.

Burada, sonraki boéliimlerde inceleyecegimiz sistemlerde kullanacagimiz izole-
olmayan denge noktasi kavramini acalim. Kuadratik bir denklemi gdz Oniine
alalm, A2 — 7A + A = 0. Bu tip bir denklemde 6zdegerler i¢in asagidaki formiiller
gecerlidir:

1
)\172 = 5\/7’ + 72— 4A, A= /\1)\2, T = )\1 + )\2. (26)

Bu formiiller kullanmilarak denge noktasinin tipini belirlemek amaciyla agagida

verilen grafik kullanilmaktadir.
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Ever Noktas:
x ﬂi‘.ﬁﬂmm\.m AL
Kararh Spiral
Izole olmayan denge
noktass Yildz, dejenere diigiim

Sekil 2.3:

Verilen bilgiler dogrultusunda, eger 6zdegerlerden biri sifira esit olursa A = 0
olacagindan izole olmayan denge noktasi elde edilecektir. Izole olmayan denge
noktasi, denge noktalarinin birbirlerinden ayristirilamamasi yani reel sayilardan
olusan bir dogru boyuncaki her bir noktanin denge noktasi olmasi anlamina

gelmektedir. Daha somut bir 6rnek verelim:

¥ = ax (2.7)

y = -y (2.8)
problemi ele alinsin. Bu problemi matris formunda

T a 0 T
= (2.9)
Y 0 —1] |y

seklinde yazalim. Katsay1 matrisinden agikca goriilmektedir ki, 6zdegerler \; = a

ve Ay = —1 seklindedir. Problemin ¢6ziimii ise
(t) = zpe™ (2.10)
y(t) = yoe (2.11)
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seklinde bulunur. Burada a parametresinin aldigi her bir farkli deger icin farkh
bir durum meydana gelmektedir. Eger a = 0 olarak alinacak olursa ¢oziim ikilisi
(70, yoe™ ") seklinde bulunur. Aym zamanda a = 0 olarak alinmasi 6zdegerlerden
birinin sifir olmasini gerektirir. Bu ise izole olmayan denge noktasinin varligina
isarettir. (o, yoe ") ¢Oztimil yardimiyla faz portresi ¢izildiginde agagidaki sekilde
elde edilir:

a=0

Sekil 2.4: Izole olmayan denge noktalar:

Burada x-ekseni iizerindeki her bir reel say1 denge noktasidir ve her bir denge
noktasi lizerinden bir ¢6zlim ge¢cmektedir. Denge noktalar: birbirlerine ¢ok yakin-
dirlar ve hi¢biri yanindan gecen bir ¢oziimii gekemez veya itemez. Ciinkii yanindan
gecen ¢Oziim ayni zamanda bagka bir denge noktasimin cekim alanindadir.
Cekicilikten bahsedemedigimiz icin izole olmayan denge noktalarinin asimptotik
kararli olamayacaklar1 goriilmektedir. Fakat denge noktasina yakin baglayan bir
¢Oziim yine ona yakin kaldigindan, bu tip denge noktalari Lyapunov anlaminda

kararhdir.

Burada bahsettigimiz sistemler lineer sistemlerdir. Lineer olmayan bir sistemin

kararliligi incelenirken ise, 6ncelikle bu sistem bulunan denge noktasi civarinda
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lineerlegtirilmelidir ve daha sonrasinda elde edilen lineer sistem icin yukarida
verilen adimlar uygulanmalidir. Lineer olmayan bir sistemin nasil lineerlestirildigi

konusu Boliim 3’te ayrintili sekilde verilecektir.

2.1 Deterministik Opsiyon Fiyatlama Modelleri-

nin Kararhlik Analizi

Onceki boliimde hisse senedinin fiyatina tahmin veren matematiksel modeller
incelenmisti. Bu boliimde ise bu matematiksel modellerin kararlilik analizleri

incelenecektir.

2.1.1 Tek yatirimci grup igeren model i¢in kararlilik analizi

Cagimnalp ve Balenovich tarafindan caligilan ve tek bir yatirimci grup iceren
sistemde hisse senedine fiyat tahmini veren matematiksel modeli 1. Béliimde
incelemigtik [4]. Bu modelin kararhhk analizi 2011 yihnda Duran tarafindan
topolojik olarak incelenmigtir [8]. Duran bu ¢aligmasinda, "Asset Flow and
Momentum" isimli [4] makalede yer alan dinamik sistemi agagida verilen haliyle

yeniden ele almigtir

I 1 1| 4P i ( k 1—3) T
— 00 0 — oh | ———
_B(f_B) 100 C?l—é k(1—gf(ik)3
P o= . (212
_CIQIF 0 1 0 j_tl P_Clgé
0 00 1 d_; C2 (Q2 “Pa —fz)
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Burada

P >0, (2.13)
0< B<1, (2.14)
-1 <6 +&<], (2.15)
P,>0 (2.16)
dir. Denklem sisteminin denge noktasi
P,— P P,—P
P 2 . —_- 2.1
( y 42 2Pa +O5707q2 Pa ) ( 7)

seklinde bulunmustur. Bu denge noktas1 R*’te P degiskeni ile P, ve ¢, paramet-
relerine bagh bir egridir. Bu egri iizerinde sonsuz sayida denge noktasi vardir ve
Peixoto Teoremine gore bunun, Yapisal Kararsiz bir sistem oldugu sOylenmigtir
[19]. Bu ¢ahgmada 22 = f; 48 — f, % = f3, % = f, alinarak

O, fa I30 fa)

/= a(P7B7€17§2)

(2.18)

Jakobiyen matrisi hesaplanmig ve matrisin 0zdegerlerinden birinin sifir olmasi

sebebiyle, bir catallanmanin olabilecegine dikkat ¢ekilmigtir.

2.1.2 (Coklu yatirimci grup iceren model igin kararlilik

analizi

2011 yilinda Cagmalp ve DeSantis tarafindan, ¢coklu yatirime: grup igeren ve hisse
senedine fiyat tahmini veren matematiksel modelin [7| kararlilik analizi ¢aligilmig
ve verilen niimerik degerlerle kararli bolge ¢izimleri yapilmigtir [5]. Cagmalp ve
DeSantis bu caligmada, igslem kolayligi ve ifade rahatligi icin baz kabullerden
bahsetmigtir. Bu kabuller goyledir:
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. Sistemde iki farkhi yatirimei grubu vardir. 1. grup hisse senedinin trendini

gozoniine alarak, 2. grup ise hisse senedinin gergek degerini gézoniine alarak

yatirimina yon vermektedir. Bu durumda klasik finans, hisse senedi fiyatinin

gergek deger (P,) etrafinda rasgele salinim yaptigimi sdylemektedir [23].

. Taylor lineer yaklagimi kullanilarak tanh(z) ~ z alinmig ve bunun netice-

sinde

) 1 )
@ ~ 531 +e9), =12

denklemi elde edilmistir. Burada £ (¢), fonksiyonu
€00 =" +&7 ()
seklindedir ve goriintii kiimesi (—1, 1) arahgindadir (i = 1, 2),
. P2(t) = P? bir sabittir,
0SS N <Ny ve 0 < MM < My esitsizlikleri vardar,

. My, Ny, q(i), CZ@ ve PV pozitif birer sabittir (i = 1, 2).

7

Bu kabuller ve

MO+ MPDt) = My,
NOY@®+ NIt = Ny

18
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denklemleri gozoniinde tutularak (1.28) sistemi agagidaki sekilde yeniden yazil-

migtir
((dN© Wy 1y (& é‘fl) + 552)) M (1 - )N (1)
=101 M — 11 ND
dt s(14+&7) (51 5 )M(l) (1+£§2))M 5( &) 3
dmt 1 Oy s 4+ 1 O (5%1) 52 ) +(1+ 52 )
| 1
dt 2( "‘f ) 2( 51 ) (_51 +§2 )N(l (1 . ;2))N0

P _ (&) - &MY+ 1+ gMy
dt (V) 4 e YND 4 (1 - &P)N,
e’ o) . dP

1
i =4 ¢ 1%%_01 55)7

2 2
g _ NONC B P o £
di 2 G2 P 2 G2 -

a

(2.23)
Sistemin denge durumu i¢in, sistemdeki tiim tiirevler sifira esitlenmis ve P,, € RT,

P., € (min[P,, L], max|P,, L]) sart1 altinda sistemin denge noktasi

B o= (N, MY, Py &.&) (2.24)
_ [Pa_q2<Pa Peq)]NOPeq_[Pa+q2(Pa_Peq)]M07P N( ) Peq;O q2Pa_Peq
2P€qq2(Peq - Pa) pa

seklinde elde edilmigtir. Burada ¢, cs ve ¢; parametreleri denge noktasinda
yer almamaktadir. Sonuc olarak da bu parametreler denge noktasinin varligini
etkilememektedir. Bununla birlikte denge noktasinin bulunusunda etkisi olan pa-
rametrelerden faydalanarak, denge noktasinin varligina iligkin agagidaki sonugtan

bahsedilmigtir.

Sonug 2.1.1. Kabuller ve (2.23) sistemi gozoninde bulunduruldugunda, sistem-
deki tiim denge noktalarinin asagidaki sartlary saglamasy gerekmektedir.

Durum 1: L < P, < P, iken asagidaki esitsizlikler saglanmaktador:

P
(a) Pu > Pey >0, (b)0<Q2<rPeq,

< Mo[Po + 0(Po — Fey)]
=% alFPa = @2(Pa — Feg)]

(c
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Durum 2: P, < P,y < L iken asagidaki esitsizlikler saglanmaktador:

a

P, <P -
(a) 0 < P, < P, (b) 0 < g < PP

a eq

MO[Pa+QQ(Pa_Peq)]<NO<MO‘

(C) Peq[Pa_QQ(Pa_Peq)] - Peq

Durum 3: P, = P, = L iken asagidaki esitsizlikler saglanmaktador:

(G)OSN(DSN(), (b)Pa:Peq:La
(c) & =& =0.

Verilen herbir durum icin sistemdeki denge noktalarinin saglamasi gereken
kogullar belirtilmis ve boylece denge noktalarimin olmasi muhtemel olan tiim
yerleri belirten bir denge boélgesi cizdirilmigtir. Bu denge bélgesi ilk durum igin
¢izilmig ve (10 = L < P,, < P, = 12) seklinde alinmigtir. Diger durumlar igin de

benzer ¢izimler yapilmigtir.

20 ———r——————————r T .
N N 1
[ I
I / I
1
I ¥ l
I ; !
13 ! |
L ; L
L F, I
}J [
P -
’ !
td ] T
10 o .
q2 # P
- ]
I e .
L - '__.-"" :! h
.I-'F 1 g
sH [
1 [
H ] ]
L1 rJ ]
1 -~
.I .‘I‘ -
L - -
L] el .
100 105 1.0 113 120
Peq

Sekil 2.5: Durum 1 icin denge bolgesi

Caligmanin devaminda, elde edilen denge bdélgesinin hangi kisimlarinin hangi
sartlar altinda kararli bolge oldugu arastirilmigtir. Bunun icin lineer olmayan
(2.23) sistemi = denge noktas: etrafinda lineerlegtirilmis ve elde edilen karakteris-

tik polinoma Routh-Hurwitz Kriterinin uygulanmasiyla, karakteristik polinomun
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kokii olan 6zdegerlerin reel kisimlar: incelenmis ve bu incelemeler 1s1g1inda, P, €
(min[P,, L], max|P,, L]) kogulunun saglandig: 3 farkli durum i¢in ayr1 ayr sartlar
belirten bir kararlilik teoremi verilmigtir. Bu teorem sayesinde varolan denge

noktalarinin hangi kosullarda kararh olabilecegi soylenebilmektedir.

Teorem 2.1.1. Verilen herbir durum i¢in asagidaki sartlar saglandiginda, (2.23)
sisteminin & denge noktasi icin bir kararl bolge mevcuttur.
Durum 1: L < P, < P, olmasy halinde, asagidaki sartlar saglayan denge

noktalary kararlbidyr

1
(Ch < 5) ve (1 < 1+ c3).

Durum 2: P, < P,; < L olmast halinde, asagidaki sartlar: saglayan denge

noktalary kararlidyr

1
<q1 < 5) ve (¢p <14 ¢c).

Durum 3: P, = P, = L olmas: halinde, asaqidaki esitsizligi saglayan denge

noktalar: kararlbdr

(1) . 1 NO 1+ Cy N()
¢’ <mmn |-—=—, = .
2ND 2¢; NQ)

Verilen kararhlik teoreminde parametrelere 6zel degerler verilerek kararhilik
bolgeleri ¢izdirilmistir. Durum 1 (10 = L < P, < P, = 12) igin cizdirilen
kararlilik bdlgesi asagida verilmigtir, diger durumlar igin de benzer cizimler

yapilmigtir.
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100 103 1.0 113 120

P.,
Sekil 2.6: (P.,, ¢2) diizleminde L = 10 ve P, = 12 alinmigtir. ¢; parametresine

degerler verilerek sirasiyla ¢; = 0.447 i¢in (mavi, kirmiz1 ve sar1), ¢; = 10 igin
(kirmizi, sar1) ve ¢; = 20 i¢in (sar1) kararhilik bolgeleri elde edilmigtir.

Dikkat edilirse denge noktasinin varligina etkisi olmayan ¢; parametresi, varolan

denge noktasinin kararliligini belirlemede etkin rol oynamaktadair.
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3. TEZ PROBLEMI

3.1 Tek Yatirimci1 Grup Igeren Sistem Icin Karar-
ik Analizi

3.1.1 CB modeli icin kararlilik analizi

Bu boliimde CB modeli i¢cin Routh-Hurwitz Kriteri yardimiyla yeni bir kararhilik
analizi yapilacaktir. Oncelikle analizler sirasinda kullanilan parametreler ve

fonksiyonlar icin baz1 kabullerden bahsedecegiz. Bu kabuller goyledir:

1. Taylor lineer yaklagimi kullanilarak tanh(z) ~ z alinmig ve bunun netice-
sinde

 ~ %(14—51—1—52), (3.1)

denklemi elde edilmistir. Burada &;(¢) fonksiyonunun goriintii kiimesi
(—1,1) arahgindadir, (i = 1, 2),

1
2. 0 = — olarak alinmistir,
To

3. q1,q2, 1, Co, P, pozitif birer sabittir.

Kararhilik analizine, sistemin denge noktasinin bulunmasi1 adimi ile baglayalim.
[4] makalesinde ele alman (1.13) sistemi

1
D=k(1-B),S=(1-k)Bvek= 5(1 + & + &) ifadeleri yerine yazilarak
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agagidaki sekilde yeniden ifade edilmistir:

(AP _ 6P(1-2B+& +&)
t (1-&—-&)B 7
dB _ (1-2B+& +6)(14+25(1— B) —& — &)
dt 2(1 =& — &) ’
&y —c o(1 =2B+ &+ &) — (1 -6 —&)B& (3.2)
a (1-&-&)B ,
@—c Q2 Py — o P — Poo
a7 P, .

Verilen sistemin denge noktasini bulabilmek icin sistemde yeralan her bir
tiirevin sifira egitlenmesi gerekmektedir. Ciinkii bu, degisimin sona ermesi ve
denge durumunun ortaya c¢ikmasi anlamina gelmektedir. P, € R*, P, €
(min[FP,, L], max[P,, L]) olmas: gerektigi biliniyor [5]. Bu sart altinda her bir tiirev

sifira esitlendiginde denge noktasi

7 = (P.,B&,5) (3.3)

P,~P, 1 _ P —P
= P e "4, - e -~ 4
( eqs 42 2Pa + 2707QQ Pa ) (3 )

seklinde elde edilmigtir. Burada, c;, co ve ¢ parametrelerinin denge noktasinin
ifadesinde yer almadigina dikkat edilmelidir. O halde bu parametreler denge
noktasinin varlik durumuna etki etmemektedirler. Denge noktasinin varligi ve
varolan denge noktalarinin sagladigl sartlari incelemek icin agagidaki sonucu

verelim.

Sonug 3.1.1. (3.2) sistemi goz éniinde bulunduruldugunda, tim denge noktalars
asaqidakt sartlary saglamaktadirlar.

Durum 1: P, > P, > L sart altinda asagrdaki esitsizlikler saglanmaktadur:

P,> P.,>0, b) 0 < gy < ——.
a) q ) q2 Pa, _ Peq
Durum 2: L > P., > P, sarti altinda asagrdaki esitsizlikler saglanmaktadur:
P,
P.,>PFP,>0, D) 0< g < ——.
0’) q ) q2 Pa _ Peq
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Durum 3: P, = Py, = L sarti altinda asagrdaki ifade saglanmaktadur:
a) & =& =0.

ispat 3.1.1. Durum 1: P, > P,, > L tken

(a)’nin dogrulugu agiktur.
(b) sikks i¢in, basta bahsettigimiz kabullerden —1 < & < 1 oldugu biliniyor. Denge

- n Pa - Pe . . . A
durumunda & ifadesi, & = quq seklindedir ve bu ifade pozitiftir. O halde

0< 52 < 1 yazlabilir. Buradan,

Pa_Pe
0<pp—r-—2<1 (3.5)

P,

elde edilir. Sonuc¢ olarak

ifadesine ulasilor.

Durum 2: L > P, > P, iken

(a)’nin dogrulugu aciktur.
(b) sikky i¢in, basta bahsettigimiz kabullerden —1 < & < 1 oldugu biliniyor. Denge

a —

- - Pe . . ..
durumunda & ifadesi, & = qg———" seklindedir. L > P., > P, durumu i¢in bu

P,
ifade negatiftir. O halde —1 < 32 < 0 yazlabilir. Buradan,
Pa - Pe
—-1< QQTQ <0 (37)
elde edilir. Sonug¢ olarak .
0 _ 3.8
< ¢ < PP, (3.8)

ifadesine ulasilor.

Durum 3: P, = P, = L iken

(a)’nin dogrulugu agiktir.

P, —

iz “ oldugu bilinmektedir.

(b) sikks icin, denge durumunda El =0 ve Eg = ¢
O halde buradan
§=6=0 (3.9)

ifadesi kolayca gorilebilir. O
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Boylece denge durumunda saglanmasi gereken kriterleri insa ettik. Simdi ise
Sonug (3.1.1)’de bahsedilen 3 farkli durum i¢in kararlihk kriterlerini inceleyelim.
(3.2) sisteminin kararlihk analizini yaparken takip edilmesi gereken adimlar su
sekildedir:

1. Sistemin denge noktasi bulunmalidir,

2. Lineer olmayan bu sistem, bulunan denge noktasi civarinda lineerlestirilme-
lidir,

3. Sistem lineerlestirildiginde elde edilen Jakobiyen matrisi kullanilarak bir

karakteristik polinom bulunmalhdir,

4. Bulunan karakteristik polinomun kokleri 6zdegerlerdir, bu 6zdegerlerin reel
kistmlarinin isaretleri incelenmelidir. Bunun i¢in Routh- Hurwitz Teorems

kullanilacaktir,

5. Sistemin kararli olabilmesi i¢in 6zdegerlerin reel kisimlarinin igaretinin
ne olmasi gerektigi yorumlanmali ve bunu saglayici sartlar konularak bir

kararlilik teoremi inga edilmelidir.

Burada, birazdan verecegimiz teoremin ispatinda kullanilmak iizere, igslem kolay-

lig1 saglayacak olan su esitliklerden bahsedelim:

(Q2(Pa - Peq>)2

T = — P, 1
2 > (3.10)
W = 2Pa01(h5, (311)
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Simdi ise kararhilik teoremini verelim.

Teorem 3.1.1. (5.2) sistemi ve basta wverilen kabuller géz dniinde bulun-
duruldugunda, T denge noktast icin bir kararhlk bélgesi mevcuttur. P, €
(min[P,, L], max[P,, L]) bilgisi ile olusan 3 farkly durum i¢in, asagida verilen
sartlar gerceklendigi taktirde denge bélgesinde yer alan {im denge noktalar:

kararlidur.

Durum 1: P, > P., > L sartv altinda, asagidaki ifadeler gerceklendiginde

sistemdekt denge noktalary kararlidir:

2P361ql(5
(q2(Pa - Peq) + Pa)(QQ(Pa - Peq) - Pa>7

1.O+1+ci+c>—

QCQQQPeq(SPa > 2P£clq1(5
(QZ(Pa_P€q>>2_P<12 2<QQ(Pa_Peq))2_Paz

2. (04 1)(c1 + e2) + 1o —

2P%c1q10
3. (5+1+01+02+ a 101 )

(42(Po = Peq))? = B

2P201Q15 202(]2P oP
541 a — ===
(( Flet e an TR B - Pyl - P

a

2 P.oP,
_ (((5 + Dejeg — C2q2Leq ) 0

(02(Pa — Peg))? — P2

a

Durum 2: L > P., > P, sartv altinda, asagidaki ifadeler gerceklendiginde

sistemdekt denge noktalary kararlidr:

2Pa2016h5
(QZ(Pa - Peq) + Pa)(Q2(Pa - Peq) - Pa)’

1. 5+1+Cl+02>—

202q2peq6Pa > 2P(1261Q16
_C s
(2(FPa — Feg))? — P2 (q2(Pa — Peg))? = P2

2. (5 + 1)(61 + 02) + cico —
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2P(1201Q1(5
(@2(Fa = Peg))® = FZ

2P2%ciq16 209q2 P, 0 P,
541 : - 5
(( POt )t at e =B (P~ Pu)) — P2

a

3. (5—|—1+Cl—|—02+

262q2Peq5Pa ) < 0.

_ ((6 + Dereg — (P — P — 7

Durum 3: P, = P., = L sarti altinda, asagidaki ifadeler gerceklendiginde

sistemdekt denge noktalary kararlidr:

0+1+c+c
261(5 ’

1. g <

2. Pa<(5 + 1)(61 + CQ) + ClCQPa —+ 202(]2Peq5 > 26102(]16Pa,

209G P60
3. (6+1+c1 42— 2c1q10) <(5 + (e +e2) +ac — 2acq + cqui : )

20102612peq5) > 0.

_ ((6 + 1)0102 —C Pa

Ispat 3.1.2. Oncelikle lineer olmayan (8.2) sistemini denge noktasi etrafinda

lineerlestirmeliyiz. Gosterim kolayligr amacwyla sistemdeki tirevler asagida verilen

fonksiyonlara esitlendi:

(O = 1(P.B.G.6)

= 4(P.B.6.6).

% CMPB.e), (3.13)
K % =k(P,B,&,&).

Burada (P, E,El,g}) denge noktasi olmak 1izere,
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)=0  (3.14)

oldugu a¢ikca gorilmektedir. Verilen f(P, B,&1,&), g(P, B,&1,&2), h(P, B, &1, &),
k(P,B,&,&) ifadelerinin ( eq,B 51 52) denge noktast civarindaki Taylor seri

acrlimlarinin yapilmaswyla

dP

7 = H(P.B.61.6) = f(Pey, B.E1,&) + fr(Peg, B.61.&) (P = Puy)
+fB(Peq7§ é\ g)(B B)+f£1( B\ E 5)(61 fl)
+ feo (P B\g g)(52—52)+0(---) (3.15)
B o 0(P.B.61&) = 0(Py B.&.B) + 00(Py B.E.B)P - By
+ gp(P. § E g)(B B)"’Qél( é g g)(fl 51)
+ ge, (P, EE &)(& — &) +0(..) (3.16)
& _ B . L
dt (PB£17£2)_ ( €Q7B7€17§2)+hp( 5 5)(P_Peq)
+ hp(Pug, B,&.&)(B — B) + he, (P éff)(a—&)
+ he, (P. EEEM&—@+O«J(M@
d
d%_ (PB£1;£2)

~

k(P.y, B,&1,&) + kp(Peg, B, &1, &) (P — P.y)
+ kp(P, éé&w B) + ke, (Pog, B, &1,6) (&1 — &)
+key(Pag, B &1, 6) (& — &)+ O(..) (3.18)

denklemler: elde edilmistir. Bu seri agilimlar: asagidakt sekilde matrisler yardi-

mayla ifade edilebilirler

% f fP fB f§1 fEQ P — Peq
dB B-B
ddgl _ g _ gp gdB 9G&  Ge Y + O() (319)
dt h hp hg h{l h§2 & —&
L k kp kp ke ke [ &2 —&



Burada, katsayr matrisi olan J ye Jakobiyen matris adi verilir

fe I fa Jfe
gp 9B Y& Ge
hp hp he he,
kp kp ke o ke,

(3.20)

(5.19) denklemindeki O(...) ifadesi yiksek mertebeden terimleri temsil eder ve
ihmal edilirse, (3.19) sistemi

f fP fB f£1 f§2 P — Peq
hB hfl hfz 51 - 51

kp kg ke kel | & -G

T @
>
|

sistemine indirgenir. Buna da lineerlestirilmis sistem denir.
Lineer bir sistemin kararliligine incelemek i¢in, J Jakobiyen matrisinin ozdegerlers

incelenmelidir. Ozdegerlerin durumlarina gére

1. Ozdegerlerinin timinin reel kismi negatifse, denge noktast kararhdur.
2. Ozdejerlerden en az birinin reel kisma pozitif ise, denge noktasy kararsizdur,

3. Ozdegerlerden en az birinin reel kismi sifira esitse, marjinal durum sioz
konusudur. Bu ise daha dnce bahsettigimiz, merkez ve izole olmayan denge

noktasimin varligina isarettir.

|J = M| =0 (3.22)

denklemi yardimayla J matrisinin karakteristik polinomu bulunur. Bu polinomun
kéklery J matrisinin ozdegerleridir. Maple 13 programi: yardvmayla J matrisinin

karakteristik polinomu su sekilde bulunmustur
)\(043)\3 + 042)\2 + 041)\ + Oé()) =0. (323)

Ozdegerlerden birinin sifira esit oldugu gorilmektedir, ejer diger Gzdegerler
negatif reel kisma sahip ise bu durum kararliligr bozmayacaktir. Ciinki kararlilik

tamimlarinda bahsettigimiz gibi izole olmayan denge noktas: soz konusudur. Bu
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durum denge noktasinin cekici olmadiginin dolayl olarak asimptotik kararliiktan
bahsedilemeyeceginin kamtidir. Fakat diger ézdegerlerin reel kisimlar, negatif ise

mevcut durum Lyapunov anlaminda kararliliga isarettir. Burada

ag = 1, (3.24)
w

Qg = (5+1+61—|—CQ+T, (325)
W R

o = (5 + 1)(61 + CQ) + ci1C9 + Co— — —, (326)
T T

R
Qg = (5 + 1)C102 — le (327)

seklindedir. Islem kolayliii acisindan yine

(QZ(Pa - Peq))2

T = - P, 3.28

B (325)
W = 2Pa01Q15, (329)
R = 2CQQ2Peq(5 (330)

olarak alimnmagtor.

Karakteristik polinomun koklert ozdegerlerdir, o halde yapilmasy gereken bu
polinomun koklerini bulmaktir. Fakat polinomun katsayilary incelenecek olursa,
bu kokleri verimli sekilde elde etmenin pek kolay olmadigr gorilmektedir. Bizim
thtiyacimaz olan seyin kéokler: biituiniyle elde etmek degil, yalnizca reel kissmlarinin
wsareting incelemek oldugu distinitlirse, gereksiz islem kalabaligina yol agmayacak

olan yeni bir yontemi kullanmak fayda saglayacaktor.

Burada, dzdegerlerin reel kisimlarinin isaretlerini bulmamizr saglayacak olan

Routh-Hurwitz Kriteri’nden bahsedelim.

Routh-Hurwitz Kritert: Bu kriter Hurwitz Matrist ve Routh Tablosu kullans-
larak gelistirilmistir.

p(A) = az\® + @\ + ay A + ag polinomu igin kriteri uygulayacak olursak

/\3 (0% (0751
A2 o a
2 0 (3.31)
A Qoaq —agag
a2
/\O (o7)) 0
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polinomun tim koklerinin kompleks diizlemin sol yarisinda yer almast yani tim

koklerin negatif reel kisma sahip olabilmesi i¢cin

1. Tablonun orta stitununda yer alan katsayilarin sifirdan farklh olmass,

2. Tablonun orta stitununda yer alan katsayilarin tamaminin ayns isarete sahip
olmast gerekmektedir. Cinki bu stutunda gerceklesen isaret degisimi sayst

kadar sag yary dizlemde yer alan kok vardar.

O halde burada su yorum yapimalidir: Eger karakteristik polinomun Routh
Tablosunun orta stitununda yer alan katsaylarin herbiri ayni igsaretli ve sifirdan

farkly ise sistem kararlidar.

Fakat, orta stitunda gercelesen herbir isaret degisimi sag yary dizlemde yer alan,
yani reel kisma pozitif olan bir koke isaret ettiginden sistem kararsizdir. Ornegin,

p(A) = 5X3 + A% + 6\ + 8 polinomu ele alinsin. Bu polinom i¢in Routh Tablosu:

M|l o5 6
2|18
(3.32)
Al =34 0
X8 0

seklindedir. Dikkat edilecek olursa orta situnda, 1 = —34 ve —34 = 8 olmak
tzere ki adet isaret degisimi sz konusudur. O halde polinomun 3 adet kokiiniin
2 tanesi sag yary dizlemdedir, yani pozitif reel kisma sahiptir. Bu ise polinomun

ait oldugu sistemin kararsiz olduguna isarettir.

Bir polinoma Routh-Hurwitz Kriteri uygulandiginda gerceklesebilecek senaryolar

su sekildedir:
1. Orta stitunda sifira esit hicbir eleman yoktur; bu durumda isaret degisimi
olup olmadigr kontrol edilir,

2. Orta siutunda sifira esit olan eleman vardir fakat satirdaki diger elemanlar
sifirdan farkldir; bu durumda sifir olan eleman yerine yeterince kiictik olan

€ gibi bir degisken atanarak bu durum elimine edilir ve € ifadesinin isaretinin

32



pozitif ve negatif oldugu duruma gore ayre ayri analiz yapilp sonuc olarak

orta sttunda bir isaret degisimine sebebiyet verip vermedigi kontrol edilir,

3. Orta stutundaki bir eleman ve bununla birlikte ait oldugu tim satwr sifira
esitse bu durumda ‘marjinal durum’ soz konusudur. Burada bir onceki
saturin katsayilary referans alinarak cegitli eliminasyonlar yapir ve bunun

sonucunda 3 farkl hal soz konusu olabilir;

(a) Kékler orjine gore simetrik ve reeldir,
(b) Kdokler orjine gore simetrik ve imagjinerdir,

(¢) Kdokler orjine giore simetriktir (ceyrek s-dizlemindedir).

Bahsettigimiz durumlar yiiksek dereceli polinomlar i¢in de soz konusu olabil-
mektedir. Bizim inceledigimiz sistemin karakteristik polinomu kibik bir polinom
oldugundan ézel bir durum olarak bahsedecek olursak, kibik bir polinom icin

Routh-Hurwitz kriterinin sartlary gu sekildedir (basitlik igin az = 1 alinsin):

1. Kararlhilik: Orta situn elemanlary pozitif olmalr yani az > 0, as > 0,
ag > 0 ve asay — agag > 0 olmaldir, dolayl olarak oy > 0 durumu da var

olmalidar,

2. Marjinal Kararlibk: a3 > 0, as > 0, ag > 0 ve asay — azag = 0 olma
durumudur. Burada orjine gére simetrik olup sanal eksen tizerinde yer alan

sanal kokler mevcuttur,

3. Kararsizlik : Diger bitin ihtimallerde kararsizlvk durumu ortaya ¢ikar.

ispat 3.1.3. Oncelikle 2. dereceden karakteristik bir polinom icin Routh- Hurwitz
kriterinin ispatindan bahsedelim.

p(A) = A2 4+ an A + ap

polinomu ele alinsin. Burada N ifadesinin katsayisy 1 olarak alinmastir. Yani

as = 1 olup pozitiftir. Polinomun katsayilars Routh Tablosuna yerlestirildiginde

)\2 (0%) (7))
M|l a0 (3.33)

0
A (&%)

33



tiim koklerin reel kiwssmlarinin negatif olmast i¢in orta stitundaki as, oy ve aq
ifadelerinin ayne isaretli olmasy gerektigi gorilmektedir. ay = 1 oldugundan
sistemin kararly olabilmesi icin oy > 0 ve ag > 0 olmalidir. Yani, polinomun
kéklert negatif reel kisma sahiptir < aq > 0 ve ag > 0 yazilabilir. Simdi bu ¢ift
tarafly gerektirmeys ispatlayalim.

Verilen polinomun kékleri

Ao = (3.34)

seklinde elde edilmektedir. Once gerektirmenin bir tarafins gosterelim:
(<): aq > 0 ve ag > 0 olsun. Bu durumda agik sekilde gorilmektedir ki kiokler
eger reel ise her ikisi de negatif, kékler eGer kompleks eslenik ise her ikisi de negatif

reel kisma sahiptor.

(= ): Cift tarafle gerektirmenin diger kismans ispatlamak i¢in, koklerin her ikisinin
de 1) reel ve negatif veya 2) negatif reel kisma sahip kompleks eslenik ¢ift oldugunu

kabul edelim. Burada ki durum mevcuttur:

i) Kokler negatif reel kisma sahip kompleks eslenik ise oy > 0 olmast gerektigi
agikea gorilmektedir. Ayrica 0 < of < 4oy durumu s6z konusudur ve bu da

ag > 0 olmasin gerektirir,

ii) Kokler reel ve negatif ise yine oy > 0 olmast gerektigi a¢ikca gorilmektedir.

Bu ise ag > 0 oldugu anlamina gelmektedir.

Béylece 2. dereceden bir karakteristik polinom i¢cin Routh-Hurwitz Kriterince
ongorilen c¢ift tarafls gerektirme ispatlanmastir. Benzer sekilde daha yiiksek

mertebeden karakteristik polinomlar icin de ispat yapilabilir.C]

Bizim problemimize donecek olursak

(Q2(Pa - Peq>)2

T = — P, .
- 8 (3.35)
W = 2Pa01(h5, (336)
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olmak tzere

as = 1, (3.38)
14

ay = 5+1+c1+c2+?, (3.39)
W R

oy = ((5 + 1)(01 + Cg) + 16+ o= — =, (340)
T T

R
Qg = (5 + 1)0162 - le (341)

katsayilariyla birlikte, karakteristik polinom
)\(063)\3 —+ 062)\2 + Oél)\ + Oé()) = O (342)

seklindedir. Bu polinoma Routh- Hurwitz kriteri uygulandiginda,

)\3 Q3 (03]
2 o a
? 0 (3.43)
Al Q201 —Q30Q O
a2
)\0 (7))

tablosu elde edilmektedir. Yukarida Routh-Hurwitz Kriterinin taniminda ifade
edildigi gibi, polinomun tim koklerinin negatif reel kisma sahip olabilmesi yani
sistemin denge noktasinin kararlh olabilmesi icin, orta sttundaki tim elemanlarin
ayne isarete sahip olmasi gerekmektedir. az = 1 > 0 oldugundan, mevcut durum
su sekilde ifade edilebilir:

Verilen sistemin kararl olabilmesi i¢in
Z) Qg > O,

ZZ) ag >0,

ZZZ) gy — g > 0

sartlarinin gerceklenmesi gerekmektedir. O halde ispatin bu kismaindan itibaren bu
sartlar gerceklenmek tizere, parametreler icin belli kisitlar koyacak ve egitsizlikler
verecejiz. Burada P,, € (min[P,, L], max[P,, L]) bilgisi ile olusan ilk durumla

baslayalim.

Durum 1: P, > P.;, > L olmas: hals
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e s >0 durumu i¢in:

1174 2P}c1q10
41 > 0yani (5+1 : =0
ap = 0+1tertort o > Oyani (0 + tcﬁc?)*\((%(pa_gq)ﬁ—Pa?
I 17

olmalidir. Bélimiin basinda verdigimiz kabullert géz oniine aldigimizda I > 0

oldugu ac¢ikca gorilmektedir. O halde as > 0 olabilmest i¢in 2 ihtimal vardur:
1. I1 >0 veya
2. 11 <0 ve aym zamanda |I| > |II| olmalidr.

Oncelikle ilk ihtimali degerlendirelim ve kabul edelim ki II > 0 olsun. Basta
verilen kabullerden, paydaki ifadenin  2P%c1q10 >0 oldugu gorilmektedir.

Paydadaki ifade i¢cin

(qQ(Pa_Peq))Q_Pg:SQQ(Pa_Peq)+Pa>(q2(Pa_Peq)_Pa)>O

-

>0

olmasi gerektigi agiktir. Buradan, paydadaki ifadenin tamamanin pozitif olabilmesi
icin gerek ve yeter sart (q2(P, — Pey) — Pu) > 0 olmasidir. Bu ise go > ﬁ

a Lleq
olmasiny gerektirir.

Fakat bu ifade Sonu¢ (3.1.1)%in Durum 1 (b) sikke ile celiski arz etmektedir. O
halde ilk thtimal olan I1 > 0 gecersizdir.

Simdi diger thtimal olan 11 < 0 durumunu inceleyelim. [4+11 > 0 olmasu isteniyor
ve I > 0 oldugu biliniyor. Eger 11 < 0 ise aynmt zamanda |I| > |I1I| olmalider.
Burada, 11 ifadesinin payimin 2P2ciq16 > 0 oldugu kabuller sayesinde biliniyor.
Paydadaki ifade ise

(@2(Pa = Puy))? = P2 = (qa(Pa — Pg) + P)(qa(Pa — Poy) — P.)

>0
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seklindedir ve Il < 0 olabilmesi i¢in paydanin negatif olmasi gerekmektedir. Bu
ise (q2(Py — Poy) — Pa) < 0 olmasina gerektirir.

P, , . ‘ .
Buradan gz < P ifadesine ulagilr ki, Sonu¢ (3.1.1)%n Durum 1 (b) sikks
a Leq

ile uyum gostermektedir. Son olarak |I| > |I1| sarts igin ise
—2P%c1q,0
(q2(Pu — Peg) + Pu)(q2(Po — Peg) — Pa)

6+1+01+02>

ifadesine ulasilmistir. Bu ifade as > 0 olmasy i¢in gerek sarttar.

o «y >0 durumu igin:

R 2 P, P,
ap=(0+1)cica —c1 >0 yani (6 + 1)cieo — ( C1C2421eq ) 0
T LAt Dac

(42(FPo — Peg))? — P

J/

177 v

olmalidvr. Boliim basinda verilen kabuller disindldiginde, ITT > 0 oldugu ag¢ikca

gorilmektedir. O halde cg > 0 olabilmesi i¢in 2 thtimal vardar:

1. IV > 0 ve aym zamanda |I111| > |IV| veya

2. IV < 0 olmalidar.

Ik ihtimali diisiiniirsek, IV > 0 olarak alindiginda, 111 > 0 oldugu bilindiginden
11T — IV > 0 gerceklenebilmesi i¢in ayni zamanda |I11| > |IV| sarty da
saglanmalidir. Basta verilen kabuller géz ontine alindiginda, IV in payindaks
ifadenin 2cic0qaPegPyd > 0 oldugu gérilmektedir. O halde IV > 0 sartinin

saglanabilmesi i¢in paydadaki ifadenin pozitif olmasy gerekmektedir. Yani,

(02(Pa — Peq))* = Py = (q2(Pa — Peq) + Pa)(q2(Pa — Feg) — Pa) > 0

>0

olmaldir. Bu ise (qo(Py — Pey) — Pa) > 0 olmasy ile mimkindir. Buradan,
Py : , . :

®@ > 5 —p ifadesine ulagimaktadr ki Sonug¢ (3.1.1)%in Durum 1 (b) sikks

ile geliJnekteE’r. O halde IV > 0 olmasi sz konusu degildir.
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Simdi 2. ihtimal olan IV < 0 durumunu analiz edelim. IV ifadesinin payinin
2c102q2 Peg Py > 0 oldugu bilinmektedir. O halde IV < 0 olabilmasi i¢in paydanin

negatif olmast gerekmektedir. Yani,

(@2(Pa — Feq))* = Py = (q2(Pa — Peq) + Pa)(q2(Pa — Feg) — Pa) <0

>0

olmaldir. Bu ise ancak (q2(P, — Pey) — P) < 0 olmasiyla mimkindir.

P, . . 4 .
Buradan, gs < PP ifadesine ulagilvr, bu ifade Sonug¢ (3.1.1)%n Durum 1 (b)
a Lleq

stkky ile uyum géstermektedir. O halde IV < 0 durumu ekstra bir sart ilave
edilmesine gerek kalmadan her denge noktasi i¢in saglanacaktir. Yani ekstra bir

sart ilave etmeden oy > 0 ifadesi gerceklenmektedir.
o e — azag > 0 durumu igin:

az = 1 oldugunu biliyoruz, o halde sy — ag > 0 ifadesi icin hangi sartlarin
gerekly oldugunu incelemeliyiz. Yukarida oo > 0 ve ag > 0 olacak sekilde sartlar
belirledik. Buradan a¢ikca gorilmektedir ki ascy — ag > 0 olmast i¢in aq > 0 ve
bununla birlikte asa; > ag olmaldir. Oncelikle aq > 0 olma durumunu analiz

edelim.

(3.44)

P2C1q15 QCQQQP P,
_ 1 a _ eql a
[(6—1— )<Cl+62)+0102]+02<q2(Pa_Peq))2_P2 (QQ(PCL_PQ(]))Q_PC%

a

o = ((5 + 1)(C1 —+ CQ) + ci1co + Co

sl
I

seklindedir. Burada basta verilen kabullerin referansiyla (0 + 1)(c1 + ¢2) + c1co >
0 oldugu kolaylikla soylenebilir. Devamindaki ifadeler ve oy > 0 olma durumu
gozoniine abindiginda, oy > 0 durumunun gerceklenebilmesi i¢in mimkin olan 4
farkl durum séz konusudur.

Bunlar ise:

|44 R
1. T>Ovef<0,
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|14 R %4
2. T>O7T>0ve(6+1)(01+02)+6102+CQT>‘T,
|44 R w R
3. ?<O,?>OU€ (5+1)(Cl+62)+01C2> CQ?'—‘F'?’,
W R %4
4. T<O,T<OU€ (5+1)(C1+02)+0102+‘T‘ > CQT‘

seklindedir. Simdi bu ithtimallerin her birini oy > 0 durumu i¢in ayre ayr

inceleyelim.

. R .
LIk durumu yani o > 0 ve — < 0 halini goz énine alalim. Onceki kiwsimlarda

ayrintily olarak inceledigimiz tizere

|74 . 2P301(]1(5 ~0
T (q(Fa— Py))? = 7

olabilmesi i¢in

o> —To
Pa - Peq
gerceklenmelidir. Bu ise Sonu¢ (3.1.1)"in Durum 1 (b) sikku ile ¢elismektedir ve
zaten
E _ QCQQQPEan(S <0
T (@(P.—Fq)®—F;

olabilmesi i¢in de
P,

< [ —
q2 P — Peq

w R
ifadest gerceklenmelidir ki acikca gorildigi tzere T > 0 ve T < 0 durumlars

aynt anda gerceklesemezler. O halde ilk durum gecersizdir.

%%
Simdi de ikinci durumu distinelim: - > 0 ve T > 0 olsun. ay > 0 sartine
saglamak icin

w R
(5—|— 1)(C1 +C2) “+ c1co +C2? > '?’

ifadest de dolayly olarak ger¢eklenmelidir. Buradan, éncelikle g > 0 ve ; >0

durumunun hangi sartlary gerektirdigine bakilirsa

w B 2P§clq15 >0
T (@(Pa—Py)—F;
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olabilmest icin

esitsizliginin saglanmasy ve

R o QCQQQPEan(S <0
T (@(Fu—Fey))? — F;

olabilmesi i¢cin ise

I
q2 > —Pa ~r,
sartinin saglanmast gerekmektedir. Bu iki ifadenin gerektirdigi sartlar birbiri ile
uyum gosterse de qu > Pa%a&q ifadesi Sonug¢ (3.1.1)%n Durum 1 (b) sikks ile
celismekte ve dolayisiyla bu thtimali de gecersiz kilmaktadur.

%% R
Diger bir ihtimal olan ol < 0 ve T > 0 olma halini goz ontine alalim. Eger bu

durum gerceklenirse ay > 0 olmass i¢in dolayly olarak

w R
(5 —+ 1)(61 -+ CQ) + ci1c > 02?‘ —+ ‘?‘
durumu da saglanmalidir. Buradan
w 2P2ciq,10
— a 11 <0

T (q2(Pu— Pug))? — P2

olmast icin

I

< [ —
q2 P, — Peq

esitsizliginin saglanmasy gerektigi ve

R 200q2 Peg Pod

— = >0
T (q(Pa—Pey))? — P}

olmast i¢in ise
P,

2> 5 o
Pa_Peq

sartinin saglanmasy gerektigi gorilmektedir. Her ki durumun ayni anda saglana-

q

Py : : .
mayacagr agikar olup aynit zamanda qy > P ifadesi de Sonu¢ (3.1.1)%in
a Leq

Durum 1 (b) sikks ile ¢eliski olusturmaktadur. O halde bu durum da gegersizdir.

Simdi de, ay > 0 olmas i¢in incelenebilecek olan son ihtimali analiz edelim.
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R
— < 0 ve = < 0 olma thtimalini goz ontine alalvm.

T T

|74 . 2P501Q15 <0
T (P — Pey))? = P2

olabilmesi i¢in
P,

< [ —
q2 P, — Peq

sarty saglanmal ve
R 202q2Pean5

T~ (@(P— Py)?— P2

a

0

olabilmesi i¢in yine
< Fo
q2 P, — Peq
esitsizligi saglanmalidor.

Burada ¢ < ifadesi, su anda incelemekte oldugumuz P, > P,y > L

P,
Pa - Peq
durumunda, tim denge{;oktalarm}%a saglanmakta olan bir kosuldur. Ispati Sonuc
(8.1.1)’de verilmistir. o <0 ve T < 0 oldugunda oy > 0 gergeklenebilmesi i¢in

ayni zamanda

(04 1)(c1 + c2) + crc2 +

s
T

ifadest de saglanmalidir. Bu ifadenin saglanmast

7]
C_
T

202(]2Pean(5 > 2P(1201q15
—C
(2(Fa — Peg))? — P “(¢2(Pa — Py))? — F2

(0+1)(c1+ ¢2) + cre0 —

ifadesinin gerceklenmesiyle mimkiindir. O halde oy > 0 sartr ancak

QCQQQPean(S > 2P301C_[15
—c
(QZ(Pa_Peq))Q_PaQ 2((]2(Pa_Peq))2_PaZ

(6 +1)(c1 +e2) +cren —
kosulunun gerceklenmesiyle elde edilebilmektedir.

Buraya kadar asay —ag > 0 durumu analizinin ilk adims olan aq > 0 olma halini
inceledik ve bunun icin sartlar belirledik. as > 0 ve ag > 0 oldugu bilgisine onceks

incelemeler yardimayla sahibiz. Simdi ise bu analizin ikinci adim olan csaq > ag
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olma halini inceleyelim. asay — ag > 0 ifadest

w W R
(5+1+01+CZ+T> (<5+1)(Cl+62)+6102+02T_T)

R
_ ((5 + 1)6102 — le) >0

seklinde agik yazlabilir. Bu ifade ise, asay > ag durumu igin

2P2%c,q10
(5+1+01+CQ+ a (191 )

(q2(FPo = Peq))? = I

2P3€1(]1(5 . 202Q2P(5Pa )
(@2(Fo — Peg))? = 7 (q2(Pa — Feg))? — B

a a

((5 + 1)(e1 + ¢2) + c1ea + ¢

209qa PO P,
— ((5 + 1)0102 — C1 20> ) 0

(2(Pa — Feg))? — P2
kosulunun gerceklenmesi gerektigini ifade etmektedur.

Béylece, P, > P., > L durumunda Routh-Hurwitz Kriterinin kararlihk icin
vertlen yonergelerint takip ederek, as > 0, ag > 0 ve asy — azay >
0 durumlarnin saglanmasy i¢in gerekli kosullary belirledik. Bu ise kararllik
teoreminin ilk kwsma olan P, > P., > L olma durumunun ispatider. Stmdi diger

durum olan L > P., > P, halini inceleyelim.

Durum 2: L > P,, > P, olmas: halt

Bu durumun ispats bir oncekiyle biyik benzerlikler gostermektedir.

e s >0 durumu i¢in:

2P2%c1q16
o €141 ) =~ 0

w
=541 — >0yani (0+1
ay = d+14erterto > 0yani (0 + t‘fl“@*(<q2<Pa—Peq>>2—P3

.

1 17

olmalidir. Bolim basindaki kabuller goz ontine alinwrsa I > 0 oldugu ag¢ikca

gorilmektedir. oy > 0 olabilmesi i¢in 2 thtimal vardur:

1. IT >0 veya
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2. 11 <0 ve aym zamanda |I| > |I1| olmalidur.

Ik ihtimal ile baslayalum ve kabul edelim ki II > 0 olsun. Bastaki kabullerden,
paydaki ifadenin pozitif oldugu yani 2P%c1q16 > 0 oldugu gorilmektedir. O halde
paydadaks ifade i¢in
<Q2(Pa_Peq))Q_Pc%:(Q2(Pa_Peq)+Pa>\(QQ(Pa_Peq)_Pa) >0

/

<0

olmasi gerekir. Paydadaki ifadenin tamamanin pozitif olabilmesi icin gerek ve

yeter sart (q2(Py — Pey) + P,) < 0 olmasidir. Bu ise go > — olmasin

Pa - Peq
gerektirir. Bu son ifade Sonug (3.1.1)%in Durum 2 (b) sikku ile celismektedir. Bu

durumda ilk thtimal olan I1 > 0 gecersizdir.

Simdi diger thtimal olan 11 < 0 durumunu inceleyelim. I4+11 > 0 olmasu isteniyor
ve I > 0 oldugu biliniyor. Eger II < 0 ise aym zamanda |I| > |II| olmalidar.
IT ifadesinin payinin 2P2ciq16 > 0 oldugu kabuller sayesinde biliniyor. Diger
taraftan paydadaki ifade ise

(02(Pa = Peq))* = P = (q2(Pa — Peq) + Pa) (q2(Pa = Peg) — Fa)

-~

<0

seklindedir ve I < 0 olabilmesi i¢in paydanin negatif olmast gerekmektedir. Bu

ise (q2( Py — P.y) + P.) > 0 olmaswiny gerektirir. Buradan qa < — ifadesine

P, — P,
ulagler ki Sonug (3.1.1)%in Durum 2 (b) sikkwndaki ifadenin aynisidar.

Son olarak |I| > |II| sarts igin ise

—2P3€1ql(5

O+14+c 40>
' ? (qQ(Pa_Peq)+Pa)(q2(Pa_Peq)_Pa>

ifadesine ulasilmistir. Bu ifade as > 0 olmasy i¢in gerek sarttar.
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e oy >0 durumu i¢in:

R
ag =0+ 1)1 — 1= >0 yani (§+ 1)ejeo — (
T —_——

(.

QClcQQQPean5 ) 0
(42(FPo — Peg))? — P

J/

111 v

olmalidir. Béliim basinda verilen kabullerden II1 > 0 oldugu gorilmektedir. O

halde cg > 0 olabilmest icin 2 ihtimal vardir:

1. IV > 0 ve aym zamanda |111| > |IV| veya

2. IV < 0 olmalidar.

Ik ihtimali diistintrsek, IV > 0 seklinde alinduginda, 111 > 0 oldugu bilindiginden
I1T — IV > 0 ifadesinin saglanabilmesi icin ayns zamanda |I11| > [IV]| sarts
da saglanmalidir. Basta verilen kabuller goz oniine alindiginda, IV in payindaki
ifadenin 2c1c2q2PeqPad > 0 oldugu gorilmektedir. O halde IV > 0 sartinin

saglanabilmesi i¢in paydadaki ifadenin pozitif olmassy gerekmektedir. Yani

(QQ(Pa_Peq))Q_sz(Q2(Pa_Peq)+Pa)\<q2(Pa_Peq)_Pa)/>O
<0

olmalidir. Bu ise (q2(Py — Pey) + Pa) < 0 olmasi ile mumkiindir.

Buradan, qu > — ifadesine ulagilmaktadir ki Sonu¢ (5.1.1)’in Durum 2

Pa - Peq
(b) sikka ile celismektedir. O halde IV > 0 olamaz.

Simdi 2. ihtimal olarak bahsedilen IV < 0 durumunu disinelim. IV ifadesinin
payin 2¢1c2qaPegPyd > 0 oldugu bilinmektedir. O halde IV < 0 olabilmasi ig¢in

payda negatif olmalidir. Yani

J

(CIQ(Pa_Peq))Q_Pg:(Q2(Pa_Peq)+Pa)\<Q2(Pa_Peq)_Pa)<O

<0

olmalidir. Bu ise ancak (q2(P, — Pey) + P.) > 0 olmasiyla mimkindir.
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Buradan, ¢ < _Pa%aﬂq ifadesi elde edilir, bu ifade Sonu¢ (3.1.1)%in Durum
2 (b) sikkinda bahsedilen ifade ile aynidir. O halde 1V < 0 durumu igin yeni
herhangi bir sart yazmaya gerek yoktur. Ctinki bu ifade L > P., > P, sartin
saglayan her denge noktasi i¢in saglanacaktir. Demek ki oy > 0 ifadesinin

gerceklenmesi i¢in de yent sarta ihtiyac yoktur.

o ayay — azag > 0 durumu i¢in:

as = 1 oldugunu biliyoruz, yani ascy — oy > 0 ifadesinin gerceklenmesi i¢in
gerceklenmesi gereken sartlart incelemeliyiz. Yukarida as > 0 ve ag > 0 olacak
sekilde sartlar belirledik. O halde, aso; — ag > 0 olmast i¢in aq > 0 ve bununla

birlikte aoory > g olmalidar. Oncelikle a; > 0 durumunu inceleyelim.

W R
a1 = ((5 + 1)(61 + CQ) + ci1co + CQ? — f (345)
2P3€1q15 202(]2Peqpa6

= {((5 + 1)(61 + Cz) -+ 0162] -+ Co (qz(Pa — Peq))2 _ P2 — (q2(Pa — Peq))2 — P2

a a

seklindedir. Burada basta verilen kabuller géz dniinde bulundurularak
(0 + 1)(c1 + ¢c2) + crca > 0 oldugu sdylenebilir. Devamindaki ifadeler ve a; > 0
olma durumu gozonine alindiginda, oy > 0 durumunun gerceklenebilmesi icin

mimkin olan 4 farkl ihtimal varder

Bunlar:
w R
1. ?>OU6?<O,
w R w R
2. ?>O,?>OU€(5+1)(Cl+02)+01C2+CQ?>‘f,
w R w R
3. T<O,T>OU€ (5+1)(C1+02)+0102> 02?"’"?’,
w R w
4. T<O,T<Ove (5+1)(Cl+02)+0102+‘f‘ > 02?’

seklindedir. Bu ihtimalleri bir onceki durum icin de incelemistik. Ihtiyac oldugunu
disindigimizden burada yeniden bahsedecegiz. 1k durum, yani 0 > (0 ve T <0

halini g6z dniine alalim.
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W . 2P501CI15 ~0
T (P = Pey))? = B2

olmasi i¢in

a

Pa - Peq
sarty gerceklenmelidir. Bu ise Sonug (3.1.1)%in Durum 2 (b) sikku ile celismektedir

qo > —

ve zaten

E . 202q2PequL5 <0
T~ (P — Puy))? — P2

a

olmast i¢in de
b,

< B —
4z P, — P,

w R
olmasi gerekmektedir ki ac¢ikca gorildigi tzere T > 0 ve T < 0 durumlary ayn

anda gerceklesemezler. O halde ilk durum gecersizdir.

w
Simdi de ikinct durumu distinelim, o > 0 ve = > 0 olsun. ay > 0 sartinin

T

saglamak i¢in

1 RS uld
(0 + )(01+02)+0102+02T > 'T’

w R
ifadest de dolayly olarak gerceklenmelidir. Buradan, déncelikle T > 0 ve T >0

durumunun hangi sartlary gerektirdigine bakarsak

|74 . 2P301Q15 <0
T (@(Fa = Feg))? = P2

olmast i¢in

> e —
q2 P, — Peq

esitsizliginin saglanmasi ve

R 2002 Peg Pod

— = >0
T (q(P.— Pey))? — P}

olmast icin ise
P,

Pa - Peq
sartinin saglanmasy gerekmektedir. Bu ki ifadenin gerektirdigi sartlar aynidir
ifadesi Sonu¢ (5.1.1)’in Durum 2 (b) sikks ile celismekte

g2 > —

fakat qo > ﬁ
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olup, bu thtimalin gerceklenemeyecegini gosterir.

w
3. durum olan T < 0 ve A > 0 halini inceleyelim. Eger bu durum saglanirsa

ay > 0 olmasi i¢in dolayl olarak,

w R
0+1 > (a7 —
( + )(01+C2)+6162 CQT‘+‘T‘
sarty da saglanmalidir. Buradan
%% 2P2%ciq,10
_ o €141 <0

T (g2(Pu— Puy))? = F2

olmast i¢in

< e —
q2 P, — Peq

saglanmasy gerektigi ve

2C2(]2Pean(5 >
(q2(Pu — Peg))? — P2

R
T 0

olmast i¢in ise

b,
q2 > _—Pa ~ P,
esitsizliginin saglanmasy gerektigi gorulmektedir. Her iki durumun ayn: anda
saglanamayacagy agikar olup, ayni zamanda qo > _Pa%aﬂq ifadest de Sonug

(3.1.1)%in Durum 2 (b) sikku ile celigki gostermektedir. O halde bu ihtimal de

gecersizdir.

Burada, oy > 0 olmast i¢in incelenebilecek olan son thtimali inceleyelim.

|74 . 2Pf01Q15 <0
T (@(Fa— Fey))? — P2

olabilmesi icin

< Fo
q2 P — Peq
sarty saglanmaly ve
R 2002 Peg Pod <0
T ((Pa—Pyg))? =17
olabilmesi i¢cin ise
< Fo
qz P, — Peq
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sarty saglanmalidir. qo < — ifadesi, su anda incelemekte oldugumuz L >

Pa - Peq

P., > P, durumunda, Sonu¢ (3.1.1)’da bahsedildigi gibi,tim denge noktalarnca
|44 R

saglanmakta olan bir kosuldur. Burada, - < 0 ve A < 0 oldugunda oy > 0

gerceklenebilmesi i¢in aynt zamanda

R |14
(0+1)(c1 +c2) +crca + 'T‘ > CQT‘
ifadesi de gerceklenmelidir. Bunun i¢in
2CQ(]2Pean5 QPQQClql(S

5+ 1)(c1 + ¢2) + cres — -
B PV ) i g PRV Ry oy

a a

ifadest saglanmalidir. O halde, oy > 0 sarty ancak

202q2peqpa6 > 2PaQClql(5
—C
(@2(Pa = Peg))® = B2 (42(Pa = Poy))? — F2

(6 +1)(e1+¢e2) +erc —
kosulunun saglanmas ile gerceklenir.

Simdiye kadar asay —ag > 0 durumu analizinin ilk adima olan ap > 0 olma haling
inceledik ve bunun i¢in sartlar belirledik. ay > 0 ve ag > 0 oldugu bilgisine dnceks
incelemeler yardimayla sahibiz. Simdi ise bu analizin ikinci adim olan asay > oy
durumunu tahlil edelim.

s — o > 0 ifadesi

w W R
(6+1+Cl+02+?) ((6"’_1)(614—02)"’_6102_’—62?_f)

R
_ (((5 + 1)0102 — le) >0

olarak yazilabilir. Bu ifade ise, asay > g durumu i¢in

2P%ciq10
((5+1+C1+02+ a “191 )

(q2(FPo = Peq))? = I

2P2¢1016 2¢5G2 PSP,
((5 +1)(c1 + ¢2) + 105 + € o 101 ©2q )

(@(Pa— Poy)? = P2 (@a(Pa— Pog)? — 2

a a

2c0q2 PO P,
_ ((5 + 1)01C2 —C 24 ) 0

(42(Fa — Peg))? — P2

48



kosulunun gerceklenmesi gerektigini ifade etmektedur.
Bu ise kararlihk teoreminin ikinci kismu olan L > P., > P, olma durumunun

1spatidur.

Durum 3: P, = P,y = L olmas: halt

Onceki durumlarin ispatlarinda kullandan T,W ve R parametreleri, bu durum

wein asaqidaks sekilde kullanilacaktar:

T = -P, (3.46)
W = 2Pa61qlé, (347)
R = 262(]2P€q5. (348)

Simdi Routh- Hurwitz Kriteri geregince sirasiyla, as > 0, ag > 0 ve apa; —aigag >
0 durumlarin: ve bu egitsizliklerin saglanabilmesi i¢in ne tir sartlar belirlenmess

gerektiging inceleyelim.

o s >0 durumu igin:

|44
042:54-14—01—1—02—1—?:5+1+01+02—201q15>0
—_——— ——

I 17
olmasy isteniyor. Burada [ > 0 ve II > 0 oldugu bolim basinda verilen kabuller
sayesinde agikca gorilmektedir. O halde as > 0 olabilmesi icin gerekli sart

1> 11 yan
5+1+C1+C2>2€1ql(s

5+1+Cl+62
2C15

olmasidir. Buradan ise ¢, < ifadest elde edilmistir.
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e oy >0 durumu i¢in:

R
Burada, ag = (0 + 1)cyc — le > 0 olmast isteniyor. A¢ikca yazlirsa

2 P.,0
— Py
>0 >0

oldugu gorilmektedir. Dolayisiyla ag > 0 oldugu asikardir bu yizden herhangi bir

sart koymaya gerek gormiyoruz.

o ana] — azag > 0 durumu igin:

Burada, a3 = 1 oldugu ve ayrica as > 0, ag > 0 olduklar: bilinmektedir. O
halde sy — ap > 0 ifadesini gercekleyebilmek icin, dnce ay > 0 sonrasinda
da axaq > ap durumlarimn ger¢eklenmesing saglayict sartlar koymaliyiz. o > 0

olma durumunu goz ontne alalim. Burada

W R
a1 = (5+1)(Cl+62)+0162+02?—7 >0
yani
2¢2qa P.,0
(5 + 1)(01 + 02) + cico0 — 20162q1(5+ & >0
N —~ ——— P,
1 11 111

olmaswn istiyoruz. Burada dikkat edilirse I > 0, I1 > 0 ve 111 > 0 durumu séz
konusudur. O halde oy > 0 gerceklenmesi i¢in I + 111 > II olmalidir. Bu ise
ancak

Pa(d + 1)(61 + 02) + CICQPa + QCQQQPeq(S > 261C2(]15Pa

ifadesinin saglanmast ile mimkindir. asay > oy durumunun gereklerini incele-

yecek olursak
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2¢9q2 Poyd
((S—F 1+ Cc1+Cy— 201(]15) ((5 + 1)(61 -+ CQ) “+ c1co — 26102q15 + %) > (5—|—

QClcQQQPeq(S

1)0102 P

ifadesinin gerceklenmesi gerektigini goririz.

Bu da kararbilk teoreminin ispatine tamamlar. [J

3.1.2 MA modeli icin kararlihik analizi

Cagmalp tarafindan 2005 yilinda "Nonlinear price evolution" baglikli bir makale
yaymlanmigtir [3]. Bu makale daha onceden ¢aligilmig olan "Asset flow and
momentum" baglkli makalede yer alan [4] ve hisse senedi fiyatlarma tahmin
veren modeli yeni bir perspektif ile yorumlamigtir. Caginalp bu caligmada asiri
talep fonksiyonu kullanilarak elde edilen fiyat degisim denkleminin, arz ve talep
fonksiyonlar: hakkinda daha fazla bilgi iceren bir piyasada yetersiz kalabilecegini
belirtmigtir. Buna kamt olarak, ayni denge noktasinda kesigen birden fazla arz
ve talep fonksiyonu grafiginin bulunabilecegi bilgisini 6ne siirmiigtiir. Boyle bir
durumda hangi grafigin daha dogru oldugunu belirlemek zordur. Bu yiizden
arz ve talep fonksiyonlarinin yalnizca bir P fiyatindaki degeri bilgisi yeterli
olmamakta, birinci, ikinci ve daha yiiksek mertebeden tiirevlerin bilinmesiyle
gercege daha yakin tahminler elde edilebilmektedir yorumu yapilmigtir. Caginalp
bu varsayimlari goz oniinde bulundurarak hisse senedi fiyatinin zamana bagh
degisimini veren yeni bir formiil iiretmig ve bu formiilde arz-talep fonksiyonlarinin

birinci tiirevlerine yer vermistir.

2011 yilina gelindiginde Merdan ve Aligen tarafindan, hisse senedine fiyat tahmini
veren yeni bir model ¢aligilmigtir [14]. Aslinda bu model [4] cahgmasinda yer alan
modelin, [3] makalesinde geligtirilmis olan hisse senedinin zamana bagh tiirev
denklemi kullanarak iyilegtirilmig halidir. Bu modelleme, bir hisse senedi fiyatinin
nitel ve nicel davramiginin analizinde, 6zellikle klasik finans ve iktisat modellerinin
cevap veremedigi finansal piyasalarda olusan képiiklerin nedenleri, ani hisse senedi
fiyatindaki cikig ve iniglerin sebepleri gibi sorularin cevaplanmasinda daha iyi

sonuclar verebilmigtir.
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Biz ise bu kisimda, daha iyi fiyvat tahmini yapmasi beklenen bu yeni hisse

senedi fiyat tahmin modelinin kararliligini inceleyecegiz. Daha ¢nceki kararhilik

analizinde bahsettigimiz kabuller ayni sekilde bu analiz i¢in de gecerlidir. Bunlar:

1. Taylor lineer yaklagimi kullanilarak tanh(z) ~ z alinmig ve bunun netice-

sinde

ke S+ +6) (3.49)

denklemi elde edilmigtir. Burada ;(t) fonksiyonunun deger kiimesi (—1,1)

araligindadir (1 = 1,2),

1
2. 0 = — olarak alinmistir,

To

3. q1, 42,1, Co, P,, pozitif birer sabittir

seklindedir.

[14] ¢aligmasinda elde edilen sistem

e

\

ap 8 Tebe Cm%

Pdt  ciq — B(1— B)2cosh®(&, + &)
‘;_f:k(1—B)+(k—1>B+B(1—B)%i—fa (3.50)
B @l ),

% — erla Pa(t])ja—t)P(t) )

seklindedir. Yeterince kiigiik = degerleri i¢in cosh(z) &~ 1 oldugundan analizler

sirasinda kolaylik acisindan bu yaklagimi kullanacagiz. Kararhihik analizinde

ilk adim sistemin denge noktasinin bulunmasidir. Analizlerimize bu adim ile

baglayalim. Verilen sistemin denge noktasini bulabilmek igin sistemdeki her bir

tirevi sifira esitliyoruz. Ancak bu sgekilde degisim sona erer ve denge durumu

meydana gelir.

P., € R, P, € (min[F,, L],max[P,,L]) sart1 altinda her bir tiirev sifira
esitlendiginde (P, B\, El, EQ) formatindaki denge noktasi

n Pa_Pe
fz(ﬂth@L—F—Q) (3.51)
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seklinde elde edilir.

1 - = Pa - Pe
Burada k& = 5(1 + & + &) ve denge durumunda & = 0 ve & = qQ%
oldugu bilindiginden, denge durumundaki k fonksiyonu
~ 1 (P, — P.,)
E=-(1 — 3.52
2( T ¢ P, ) (3.52)

seklindedir. Fakat islem rahathigi acisindan denklemlerde kapali olarak k seklinde

yazilacaktir.

Ayrica, ¢, ¢ ve ¢ parametrelerinin denge noktasiin ifadesinde yer almadigina
dikkat edilmelidir. O halde bu parametreler denge noktasinin var olusunu
etkilememektedirler. Burada bir 6nceki kararhlik analizinde verilmis olan sonuclar

ayni gekilde gecerli oldugundan tekrar ifade ediyoruz.

Sonug 3.1.2. (3.50) sistemi igin, tim denge noktalari asagidaki egitsizlikleri

saglamaktadurlar.

Durum 1: P, > P, > L halinde asagqidaki esitsizlikler saglanmaktadur:

P
P,>P,>0, b) 0 < qp < —=—.
a) q ) Q2 Pa_Peq

Durum 2: L > P,, > P, halinde asagidaki esitsizlikler saglanmaktadur:
F,

P.,> P, >0, )0 < gy < ———r.
a) q ) q2 Pa_Peq

Durum 3: P, = P.;, = L halinde asagidaki ifade saglanmaktador:
a) & =& =0.

Bu sonucun ispati1 bir onceki kararlihk analizinde ayrintili gekilde verilmig

oldugundan, burada tekrar etmiyoruz.

Verilen Sonug (3.1.2) ile birlikte sistemin denge noktalarinin sagladigi ifadeler
incelendi. Simdi ise Sonu¢’ta bahsedilen P, > Py > L, L > P, > P, ve P, =
P., = L olmak iizere 3 farkl durum icin sistemdeki denge noktalarinin kararhhgini
inceleyelim. (3.50) sisteminin kararlihk analizini yaparken takip edilmesi gereken

adimlar1 bir kez daha tekrar edelim:
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1. Sistemin denge noktasi bulunmalidir,

2. Lineer olmayan bu sistem, bulunan denge noktasi civarinda lineerlegtirilme-
lidir,
3. Sistem lineerlegtirildiginde elde edilen Jakobiyen matrisi kullanilarak bir

karakteristik polinom bulunmalidir,

4. Bulunan karakteristik polinomun kokleri 6zdegerlerdir, bu 6zdegerlerin reel
kistmlarinin igaretleri incelenmelidir. Bunun i¢in Routh- Hurwitz Teorems

kullanilacaktir,

5. Sistemin kararhi olabilmesi i¢in 6zdegerlerin reel kisimlarinin igaretinin
ne olmasi gerektigi yorumlanmali ve bunu saglayici sartlar konularak bir

kararlilik teoremi insa edilmelidir.

Islemlerimiz swasinda ifade rahathg acisindan su esitlikleri yazmayr uygun

buluyoruz:

T = 2Pk + 20, Pk? — 2¢3Pok — 201 Pk — Pagtago + c12Paqy, (3.53)
W = P(ciq — 2k + 2k?), (3.54)
J = 2Pa/];20102 — 2Pa7€\0102 — PequC]_CQ. (355)

Simdi ise kararhilik teoremini insa edelim.

Teorem 3.1.2. Verilen kabuller géz dniinde bulundurularak (3.50) sistems
degerlendirildiginde, T denge moktast igin bir kararbilk bolgesinin varligindan
bahsedilebilir. Burada P., € (min[P,, L], max[P,, L]) i¢in belirlenen & farkl durum
wein incelenmistir. Bu durumlar icin belirlenen ifadeler gerceklendigi taktirde

sistemdekt denge noktalary kararlidor.

Durum 1: P, > P.;, > L olmas: halinde asagqidaki sartlar gerceklenirse sistemdek

denge noktalary kararldur:

(@2(Pa = Peg))* = P
2P, P., ’
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P,— P, 1 P, —P.,\*
2. <1 e ") (1 e "4
c1qq ( + Q2 2 ) 2( + ¢ P, > )

(q2(Pa — Peq))2 — P2ci+ ¢ n aq Py

3. >
& 2P, Py e Puy

Durum 2: L > P,, > P, olmast halinde asagidakt sartlar gerceklenirse sistemdeki

denge noktalary kararlidur:

(@2(Po = Peg))* = P

1. o
? 2P,P., ’
) (14 P, — P, 1 - P, — P\’
. C1q1 q2 P, 5 q2 P, )
P, —P,))?— P2 P,
3 g > (g2 7)) o C1 1 C2 n Adla

2Papeq C2 Peq

Durum 3: P, = P., = L olmas: halinde asagqidaki sartlar gerceklenirse sistemdeks

denge noktalary kararldur:

2c1c0P,qn — a1 Py — o P,

1. ¢ >

9
2¢ap,,

1
2. g < 5

ispat 3.1.4. Kararlhilik teoreminin ispatina, lineer olmayan (3.50) sistemini
lineerlestirerek baslayalim. Bunun icin oncelikle sistemdeki tirevleri asagida

verilen fonksiyonlara esit olarak alalim, bu bize gosterim kolayligr saglayacaktur:

(O = 1(P.B.6.6)
= 4(P.B.6 &)
% CMPB.e) (3.56)
S K(PB.6.6)
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(Peq,é,a,é) ifadest denge noktasi ise

)=0  (3.57)

esitliklerinin varhgi olduk¢a agiktir. Verilen f(P, B, &1, &), g(P, B, &1,&), h(P, B, &1, &),
k(P, B,&1,&) ifadelerinin (Peq,é,a,ég) denge noktasi civarindaki Taylor seri
acrlvmlarinin yapilmis ve bunun sonrasinda sistemdeki yiiksek mertebeden terim-
leri temsil eden O(...) ifadesi ihmal edilmistir. Bu kisymlar bir dnceki kararlilik

analizinde daha ayrintile gosterilmistir. J Jakobiyen matris olmak tzere

fP fB f£1 f£2
gp gdB Gg  Ye

J = (3.58)
hp hp he  he
kp kp ke ke,
seklindedir. Sonug olarak lineer olmayan (3.50) sistemi
fP fB f& f§2 P_Peq
B-B
_ gr 9B Ge  YGeo (359)

hp hp he hel| | & —&
kP kB kfl k&z 52_52

XY

lineer sistemine indirgenir. Buna da lineerlestirilmis sistem adi verilir. Elde
edilen bu lineer sistemin kararliik analizi icin J Jakobiyen matrisinin ozdegerlers

incelenmelidir. Biliyoruz ki

1. Ozdegerlerinin timinin reel kismi negatifse, sistem kararlidr.
2. Ozdegerlerden en az birinin reel kisma pozitif ise, sistem kararsizdur.

3. Ozdegerlerden en az birinin reel kismi sifira esitse, marjinal durum soz

konusudur.
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Sistemin ozdegerlering bulabilmek icin
|J— M| =0 (3.60)

denklemint kullanacagiz. Bu denklem yardimiyla kokleri dzdegerler olan ka-
rakteristik polinom elde edilmistir. Maple 13 programu kullanilarak bulunan J

matrisinin karakteristik polinomu su sekilde sekildedir:

A1+ N [(Pocrgr — 2P,k + 2P, k%) N2
+ (203 P, K2 + 201 Pk? — 205 Pk — 20, Pk — Pageaqs + c163Pagy) A
+ 2Pa7€\20102 — 2Pa7€\0102 — PquQ61C2] =0

Burada Ny = 0 ve Ay = —1 oldugu gérilmektedir. Ozdegerlerden birinin sifira
esit olmast burada kararliligrs bozmayacakter. Bu yalmizca cekiciligin ve dolayl
olarak asimptotik kararlligin olmadigina isarettir fakat eger diger dzdegerlerin reel
kisimlarinin negatif oldugunu garanti edersek Lyapunov anlaminda kararhliktan

bahsedebiliriz. O halde geriye kalan iki dzdegeri bulalim.

Bulunan karakteristik polinomda islem kolaylhgi agrsindan N ifadesinin katsayst

1 olacak sekilde polinom yeniden dizenlenmaistir.

a = 1, (3.61)

QCQPG/EQ —+ 201Pa7€\2 — 202Pa7€\ — 201Pa/]; — PeqCQQQ -+ clcQPaql
a1 = = = s <362)
Pa(C1Q1 — 2k + 2k2)

/\2 . -~ .
- 2P, k*cico 2Pa1€CA102 APquQClcQ (3.63)
P.(crqi — 2k + 2k?)

olarak alimmak tzere, karakteristik polinom:
ML+ A) (@A’ + oA+ ap) =0 (3.64)
yant

262Pa7€\2 + 201Pa/l;2 — 202Pa/15 — 2clPaE — Peycoqa + creaPoqa
P.(ciqh — 2%k + 2%2)
n 2Pa/l{f\20102 — 2PazcicQ —APquchcQ
P,(c1q1 — 2k + 2k?)

M1+ N[N+ A

| =0
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seklindedir. Kararhlik incelemesi i¢in bu karakteristik polinomun kéklerinin yani
ozdegerlerin reel kisimlarimin isaretlerini analiz etmeliyiz. Fakat katsayilar goz
ontine alindiginda, bu karakteristik polinomun kéklerinin a¢ik sekilde bulunma-
sian kolay olmadigr gorilmektedir. O halde burada da daha onceki kararhik
analizinde uygulamis oldugumuz Routh-Hurwitz Kriterini kullanalim. Clinki
bu kriter sayesinde Ozdegerlerin tamamainin bulunmasi gibi uzun islemlerden
kacinarak, 6zdegerlerin yalnizea reel kisimlarimin isaretleri hakkinda bilgi sahibi

olmamaz miamkindir.

T = 2P k% + 20, Pok® — 2c3 Pk — 201 Pok — Pryeago + c1coPaqr, (3.65)
W = P(ciq — 2k + 2k?), (3.66)
J = 2Pa/l€\20102 — 2Pa/k\:clcg — Poygacics (3.67)

esitliklerini islem kolayligi olmast igin tanimlamastik. Ayrica denge durumunda

~ 1 P, — P,
AN )

5 ") (3.68)

oldugu bilinmektedir. Bunlar goz oninde bulundurulacak sekilde
)\(1 + )\)(()(2)\2 + Ozl)\ + O./()) =0

karakteristik polinomuna Routh-Hurwitz Kriterini uygulayalim. Polinomun kat-

sayilary Routh tablosuna yerlestirildiginde

/\2 (0%) (%))
AN a 0 (3.69)

0
A Q)

seklinde bir tablo elde edilmektedir. Routh-Hurwitz Kriterinin tamminda daha
once bahsettigimiz gibi, polinomun tim koklerinin negatif reel kisma sahip
olabilmesi yani sistemin kararh olabilmest i¢in, orta situndaki elemanlar arasinda
1saret degisimi yasanmamalidir. oo = 1 > 0 oldugundan dolay: sistemin kararl

olabilmest i¢in
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’l,) ag > 0,
i) a; >0
sartlarinin saglanmalidir. Stmdi bu sartlary ve hangi durumlarda gerceklenebile-

ceklerini inceleyelim. P., € (min[P,, L], max[P,, L]) oldugu bilindiginden 3 farkls

durum i¢in analizler yapilacaktor.

Durum 1: P, > P., > L iken

o «y >0 durumu i¢in:

ag > 0 yani
J 2Pa/k?20102 - QPG?C\ClCQ — PquchcQ
ao = — = ~ A~
w Po(ciqn — 2k + 2k2)

olmasi halini inceleyelim. Bu halin gerceklenmesi icin ki thtimal vardir. Bunlar

>0

1. J>0,W >0 veya

2. J<0, W <0

seklindedir. Oncelikle ilk ihtimali degerlendirelim.J > 0 ve W > 0 ifadelerini

analiz edersek J > 0 ise
2P, k* — 2P,k — Paggo > 0

olmalidir. Bu ise

ifadesini gerektirir. Ve buradan
Py — P.) = P2
2P, P,
ifadesine ulagilir. Payda bulunan (q2(P, — P.y))* — P? ifadesi P, > P., > L ve
Sonug (3.1.2)%in Durum 1 (b) sikky geregince negatiftir. Paydada bulunan 2P, P,,

q2 <

ifadesinin pozitif oldugunu ise basta verilen kabuller sayesinde biliyoruz. O halde
ifadenin tamama negatiftir yani

(2(Pa — Peg))® — P2
2P,P.,

<0
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seklindedir. Basta verilen kabullerden g > 0 oldugu bilinmektedir. O halde

(@2(Fa = Pog))® = 17
2P, P.,

g2 <

ifadesi ¢eliski arz etmektedir, yani J > 0 shtimali s6z konusu olamaz. Bu durumda

W > 0 htimaling incelemenin de bir anlama yoktur.

Simdi ise g > 0 durumunun mimkin olmasiny saglayacak bir diger ihtimali
inceleyelim. Bu J < 0 ve W < 0 olma durumudur. J < 0 ise 2Pa7<;\2 — QPGE —
Poqq2 < 0 yazilabilir. Bu ise

ifadesini gerektirir. Buradan ise

(@2(Pa = Peg))* = P
2P, P.,

qo >

ifadesine ulasilir. W < 0 durumu incelendiginde ise bu durumun gerceklenmesi

P(Q2—1)

icin siraswyla, P, > — sartinin ve
q2

M) 1 (M)Q

P, 2 P,

01q1<1—|—( 5

sartimn gerceklenmesi gerekmektedir. Bahsedilen ilk sart zaten Sonug (3.1.2)%in
Durum 1 (b) sikkwnda verilen ifadenin bir geregidir. O halde burada sadece ikinci
ifadeyi kararbihk sartlarina eklemelvyiz. Cinki ilk ifadenin gerceklendigi aciktor.

Boylece J < 0 ve W < 0 olmasi suretiyle cg > 0 durumu incelends.
e o1 >0 durumu i¢in:

ay > 0 durumunu acik sekilde

T 262Pa/]€\2 + 261Pa/]%2 — 262Pa/]% — 201Pa/k\’ — PeqCQqQ + clchaql >
al = — =

~—— 0
w Pa(clql — 2k -+ 2k2)

olarak ifade edelim.
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ay > 0 durumunun gerceklenmesi t¢in ki thtimal vardir. Bunlar

1. T>0,W >0 veya

2. T<0,W<0

olma durumlaridir. Burada ilk thtimalt incelemeye gerek duymuyoruz c¢linki
ag > 0 durumu incelenirken P, > P, > L i¢in J > 0 ifadesinde ¢eliski
elde edilmisti. Bu ise birlikte incelenmesi gereken J > 0, W > 0 ihtimalinin
gerceklenemeyecegine yani dolayly olarak W > 0 da olamayacagina isarettir. Hala
incelemelerimiz P, > P.q > L kosulu altinda stirmektedir. Bu kosul altinda cg > 0
ve ay > 0 ifadelerinin ayni anda gerceklenmesi istendiginden, oy > 0 durumu
wcin dolayly olarak W > 0 gerceklenememekte ise o halde W > 0 ifadesi a; > 0
durumu i¢in de gerceklenmeyecektir. Yani ilk thtimal olan T > 0, W > 0 olma

durumu gecersizdir.

Diger ihtimali inceleyelim T < 0, W < 0 ele alinsin. T < 0 ifadesini a¢ik halde
202Pa%2 + 201Pa%2 — QCQPQE — 201Pa% — Pegcaqa + creaPoqn < 0

seklinde yazabiliriz. Bu ise

2Pa7€\(7€\ — ]_) c1 + ¢y Clq1Pa
+
Peq Ca Peq

q2 >

ifadesini gerektirir. Buradan da

(q2(Pa — Peq))2 — P2ci + ¢ n aq by

>
e 2P, Py e P.y

ifadesi elde edilir. W < 0 ifadesi incelendiginde ise, bu durumun gerceklenmesi

wein swrasiyla

P,(g—1
P, > (CI2 )
q2
ve )
Pa—Pe 1 Pa_Pe
aq <1+ (—Q2( P, q)) ~3 (—qQ( P, q))

sarty gerceklenmelidir. Ilk sartin dogrulugu Sonug (3.1.2)"in Durum 1 (b) sikkinda

verilen ifade dolayisiyla aciktir. O halde burada yalnizea ikinci ifade kararlilik
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sartlar, arasina yazilmalider.

Durum 2: L > P, > P, iken

e oy >0 durumu i¢cin:

ag > 0 yani
J 2Pa/]§72€102 — 2Pa7€\61C2 — PquQCICQ

Qg = — = = = >0
w Pa(C1Q1 — 2k + 2]{72)

olmasiny istiyoruz. Bunun gerceklenmesi i¢in incelenmesi gereken ihtimaller

soyledir:

1. J>0,W >0 veya

2. J<0, W <0

seklindedir. Bu ihtimallerin analizleri benzer sekilde bir dnceki durum icin de
yapildigandan burada deha kisa sekilde ifade edilecektir. Oncelikle ilk ihtimali
degerlendirelim. J > 0 ve W > 0 ifadelerini analiz edersek J > 0 ifadesinin

saglanmasy t¢in
(2P0 — Pog))® = 17
2P, P,

esitsizligi gerceklenmelidir. Paydadaki (qo(P, — P.,))* — P? ifadesi L > P, > P,

a

g2 <

olma hali ve Sonu¢ (3.1.2)’in Durum 2 (b) sikki geregince negatiftir. Kabuller
sayesinde 2P, P, ifadesinin pozitif oldugunu biliyoruz. Sonug olarak tamams

negatiftir yani
(q2(Fa = Peg))* — P4

2P,P.,
seklindedir. qgo > 0 oldugu bilindiginden
(@2(Pa — Peg))* — P
2P,P.,

ifadest celiski arz etmektedir, yani J > 0 ihtimali mimkiin degildir. Bu durumda

<0

q2 <

W > 0 shtimalini incelemeye gerek yoktur. Simdi ise ag > 0 i¢in diger ihtimali
inceleyelim. Bu J < 0 ve W < 0 olma durumudur. J < 0 ifadesi
(@2(Pa — Pog))® — P2
2P,P.,
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esitsizligini gerektirmektedir. W < 0 durumu incelendiginde ise

¢2(Pa — Peq>) 1 (q2<Pa — Peq>)2

P, 2 P,

01Q1<1+( 5

sartimn gerceklenmesi gerektigi gorilir.

e o1 >0 durumu igin:

Bu durumun incelenmesinde bir oncekt kosul olan Durum 1 P, > P,y > L

sartindaki ooy > 0 analizi aynen gecerlidir. Yani, aq > 0 olabilmesi i¢in sirasiyla

(q2(Pa — Peq))2 — P2ci+ ¢ n aq Py

>
e 2P, Py e P.,

ve

2

sartlarnin gerceklenmest gerektigi gorilmektedir.

Q2(PaP: Peq)) 1 (CIQ(PaP: Peq))2

caqp <1+ (
Durum 3: P, = P, = L iken

Denge durumundaki K fonksiyonunun

~ 1 P,— P,

2 P, )

seklinde ifade edildigi biliniyor. Bu sart altinda ise E fonksiyonu

~ 1
k= -
2

olarak 1sleme alinacaktur.
e oy >0 durumu i¢cin:

ag > 0 sarty agik yazilacak olursa

J 2Pa/]520162 — 2Pa/156102 — PeQQchcQ
O{O = —_— =

w Pa(01Q1 — 275 + 2/]{\52)

seklindedur.
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Bu ise ancak iki ihtimalde gerceklenebilir:

1. J>0,W >0 veya

2. J<0,W <0

Ik ihtimali gézonine alirsak, J > 0 olmass i¢in
2P,k* — 2P,k — Poygo > 0

~ 1
olmasy gerekmektedir. k = 3 esitligi goz onine alindiginda

1
5 a+Peqq2<O

ifadesi elde edilmektedir. Fakat basta verilen kabullerde P,, P., ve qo ifadeleri po-
zitif olup, bu bir celiski arz etmektedir. O halde W > 0 thtimalini degerlendirmeye
gerek yoktur.

Simdi ise ikinci thtimal olan J < 0,W < 0 durumunu inceleyelim. J < 0 sarts

wein yukarida bahsedilen durumdan farkly olarak
1
§Pa + PQQQQ >0

olmasi gerekmektedir. Basta verilen kabuller dogrultusunda bu ifade zaten asikar-

dir. W < 0 sarts incelendiginde ise

1
cqr < B

ifadesinin gerceklenmesi gerektigi sonucuna ulagilor.

e o1 >0 durumu i¢in:

T B QCQPaEQ -+ 261Pa/];2 — ZCQPG/I; — 201Pa//5 — PeqCQQQ + clcQPaql >

— — 0
W Py(ciqr — 2k + 2k2)

=

olmasing istiyoruz. Bunun i¢in 2 thtimal oldugunu dnceki kissmlarda soylemastik.
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Bunlar

1. T>0W >0 veya

2.T<0,W<0

seklindedir. ag > 0 durumu incelenirken Py = P, = L i¢in J > 0 ifadesinde
celiski elde edilmisti. Bu ise birlikte saglanmasi gereken J > 0, W > 0
thtimalinin  gerceklenemeyecegini, yani dolayl olarak W > 0 ifadesinin de
mumkin olamayacaginy gosteriyor. Py = P, = L durumu i¢in ag > 0 ve
ar > 0 ifadelerinin birlikte gerceklenmesi isteniyor. Burada oy > 0 durumu
wein dolayly olarak gerceklenemeyen W > 0 kosulu oy > 0 durumu i¢in de
gerceklenmeyecektir. Yant T > 0, W > 0 seklindeki ilk thtimal mimkiin

olamayacaktir.

Ikinci ihtimali ele alacak olursak T < 0 sarts icin

2c1c0Pq1 — 1 Py — o P,

o >
1 209p,,

ifadest gerceklenmelidir. W < 0 sarty i¢in ise yine

1
c1q1 < BY

ifadesinin gerceklenmesine ihtiyac vardar.

Boylelikle kararlihik teoremi ispatlanmastir.[]
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4. NUMERIK CALISMALAR

3. Boliimde (3.2) ve (3.50) sistemlerinin kararhlik analizlerini yaptik. Bu boliimde
Wolfram Mathematica programi yardimiyla her bir sistem i¢in denge ve kararlhilik

bolgeleri ¢izilecek ve yorumlanacaktir.

4.1 Tek Yatirimc: Grup Iceren Sistemler icin Nii-

merik Simiilasyonlar

4.1.1 CB modelinin niimerik simiilasyonu

3. Boliimiin ilk kisminda, [4] makalesinde galigilmig olan (3.2) sisteminin kararhligi
analiz edildi. Bu analizler sirasinda, tamami pozitif olan (4, ¢y, 2, q1, g2, Ps)
parametrelerini kullanildi. Bu parametrelerden ¢y, ¢y ve ¢’in denge noktasinin
varhigina etkileri olmadig gézlemlendi. Denge noktasinin varligina etkisi olmayan
bu parametreler, ayni1 zamanda denge bolgesinin ¢izimi sirasinda da rol oynama-

yacaktir. Bunu ¢izimler sirasinda daha ayrintili verecegiz.

Kararlihk analizinde verdigimiz Sonug (3.1.1) ile sistemde varolan tiim denge
noktalar: tarafindan gerceklenen egitsizliklerden bahsettik. Bu egitsizlikler sis-
temde bulunan tiim denge noktalarinca gercgekleniyorsa, bize sistemdeki denge
noktalarinin bulunma ihtimali olan boélgeyi de cizdirecektir. Biz bu bdlgeyi
"Denge Bolgesi" olarak adlandiracagiz. Eger ifadeyi tersten aciklayacak olursak;

sistemde hig¢ bir denge noktasi yoktur ki denge bolgesinin iginde yer almasin.
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Denge noktalariin varhgindan ve bulunduklar: bolgeden bahsettikten sonra, bu
denge noktalarinin hangi sartlar altinda kararli oldugunu inceledik. Kararhlik
Teoremi (3.1.1) ile, varolan denge noktalarinin ne zaman kararli olabilecegini
aragtirdik ve kararlilik durumunun gergeklenebilmesi igin bir takim esitsizliklerin
saglanmasi gerektigini séyledik. Bu esitsizliklerin herbiri kararlilik i¢in konulmus
sartlardir ve bize kararli denge noktalarimin bulunabilecegi bélgenin ¢iziminde
yardimci olacaktir. Biz bu bolgeye "Kararlilik Bolgesi" diyecegiz. Yine denile-
bilir ki, sistemde kararl hi¢ bir denge noktasi yoktur ki kararli bolge iginde yer

almasin.

Burada dikkat edilmesi gereken ayrintilardan biri de; denge noktalarimin varligina
etkisi olmayan parametrelerin, varolan denge noktalarinin kararliligini etkileye-
bildigi bilgisidir.

Yapacagimiz niimerik analiz ve degerlendirmeler, tipki kararlilik teoremlerinde
oldugu gibi P., € (min[P,, L], max[F,, L]) bilgisi dikkate alinarak 3 farkli durum
i¢in ele almacaktu: (1) P, > P, > L, (2) L>P.,,>P,, (3) P,=PF,,=L.

Burada L = 10 olarak alinacak ve P, ise duruma gore 8,10 ve 12 degerlerini ala-

caktir. Analizler sirasinda ¢; = % ve ¢ = 1 olarak g6z 6niinde bulundurulacaktir.

e Durum 1:12 = F, > F,; > L = 10 olmas hali

Denge Boélgesi Analizi: P., degiskeni (10, 12) araliginda keyfi degerler almak-
tadir. (3.2) sistemi incelenmiy ve sistemin (4.1) formundaki denge noktasina

ulagilmigtir. Bu denge noktasi

? = (PyB 6,&) (4.1)

Pa_Pe 1 Pa_Pe
= (PemQQTq + 5707(]2Tq) (42)

seklindedir ve P, ¢» ve P, ifadelerini icermektedir. Bu durum i¢in P, = 12 olarak
alinmigtir. O halde denge noktalarinin bulunabilecegi bolge anlamina gelen denge

bolgesi, (P.q, g2) ikilisine bagh olarak analiz edilecektir.
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Sonug (3.1.1) P, > P., > L durumu (b) sikkinda

< ‘a
q2 P, — P,
ifadesinden bahsedilmigti. Parametreler icin atadigimiz 6zel degerler yerine
vazildiginda agsagida verilen egitsizlik elde edilmistir

12
12— P,

eq

q2 <

Bu esitsizlik goz oniine alinarak, (P.,,q2) diizleminde denge bolgesi agagidaki

sekilde bulunmustur.
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Sekil 4.1: L = 10 ve P, = 12 olarak alindiginda 12 = P, > P, > L = 10 durumu
i¢in (P,,, ¢2) diizleminde elde edilen denge bolgesi

Gizilen kesik ¢izgili bolge denge bélgesi olup, 12 = B, > FP,; > L = 10 durumu

icin elde edilen tiim denge noktalarini igerir. Yani (3.2) sisteminin hi¢bir denge

noktasi ¢izilen boélgenin diginda bulunamaz.
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Kararlilik Bélgesi Analizi: 3. Bolimde ayrintili olarak inceledigimiz gibi, [4]
caligmasinda ele alinan (3.2) sistemi lineer olmayan bir sistem olup denge noktasi
civarinda lineerlegtirilmisti. Daha sonra Jakobiyen matris yardimiyla karakteristik

polinom su formda bulundu:
)\(043)\3 + 042)\2 + Oél)\ + Oéo) =0. (43)

Kararhilik analizi yapabilmek icin, Routh-Hurwitz Kriteri kullamildi. Boylelikle
bulunan karakteristik polinomun kokleri olan o6zdegerlerin reel kisimlarinin
isaretleri incelendi. Kararlilik teoremi olugturulurken, 6zdegerlerin reel kisimlar
negatif olacak sekilde, parametrelerce saglanmasi gereken egitsizlikler yazildi.
Tim bu incelemeler sayesinde (P,,, ¢2) diizleminde kararlilik bolgesi olusturuldu.
Bu bélgenin meydana gelmesi sirasinda ¢; parametresi etkin rol oynamaktadir.

(izimlerde ¢; parametresine sirasiyla 0.447, 10 ve 14 degerleri verilmistir.

Sekil 4.2: 12 = P, > P.,;, > L = 10 durumu i¢in (FP,,, ¢2) diizleminde elde
edilen kararlilik bolgesidir. Denge noktalarinin kararh oldugu alanlar: ¢; = 0.447
icin (pembe, sar1, mavi), ¢; = 10 i¢in (sar1, mavi), ¢ = 14 igin (mavi) renkli
bolgelerdir.
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Kararhlik bélgesinin miimkiin olan en genis sinirlar1 Sekil 4.1’de cizilen denge
bolgesinin sinir koordinatlar1 kadardir. Ciinkii kararlhilik, denge noktalari igin
so6z konusu olan bir ozelliktir. O halde denilebilir ki denge noktalarinin var
olamayacag@i bir bolgede, kararli denge noktasi1 da var olamaz. Bu ise Sekil 4.1
ve Qekil 4.2 bolgelerinin, gsekil olarak benzerlik gosterme sebebidir. Her kararh
denge noktasi, denge bolgesinin icinde yer almaktadir fakat denge bolgesinde yer

alan her denge noktas1 kararh olmak zorunda degildir.

Bilindigi gibi sistemin denge noktasi (4.1) ¢; parametresini igermemektedir. Yani
bu parametre denge noktasinin var olusuna etki etmemektedir. Fakat, kararlilik
teoremindeki (3.1.1) ifadesinde yer almaktadir. Daha énce de belirttigimiz gibi,
bu durum ¢; parametresinin var olan denge noktalariin kararliligini belirlemekte
etkin rol oynadigini gostermektedir. Bu sebeple ¢; parametresinin farkl degerleri
icin kararhilik bolgesinin durumu incelenmis ve renklerle ayrim yapilmigtir.
Ornegin, ¢; = 10 olarak alindiginda sar1 ve mavi bélgede bulunan denge noktalar

kararli, pembe boélgede bulunan denge noktalari ise kararsizdir.
e Durum 2:10= L > P, > P, = 8 olmas hali

Denge Bolgesi Analizi: P., degigkeni bu kez (8,10) araliginda keyfi degerler
almaktadir. Denge noktalarmin varligimi inceleyen Sonug (3.1.1)'in L > FP,, > P,

durumunun (b) sikkinda
F,

Pa_Peq

ifadesi verilmis olup, degerler yerine yazildiginda

Q2 < —

<_
©="85-p,

esitsizligine ulagilmaktadir.
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Bu egitsizlik yardimiyla denge bolgesi (P,q, ¢2) ikilisine bagh olarak agagidaki gibi
elde edilmigtir.

Sekil 4.3: L = 10 ve P, = 8 olarak alindiginda 10 = L > P, > F, = 8 durumu
i¢in (P,,, ¢2) diizleminde elde edilen denge bolgesi

Kesik cizgili olarak cizilen smirlar, 10 = L > F,;, > P, = 8 durumunda denge

noktalarinin bulunabilecegi bolgenin olabilecek en genig sinirlardir.

Kararlilik Boélgesi Analizi: Kararlilik bolgesinin bulunmasinda, bir 6nceki du-
rum icin bahsedilen lineerlestirme, Jakobiyen matris ve Routh-Hurwitz Kriterinin
kullanim1 aym gekilde gegerlidir. Kararlihk Bolgesi (P, ¢2) diizleminde ¢izilmis
olup, ¢; parametresinin bu bdlgeye etkisini test edebilmek amaciyla sirasiyla,
q1 = 0.447, 10 ve 14 olarak alinmigtir.
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Boylelikle asagida verilen bélge elde edilmistir.

Sekil 44: 10 = L > P, > P, = 8 durumu i¢in (P.,,¢2) diizleminde elde
edilen kararlilik bolgesidir. Denge noktalarinin kararli oldugu alanlar: ¢; = 0.447
icin (pembe, sar1, mavi), ¢; = 10 i¢in (sari, mavi), ¢ = 14 igin (mavi) renkli
bolgelerdir.

¢1 parametresi kararhilik teoreminde (3.1.1) yer almakta oldugundan kararlihga
olan etkisi verilen degerler yardimiyla incelenmigtir. g; = 0.447 iken pembe, sar1 ve
mavi bolgede yer alan tiim denge noktalar: kararhdir. ¢; = 10 olarak alindiginda
ise sar1 ve mavi bolgeler kararh fakat pembe bélge kararsiz denge noktalarindan
olusmaktadir. ¢; = 14 durumunda ise yalnizca mavi bélgedeki denge noktalar

kararli olup geri kalan bolgelerdeki denge noktalar: kararsizdir.
e Durum 3: L = P,, = P, = 10 olmas1 hali

Bu durum i¢in de analizler 1giginda ikili diizlemde benzer ¢izimler yapilabilir.
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4.1.2 MA modelinin niimerik simiilasyonu

Cagimalp tarafindan yapilan "Nonlinear Price Evolution" baslikli caligmadan
daha Once behsetmigtik [3]. Bu caligmada, arz ve talep fonksiyonlar: hakkinda
daha fazla bilgi iceren piyasalarda, agir1 talep fonksiyonu kullanilarak elde edilen
fivat tahmin denkleminin yetersiz oldugu fikri ileri stiriilmiigtiir. Buna kanit
olarak da ayni denge noktasinda kesigen birden fazla arz ve talep fonksiyon
grafigi bulunabilecegi gosterilmistir. Bu grafiklerden hangisinin daha dogru
oldugunu bulabilmek i¢in arz ve talep fonksiyonlarinin birinci, ikinci ve daha
yiikksek mertebeden tiirevleri de bilinmelidir. Bu ihtiyaci karsilamak amaciyla
[3] makalesinde yeni bir hisse senedi fiyat tahmin denklemi geligtirilmigtir.
Daha sonraki yillarda Merdan ve Aligen tarafindan, [3| caligmasinda yer alan
fiyvat tahmin denklemi kullanilarak yeni bir hisse senedi fiyat tahmin modeli

olugturulmugtur [14]. Bu model [4] ¢cahsmasinda yer alan modelin iyilegtirilmis
halidir.

3. boliimde bu modelin kararlilik analizini ayrintili sekilde incelemigtik. Burada
ise Ozel niimerik degerler yardimiyla denge ve kararhilhik bolgelerinin ¢izimini

yapacagiz.
e Durum 1:12 = F, > F,; > L = 10 olmas: hali

Denge Bolgesi Analizi: Denge bolgesinin ¢izimi sirasinda, denge noktalarinin
varligi hakkinda bilgi veren, Sonu¢ (3.1.2) de yer alan ifadeler kullanilacaktir.
Sonug (3.1.2) Durum 1 (b) sikkinda

< Fa
© Pa_Peq

ifadesi yer almaktadir. Degerler yerine yazilirsa

o
“=12-p,

ifadesine ulagilir. Bu egitsizlik CB Modeli incelemesinin Durum 1 kismindaki

denge durumunda da aym sekilde ifade edilmigti.
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O halde cizilen denge bolgesi de ayni olacaktir.
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Sekil 4.5: 12 = P, > P., > L = 10 durumu i¢in (P,,, ¢2) ikilisi i¢in elde edilen
denge bolgesi

Kararlihk Bolgesi Analizi: |3| caligmasini referans alarak elde edilen MA
modeli icin kararlilik analizlerini 3. boliimde ayrintili gsekilde vermistik. Bu
analizleri yaparken oncelikle lineer olmayan (3.50) sistemi denge noktasi civa-
rinda lineerlegtirilmigtir. Sonrasinda Jakobiyen matrisi yardimiyla karakteristik

polinom agagidaki formuyla elde edilmigtir
)\(1 + )\)(&2)\2 + (11)\ + OKQ) =0. (44)

Routh-Hurwitz Kriteri kullanilarak bu karakteristik polinomun kdokleri olan
Ozdegerlerin reel kisimlarinin isaretleri incelenmigtir. Sifira esgit olan Gzdeger
disindaki 6zdegerlerin reel kistmlarinin negatif olabilmesi i¢in parametrelerin bazi
egitsizlikleri saglamas: gerektigi goriilmiis ve bu gekilde kararlilik teoremi (3.1.2)

inga edilmigtir.
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Burada ise 3. Boliimde verilmis olan kararlilik teoreminin gartlari ve ifadeleri

kullanilarak (P, g2) ikilisi icin kararhlik bolgesi olugturulacaktir.

aF

15

Sekil 4.6: 12 = P, > P., > L = 10 durumu i¢in (P,,, ¢2) diizleminde elde edilen
kararlilik bolgesidir. Sistemde var olan denge noktalarinin kararli oldugu bolgeler;
¢1 = 0.447 i¢in (yesil, turunu, sar1), ¢; = 3 i¢in (turuncu, sar1), ¢; = 4.9 i¢in (sar1)
seklindedir.

q1 parametresinin denge noktalarinin varligina etkisi yokken, var olan denge
noktalarinin kararhhgini etkiledigini daha 6nceki kararli bolge ¢izimlerinde soyle-
mistik. Burada da ayni durum s6z konusudur. Ciinkii denge noktalarinin varhgim
inceleyen Sonug (3.1.2)’de bahsedilen ifadelerde ¢; parametresi yer almamakta
fakat modelin kararlilk teoremi (3.1.2) igerisindeki ifadelerde ¢; parametresine
rastlanmaktadir. Bu sebeple kararlilik bolgesi ¢izilirken ¢; parametresinin etkisini
6lgmek amaciyla sirasiyla ¢ = 0.447, 3 ve 4.9 degerleri verilmis ve her bir deger

icin cizilen kararlilik bolgesi yukarida verilen sekilde olusturulmustur.

Kararhlik bolgesi ¢izimi ile ilgili yeteri kadar durum inceledik. Bu yiizden
Durum 2 (10 = L > P, > P, = 8) ve Durum 3 (L = P,, = P, = 10) i¢in de

benzer cizimler s6z konusu oldugundan, bu ¢izimleri vermeye gerek duymuyoruz.
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4.1.3 Karsilastirma

MA modeli, CB modelinin geligtirilmig halidir. Sayet piyasa verilerinden arz ve
talebin tiirevleri bulunabilirse bu modelin daha iyi tahminler yaptigi diigiiniilmek-
tedir. O halde bu model daha kesin bir kararhlik bélgesine sahip olmalidir. Bu
fikir 11ginda modeller arasinda bir karsilagtirma yapmak istiyoruz. Bu sebeple
kararlilik bolgeleri cizdirilirken her iki model i¢in de ayni parametrelere ayni
degerler verildi. 12 = P, > FP,; > L = 10 durumu i¢in asagida verilen ¢izim
elde edilmigtir.

Sekil 4.7: q; = 0.447 degeri igin iki farkli model igin cizilen kararhlik boélgesidir.
Altta yer alan pembe renkli bolge (CB) modeline, iistte yer alan yesil bolge (MA)
modeline aittir.

Goriildiigii tizere MA modeli, CB modeline gére daha dar bir kararlilik bolgesine

sahiptir.
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5. SONUC

Finansal piyasalardaki hisse senedi fiyatlarinin matematiksel modellemesi 1990’hh
yillarda yapilmaya baglanmigtir. Bu tez ¢aligmasinin ilk bdéliimiinde, tek bir
yatirimer grup iceren ve kapali bir sistem igin geligtirilmis bir model olan [4]
caligmasinin kararlilik analizi yapildi. Piyasalardaki hisse senedine fiyat tahmini
yapan bir matematiksel modelin kararlilik analizi yapilirken asil amag, sistem den-
geye ulagtiktan sonra sistem igerisinde kararli bir bélgenin varligini aragtirmaktir.
Kararl bir bélgenin varligi ancak o bolgede bulunan denge noktalarinin kararh
olmasiyla miimkiindiir. Bu bilgiler ig18inda [4] ¢alismasinda yer alan matematiksel
model incelendi. Incelemeler sirasindaki hesaplama kisimlarinda Maple programi
kullanildi.

Oncelikle sistemin denge durumu géz éniine alindi ve denge noktas: bulundu. Bu
denge noktasi parametre ve degiskenlerden olusmaktadir. Parametrelere verilen
her bir deger ve degiskenler icin belirlenen her bir aralik icin farkli bir denge
noktasi elde edilebilir yani sistemin sonsuz adette denge noktasi vardir. Bizim elde
ettigimiz yani parametre ve degigskenlerden olugsan denge noktasi genel bir formdur
ve sistemde bir egriyi temsil etmektedir. Kararlilik analizi yaparken oncelikle
[4] ¢aligmasindaki lineer olmayan sistemi denge noktasi civarida lineerlegtirildi.
Lineerlegtirme siirecinin gartlari yerine getirildikten sonra elde edilen Jakobiyen
matrisinin 6zdegerlerinin reel kisimlari Routh-Hurwitz Kriteri yardimiyla analiz
edildi. Bu analizler sonucunda ilk olarak sifira esit olan bir Szdeger tespit
edildi. Bu, sistemin asimptotik kararli bir denge noktasina sahip olamayacaginin
kamitidir. Fakat diger ozdegerlerin reel kisimlarimin negatif olmasi kosuluyla,

sistemdeki denge noktalar i¢cin Lyapunov anlaminda kararlhihk ihtimali vardir.
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Bunu tespit etmek amaciyla diger 6zdegerler icin ayrintili analizler yapildi ve
bu oOzdegerlerin tiimiiniin reel kisimlarimi negatif yapacak sartlar belirlendi.
Reel kisimlarin negatif olmasi icin saglanmasi gereken sartlarin tiimii kararhlik
teoremi olarak verildi. Boylece, teorem sartlar: gerceklendiginde sistemdeki denge
noktalar1 Lyapunov anlaminda kararhdir denilebilir. Bu ise sistemde kararli bir

bolgenin var oldugu anlamina gelmektedir.

Kararli bélgenin varhgi teorik olarak ispatlandiktan sonra, niimerik simiilasyonlar
kisminda bu boélge cizdirildi. Cizimler sirasinda ilk olarak sistemdeki denge
noktalarinin bulundugu denge bdlgesi, ardindan da parametrelere 6zel degerler
verilerek sistemin kararlilik bolgesi ¢izdirildi. Bu ¢izimler i¢cin Wolfram Mathema-

tica programi kullanilmigtir.

Tez galigmasinin ikinci kisminda [14] cahigmasinda yer alan matematiksel modelin
kararlilik analizi yapildi. Bu model, sistemde arz ve talep fonksiyonlar: hakkinda
daha fazla bilgiye sahip olundugunda hisse senedine daha iyi fiyat tahmini
yapilabilmektedir. Ozellikle arz ve talebin tiirevinin piyasa verilerinden tahmin
edilmesi durumunda hisse senedi fiyatina énceki modellerin verdigi tahminden

daha iyi bir tahmin yapilabilmektedir.

Modelin kararlilik analizi sirasinda bir 6nceki analizde uygulanan yontemler aymi
sekilde bu modele de uygulandi ve tiim bunlar neticesinde bir kararlilik teoremi
elde edildi. Niimerik simiilasyonlar kisminda, denge noktalarinin sagladigi esitsiz-
likler g6z 6niinde bulundurularak bir denge bélgesi ¢izdirildi ve ardindan kararhlik
teoremindeki ifadeler kullanilarak ve parametrelere 6zel degerler verilerek bir

kararlilik bolgesi cizdirildi.

Analizlerin ardindan yapilan niimerik simiilasyonlar kisminda bir kararlhilik
bolgesinin ¢izdirilebiliyor olmasi, bu sistemler icin en azindan bir adet kararh

bolgenin var oldugu anlamina gelmektedir.

Tezin ilk boliimiinde incelenen [4] modeli igin bir kararlilik bolgesi ¢izilebilmig
olup sistem icin en azindan bir tane kararh bolge oldugu gosterilmisgtir. [§]
caligmasinda bu sistem topolojik olarak incelenmis ve yapisal olarak kararsiz

oldugu soylenmigtir. Biz ise yaptigimiz analitik incelemeler sonucunda bu sistem
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icin kararli bir bolgenin var oldugunu gosterdik.

Son olarak, [14] caligmasinda yer alan model ile [4] caligmasinda incelenen model
niimerik olarak kargilagtirildi. Her iki model i¢in de ayni niimerik degerler kulla-

nilarak belli bir ¢; degeri icin kararlilik bolgeleri bolgeleri ¢izdirilip kiyasland.
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A. Terim Sozlugu

Tiirkce terim

kararlilik

opsiyon

kapal sistem

agir1 talep fonksiyonu
denge noktasi

cekici

itici

global c¢ekici

izole olmayan denge noktasi
denge bdlgesi
kararlilik bolgesi
asimptotik kararl

yapisal olarak kararsiz

ingilizce Terim

stability

option

conserved system
excess demand function
equilibrium point
attracting

repelling

global attracting
non-isolated fixed point
equilibrium region
stability region
asymptotic stable

structurally unstable
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