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OZET

Bu tezde, Fibonacci dizisi {F,} nin terimleri kullamlarak bir kombinatoryal
matris tanimlanmigtir. Bu matrisin ¢esitli lineer cebirsel 6zellikleri incelenmigtir.
Bu 6zellikler; LU carpanlamasi, Cholesky carpanlamasi, tersi ve determinantidir.
Ayrica bu matrisin spektiral yaricapi icin cesitli matris normlar1 hesaplanarak
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A SYMMETRIC FIBONACCI MATRIX

ABSTRACT

In this thesis, with using terms of the Fibonacci sequence {F,}, a new
combinatorial matrix is defined. Some linear algebraic properties of this matrix
are investigated. These features include LU factorization, Cholesky factorization,
inverse and determinant. Also various matrix norms are calculated for helping us

to find the best upper bound for the spectral radius of this matrix.
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Sekil Listesi

Bu calismada kullanilan baz1 simge ve kisaltmalarin agiklamalar1 agagida sunul-

mustur.
Simgeler Aciklama
{F,} Fibonacci dizisi
{L,} Lucas dizisi
F, n. Fibonacci sayisi
Ly, n. Lucas sayisi
{U.} Genellegtirilmig Fibonacci dizisi
{Vp.} Genellegtirilmis Lucas dizisi
det A A matrisinin determinanti
p(A) A matrisinin spektiral yaricap:
-1, {1 matris normu
-1l5 {5 matris normu (Oklid normu)
-1 Maksimum siitun toplam matris normu
]-|loo Maksimum satir toplam matris normu
-1 o {~ normu
-1 o Maksimum norm
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1. GIRIS

1.1 Fibonacci ve Lucas Sayilari

Fibonacci sayilart her n > 0 dogal sayisi icin ve Fy = 0, F} = 1 olmak iizere
Fn+2 :Fn+1+Fn

indirgeme bagntisiyla tanimlanir. Burada F,; n. Fibonacci sayisi, {F,} ise

elemanlar1 Fibonacci sayilarindan olusan Fibonacci dizisidir.
Lucas sayilar1 her n > 0 dogal sayisi i¢in ve Ly = 2, L; = 1 olmak iizere
Ln+2 - Ln+1 + Ln

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Burada L,,; n. Lucas sayisi, {L,,} ise elemanlar

Lucas sayilarindan olusan Lucas dizisidir.

Her n > 2 tam sayis1 ve ug = 0, u; = 1 i¢in genellegtirilmig Fibonacci {u,} dizisi;

p sifirdan farkl, pozitif bir tam say1 olmak iizere
Up = PUp—1 + Up—2
indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

Genellegtirilmis Fibonacci {u,,} dizisinin baz 6zel durumlarim géz éniine alahm.

Eger p =1 alimirsa {u,,} dizisi Fibonacci {F},} dizisine indirgenir.



Eger p = 2 alimirsa {u,, } dizisi Pell {P,} dizisine indirgenir.

Benzer gekilde; her n > 2 tam sayisi, vg = 2 ve v; = p baglangi¢ kosullar icin

genellegtirilmig Lucas {v, } dizisi; p sifirdan farkli pozitif bir tam say1 olmak iizere
Up = PUp—1 + Up—2

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

Genellegtirilmis Lucas {v,} dizisinin bazi 6zel durumlarini géz éniine alalim.

Eger p =1 ve almirsa {v, } dizisi Lucas {L,,} dizisine indirgenir.

Eger p = 2 ve almirsa {v, } dizisi Pell-Lucas {Q),,} dizisine indirgenir.

Bircok yazar Fibonacci ve Lucas sayilarini iceren cesitli formiil aileleri elde

etmigtir. Bunlardan bazilarini burada verelim.

Her n > 1 icin,

L, = F, i+ Fpuy

5, = Lp1+ Loyt

Fon = F,L,

Fongt = Foiln — Foly,

i Fo, = Fy—1

kﬁl

Z FZkfl = F2n

k=1

kil KF, = nFyio— Fyis+2

kznjl K2F, = (n+1)?Fuo— (2n+3)Foy+2F,.— 8.

1.2 Matris Normlar: ve Spektiral Yaricap

M,,; tiim n boyutlu karesel matrislerin kiimesi olsun. A, B € M,, icin



L {|[Alll =0

2. |[|Al]| =0 A=0

3. |[leAlll = | [IIAlll 20 (c € C)
4. 1A+ Bl < [[|A[ll + [[1B]]]

5 [[ABI[| < [[Alll - 1Bl

sartlarini saglayan |||.||| : M, — R fonksiyonuna matris normu denir. Simdi
bilinen bazi matris normlarini hatirlatalim. A = (a;;) n boyutlu bir matris olmak

izere

n
{1 normu || A,y = 37 fagyl,

1,j=1

M=

Oklid normu ya da £, normu ||A,||, = ( > |aij]2) :
ig=1

Maksimum siitun normu |||4,]||, = max ) Z lai;|

Maksimum satir normu |||4,]|||, = 1r£1a<x Z lai;] ,

ls normu ||A, || = nlrgr}7ej@}§<n|aij|

ile tanimlanir.

Bir A, € M, matrisinin spektiral yaricap1 p (A,,) ile gosterilir ve
p(A,) =max {|\| : A\, A,’nin 6z degeri}

ile tanimlanir.

Simdi matris normlari ile spektiral yaricap arasindaki iligkiyi agsagidaki teorem ile

verelim.



Teorem 1.2.1. |||.||| herhangi bir matris normu ve A € M, olmak dizere
p(A) < l[A]ll

dur.

1.3 Lineer Cebirden Bazi Sonuclar

1.3.1 LU Ayrisimi

A keyfi bir kare matris olsun. Bu durumda L {ist tiggensel, U ise alt {i¢ggensel bir

matris olmak tizere

A=L-U

seklindeki yazilabilir. Buna A’nin LU ayrigimi denir.

Ornegin 3-boyutlu bir A matrisinin LU ayrisimu,

1 -8 4 1 0 0|1 -8 4
—6 -2 9|=|-6 1 0| |0 =50 33
3 5 4 3 =% 1|0 0
seklindedir.

1.3.2 Cholesky Ayrigimi

A keyfi kare bir matrisi, K’da iist iiggensel bir matrisi gostersin. Bu durumda
A=KK"

seklinde yazilabilir. Bu yazilima A’nin Cholesky ayrigimi denir.



Ornegin 3 boyutlu bir A matrisinin Cholesky ayrisim;

9 3 3 30 0 31 1
3107|=]13 0 03 3
3 9 1 4 2/14 |0 0 2V/14

seklindedir.

1.3.3 LDU Ayrisimi

A keyfi bir kare matris olsun. L ve U sirasiyla birim iist iiggensel matrisi ve
birim alt iicgensel matrisi (Kosegen iizerindeki elemanlar 1'dir.), D ise kogegen
bir matrisi gostermek iizere;

A=LDU

seklinde yazilabilir. Bu yazihma A’nin LDU ayrigim denir.

Ornegin;
3 —4 2 1 0 0 0 1 F 2
— | 1 37 4
111 2(=|41 20 1 4
2 17 =35
2 3 1 2 51 0 z2 110 0 1

1.4 Test Matrisleri

Eger keyfi bir kare matrisin tersi, determinanti, 6z degerleri gibi karakteristik
ozelliklerinin yanisira; simetrik, ortogonal, pozitif tanimli olma gibi 6zelliklerden
bazilarina sahipse bu tiir matrisler test matrisleri olarak adlandirilir. Literatiirde

siklikla kargilagilan bazi test matrisleri 6rneklerini verelim.



1.4.1 Cauchy Matrisi

Augustin Louis Cauchy tarafindan tanimlanan Cauchy matrisi C,,x,, = (¢;;) bir

dikdortgen matris olup, elemanlari

xz_yj#o

Cij = )
—Yj

seklinde tamimlanir. Burada {z;} ve {y;} injektif dizilerdir. (Biitiin elemanlar

birbirinden farkhdir.)

Her n > 1 i¢in Cauchy matrisinin determinanti

T T (=) 0 =
fi e

~.

det (C,,) =

ile verilir. ({z;} ve {y;} injektif diziler oldugundan, bu determinant hi¢ bir
zaman sifir olmayacaktir, dolayisiyla kare Cauchy matrislerinin her zaman tersi

mevcuttur.)

1.4.2 Hilbert Matrisi

Hilbert matrisi H,, = (hy;);
1

i1
ile tanimlanir. Bu matris 1894 yilinda Hilbert tarafindan tanimlanmistir. Eger

hi]’ -

{z;} ve {y;} xi —y; =i+ j — 1 olacak sekilde secilirse, Cauchy matrisi Hilbert

matrisine doniigiir.

Hilbert matrisleri simetrik ve pozitif tanimli matrislerdir.



Ornegin;

1 1 1 1
1 2 3 1 5
1 1 1 1 1
2 3 1 5 6
_ |1 1 1 1 1
Hs = 3 4 5 6 7
1 1 1 1 1
1 5 6 7 8
1 1 1 1 1

L 5 6 7 8 9

seklindedir.

Her n > 1 i¢in n-boyutlu Hilbert matrisinin determinantinin degeri

4

D
det (H,) = D"
2n

ile verilir. Burada .
D, = Ht!
t=1
dir.
(H1'); n-boyutlu Hilbert matrisinin tersini gostermek iizere
_ TR +i—1\(n+j—1\[i+j—2\"
HY) = (—1)"" ("
= oo () ()

dir.

1.4.3 Filbert Matrisi

Her n > 1 i¢in Filbert matrisi F, = (f;;) ile gosterilir ve

1

Fiyi

fij -



ile tanimlanir. Burada F),, n. Fibonacci sayisidir. Ornegin; n = 5 icin

1 1 1
1 1 2 3 5
1 1 1 1
1 2 3 5 8
_ |1 1 1 1 1
I = 2 3 5 8 13
1 1 1 1 1
3 5 8 13 21
1 1 1 1 1
L 5 8 13 21 34

Filbert matrisinin tersini (F,!) ile gosterirsek,

. . . . . 2
I L Che b B
“ n—j Jpl n—i Jpl i-1 ),

seklindedir. Burada
. o i J
e(n,i,j)=n(+j+1)+ <2> + (2) +1

ile tanimlanir. { k} ise Fibonomial katsayiy1 gosterir ve
F

ile tanimlanir.



Ornegin n = 5 icin

25 600 —7800 —27300 61 880
600 7200 —124 800 —393120 928 200
(F5_1)Z.j = | —7800 —124800 1946 880 6388200  —14851200

—27300 —393120 6388200 20638800  —48266 400

| 61830 928200 —14851200 —48266400 112621600 |

1.4.4 Lehmer Matrisi

Her n > 1 igin Lehmer matrisi; G, = (g,;) ile gosterilir ve elemanlar:

B min(i, j)
7 max(i.j)

seklinde tanimlanir.

Lehmer matrisi simetrik ve pozitif tanimlidar.

Ornegin n = 5 icin

1 4 f
ST I
Gi=|4 3 1 %
bz o4 o1 g
ER A B Y




Lehmer matrisinin determinant:

det (G,,) =
ile verilir.

G 1 n-boyutlu Lehmer matrisinin tersini gostermek iizere

( 4'3 . .
prene) t=J<mn,
32 .
21 t=J]=n,
—1 o
(Gn )z] -
i(i+1) S
o li —jl =1,
\ 0 diger durumlarda,

seklinde tanimlanair.

1.4.5 Dizisel Lehmer Matrisi

Dizisel Lehmer matrisi; Y, = (y;;) ile gosterilir ve

Z?—*i j > ise,
min {1, jy1} "
max { U1, Uji1} wiir .
XL 4 > 7 ise,
Ui41

kurali ile tamimlanir. Burada {u,} genellegtirilmis Fibonacci dizisidir.

10



Ornegin,

B 1 ug ug U uy |
us3 Uy us ug
w ] ws  us  oug
us3 g us ug
_ U U U U
Vo= | » w 1 ug g
Uy Ug us ug
ug ug ug 1 us
us us us ue
w o ows ows ous
- Ue ue ue ue -

Her n > 1 icin n-boyutlu dizisel Lehmer matrisinin determinanti

st~ ()

—Uu
2
i=2 i+1

formiili ile verilir.

Her n > 1 igin Y, ! ile dizisel Lehmer matrisinin tersini gosterelim. Bu durumda;

2 2
—1 _ usz —1 _ Un+1
(Yn )11 - u%—u%’ (Yn )nn - “iJrl_“% ve
s ) ) . . .
s j=i+1lvel<i<n-—I,
Uit~ Uit2
2 2 2
-1 _ ui+1(ui+2_ui) . .
(Yn )ij— (s —2) (42 0) 1=7ve2<i<n-—1,

Wipq— U )\ Ui~ Uigy

0 diger durumlarda,

ile belirlidir.

Literatiirde n boyutlu simetrik bir M,, = (m,;) matrisi ;
jg—i1+1 j>iise,
i—7+1 i>7ise,

11



ile tanimlanir.

Ornegin, ) i
1 2 3 45
212 3 4
Ms=13 21 2 3
4 3 2 1 2
| 543 2 1]

Goriildiigii {izere M,, matrisinin biitiin elemanlar1 dogal sayilardan olugmaktadir.
Biz bu tezdeki ¢aligmamizda M, matrisine benzer gsekilde, Fibonacci sayilarini
kullanarak simetrik bir A, matrisi insa ettik. Ilk olarak bu simetrik matrisin
tanimim verecegiz. Daha sonra ise bu matrisin cebirsel 6zelliklerini inceleyecek ve

matris analizlerini yapacagiz.

12



2. SIMETRIK FIBONACCI
MATRISI ve CEBIRSEL
OZELLIKLERI

Her n > 1 i¢in A,, = (a;;); elemanlari
Fi_iya J = 1i1se,
Qij = . -
Fi—j+2 1 > j 1se,

kurali ile tanimlanan simetrik Fibonacci matrisidir. Burada F;,, n. Fibonacci

sayisin gostermektedir.

Bu durumda acikca A,, matrisi

F, F3 Fy Foa
Fy;  Fy  Fj Fy

An = Fy F3 F Fn_1
Fn+1 Fn anl F2

formundadar.

13



Ornegin;

1 2 3 5 8
212 35
As=13 21 2 3
5 3 2 1 2

| 85 3 2 1

2.1 LU Carpanlamasi

Ik olarak A, matrisinin LU carpanlamasini elde etmeye calisacagiz.

Bunun i¢in n boyutlu L ve U matrislerini tanimlayacagiz. Her n > 1 icin n

boyutlu birim alt {iggen L = (l;;) kare matrisi

E—O—l j =1 ise7
D Fi_jLoj_1+Fo;Fi—j—1 . -
lij = 5 1> j ise,
0 diger durumlarda,

\

ile tanimlanir. Burada F,; n. Fibonacci sayisini, L, ise n. Lucas sayisini

gostermektedir.

14



Acikca L matrisi;

1
Fy 1
F, H 1
L=
L3+ Fy Ls
F o) A 1
2L3+Fy L5 Fg h
Fe Fy Fg Fs 1
F Fnol3+Fn_3Fy Fn_sls+Fn_4Fs Fn_alv+Fn_sfg = Lapn-—3
n+l Fy Fg Fs Fon_2
formundadir.

Her n > 1 igin n boyutlu iist licgen U = (u;;) kare matrisi

( . -
Fi 1 =1 ise,

Fi i 1 Fo+F; ;Lo v . _ .
i = _]1121 Jj—i142e—1 jZZlSe,
F2i—2

0 diger durumlarda,

ile tanimlanair.

15




Acikca U matrisi;

R B F  F .. Foi
_F Ly _ Fatls _ Fn_3Fon+Fn_2lon_1
P B Fy T Fop—o
U = _FE _Ls _ FnalontFn_slon
N Fy Fy T Fop—2
_ kg _ Fn_sFon+Fn_alon_1
Fe T Fon_o
_ F2n
L 0 Fop_o |

formundadir.

Ornegin n = 5 icin L ve U matrisleri

10 0 00 1 2 3 5 8
2 1.0 0 0 0 -3 —4 -7 -11
L={3 4% 1 00]|,U=|0 0 -§ -1 _1
5 £ 210 o 0 o -2 -2
[ 8 5 ¥ & L 00 0 o -2

seklindedir.

Simdi A,, matrisi i¢in elde ettigimiz ilk sonucu verecegiz.

Teorem 2.1.1. Her n > 1 i¢in, A, matrisinin LU carpanlamasi
A,=LU

seklindedir. Burada L ve U matrisleri yukarda tanimlandige gibidir.

16




Kanat. Bu ispati ii¢ kisimda inceleyecegiz.
1. Durum: Birinci durum j > ¢ olmasi durumudur.

Matris carpimindan,
n
Qi = E limumj
m=1

oldugunu gostermeliyiz.
L ve U matrislerinin tanimindan, 57 > ¢ i¢in bu toplam

i
Q5 = E LimUm
m=1

olur. Diger yandan A, matrisi;

- Fij_iya J >iise,
iy . ..
Fi—j+2 1> j 1se,

seklinde tanimli oldugundan,

J > 1 igin
i
E limumj = I'j—i4+2
m=1

oldugunu gostermeliyiz.

7
L ve U matrislerinin tamimindan > lj;,u,; toplamin:
m=1

i
E limumj = Fz‘+1Fj+1
m=1

_ i (Fi—mLzm—1 + F2mE—m—1> (Fj—m—lFQm + Fj—mLQm—1)
Fgm F2m—2

m=2

seklinde yeniden yazabiliriz. Daha sonra L,, = F},_1+ F,, 1 6zdesligini kullanirsak,

Z limtm; = Fip1 Fjpq — Z (Fiemi1Fom + Fimn Fom—2) B (j,m)
m=1

m=2

17



): Fj m+1F2m+FJ mFam— 2
Fom Fom—2

olup, burada B (j,m

Iddiamiz1 ispatlamak icin ¢ iizerinden tiimevarim y6ntemi kullanacagiz.

1
i=1ligin, > limUm = l1un = F5F; = 1 olup iddiamiz gergeklenir.

m=1

Simdi iddiamizin 7 icin gerceklendigini kabiil edelim. Iddiamizin ¢ + 1 icin dogru

oldugunu goésterelim.

i+1
Z limumj
m=1
i+l
= FioF — Z (Fi—mi2Fom + Fimmi1Fom—2) B (4, m)
m=2

= FiaFi1 = Y (Fioms2Fom + Fioms1 Fam—2) B (j,m)

m=2
— P2 B (j,i+1)
= FioFj — zz: (Ficmsr + Fimm) Fom + (Fimp + Fimpe1) Fom—2) B (j,m)
m=2
—Fyi 0B (4,1 ‘|' 1)
= FiaFin = Y (Fiomi1 Fam + FinFam—2) B (j, m)

m=2

- Z (FimFom + Fimm—1Fom—2) B (j,m) — Fyi0B (j,i+ 1)

m=2
= z+2 ZAzm ZA z—lm ( )_F21+QB(37Z+1>
olup, burada A (i,m) = F,_ 1 1Fom + Fi_pmFom—2 ve B (i, j) daha 6nce tanmimlan-
dig1 gibidir.

Elde ettigimiz son esitlikte, ikinci toplamin son terimini ayirip, tiimevarim

18



hipotezinin ¢ ve 7 — 1 icin ger¢eklendigini goz oniinde bulundurursak, esitligimiz

i+1

Z limumj

—A(z—l,z)B( J,1) —
= FioFin—FiaFig+Fiie—

—Fyi 9B (j,1) — Faiy2B (j,i + 1)
= FioFj — FioFj + Fjia —

= Fjiva— Fo 2B (j,1) —

halini alir.

FyiaB (j,1 ‘|‘ 1)
FiFjp + Fj_its

Foi 9B (j,1) —
Fyi 9B (j,i+1)

FoipoB (j,1+1)

B (j,4)’nin tamimimi kullanarak B (j,7+ 1) yerine yazdiktan sonra, Fibonacci

dizisinin indirgeme bagintisimdan yararlanarak bazi diizenlemeler yaptigimizda

yukaridaki son egitlik
Fi_iaFo + Fj_iFoi o

Fj_iFgH_Q + Fj—z‘—1F2i
FZiF2i+2

= Fj_iya— Fyo Fy Fyr s — Foio
_r Fi_ i1 Fo + Fj_iFoi o+ Fy_iFoio + Fi_i 1 Fy,
= [j 44— =,

- F.

(Fj_i+ Fj_i1) Fos + Fj_iFo o+ Fj_iFoi0 + Fj_i 1 Fy

= F.

J—itd — ia
2
2F; i 1 Fo 4+ Fj_; (Fo + Foio + Foipo)

Jj—i+4 — Fg'
_F 2F; i 1 Fo + F_i (Foi + (Foi — Foimq) + (Fapr + Fyy))
= Ljjya — 28
21
_ r 2F; i 1 Fo +4F;_ Fy,
- j—i+4 FQi
= Fj_jpq—2F;_; 1 Fy —4F;_;

seklini alir.

19



Son olarak,

Fi_iva = 2F; i Iy —4F;; = (Fj_ivs + Fj_iyo) = 2F;_;_1Fo — 4F;_;
= (Fjoiqo+2F, i+ Fj_;) —2F; ;1 Fy — 4F;
= (Fjoi +2Fj i ++Fj) — 2F; 1 Fy — 4F;

= Fj—z‘+1

esitligi gerceklenir ve bu da ispati tamamlar. O

2. Durum: Tkinci durum i > j olmasi durumudur. Bu durumun ispati, j > i

haline benzer bir gekilde yapilabilir.

2.2 Cholesky Carpanlamasi

Simdi A,, matrisinin Cholesky carpanlamasini elde edecegiz.

Bunun icin n boyutlu bir K alt iicgen matrisini tamimlayacagiz. Kompleks birim
i = v/—1 olmak iizere, her n > 1 icin alt iicgen K = (k;;) matrisi

(

Fia Jj=11se,

L — {(Fi—j—1Fo+Fi—jLaj—1) i > jise

o \/F2j72F2j - ’
0 diger durumlarda,

kurali ile tanmimlanar.
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Acikca K matrisi,

F 0
F iF71F4+F0L3
3 VI Fy
r jfoFatFiLs iF71F6+F0L5
4 Vo Fy vV Fy/ Fg
F s FWFy+FsLg iF0F6+F1L5 iF—1F8+FOL7
5 NV NV VFo/Ts
F iFn73F4+Fn72L3 s Py Fs+Fn_3Ls iFn75F8+Fn74L7 iF71F2n+FOL2n71
L ntl VI Fy VFi\/Fes VFsVFs \/ Forn—oVFor
formundadir.

Teorem 2.2.1. Her n > 1 i¢in, A, matrisinin Cholesky carpanlamass
A, = KK"

seklindedir. Burada KT = (I%U) yukarda tamimlanan K matrisinin transpozunu

gostermektedir.

Kanst. Bu ispati iki kisismda inceleyecegiz.
1. Durum: Birinci durum ¢ > j olmasi durumudur.

Matris carpimindan,

oldugunu gostermeliyiz.

K ve K” matrislerinin tanimimdan, i > j icin bu toplam

J
Ai5 = E kimkmj
m=1
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seklini alir. Diger yandan A,, matrisi

Fi_ivo j>iise,
Aij = S
Fi_jio 1> jise,

seklinde tanimli oldugundan,

1 > 7 icin
J
kimkmj = Li—j+2
1

m=

oldugunu gostermeliyiz.

K ve K7 matrislerinin tanimindan

J
Zkimkjm = FinlFjn

m=1

+ i 1 (E—m—lFQm + E—mLQm—l) 1 (-Fj—m—lFZm + -Fj—mL2m—1>
V F2m—2F2m V F2m—2F2m

seklinde yeniden yazabiliriz. Burada L, = F},_1 + F,, 1 6zdegligini kullanirsak

m=2

J J
Z kimkjm = Fip1Fjp1 — Z (Fj—ms1 Fom + Fj—m Fom—2) C (i,m)
m=1 m=2

Fi7m+1F27n+FifmF27n72

olup, burada C (i,m) = Ry

Iddiamiz1 ispatlamak icin j iizerinden tiimevarim yontemini kullanacagiz.
1
j=1licin > kimkim = knknn = Fip1Fy = Fiyq olup iddiamiz gergeklenir.
m=1

Simdi iddiamizin j icin gerceklendigini kabiil edelim. Iddiamizin j+1 icinde dogru
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oldugunu goésterelim.

j+1
Z kzmk]m
m=1
j—1
- Z+1 +2_ZD .]7 ) ZD(j_17m)0<27m)_F2]—20(Z7.])
m=2

—F5j12C (%J + 1)

= FipFipo— (FiaFia — Fijye) — (B Fy — Fijys) — Foj2C (i, )
FyyesC (i, + 1)

= FinFjro+ Fiojya — FiiFjyo — F3; 00 (4, J) — F5420 (1,5 + 1)

= Fi_jya— F5 20 (1,7) — Fp:2C (i,5+ 1) .

Burada D (j,m) = Fj_p41Fom + Fj_Fom—2 ve C (i,m) daha énce tanimlandig
gibidir.

Elde ettigimiz son egitlikte ikinci toplamin son terimini ayirip, tiimevarim

hipotezinin j ve j — 1 i¢in gergeklendigini géz 6nilinde bulundurursak, esitligimiz

Jj+1
Zkzmk]m
m=1
7j—1
= Fin +2—ZD jsm — Y D (i —1,m)C (i,m) — Fy »C (i, §)
m=2

—Fy;12C (%J + 1)

= Filio— (FaFjn — Fioji) — (Fia Fy — Fiojis) — Fay 20 (4, )
—F540C (4,5 + 1)

= FipiFjpo+ Fiojioa— FiiFijg — Fo;2C (4, 5) — Fo12C (4,7 + 1)

= Fijra— Fy2C (i,7) — F212C (1,5 + 1)

halini alir.
Son esitlikte, C (4, 7)'nin tanmmmimi kullanip C (¢, + 1)’i yerine yazdiktan sonra,

Fibonacci dizisinin indirgeme bagintisindan yararlanarak bazi diizenlemeler
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yaptigimizda

Fiji1Fo; + Fi jFo o Fi jFoji0+ Fij 1k

= Fi_jyu—Fyo — Fypo

FQjFQj_Q F2jF2j+2
_ r Fi jFoy+FijFyj o+ FijFojio+ Fij_1 Iy
= Fijya— 28
j
_ 5 (Fij+ Fioj) By + Fi_jFoj o+ Fi_jFojio+ Fij 1 Fy;
= Fijya— By
j
B 2F,_; 1 Fy; + Fi_j (Foj + Foj_o + Fjyo)
= Fijya— 28
j
_F 2Fi 1y + Fioj (Foy + (Foj — Fojo1) + (Fyje1 + Fyy))
= Fijya— o8
j

2F;_j_1Fy; +4F;_jFy;
Fy;
= I jia—2F_j 1Fy —4F;

= Fijra—

sonucu elde edilir.
Son olarak

Fijia—2F j1Fy —4F_; = (Fijis+ Fijio) —2F_j 1Fy — 4F,_
= (Fojpo+2F_j+Fij) —2F_; 1 Fy; —4F,_;
= (FwifjJrl + 2F1i7j71 + E—j) - QEfjleZj — 4F’ifj

Fijn

esitligi gerceklenir ve bu da ispati tamamlar.

2. Durum: Ikinci durum j > 4 olmast durumudur. Bu durumun ispati, i > j

durumuna benzer bir gekilde yapilabilir.
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Ornek olarak n = 4 icin matrisimizin Cholesky carpanlamasi

1 0 0 0 1 2 3 5

Ay =
3 4v3 Zive 0 0 0 Zive Hive
5 Iiv3 Hive Liva2 | o 0 0 liv42 |
seklindedir.

2.3 A, Matrisinin Tersi

Simdi A,, matrisinin tersi i¢in kapali bir form elde etmeye calisacagiz. Bunu

yapmak icin A, matrisnin LU carpanlamasindan yararlanacagiz. Bu carpanlama
A, =LU

formunda oldugundan, bu matris esitliginde her iki tarafin tersini alirsak, A1
matrisini

A;l — U—lL—l
esitligi ile elde ediliriz. Buna goére L ve U matrislerinin tersini hesaplamamiz

gerekecektir.

Teorem 2.3.1. L7! = (l;]> matrisi ile L kare matrisinin tersini gosterelim .

Bu durumda

( (_1)2‘

g =1wver>2 ise,

Fyi_o
~ L2j—1 . . . .
S ——= =1—1vei>2ise
li; F, J )

) (_1)i+j+l FQj_l
F2i—2

J<t1—1wei>1 ise,
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Iy = -2, lii =1 ve diger durumlarda sifir olarak tanimlanar.

Acikea L™ matrisi;

1 0
—2 1
_1 Ls
Fy Fy 1
1 25 _Ls 1
L—l _ Fs Fs Fs
- 1 2F3 2Fy Ly 1
F3 F3 Fy Fy
1 _ 25 255 L2 _ng 1
F10 F10 FIO FlO FlO
(G G D ) 2 T G D MY - N G ) ™) & (=1)*" " '2F_5  Lon_3
L Fon—2 Fop—2 Fop—2 Fop—2 Fop—o Fop_o J
formundadar.

Kanat. Ispatimiz icin L - L™! = I,, oldugunu gostermeliyiz. Burada I,, , n boyutlu

birim matristir. Ispatimiz1 dért duruma ayiracagiz.
1. Durum: j = ¢ — 1 olmasi durumudur.

L ve L~! matrislerinin tanimindan ve matris carpimindan,

n
§ limlm,ifl = li,ifllifl,ifl_’_liili,ifl
m=1

Fi_i—1yLag—1)—1 + Fou—n) Fi—i—141) B

Fyi o
=0

olup bu durumda j =4 — 1 durumu ispatlanmig olur.

2. Durum: ¢ = j olmas1 durumudur.

- 5 ~ FiiLoi g+ FoFi i
E Limlmi = Ll = 21+ 72 L. 1
—" Fy;
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olup ¢ = j durumu ic¢in ispat biter.

3. Durum: j = 1 ve ¢ > 2 olmasi durumudur. L ve L™! matrislerinin tanima,

matris ¢carpimi ve L, = F,,_1 + F}, 11 6zdesligi goz oniline alinarak

Z limlAml = lilill + liQZQl + Z limiml
m=1

m=3

FomLom—1+ Fop 1)
F2mf2F2m

8 ~ (1" (
= Fiy1—2F_3— ng‘fQ + ;

8

_ : (_1)m (F2mE—m+1 + E—mFZm—2)
= Fiy1—2F 53— gFFQ + ,7;,

F2m72F2m

sonucuna ulagilir. Ispati tamamlamak icin bu son esitligin degerinin sifira esit
oldugunu goéstermeliyiz. Bunun igin ¢ > 2 olmak iizere, i {izerinden tiimevarim

yontemini kullanacagiz.
Iddiamz i = 3 icin aciktir.

Simdi iddiamizin i icin gerceklendigini kabiil edelim. Iddiamizin i + 1 icin

gerceklendigini gostermeliyiz. Fibonacci dizisinin indirgeme bagintisi goéz Oniine
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aliarak,

n
E li—l—l,mlml
m=1

i+1
" (FomFi—m+2 + Fimmi1 Fom—2)
= E _2E— . z
2 2 ! * Z F2m72F2m
8 " (FomFi—myo + Fimpi1 Fom—2) <—1)i+1
= E - 2172— - z
27 2 gl Z Fom—2Fom TR,
8
= Fio—2F_5— 3F 1
+ i (FQm (E—m—i—l + E—m) + (Fz—m + E—m—l) F2m—2) (_1)m + (_1)i+1
m—3 F2m—2F2m FZi
8 d F2mE—m+1 + E—mFZm—2 m
= Fi»—2F 5~ oF -1
w2 -ghat ) ( Fom—2Fom =)
d F2mE7m + FimlF2m2> m (_1)i+1
+ —1)"
mz:g ( F2m—2F2m ( ) F2i
= Fz+2—2Fz—2—gE—1+ZT<27m)+ZT(1—1am)+ 28
m=3 m=3 ¢
8 . (_1)7, (_1)Z+1
= E+2—2F 2—§E 1+z:3T(zm +ZT%—1m)+ ng + Fgl
olup, burada T (i, m) = (F2’”Fi*’”+gF:$2F2m‘2)(_1)m. Ti{imevarim hipotezinin ¢ ve

t — 1 gerceklendigini goz 6niinde bulundurursak,

Z li—l—l,mZml
m=1
8

8 8
= Fip—2F_5— gFi—1 + (_Fi—H +2F 3+ gFi—z) + (_Fi +2F 4+ 3Fi—3>

(_1)1 (_1)i+1

* Fy; * Fy;
8 8
= Fio—2F_5— gFi—1 — Fiyo +2F; o+ gFi—1 +0
=0
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olarak bulunur ve bu da iddiamizi dogrular.
4. Durum: ¢ > j 4+ 1 olmasi durumudur.

L, = F,_1 + F, esitligi goz oniine alinarak

i—j

> limlmg = lijly + b, el + > b jmlim,
m=1

m=2
Fi_jLoj 1+ FyFi_j_q B Fi j 1Loji1 + FojioFij_o Loj_y
F; Fajpo F;

+2 i (_1)m+l (Fiej-mLojrom—1 + FojromFij-m-1) Faj1
2 F2j+2m F2j—|—2m—2

2F; ;115 =
= S 49 Z (Fimjmm+1Fajiom + FimjomFojrom—2) E (j, m)

F2j+2 Jo—t

(=)™ Ry

sonucuna ulagiriz. Burada F (j,m) = YT —
j+2m L 2542m—

Simdi bu ifadenin sifira egit oldugunu géstermeliyiz. Bunun ic¢in ¢ > 3 olmak {izere

1 lizerinden tiimevarim yontemi kullanacagiz.

1 = 3 icin, kabiiliimiiz ¢ > j+1 durumu oldugundan dolay1 5 = 1 olmahdir. Bu

durum ise aciktir.

Iddiamz i icin gerceklensin. Iddiamzin i+1 icinde gerceklendigini gostermeliyiz.
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O halde,

n
E li—l—l7 mlmj
m=1

i—j+1

2F,_ i 1 Fyi_ .
= ];+—1231 +2 Z (Fiejema2Fojvom + Fijomi1Fojrom—2) E (j,m)
2j+2 m=2
OF, Fy;_ = ‘
= Fj—zjl +2 Z (FijomaaFojom + Fij_ms1 Fojrom—2) E (4, m)
2j+2 o
+2F 08 (§,i — j + 1)
OF, ;Fy;_ = ,
= FJ—QJI +2 Z (Fiejeme1Fojiom + Fimj_mFojiom—2) E (j,m)
2j+2 —
i
+2 Z (FisjemFojiom + Fijmm—1Foj1om—2) E (j,m) + 2F5 0 F (j,1 — j + 1)
m=2
2F;_ sz 1
= + 2 P (i, 7, 75
oo j{: ,Jym )
i—j—1

+2 > P(i—1,j,m) E(j,m) + 2Fy»E (j,i — j) + 2Fy 2 E (ji — j + 1)

elde edilir. Burada P (i,j, m) = E,j,mngJer + Efjfmle2j+2mf2 Olllp7 FE (Z,j)

daha once tanimlandig1 gibidir.

Tiimevarim hipotezi geregi ve baz1 diizenlemeler yaparak

n
E li+1, mlm]

2F, ;I B
- - 1+2ZPH, D(jm)+2 Y P(i—1,j,m)D(jm)
F2j+2 m=
2F;_jF5i ( 2Fi—jF2j—1) ( 2Fi—ﬂ’—1F2j—1>
= A g (A (e
Faji2 Fajpo Fjt2
_ 2F’ifj+1F2jfl . 2Fifj+1F23‘71
Fajpo Fajp
= 0
sonucunu elde ederiz. Bu da ispatimizi tamamlar. O
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Teorem 2.3.2. U~ = (4;;), U matrisinin tersini gostermek iizere

—1)i+1 . . .
( % 1=1wvej > 2 ise,
J

—Fy_o . . .
o 1 =7 ve 7>1 1ise,

Loi_1 S . .
TForre 1=75—1wve j7>2i1se,

2(—1)"t By . . . ) )
\ %721 i<j—1,i>1wvej>3 ise,

seklindedir. Acikca U™ matrisi,

1 2 1 _ 1 1 __1 ]
Fy Fs Fy Fio Fay
iy Lz 2F3 _ 283 253
Fy Fg Fg Fio e Fap
_F Ls 2F5 _2Fs
Fg Fs Fio e Fap
U=
_Fs L7 (=D"2Fn 1
Fg F10 F2n
_Fy Lan—3
F10 F2n
Fon—2
L 0 For, i
formundadar.

Kanst. Bu teoremin ispati, bir 6nceki teoremin ispatina benzer bir gekilde

yapilabilir. O]
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3. MATRIS NORMLARI

Bu boliimde A,, matrisinin ¢egitli matris normlarim1 hesaplayacagiz ve bunlar

arasinda bir siralama elde edecegiz.

Bunlardan 6nce, norm hesaplamalarinda kullanacagimiz Fibonacci dizisini igeren

agagidaki ii¢ adet toplam formiiliine ihtiyacimiz olacaktir.

F; = Fn+2_]-

-

N
Il
i

M=

m—-m+1)F, = F,4—n-3
1

3
I

(n+1)FFp — F2 4+ 1 nift ise,

NE

kF2 -

i
I

(n+1)FFo — F7y n tek ise.

Bu bilgilerin 1181 altinda, matris normlarini hesaplamaya baslayabiliriz.

A,, matrisinin ¢; normu

n

n—1
1Aall, = > lagl=n+2> " (n—m)Fny
m=1

ij=1
n+1
= n+22(n—m+2)Fm+2
m=3
n+1
= n+2 (Z (n—m+2)Fm+2—2n—1>
m=1
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olup, Y>> (n—m+1) F,, = F,14 — n — 3 6zdesligini kullandigimizda

m=1

n

[Anll; = Z la;;| = 2F,45 — 5n — 10

ij=1

seklinde bulunur.

Uzerinde c¢aligtigimiz A,, matrisi simetrik bir matris oldugundan bu matrisin
maksimum siitun toplam normu ile maksimum satir toplam normu birbirine

esittir. Yani

Il An[[l = max Z!aw\ [11A4n]lloo

1<5<n

dir. Bu yiizden, bu matris normlarindan herhangi birini hesaplamak yeterli

olacaktir.

A,, matrisinin tanimindan,
n+1
Al = 1@%2 ool = 3

n+1

= ZF,-—1
=1

olup, > F; = F, 1o — 1 6zdegligini kullandigimizda

=1
H|An|||1 = Fny3 — 2

sonucunu elde ederiz.
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A,, matrisinin ¢ matris normu (Oklid normu) ise

n 3
2
[Anll, = Z|%‘\>

ij=1

1
2

= n—I—ZZ n—m FT%L+2>
n—1 n—1 %
= n+2nZF31+2—22mFri+2>

m=1 m=1

n+1 n+1 n+1 3
= —3n—2+2nZF2 —2ZmF2 +4ZF2>

olup,
n (n+1)F,Fpq — F2 4+ 1 ngift ise,

h=1 (n+1)FyFoy — F2,, n tek ise,

Ozdegligini kullandigimizda

V=3n—2+2F2 , +1 ngift ise,
1Ally =

V-3n—4+2F2,  n tek ise,
seklinde bulunur.
A,, matrisinin /., normu
Al = mas {lagl} = o

seklindedir.
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Matris normlar ile ilgili buldugumuz degerleri 6zetleyecek olursak

1Aall, = 2F,.5—5n—10

n+1

Al = 2 -1

[Anllee = nFop

V-3n—2+42F2 5+ 1 nift ise,
Anll, =

V-3n—4+2F2, n tek ise.

Bu normlari n’nin bazi degerleri igin hesaplayip bir tabloda gosterecek olursak;
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n |l Aall, Al Al = [[Anllle 1 Anllo

1 1.7 1 1 1

2 3.1 3 6 4

3 6.2 6 17 9

4 10.6 11 38 20

5 17.9 19 75 40

14 1395.8 1595 8282 8540

15 2258.5 2582 13445 14805

16 3654.3 4179 21802 25552

20 25047.6 28655 149940 218920
30 3.0806 x 10° 3524 576 18454770 40388070

Tablodaki degerlerden de gordiigiimiiz iizere, yeterince biiyiik n’ler icin bu

normlar

[14nlly < WAl < [l4nlly < [[An]lo

seklinde siralidir. Boylece A,, matrisinin spektiral yaricapi i¢in bir iist sinir bulmus

oluruz ve

P (An) < || An]l,

esitsizligini elde ederiz.
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4. SONUC

Bu tez calismasinda, elemanlar1 Fibonacci dizisinin terimlerinden olusan A,
kombinatoriyal matrisini tanimladik. Bu matrisin LU c¢arpanlamasi, Cholesky
carpanlamasi, determinanti ve tersini inceledik ve bu ifadeler i¢in birer kapali form
bulduk. Béylece olusturdugumuz A, matrisi yeni bir test matrisidir diyebiliriz.
Ayrica A, kombinatoriyal matrisi i¢in farkli matris norm degerlerini hesapladik.
Hesaplanan matris norm degerleri yardimi ile A, matrisinin spektiral yarigapi

icin en iyi iist siir1 verdik.
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