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�ekil Listesi

Bu çal�³mada kullan�lan baz� simge ve k�saltmalar�n aç�klamalar� a³a§�da sunul-

mu³tur.

Simgeler Aç�klama

{Fn} Fibonacci dizisi

{Ln} Lucas dizisi

Fn n. Fibonacci say�s�

Ln n. Lucas say�s�

{Un} Genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi

{Vn} Genelle³tirilmi³ Lucas dizisi

detA A matrisinin determinant�

ρ (A) A matrisinin spektiral yar�çap�

‖.‖1 `1 matris normu

‖.‖2 `2 matris normu (Öklid normu)

|||.|||1 Maksimum sütun toplam matris normu

|||.|||∞ Maksimum sat�r toplam matris normu

‖.‖∞ `∞ normu

‖.‖max Maksimum norm

ix



1. G�R��

1.1 Fibonacci ve Lucas Say�lar�

Fibonacci say�lar� her n ≥ 0 do§al say�s� için ve F0 = 0, F1 = 1 olmak üzere

Fn+2 = Fn+1 + Fn

indirgeme ba§�nt�s�yla tan�mlan�r. Burada Fn; n. Fibonacci say�s�, {Fn} ise

elemanlar� Fibonacci say�lar�ndan olu³an Fibonacci dizisidir.

Lucas say�lar� her n ≥ 0 do§al say�s� için ve L0 = 2, L1 = 1 olmak üzere

Ln+2 = Ln+1 + Ln

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r. Burada Ln; n. Lucas say�s�, {Ln} ise elemanlar�

Lucas say�lar�ndan olu³an Lucas dizisidir.

Her n ≥ 2 tam say�s� ve u0 = 0, u1 = 1 için genelle³tirilmi³ Fibonacci {un} dizisi;
p s�f�rdan farkl�, pozitif bir tam say� olmak üzere

un = pun−1 + un−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r.

Genelle³tirilmi³ Fibonacci {un} dizisinin baz� özel durumlar�n� göz önüne alal�m.

E§er p = 1 al�n�rsa {un} dizisi Fibonacci {Fn} dizisine indirgenir.
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E§er p = 2 al�n�rsa {un} dizisi Pell {Pn} dizisine indirgenir.

Benzer ³ekilde; her n ≥ 2 tam say�s�, v0 = 2 ve v1 = p ba³lang�ç ko³ullar� için

genelle³tirilmi³ Lucas {vn} dizisi; p s�f�rdan farkl� pozitif bir tam say� olmak üzere

vn = pvn−1 + vn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r.

Genelle³tirilmi³ Lucas {vn} dizisinin baz� özel durumlar�n� göz önüne alal�m.

E§er p = 1 ve al�n�rsa {vn} dizisi Lucas {Ln} dizisine indirgenir.

E§er p = 2 ve al�n�rsa {vn} dizisi Pell-Lucas {Qn} dizisine indirgenir.

Birçok yazar Fibonacci ve Lucas say�lar�n� içeren çe³itli formül aileleri elde

etmi³tir. Bunlardan baz�lar�n� burada verelim.

Her n ≥ 1 için,

Ln = Fn−1 + Fn+1

5Fn = Ln−1 + Ln+1

F2n = FnLn

F2n+1 = Fn+1Ln+1 − FnLn
n∑

k=1

F2k = F2n − 1

n∑
k=1

F2k−1 = F2n

n∑
k=1

kFk = nFn+2 − Fn+3 + 2

n∑
k=1

k2Fk = (n+ 1)2 Fn+2 − (2n+ 3)Fn+4 + 2Fn+6 − 8.

1.2 Matris Normlar� ve Spektiral Yar�çap

Mn; tüm n boyutlu karesel matrislerin kümesi olsun. A,B ∈Mn için
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1. |||A||| ≥ 0

2. |||A||| = 0⇔ A = 0

3. |||cA||| = |c| |||A||| ≥ 0 ( c ∈ C)

4. |||A+B||| ≤ |||A|||+ |||B|||

5. |||AB||| ≤ |||A||| · |||B|||

³artlar�n� sa§layan |||.||| : Mn → R fonksiyonuna matris normu denir. �imdi

bilinen baz� matris normlar�n� hat�rlatal�m. A = (aij) n boyutlu bir matris olmak

üzere

• `1 normu ||An||1 =
n∑

i,j=1

|aij| ,

• Öklid normu ya da `2 normu ||An||2 =

(
n∑

i,j=1

|aij|2
) 1

2

,

• Maksimum sütun normu |||An|||∞ = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij| ,

• Maksimum sat�r normu |||An|||1 = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij| ,

• `∞ normu ||An||∞ = n max
1≤i,j≤n

|aij|

ile tan�mlan�r.

Bir An ∈Mn matrisinin spektiral yar�çap� ρ (An) ile gösterilir ve

ρ (An) = max {|λ| : λ,An'n�n öz de§eri}

ile tan�mlan�r.

�imdi matris normlar� ile spektiral yar�çap aras�ndaki ili³kiyi a³a§�daki teorem ile

verelim.

3



Teorem 1.2.1. |||.||| herhangi bir matris normu ve A ∈Mn olmak üzere

ρ (A) ≤ |||A|||

d�r.

1.3 Lineer Cebirden Baz� Sonuçlar

1.3.1 LU Ayr�³�m�

A key� bir kare matris olsun. Bu durumda L üst üçgensel, U ise alt üçgensel bir

matris olmak üzere

A = L · U

³eklindeki yaz�labilir. Buna A'n�n LU ayr�³�m� denir.

Örne§in 3-boyutlu bir A matrisinin LU ayr�³�m�,
1 −8 4

−6 −2 9

3 5 4

 =


1 0 0

−6 1 0

3 −29
50

1




1 −8 4

0 −50 33

0 0 557
50


³eklindedir.

1.3.2 Cholesky Ayr�³�m�

A key� kare bir matrisi, K'da üst üçgensel bir matrisi göstersin. Bu durumda

A = K.KT

³eklinde yaz�labilir. Bu yaz�l�ma A'n�n Cholesky ayr�³�m� denir.
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Örne§in 3 boyutlu bir A matrisinin Cholesky ayr�³�m�;
9 3 3

3 10 7

3 5 9

 =


3 0 0

1 3 0

1 4
3

2
3

√
14




3 1 1

0 3 4
3

0 0 2
3

√
14


³eklindedir.

1.3.3 LDU Ayr�³�m�

A key� bir kare matris olsun. L ve U s�ras�yla birim üst üçgensel matrisi ve

birim alt üçgensel matrisi (Kö³egen üzerindeki elemanlar 1'dir.), D ise kö³egen

bir matrisi göstermek üzere;

A = LDU

³eklinde yaz�labilir. Bu yaz�l�ma A'n�n LDU ayr�³�m� denir.

Örne§in;
3 −4 2

1 11 2

2 3 1

 =


1 0 0
1
3

1 0
2
3

17
37

1




3 0 0

0 37
3

0

0 0 −35
37




1 −4
3

2
3

0 1 4
37

0 0 1

 .

1.4 Test Matrisleri

E§er key� bir kare matrisin tersi, determinant�, öz de§erleri gibi karakteristik

özelliklerinin yan�s�ra; simetrik, ortogonal, pozitif tan�ml� olma gibi özelliklerden

baz�lar�na sahipse bu tür matrisler test matrisleri olarak adland�r�l�r. Literatürde

s�kl�kla kar³�la³�lan baz� test matrisleri örneklerini verelim.
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1.4.1 Cauchy Matrisi

Augustin Louis Cauchy taraf�ndan tan�mlanan Cauchy matrisi Cm×n = (cij) bir

dikdörtgen matris olup, elemanlar�

cij =
1

xi − yj
; xi − yj 6= 0

³eklinde tan�mlan�r. Burada {xi} ve {yj} injektif dizilerdir. (Bütün elemanlar�

birbirinden farkl�d�r.)

Her n ≥ 1 için Cauchy matrisinin determinant�

det (Cn) =

n∏
i=2

i−1∏
j=1

(xi − xj) (yj − yi)

n∏
i=1

n∏
j=1

(xi − yj)

ile verilir. ({xi} ve {yj} injektif diziler oldu§undan, bu determinant hiç bir

zaman s�f�r olmayacakt�r, dolay�s�yla kare Cauchy matrislerinin her zaman tersi

mevcuttur.)

1.4.2 Hilbert Matrisi

Hilbert matrisi Hn = (hij);

hij =
1

i+ j − 1

ile tan�mlan�r. Bu matris 1894 y�l�nda Hilbert taraf�ndan tan�mlanm�³t�r. E§er

{xi} ve {yj} xi − yj = i + j − 1 olacak ³ekilde seçilirse, Cauchy matrisi Hilbert

matrisine dönü³ür.

Hilbert matrisleri simetrik ve pozitif tan�ml� matrislerdir.
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Örne§in;

H5 =



1 1
2

1
3

1
4

1
5

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9


³eklindedir.

Her n ≥ 1 için n-boyutlu Hilbert matrisinin determinant�n�n de§eri

det (Hn) =
D4

n

D2n

ile verilir. Burada

Dn =
n−1∏
t=1

t!

dir.

(H−1n ); n-boyutlu Hilbert matrisinin tersini göstermek üzere

(
H−1n

)
ij
= (−1)i+j (i+ j − 1)

(
n+ i− 1

n− j

)(
n+ j − 1

n− i

)(
i+ j − 2

i− 1

)2

dir.

1.4.3 Filbert Matrisi

Her n ≥ 1 için Filbert matrisi Fn = (fij) ile gösterilir ve

fij =
1

Fi+j−1

7



ile tan�mlan�r. Burada Fn, n. Fibonacci say�s�d�r. Örne§in; n = 5 için

F5 =



1 1 1
2

1
3

1
5

1 1
2

1
3

1
5

1
8

1
2

1
3

1
5

1
8

1
13

1
3

1
5

1
8

1
13

1
21

1
5

1
8

1
13

1
21

1
34



.

Filbert matrisinin tersini (F−1n ) ile gösterirsek,

(
F−1n

)
ij
= (−1)e(n,i,j)

{
n+ i− j
n− j

}
F

{
n+ j − 1

n− i

}
F

{
i+ j − 2

i− 1

}2

F

³eklindedir. Burada

e (n, i, j) = n (i+ j + 1) +

(
i

2

)
+

(
j

2

)
+ 1

ile tan�mlan�r.

{
n

k

}
F

ise Fibonomial katsay�y� gösterir ve

{
n

k

}
F

=
k∏

i=1

Fn−i+1

Fi

ile tan�mlan�r.
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Örne§in n = 5 için

(
F−15

)
ij
=



25 600 −7800 −27 300 61 880

600 7200 −124 800 −393 120 928 200

−7800 −124 800 1946 880 6388 200 −14 851 200

−27 300 −393 120 6388 200 20 638 800 −48 266 400

61 880 928 200 −14 851 200 −48 266 400 112 621 600



.

1.4.4 Lehmer Matrisi

Her n ≥ 1 için Lehmer matrisi; Gn = (gij) ile gösterilir ve elemanlar�

gij =
min(i, j)

max(i, j)

³eklinde tan�mlan�r.

Lehmer matrisi simetrik ve pozitif tan�ml�d�r.

Örne§in n = 5 için

G5 =



1 1
2

1
3

1
4

1
5

1
2

1 2
3

2
4

2
5

1
3

2
3

1 3
4

3
5

1
4

2 4
3

1 5
4

1
5

2
5

3
5

4
5

1



.
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Lehmer matrisinin determinant�

det (Gn) =
(2n)!

2n (n!)3

ile verilir.

G−1n ; n-boyutlu Lehmer matrisinin tersini göstermek üzere

(
G−1n

)
ij
=



4i3

4i2−1 i = j < n,

i2

2i−1 i = j = n,

− i(i+1)
2i+1

|i− j| = 1,

0 di§er durumlarda,

³eklinde tan�mlan�r.

1.4.5 Dizisel Lehmer Matrisi

Dizisel Lehmer matrisi; Yn = (yij) ile gösterilir ve

yij =
min {ui+1, uj+1}
max {ui+1, uj+1}

=


ui+1

uj+1
j ≥ i ise,

uj+1

ui+1
i > j ise,

kural� ile tan�mlan�r. Burada {un} genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisidir.
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Örne§in,

Y5 =



1 u2

u3

u2

u4

u2

u5

u2

u6

u2

u3
1 u3

u4

u3

u5

u3

u6

u2

u4

u3

u4
1 u4

u5

u4

u6

u2

u5

u3

u5

u4

u5
1 u5

u6

u2

u6

u3

u6

u4

u6

u5

u6
1



.

Her n ≥ 1 için n-boyutlu dizisel Lehmer matrisinin determinant�

det (Yn) =
n∏

i=2

(
u2i+1 − u2i
u2i+1

)
formülü ile verilir.

Her n ≥ 1 için Y −1n ile dizisel Lehmer matrisinin tersini gösterelim. Bu durumda;

(Y −1n )11 =
u2
3

u2
3−u2

2
, (Y −1n )nn =

u2
n+1

u2
n+1−u2

n
ve

(
Y −1n

)
ij
=



ui+1ui+2

u2
i+1−u2

i+2
j = i+ 1 ve 1 ≤ i ≤ n− 1,

u2
i+1(u2

i+2−u2
i )

(u2
i+1−u2

i )(u2
i+2−u2

i+1)
i = j ve 2 ≤ i ≤ n− 1,

0 di§er durumlarda,

ile belirlidir.

Literatürde n boyutlu simetrik bir Mn = (mij) matrisi ;

mij =


j − i+ 1 j > i ise,

i− j + 1 i ≥ j ise,

11



ile tan�mlan�r.

Örne§in,

M5 =



1 2 3 4 5

2 1 2 3 4

3 2 1 2 3

4 3 2 1 2

5 4 3 2 1


.

Görüldü§ü üzere Mn matrisinin bütün elemanlar� do§al say�lardan olu³maktad�r.

Biz bu tezdeki çal�³mam�zda Mn matrisine benzer ³ekilde, Fibonacci say�lar�n�

kullanarak simetrik bir An matrisi in³a ettik. �lk olarak bu simetrik matrisin

tan�m�n� verece§iz. Daha sonra ise bu matrisin cebirsel özelliklerini inceleyecek ve

matris analizlerini yapaca§�z.
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2. S�METR�K F�BONACC�

MATR�S� ve CEB�RSEL

ÖZELL�KLER�

Her n ≥ 1 için An = (aij); elemanlar�

aij =

{
Fj−i+2 j ≥ i ise,

Fi−j+2 i > j ise,

kural� ile tan�mlanan simetrik Fibonacci matrisidir. Burada Fn, n. Fibonacci

say�s�n� göstermektedir.

Bu durumda aç�kca An matrisi

An =



F2 F3 F4 . . . Fn+1

F3 F2 F3 . . . Fn

F4 F3 F2 · · · Fn−1
...

...
...

. . .
...

Fn+1 Fn Fn−1 · · · F2


formundad�r.
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Örne§in;

A5 =



1 2 3 5 8

2 1 2 3 5

3 2 1 2 3

5 3 2 1 2

8 5 3 2 1


.

2.1 LU Çarpanlamas�

�lk olarak An matrisinin LU çarpanlamas�n� elde etmeye çal�³aca§�z.

Bunun için n boyutlu L ve U matrislerini tan�mlayaca§�z. Her n ≥ 1 için n

boyutlu birim alt üçgen L = (lij) kare matrisi

lij =



Fi+1 j = 1 ise,

Fi−jL2j−1+F2jFi−j−1

F2j
i ≥ j ise,

0 di§er durumlarda,

ile tan�mlan�r. Burada Fn; n. Fibonacci say�s�n�, Ln ise n. Lucas say�s�n�

göstermektedir.
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Aç�kca L matrisi;

L =



1 0

F3 1

F4
L3

F4
1

F5
L3+F4

F4

L5

F6
1

F6
2L3+F4

F4

L5+F6

F6

L7

F8
1

...
...

...
...

...
. . .

Fn+1
Fn−2L3+Fn−3F4

F4

Fn−3L5+Fn−4F6

F6

Fn−4L7+Fn−5F8

F8
· · · L2n−3

F2n−2
1


formundad�r.

Her n ≥ 1 için n boyutlu üst üçgen U = (uij) kare matrisi

uij =



Fj+1 i = 1 ise,

−Fj−i−1F2i + Fj−iL2i−1

F2i−2
j ≥ i ise,

0 di§er durumlarda,

ile tan�mlan�r.
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Aç�kca U matrisi;

U =



F2 F3 F4 F5 . . . Fn+1

−F4

F2
−L3

F2
−F4+L3

F2
. . . −Fn−3F2n+Fn−2L2n−1

F2n−2

−F6

F4
−L5

F4
. . . −Fn−4F2n+Fn−3L2n−1

F2n−2

−F8

F6
. . . −Fn−5F2n+Fn−4L2n−1

F2n−2

. . .
...

0 − F2n

F2n−2


formundad�r.

Örne§in n = 5 için L ve U matrisleri

L =



1 0 0 0 0

2 1 0 0 0

3 4
3

1 0 0

5 7
3

11
8

1 0

8 11
3

19
8

29
21

1



, U =



1 2 3 5 8

0 −3 −4 −7 −11

0 0 −8
3
−11

3
−19

3

0 0 0 −21
8
−29

8

0 0 0 0 −55
21


³eklindedir.

�imdi An matrisi için elde etti§imiz ilk sonucu verece§iz.

Teorem 2.1.1. Her n ≥ 1 için, An matrisinin LU çarpanlamas�

An = LU

³eklindedir. Burada L ve U matrisleri yukarda tan�mland�§� gibidir.
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Kan�t. Bu ispat� üç k�s�mda inceleyece§iz.

1. Durum: Birinci durum j ≥ i olmas� durumudur.

Matris çarp�m�ndan,

aij =
n∑

m=1

limumj

oldu§unu göstermeliyiz.

L ve U matrislerinin tan�m�ndan, j ≥ i için bu toplam

aij =
i∑

m=1

limumj

olur. Di§er yandan An matrisi;

aij =

{
Fj−i+2 j ≥ i ise,

Fi−j+2 i > j ise,

³eklinde tan�ml� oldu§undan,

j ≥ i için
i∑

m=1

limumj = Fj−i+2

oldu§unu göstermeliyiz.

L ve U matrislerinin tan�m�ndan
i∑

m=1

limumj toplam�n�

i∑
m=1

limumj = Fi+1Fj+1

−
i∑

m=2

(
Fi−mL2m−1 + F2mFi−m−1

F2m

)(
Fj−m−1F2m + Fj−mL2m−1

F2m−2

)

³eklinde yeniden yazabiliriz. Daha sonra Ln = Fn−1+Fn+1 özde³li§ini kullan�rsak,

i∑
m=1

limumj = Fi+1Fj+1 −
i∑

m=2

(Fi−m+1F2m + Fi−mF2m−2)B (j,m)
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olup, burada B (j,m) =
Fj−m+1F2m+Fj−mF2m−2

F2mF2m−2
.

�ddiam�z� ispatlamak için i üzerinden tümevar�m yöntemi kullanaca§�z.

i = 1 için,
1∑

m=1

l1mum1 = l11u11 = F2F2 = 1 olup iddiam�z gerçeklenir.

�imdi iddiam�z�n i için gerçeklendi§ini kabül edelim. �ddiam�z�n i + 1 için do§ru

oldu§unu gösterelim.

i+1∑
m=1

limumj

= Fi+2Fj+1 −
i+1∑
m=2

(Fi−m+2F2m + Fi−m+1F2m−2)B (j,m)

= Fi+2Fj+1 −
i∑

m=2

(Fi−m+2F2m + Fi−m+1F2m−2)B (j,m)

−F2i+2B (j, i+ 1)

= Fi+2Fj+1 −
i∑

m=2

((Fi−m+1 + Fi−m)F2m + (Fi−m + Fi−m−1)F2m−2)B (j,m)

−F2i+2B (j, i+ 1)

= Fi+2Fj+1 −
i∑

m=2

(Fi−m+1F2m + Fi−mF2m−2)B (j,m)

−
i∑

m=2

(Fi−mF2m + Fi−m−1F2m−2)B (j,m)− F2i+2B (j, i+ 1)

= Fi+2Fj+1 −
i∑

m=2

A (i,m)B (j,m)−
i∑

m=2

A (i− 1,m)B (j,m)− F2i+2B (j, i+ 1)

olup, burada A (i,m) = Fi−m+1F2m + Fi−mF2m−2 ve B (i, j) daha önce tan�mlan-

d�§� gibidir.

Elde etti§imiz son e³itlikte, ikinci toplam�n son terimini ay�r�p, tümevar�m
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hipotezinin i ve i− 1 için gerçeklendi§ini göz önünde bulundurursak, e³itli§imiz

i+1∑
m=1

limumj

= Fi+2Fj+1 −
i∑

m=2

A (i,m)B (j,m)−
i−1∑
m=2

A (i− 1,m)B (j,m)

−A (i− 1, i)B (j, i)− F2i+2B (j, i+ 1)

= Fi+2Fj+1 − Fi+1Fj+1 + Fj−i+2 − FiFj+1 + Fj−i+3

−F2i−2B (j, i)− F2i+2B (j, i+ 1)

= Fi+2Fj+1 − Fi+2Fj+1 + Fj−i+4 − F2i−2B (j, i)− F2i+2B (j, i+ 1)

= Fj−i+4 − F2i−2B (j, i)− F2i+2B (j, i+ 1)

halini al�r.

B (j, i)'nin tan�m�n� kullanarak B (j, i+ 1) yerine yazd�ktan sonra, Fibonacci

dizisinin indirgeme ba§�nt�s�n�dan yararlanarak baz� düzenlemeler yapt�§�m�zda

yukar�daki son e³itlik

= Fj−i+4 − F2i−2
Fj−i+1F2i + Fj−iF2i−2

F2iF2i−2
− F2i+2

Fj−iF2i+2 + Fj−i−1F2i

F2iF2i+2

= Fj−i+4 −
Fj−i+1F2i + Fj−iF2i−2 + Fj−iF2i+2 + Fj−i−1F2i

F2i

= Fj−i+4 −
(Fj−i + Fj−i−1)F2i + Fj−iF2i−2 + Fj−iF2i+2 + Fj−i−1F2i

F2i

= Fj−i+4 −
2Fj−i−1F2i + Fj−i (F2i + F2i−2 + F2i+2)

F2i

= Fj−i+4 −
2Fj−i−1F2i + Fj−i (F2i + (F2i − F2i−1) + (F2i+1 + F2i))

F2i

= Fj−i+4 −
2Fj−i−1F2i + 4Fj−iF2i

F2i

= Fj−i+4 − 2Fj−i−1F2i − 4Fj−i

³eklini al�r.
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Son olarak,

Fj−i+4 − 2Fj−i−1F2i − 4Fj−i = (Fj−i+3 + Fj−i+2)− 2Fj−i−1F2i − 4Fj−i

= (Fj−i+2 + 2Fj−i+1 + Fj−i)− 2Fj−i−1F2i − 4Fj−i

= (Fj−i+1 + 2Fj−i−1 ++Fj−i)− 2Fj−i−1F2i − 4Fj−i

= Fj−i+1

e³itli§i gerçeklenir ve bu da ispat� tamamlar.

2. Durum: �kinci durum i > j olmas� durumudur. Bu durumun ispat�, j ≥ i

haline benzer bir ³ekilde yap�labilir.

2.2 Cholesky Çarpanlamas�

�imdi An matrisinin Cholesky çarpanlamas�n� elde edece§iz.

Bunun için n boyutlu bir K alt üçgen matrisini tan�mlayaca§�z. Kompleks birim

i =
√
−1 olmak üzere, her n ≥ 1 için alt üçgen K = (kij) matrisi

kij =



Fi+1 j = 1 ise,

i(Fi−j−1F2j+Fi−jL2j−1)√
F2j−2F2j

i ≥ j ise,

0 di§er durumlarda,

kural� ile tan�mlan�r.
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Aç�kça K matrisi,

F2 0

F3 iF−1F4+F0L3√
F2
√
F4

F4 iF0F4+F1L3√
F2
√
F4

iF−1F6+F0L5√
F4
√
F6

F5 iF1F4+F2L3√
F2
√
F4

iF0F6+F1L5√
F4
√
F6

iF−1F8+F0L7√
F6
√
F8

...
...

...
...

. . .

Fn+1 iFn−3F4+Fn−2L3√
F2
√
F4

iFn−4F6+Fn−3L5√
F4
√
F6

iFn−5F8+Fn−4L7√
F6
√
F8

. . . iF−1F2n+F0L2n−1√
F2n−2

√
F2n


formundad�r.

Teorem 2.2.1. Her n ≥ 1 için, An matrisinin Cholesky çarpanlamas�

An = KKT

³eklindedir. Burada KT = (k̂ij) yukarda tan�mlanan K matrisinin transpozunu

göstermektedir.

Kan�t. Bu ispat� iki k�s�mda inceleyece§iz.

1. Durum: Birinci durum i ≥ j olmas� durumudur.

Matris çarp�m�ndan,

aij =
n∑

m=1

kimk̂mj

oldu§unu göstermeliyiz.

K ve KT matrislerinin tan�m�ndan, i ≥ j için bu toplam

aij =

j∑
m=1

kimk̂mj
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³eklini al�r. Di§er yandan An matrisi

aij =

{
Fj−i+2 j ≥ i ise,

Fi−j+2 i > j ise,

³eklinde tan�ml� oldu§undan,

i ≥ j için
j∑

m=1

kimk̂mj = Fi−j+2

oldu§unu göstermeliyiz.

K ve KT matrislerinin tan�m�ndan

j∑
m=1

kimkjm = Fi+1Fj+1

+

j∑
m=2

i (Fi−m−1F2m + Fi−mL2m−1)√
F2m−2F2m

i (Fj−m−1F2m + Fj−mL2m−1)√
F2m−2F2m

³eklinde yeniden yazabiliriz. Burada Ln = Fn−1 + Fn+1 özde³li§ini kullan�rsak

j∑
m=1

kimkjm = Fi+1Fj+1 −
j∑

m=2

(Fj−m+1F2m + Fj−mF2m−2)C (i,m)

olup, burada C (i,m) = Fi−m+1F2m+Fi−mF2m−2

F2m−2F2m
.

�ddiam�z� ispatlamak için j üzerinden tümevar�m yöntemini kullanaca§�z.

j = 1 için
1∑

m=1

kimk1m = ki1k11 = Fi+1F2 = Fi+1 olup iddiam�z gerçeklenir.

�imdi iddiam�z�n j için gerçeklendi§ini kabül edelim. �ddiam�z�n j+1 içinde do§ru
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oldu§unu gösterelim.

j+1∑
m=1

kimkjm

= Fi+1Fj+2 −
j∑

m=2

D (j,m)C (i,m)−
j−1∑
m=2

D (j − 1,m)C (i,m)− F2j−2C (i, j)

−F2j+2C (i, j + 1)

= Fi+1Fj+2 − (Fi+1Fj+1 − Fi−j+2)− (Fi+1Fj − Fi−j+3)− F2j−2C (i, j)

−F2j+2C (i, j + 1)

= Fi+1Fj+2 + Fi−j+4 − Fi+1Fj+2 − F2j−2C (i, j)− F2j+2C (i, j + 1)

= Fi−j+4 − F2j−2C (i, j)− F2j+2C (i, j + 1) .

Burada D (j,m) = Fj−m+1F2m + Fj−mF2m−2 ve C (i,m) daha önce tan�mland�§�

gibidir.

Elde etti§imiz son e³itlikte ikinci toplam�n son terimini ay�r�p, tümevar�m

hipotezinin j ve j − 1 için gerçeklendi§ini göz önünde bulundurursak, e³itli§imiz

j+1∑
m=1

kimkjm

= Fi+1Fj+2 −
j∑

m=2

D (j,m)C (i,m)−
j−1∑
m=2

D (j − 1,m)C (i,m)− F2j−2C (i, j)

−F2j+2C (i, j + 1)

= Fi+1Fj+2 − (Fi+1Fj+1 − Fi−j+2)− (Fi+1Fj − Fi−j+3)− F2j−2C (i, j)

−F2j+2C (i, j + 1)

= Fi+1Fj+2 + Fi−j+4 − Fi+1Fj+2 − F2j−2C (i, j)− F2j+2C (i, j + 1)

= Fi−j+4 − F2j−2C (i, j)− F2j+2C (i, j + 1)

halini al�r.

Son e³itlikte, C (i, j)'nin tan�m�n� kullan�p C (i, j + 1)'i yerine yazd�ktan sonra,

Fibonacci dizisinin indirgeme ba§�nt�s�ndan yararlanarak baz� düzenlemeler
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yapt�§�m�zda

= Fi−j+4 − F2j−2
Fi−j+1F2j + Fi−jF2j−2

F2jF2j−2
− F2j+2

Fi−jF2j+2 + Fi−j−1F2j

F2jF2j+2

= Fi−j+4 −
Fi−j+1F2j + Fi−jF2j−2 + Fi−jF2j+2 + Fi−j−1F2j

F2j

= Fi−j+4 −
(Fi−j + Fi−j−1)F2j + Fi−jF2j−2 + Fi−jF2j+2 + Fi−j−1F2j

F2j

= Fi−j+4 −
2Fi−j−1F2j + Fi−j (F2j + F2j−2 + F2j+2)

F2j

= Fi−j+4 −
2Fi−j−1F2j + Fi−j (F2j + (F2j − F2j−1) + (F2j+1 + F2j))

F2j

= Fi−j+4 −
2Fi−j−1F2j + 4Fi−jF2j

F2j

= Fi−j+4 − 2Fi−j−1F2j − 4Fi−j

sonucu elde edilir.

Son olarak

Fi−j+4 − 2Fi−j−1F2j − 4Fi−j = (Fi−j+3 + Fi−j+2)− 2Fi−j−1F2j − 4Fi−j

= (Fi−j+2 + 2Fi−j+1 + Fi−j)− 2Fi−j−1F2j − 4Fi−j

= (Fi−j+1 + 2Fi−j−1 + Fi−j)− 2Fi−j−1F2j − 4Fi−j

= Fi−j+1

e³itli§i gerçeklenir ve bu da ispat� tamamlar.

2. Durum: �kinci durum j > i olmas� durumudur. Bu durumun ispat�, i ≥ j

durumuna benzer bir ³ekilde yap�labilir.
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Örnek olarak n = 4 için matrisimizin Cholesky çarpanlamas�

A4 =



1 0 0 0

2 i
√
3 0 0

3 4
3
i
√
3 2

3
i
√
6 0

5 7
3
i
√
3 11

12
i
√
6 1

4
i
√
42





1 2 3 5

0 i
√
3 4

3
i
√
3 7

3
i
√
3

0 0 2
3
i
√
6 11

12
i
√
6

0 0 0 1
4
i
√
42


³eklindedir.

2.3 An Matrisinin Tersi

�imdi An matrisinin tersi için kapal� bir form elde etmeye çal�³aca§�z. Bunu

yapmak için An matrisnin LU çarpanlamas�ndan yararlanaca§�z. Bu çarpanlama

An = LU

formunda oldu§undan, bu matris e³itli§inde her iki taraf�n tersini al�rsak, A−1

matrisini

A−1n = U−1L−1

e³itli§i ile elde ediliriz. Buna göre L ve U matrislerinin tersini hesaplamam�z

gerekecektir.

Teorem 2.3.1. L−1 =
(
l̂ij

)
matrisi ile L kare matrisinin tersini gösterelim .

Bu durumda

l̂ij =



(−1)i

F2i−2
j = 1 ve i > 2 ise,

−L2j−1

F2j

j = i− 1 ve i > 2 ise,

2 (−1)i+j+1 F2j−1

F2i−2
j < i− 1 ve i > 1 ise,
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l̂21 = −2, l̂ii = 1 ve di§er durumlarda s�f�r olarak tan�mlan�r.

Aç�kca L−1 matrisi;

L−1 =



1 0

−2 1

− 1
F4

−L3

F4
1

1
F6

−2F3

F6
−L5

F6
1

− 1
F8

2F3

F8
−2F5

F8
−L7

F8
1

1
F10

−2F3

F10

2F5

F10
−2F7

F10
− L9

F10
1

...
...

...
...

...
. . .

. . .

(−1)n
F2n−2

(−1)n+12F3

F2n−2

(−1)n+22F5

F2n−2

(−1)n+32F7

F2n−2
· · · (−1)2n−12F2n−5

F2n−2
−L2n−3

F2n−2
1


formundad�r.

Kan�t. �spat�m�z için L · L−1 = In oldu§unu göstermeliyiz. Burada In , n boyutlu

birim matristir. �spat�m�z� dört duruma ay�raca§�z.

1. Durum: j = i− 1 olmas� durumudur.

L ve L−1 matrislerinin tan�m�ndan ve matris çarp�m�ndan,

n∑
m=1

liml̂m,i−1 = li,i−1l̂i−1,i−1 + liil̂i,i−1

=
Fi−(i−1)L2(i−1)−1 + F2(i−1)Fi−(i−1+1)

F2i−2
−
L2(i−1)−1

F2i−2
= 0

olup bu durumda j = i− 1 durumu ispatlanm�³ olur.

2. Durum: i = j olmas� durumudur.

n∑
m=1

liml̂mi = liil̂ii =
Fi−iL2i−1 + F2iFi−i−1

F2i

= 1
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olup i = j durumu için ispat biter.

3. Durum: j = 1 ve i > 2 olmas� durumudur. L ve L−1 matrislerinin tan�m�,

matris çarp�m� ve Ln = Fn−1 + Fn+1 özde³li§i göz önüne al�narak

n∑
m=1

liml̂m1 = li1l̂11 + li2l̂21 +
i∑

m=3

liml̂m1

= Fi+1 − 2Fi−3 −
8

3
Fi−2 +

i∑
m=3

(−1)m (F2mL2m−1 + F2mFi−m−1)

F2m−2F2m

= Fi+1 − 2Fi−3 −
8

3
Fi−2 +

i∑
m=3

(−1)m (F2mFi−m+1 + Fi−mF2m−2)

F2m−2F2m

sonucuna ula³�l�r. �spat� tamamlamak için bu son e³itli§in de§erinin s�f�ra e³it

oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için i > 2 olmak üzere, i üzerinden tümevar�m

yöntemini kullanaca§�z.

�ddiam�z i = 3 için aç�kt�r.

�imdi iddiam�z�n i için gerçeklendi§ini kabül edelim. �ddiam�z�n i + 1 için

gerçeklendi§ini göstermeliyiz. Fibonacci dizisinin indirgeme ba§�nt�s� göz önüne
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al�narak,

n∑
m=1

li+1,ml̂m1

= Fi+2 − 2Fi−2 −
8

3
Fi−1 +

i+1∑
m=3

(−1)m (F2mFi−m+2 + Fi−m+1F2m−2)

F2m−2F2m

= Fi+2 − 2Fi−2 −
8

3
Fi−1 +

i∑
m=3

(−1)m (F2mFi−m+2 + Fi−m+1F2m−2)

F2m−2F2m

+
(−1)i+1

F2i

= Fi+2 − 2Fi−2 −
8

3
Fi−1

+
i∑

m=3

(F2m (Fi−m+1 + Fi−m) + (Fi−m + Fi−m−1)F2m−2) (−1)m

F2m−2F2m

+
(−1)i+1

F2i

= Fi+2 − 2Fi−2 −
8

3
Fi−1 +

i∑
m=3

(
F2mFi−m+1 + Fi−mF2m−2

F2m−2F2m

)
(−1)m

+
i∑

m=3

(
F2mFi−m + Fi−m−1F2m−2

F2m−2F2m

)
(−1)m +

(−1)i+1

F2i

= Fi+2 − 2Fi−2 −
8

3
Fi−1 +

i∑
m=3

T (i,m) +
i∑

m=3

T (i− 1,m) +
(−1)i+1

F2i

= Fi+2 − 2Fi−2 −
8

3
Fi−1 +

i∑
m=3

T (i,m) +
i−1∑
m=3

T (i− 1,m) +
(−1)i

F2i

+
(−1)i+1

F2i

olup, burada T (i,m) = (F2mFi−m+1+Fi−mF2m−2)(−1)m
F2m−2F2m

. Tümevar�m hipotezinin i ve

i− 1 gerçeklendi§ini göz önünde bulundurursak,

n∑
m=1

li+1,ml̂m1

= Fi+2 − 2Fi−2 −
8

3
Fi−1 +

(
−Fi+1 + 2Fi−3 +

8

3
Fi−2

)
+

(
−Fi + 2Fi−4 +

8

3
Fi−3

)
+
(−1)i

F2i

+
(−1)i+1

F2i

= Fi+2 − 2Fi−2 −
8

3
Fi−1 − Fi+2 + 2Fi−2 +

8

3
Fi−1 + 0

= 0
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olarak bulunur ve bu da iddiam�z� do§rular.

4. Durum: i > j + 1 olmas� durumudur.

Ln = Fn−1 + Fn+1 e³itli§i göz önüne al�narak

n∑
m=1

liml̂mj = lij l̂jj + li, j+1l̂j+1, j +

i−j∑
m=2

li, j+ml̂j+m, j

=
Fi−jL2j−1 + F2jFi−j−1

F2j

− Fi−j−1L2j+1 + F2j+2Fi−j−2

F2j+2

L2j−1

F2j

+2

i−j∑
m=2

(−1)m+1 (Fi−j−mL2j+2m−1 + F2j+2mFi−j−m−1)

F2j+2m

F2j−1

F2j+2m−2

=
2Fi−j−1F2j−1

F2j+2

+ 2

i−j∑
m=2

(Fi−j−m+1F2j+2m + Fi−j−mF2j+2m−2)E (j,m)

sonucuna ula³�r�z. Burada E (j,m) =
(−1)m+1F2j−1

F2j+2mF2j+2m−2
.

�imdi bu ifadenin s�f�ra e³it oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için i ≥ 3 olmak üzere

i üzerinden tümevar�m yöntemi kullanaca§�z.

i = 3 için, kabülümüz i > j +1 durumu oldu§undan dolay� j = 1 olmal�d�r. Bu

durum ise aç�kt�r.

�ddiam�z i için gerçeklensin. �ddiam�z�n i+1 içinde gerçeklendi§ini göstermeliyiz.

29



O halde,

n∑
m=1

li+1, ml̂mj

=
2Fi−j+1F2j−1

F2j+2

+ 2

i−j+1∑
m=2

(Fi−j−m+2F2j+2m + Fi−j−m+1F2j+2m−2)E (j,m)

=
2Fi−jF2j−1

F2j+2

+ 2

i−j∑
m=2

(Fi−j−m+2F2j+2m + Fi−j−m+1F2j+2m−2)E (j,m)

+2F2i+2E (j, i− j + 1)

=
2Fi−jF2j−1

F2j+2

+ 2

i−j∑
m=2

(Fi−j−m+1F2j+2m + Fi−j−mF2j+2m−2)E (j,m)

+2

i−j∑
m=2

(Fi−j−mF2j+2m + Fi−j−m−1F2j+2m−2)E (j,m) + 2F2i+2E (j, i− j + 1)

=
2Fi−jF2j−1

F2j+2

+ 2

i−j∑
m=2

P (i, j,m)E (j,m)

+2

i−j−1∑
m=2

P (i− 1, j,m)E (j,m) + 2F2i−2E (j, i− j) + 2F2i+2E (j, i− j + 1)

elde edilir. Burada P (i, j,m) = Fi−j−mF2j+2m + Fi−j−m−1F2j+2m−2 olup, E (i, j)

daha önce tan�mland�§� gibidir.

Tümevar�m hipotezi gere§i ve baz� düzenlemeler yaparak

n∑
m=1

li+1, ml̂mj

=
2Fi−jF2j−1

F2j+2

+ 2

i−j∑
m=2

P (i, j,m)D (j,m) + 2

i−j−1∑
m=2

P (i− 1, j,m)D (j,m)

=
2Fi−jF2j−1

F2j+2

+

(
−2Fi−jF2j−1

F2j+2

)
+

(
−2Fi−j−1F2j−1

F2j+2

)
=

2Fi−j+1F2j−1

F2j+2

− 2Fi−j+1F2j−1

F2j+2

= 0

sonucunu elde ederiz. Bu da ispat�m�z� tamamlar.
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Teorem 2.3.2. U−1 = (ûij), U matrisinin tersini göstermek üzere

ûij =



(−1)j+1

F2j
i = 1 ve j > 2 ise,

−F2i−2

F2i
i = j ve j > 1 ise,

L2i−1

F2i+2
i = j − 1 ve j > 2 ise,

2(−1)i+jF2i−1

F2j
i < j − 1 , i > 1 ve j > 3 ise,

³eklindedir. Aç�kça U−1 matrisi,

U−1 =



1 2
F4

1
F6

− 1
F8

1
F10

. . . − 1
F2n

−F2

F4

L3

F6

2F3

F8
−2F3

F10
. . . 2F3

F2n

−F4

F6

L5

F8

2F5

F10
. . . − 2F5

F2n

. . .
...

−F6

F8

L7

F10

(−1)n2F2n−1

F2n

. . .

− F8

F10

L2n−3

F2n

. . .

0 −F2n−2

F2n


formundad�r.

Kan�t. Bu teoremin ispat�, bir önceki teoremin ispat�na benzer bir ³ekilde

yap�labilir.
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3. MATR�S NORMLARI

Bu bölümde An matrisinin çe³itli matris normlar�n� hesaplayaca§�z ve bunlar

aras�nda bir s�ralama elde edece§iz.

Bunlardan önce, norm hesaplamalar�nda kullanaca§�m�z Fibonacci dizisini içeren

a³a§�daki üç adet toplam formülüne ihtiyac�m�z olacakt�r.

n∑
i=1

Fi = Fn+2 − 1

n∑
m=1

(n−m+ 1)Fm = Fn+4 − n− 3

n∑
k=1

kF 2
k =


(n+ 1)FnFn+1 − F 2

n+1 + 1 n çift ise,

(n+ 1)FnFn+1 − F 2
n+1 n tek ise.

Bu bilgilerin �³�§� alt�nda, matris normlar�n� hesaplamaya ba³layabiliriz.

An matrisinin `1 normu

||An||1 =
n∑

i,j=1

|aij| = n+ 2
n−1∑
m=1

(n−m)Fm+2

= n+ 2
n+1∑
m=3

(n−m+ 2)Fm+2

= n+ 2

(
n+1∑
m=1

(n−m+ 2)Fm+2 − 2n− 1

)
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olup,
n∑

m=1

(n−m+ 1)Fm = Fn+4 − n− 3 özde³li§ini kulland�§�m�zda

||An||1 =
n∑

i,j=1

|aij| = 2Fn+5 − 5n− 10

³eklinde bulunur.

Üzerinde çal�³t�§�m�z An matrisi simetrik bir matris oldu§undan bu matrisin

maksimum sütun toplam normu ile maksimum sat�r toplam normu birbirine

e³ittir. Yani

‖||An|||1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij| = |||An|||∞

dir. Bu yüzden, bu matris normlar�ndan herhangi birini hesaplamak yeterli

olacakt�r.

An matrisinin tan�m�ndan,

|||An|||1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij| =
n+1∑
i=2

Fi

=
n+1∑
i=1

Fi − 1

olup,
n∑

i=1

Fi = Fn+2 − 1 özde³li§ini kulland�§�m�zda

|||An|||1 = Fn+3 − 2

sonucunu elde ederiz.
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An matrisinin `2 matris normu (Öklid normu) ise

||An||2 =

(
n∑

i,j=1

|aij|2
) 1

2

=

(
n+ 2

n−1∑
m=1

(n−m)F 2
m+2

) 1
2

=

(
n+ 2n

n−1∑
m=1

F 2
m+2 − 2

n−1∑
m=1

mF 2
m+2

) 1
2

=

(
−3n− 2 + 2n

n+1∑
m=1

F 2
m − 2

n+1∑
m=1

mF 2
m + 4

n+1∑
m=1

F 2
m

) 1
2

olup,

n∑
k=1

kF 2
k =


(n+ 1)FnFn+1 − F 2

n+1 + 1 n çift ise,

(n+ 1)FnFn+1 − F 2
n+1 n tek ise,

özde³li§ini kulland�§�m�zda

||A||2 =


√
−3n− 2 + 2F 2

n+2 + 1 n çift ise,

√
−3n− 4 + 2F 2

n+2 n tek ise,

³eklinde bulunur.

An matrisinin `∞ normu

||An||∞ = max
1≤i,j≤n

{|aij|} = nFn+1

³eklindedir.
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Matris normlar� ile ilgili buldu§umuz de§erleri özetleyecek olursak

||An||1 = 2Fn+5 − 5n− 10

|||An|||1 =
n+1∑
i=1

Fi − 1

||An||∞ = nFn+1

||An||2 =


√
−3n− 2 + 2F 2

n+2 + 1 n çift ise,

√
−3n− 4 + 2F 2

n+2 n tek ise.

Bu normlar� n'nin baz� de§erleri için hesaplay�p bir tabloda gösterecek olursak;
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n ||An||2 |||An|||1 ||An||1 = |||An|||∞ ||An||∞

1 1. 7 1 1 1

2 3. 1 3 6 4

3 6. 2 6 17 9

4 10.6 11 38 20

5 17.9 19 75 40

14 1395.8 1595 8282 8540

15 2258.5 2582 13445 14805

16 3654.3 4179 21802 25552

20 25047.6 28 655 149 940 218 920

30 3.0806× 106 3524 576 18 454 770 40 388 070

Tablodaki de§erlerden de gördü§ümüz üzere, yeterince büyük n'ler için bu

normlar

||An||2 ≤ |||An|||1 ≤ ||An||1 ≤ ||An||∞

³eklinde s�ral�d�r. Böylece An matrisinin spektiral yar�çap� için bir üst s�n�r bulmu³

oluruz ve

ρ (An) ≤ ||An||2

e³itsizli§ini elde ederiz.
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4. SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda, elemanlar� Fibonacci dizisinin terimlerinden olu³an An

kombinatoriyal matrisini tan�mlad�k. Bu matrisin LU çarpanlamas�, Cholesky

çarpanlamas�, determinant� ve tersini inceledik ve bu ifadeler için birer kapal� form

bulduk. Böylece olu³turdu§umuz An matrisi yeni bir test matrisidir diyebiliriz.

Ayr�ca An kombinatoriyal matrisi için farkl� matris norm de§erlerini hesaplad�k.

Hesaplanan matris norm de§erleri yard�m� ile An matrisinin spektiral yar�çap�

için en iyi üst s�n�r� verdik.
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