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�ekil Listesi

Bu çal�³mada kullan�lan baz� simge ve k�saltmalar�n aç�klamalar� a³a§�da sunul-

mu³tur.

Simgeler Aç�klama

Fn n. Fibonacci say�s�

Ln n. Lucas say�s�

Pn n. Pell say�s�

Qn n. Pell-Lucas say�s�

{Fn} Fibonacci dizisi

{Ln} Lucas dizisi

{Pn} Pell dizisi

{Qn} Pell-Lucas dizisi

{Un} Genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi

{Vn} Genelle³tirilmi³ Lucas dizisi

detB B matrisinin determinant�

ρ (B) B matrisinin spektiral yar�çap�

‖.‖1 `1 matris normu

‖.‖2 `2 matris normu (Öklid normu)

|||.|||1 Maksimum sütun toplam matris normu

|||.|||∞ Maksimum sat�r toplam matris normu

‖.‖∞ `∞ normu

‖.‖max Maksimum norm

x



1. G�R��

Tan�m 1.0.1 Fn; n. Fibonacci say�s�n� göstermek üzere, F0 = 0 ve F1 = 1

ba³lang�ç ko³ullar� ve her n ≥ 2 tamsay�s� için Fibonacci say�lar�

Fn = Fn−1 + Fn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r. Elemanlar� Fibonacci say�lar�ndan olu³an {Fn}
dizisine Fibonacci dizisi denir.

Fibonacci say�lar�n�n ald�§� baz� de§erler a³a§�daki tablo ile sunulmu³tur.

Tablo 1.1: Fibonacci say� dizisi
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 · · ·

Tan�m 1.0.2 Ln; n. Lucas say�s�n� göstermek üzere, L0 = 2 ve L1 = 1 ba³lang�ç

ko³ullar� ve her n ≥ 2 tamsay�s� için Lucas say�lar�

Ln = Ln−1 + Ln−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r. Elemanlar� Lucas say�lar�ndan olu³an {Ln}
dizisine Lucas dizisi denir.

Lucas say�lar�n�n ald�§� baz� de§erler a³a§�daki tablo ile sunulmu³tur.
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Tablo 1.2: Lucas say� dizisi
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 · · ·

Sabit katsay�l� lineer bir rekürans ile tan�mlanan Fibonacci dizisinin karakteristik

denklemi λ2 − λ− 1 = 0 dir. Bu denklemin kökleri ise

λ1 =
1 +
√
5

2
ve λ2 =

1−
√
5

2

³eklindedir. O halde fark denklemlerinden bu dizinin genel terimini

Fn = A1λ
n
1 + A2λ

n
2

olarak yazabiliriz. �imdi A1 ve A2 sabitlerini bulal�m:

n = 0 için

F0 = A1 + A2 = 0

n = 1 için

F1 = A1λ1 + A2λ2 = 1

denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi çözülerek

A1 =
1√
5

ve A2 = −
1√
5

olarak bulunur. Böylece Fibonacci say�lar�

Fn =
λn1 − λn2
λ1 − λ2

³eklinde yaz�labilir. Literatürde bu formül Fibonacci say�lar� için Binet formülü

olarak adland�r�l�r.

Benzer ³ekilde Lucas say� dizisinin genel terimini

Ln = B1λ
n
1 +B2λ

n
2

olarak yazabiliriz. �imdi B1 ve B2 sabitlerini bulal�m:

n = 0 için

L0 = B1 +B2 = 2
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n = 1 için

L1 = B1λ1 +B2λ2 = 1

denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi çözülerek

B1 = 1 ve B2 = 1

olarak bulunur. Böylece Lucas say�lar�

Ln = λn1 + λn2

³eklinde yaz�labilir. Literatürde bu formül Lucas say�lar� için Binet formülü

olarak adland�r�l�r.

Tan�m 1.0.3 Pn; n. Pell say�s�n� göstermek üzere, P0 = 0 ve P1 = 1 ba³lang�ç

ko³ullar� ve her n ≥ 2 tamsay�s� için Pell say�lar�

Pn = 2Pn−1 + Pn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r. Elemanlar� Pell say�lar�ndan olu³an {Pn}
dizisine Pell dizisi denir.

Pell say�lar�n�n ald�§� baz� de§erler a³a§�daki tablo ile sunulmu³tur.

Tablo 1.3: Pell say� dizisi
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
Pn 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 · · ·

Pell say�lar� için Binet formülü

Pn =

(
1 +
√
2
)n − (1−√2)n
2
√
2

³eklindedir.
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Tan�m 1.0.4 Qn; n. Pell-Lucas say�s�n� göstermek üzere, Q0 = 2 ve Q1 = 2

ba³lang�ç ko³ullar� ve her n ≥ 2 tamsay�s� için Pell-Lucas say�lar�

Qn = 2Qn−1 +Qn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r. Elemanlar� Pell-Lucas say�lar�ndan olu³an

{Qn} dizisine Pell-Lucas dizisi denir.

Pell-Lucas say�lar�n�n ald�§� baz� de§erler a³a§�daki tablo ile sunulmu³tur.

Tablo 1.4: Pell-Lucas say� dizisi
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
Qn 2 2 6 14 34 82 198 478 1154 2786 6726 · · ·

Pell-Lucas say�lar� için Binet formülü

Qn =
(
1 +
√
2
)n

+
(
1−
√
2
)n

³eklindedir.

Bu tez boyunca Fibonacci dizisinin bir genel durumunu göz önüne alaca§�z. Bu

genel durum a³a§�da tan�mlanmaktad�r.

Tan�m 1.0.5 Genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un}; U0 = 0, U1 = 1 ba³lang�ç

ko³ullar�, her n ≥ 2 tamsay�s� ve p2 + 4 6= 0 olacak ³ekildeki her p tamsay�s� için

Un = pUn−1 + Un−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r.

Benzer ³ekilde genelle³tirilmi³ Lucas dizisi {Vn} a³a§�daki gibi tan�mlan�r.
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Tan�m 1.0.6 Genelle³tirilmi³ Lucas dizisi {Vn} ; V0 = 2, V1 = p ba³lang�ç

ko³ullar�, her n ≥ 2 tamsay�s� ve p2 + 4 6= 0 olacak ³ekildeki her p tamsay�s�

için

Vn = pVn−1 + Vn−2

indirgeme ba§�nt�s� ile tan�mlan�r.

Genelle³tirilmi³ Fibonacci ve Lucas say�lar� için Binet formülü

α =
p+

√
p2 + 4

2
ve β =

p−
√
p2 + 4

2

olmak üzere

Un =
αn − βn

α− β
ve Vn = αn + βn

³eklindedir.

E§er p = 1 al�n�rsa, genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi{Un} bilinen Fibonacci dizisi

{Fn} e dönü³ür. Benzer ³ekilde genelle³tirilmi³ Lucas dizisi {Vn} de bilinen Lucas

dizisi {Ln} e dönü³ür.

E§er p = 2 al�n�rsa, genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi{Un} bilinen Pell dizisi {Pn}
e dönü³ür. Benzer ³ekilde genelle³tirilmi³ Lucas dizisi {Vn} de bilinen Pell-Lucas

dizisi {Qn} e dönü³ür.

�imdi matrislerle ilgili bir tak�m lineer cebirsel özellikleri verelim.

Tan�m 1.0.7 LU Çarpanlamas�

Her kare matris, bir birim alt üçgen L matrisi ve bir üst üçgen U matrisinin

çarp�m� ³eklinde yaz�labilir. Bu çarpanlamaya LU çarpanlamas� denir.
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Tan�m 1.0.8 Cholesky Çarpanlamas�

Key� bir kare matris, C alt üçgen ve CT üst üçgen matrislerinin çarp�m� ³eklinde

yaz�labilir. Bu çarpanlamaya Cholesky çarpanlamas� denir.

Verilen bir matrisin tersi, determinant�, karakteristik denklemi, özde§erleri veya

özvektörleri belirlenebiliyorsa, bu ifadeler için birer kapal� form bulunabiliyorsa

bu tip matrislere test matrisleri denir.

Hilbert matrisi, Filbert matrisi, Cauchy matrisi, Lehmer matrisi ve dizisel

analo§u, simetrik minimum matris literatürdeki baz� test matrislerine örnek

olarak verilebilir. Bu matrislerin baz�lar� a³a§�da tan�mlanacak ve bilinen baz�

özellikleri sunulacakt�r.

Tan�m 1.0.9 Cauchy Matrisi

F key� bir cisim ve xi, yj ∈ F olsun. Genel (i, j) eleman�

ci,j =
1

xi − yj
; xi 6= yj, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n

kural� ile tan�mlanan m× n boyutlu C = [ci,j] matrisine Cauchy matrisi denir.

Bu ³ekilde tan�mlanan Cauchy matrisinin m = n al�nmas� durumunda determi-

nant�

detC =

n∏
i=2

i−1∏
j=1

(xi − xj) (yj − yi)

n∏
i=1

n∏
j=1

(xi − yj)

³eklindedir.
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Tan�m 1.0.10 Hilbert Matrisi

Hilbert matrisi, Hn = [hi,j] , elemanlar�

hi,j =
1

i+ j − 1

³eklinde olan n boyutlu kare bir matristir.

Hilbert matrisinin determinant�

Dn =
n−1∏
i=1

in−i =
n−1∏
i=1

i!

olmak üzere

detHn =
D4
n

D2n

³eklindedir.

Hilbert matrisinin tersi ise(
H−1n

)
i,j

= (−1)i+j (i+ j − 1)

(
n+ i− 1

n− j

)(
n+ j − 1

n− i

)(
i+ j − 2

i− 1

)2

³eklindedir.

Tan�m 1.0.11 Filbert Matrisi

Filbert matrisi, Fn = [fi,j] , elemanlar�

fi,j =
1

Fi+j−1

³eklinde olan n boyutlu kare bir matristir. Bu ifadedeki Fn, n. Fiboonacci say�s�d�r.

Filbert matrsinin tersi,

e (n, i, j) = n (i+ j − 1) +

(
i

2

)
+

(
j

2

)
+ 1

7



ve (
n

k

)
F

=
k∏
i=1

Fn−i+1

Fi

Fibonomial katsay�y� göstermek üzere

(
F−1n

)
i,j

= (−1)e(n,i,j) Fi+j−1
(
n+ i− 1

n− j

)
F

(
n+ j − 1

n− i

)
F

(
i+ j − 2

i− 1

)2

³eklindedir.

Tan�m 1.0.12 Lehmer Matrisi

Lehmer matrisi, Gn = [gi,j], elemanlar�

gi,j =
min (i, j)

max (i, j)

³eklinde tan�ml� simetrik kare bir matristir.

Lehmer matrisinin determinant�

detGn =
(2n)!

2n (n!)3

³eklinde kapal� bir forma sahiptir.

Lehmer matrisinin tersi ise

(
G−1n

)
i,j

=



4i3

4i2 − 1
i = j < n ise,

n2

2n− 1
i = j = n ise,

−i (i+ 1)

2i+ 1
|i− j| = 1 ise,

0 di§er durumlarda,

³eklindedir.
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Örnek 1.0.1 E§er n = 4 al�n�rsa G4 matrisi aç�kça

G4 =



1
1

2

1

3

1

4

1

2
1

2

3

2

4

1

3

2

3
1

3

4

1

4

2

4

3

4
1


formunda olur. Bu durumda G4 matrisinin determinant�

detG4 =
8!

24 (4!)3
=

35

192

³eklindedir.

Tan�m 1.0.13 Lehmer Matrisinin Dizisel Analo§u

Lehmer matrisinin dizisel analo§u, Yn = [yi,j] , elemanalar�

yi,j =
min (Ui+1, Uj+1)

max (Ui+1, Uj+1)
=


Ui+1

Uj+1

j ≥ i ise,

Uj+1

Ui+1

i > j ise,

³eklinde tan�ml� kare bir matristir. Bu ifadede Un, genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi

{Un} nin n. terimidir.

Bu ³ekilde tan�mlanan Yn matrisinin determinant�

detYn =
n∏
i=2

(
U2
i+1 − U2

i

U2
i+1

)
³eklinde kapal� bir forma sahiptir.
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Yn matrisinin tersi ise

(
Y −1n

)
i,j

=



Ui+1Ui+2

U2
i+1 − U2

i+2

1 ≤ i ≤ n− 1 ve j = i+ 1 ise ,

U2
i+1

(
U2
i+2 − U2

i

)(
U2
i+1 − U2

i

) (
U2
i+2 − U2

i+1

) 2 ≤ i ≤ n− 1 ve i = j ise,

(Y −1n )1,1 =
U2
3

U2
3 − U2

2

, (Y −1n )n,n =
U2
n+1

U2
n+1 − U2

n

ve di§er durumlarda (Y −1n )i,j = 0

³eklinde tan�ml�d�r [3].

Tan�m 1.0.14 Simetrik Minimum Matris

Sn = [si,j] simetrik minimum matrisi, elemanlar�

si,j =

{
i+ 1 i = j ise,

min {i, j} i 6= j ise,

kural� ile tan�mlanan n boyutlu kare bir matristir.

Aç�kça Sn matrisi

Sn =



2 1 1 · · · 1 1

1 3 2 · · · 2 2

1 2 4 · · · 3 3
...

...
...

. . .
...

...

1 2 3 · · · n n− 1

1 2 3 · · · n− 1 n+ 1


formundad�r.

Her n ≥ 2 için Sn matrisinin determinant�

detSn = F2n+1

10



kapal� formu ile ifade edilir [6]. Burada Fn, n. Fibonacci say�s�n� göstermektedir.

Örnek 1.0.2 E§er n = 5 al�n�rsa S5 matrisi aç�kça

S5 =



2 1 1 1 1

1 3 2 2 2

1 2 4 3 3

1 2 3 5 4

1 2 3 4 6


formunda olur ve

detS5 = F11 = 89

³eklindedir.

Bu tez çal�³mas�nda ayr�ca tezde tan�mlanacak olan kambinatoryal matrisin çe³itli

norm de§erleri hesapanacak ve böylece bu matrisin spektiral yar�çap�na en iyi bir

üst s�n�r verilmeye çal�³�lacakt�r.

�imdi ise bu tez boyunca kullanaca§�m�z baz� matris normlar�na dair tan�mlar

verece§iz. Key� n boyutlu Bn = [bi,j] kare matrisini göz önüne alal�m.

Tan�m 1.0.15 Bn kare matrisinin `1 matris normu ‖·‖1 ile gösterilir ve

||Bn||1 =
n∑

i,j=1

|bi,j|

kural� ile tan�mlan�r.

Tan�m 1.0.16 Bn kare matrisinin `2 matris normu (Öklid normu) ‖·‖2 ile

gösterilir ve

||Bn||2 =

(
n∑

i,j=1

|bi,j|2
) 1

2

kural� ile tan�mlan�r.
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Tan�m 1.0.17 Bn kare matrisinin maksimum sütun toplam normu ||| · |||1 ile

gösterilir ve

|||Bn|||1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|bi,j|

kural� ile tan�mlan�r.

Tan�m 1.0.18 Bn kare matrisinin maksimum sat�r toplam normu ||| · |||∞ ile

gösterilir ve

|||Bn|||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|bi,j|

kural� ile tan�mlan�r.

Tan�m 1.0.19 Bn kare matrisinin `∞ normu ‖·‖∞ ile gösterilir ve

‖Bn‖∞ = n max
1≤i,j≤n

|bi,j|

kural� ile tan�mlan�r.

Tan�m 1.0.20 Bn kare matrisinin maksimum normu ‖·‖max ile gösterilir ve

‖Bn‖max = max
1≤i,j≤n

{|bi,j|}

kural� ile tan�mlan�r.

Tan�m 1.0.21 Spektiral Yar�çap

Bn, n boyutlu karesel bir matris olsun. Bn matrisinin spektiral yar�çap� ρ (Bn) ile

gösterilir ve

ρ (Bn) = max {|λ| ; λ, Bn matrisinin özde§eridir}

³eklinde tan�mlan�r.
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2. GENELLE�T�R�LM�� F�BONACC�

KOMB�NATORYAL MATR�S� VE

L�NEER CEB�RSEL ÖZELL�KLER�

2.1 PROBLEM TANIMI

�imdi genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un} nin terimlerini kullanarak bir kom-

binatoryal matris tan�mlayaca§�z. Daha sonra bu matrisin cebirsel özelliklerini

inceleyecek ve baz� matris analizlerini yapaca§�z.

Tan�m 2.1.1 Her n > 1 tamsay�s� için Bn = [bi,j], elemanlar�

bi,j =


U2k(i−j+1) i ≥ j ise,

U2k(j−i+1) i < j ise,

kural� ile tan�mlanan genelle³tirilmi³ Fibonacci kombinatoryal matrisidir. Burada

Un, genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un} nin n. terimini göstermektedir.
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Bu burumda Bn matrisi aç�kça

Bn =



U2k U4k U6k . . . U2kn

U4k U2k U4k . . . U2k(n−1)

U6k U4 U2k . . . U2k(n−2)
...

...
...

. . .
...

U2kn U2k(n−1) U2k(n−2) . . . U2k


formundad�r.

�imdi bu matrisin çe³itli lineer cebirsel özelliklerini inceleyece§iz ve ilk olarak LU

çarpanlamas� ile ba³layaca§�z.

2.2 LU ÇARPANLAMASI

Her n > 1 tamsay�s� için n boyutlu birim alt üçgen L = [li,j] matrisi

li,j =



U2k(i+1)

U2k(j+1)

i ≥ j ve j 6= 1 ise,

U2ki

U2k

i ≥ j ve j = 1 ise,

0 i < j ise,

kural� ile tan�mlan�r.
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Aç�kça L matrisi

L =



1 0

U4k

U2k

1

U6k

U2k

U8k

U6k

1

...
...

. . .

U2kn

U2k

U2k(n+1)

U6k

U2k(n+1)

U8k

· · ·
U2k(n+1)

U2kn

1


formundad�r.

Her n > 1 tamsay�s� için n boyutlu üst üçgen U = [ui,j] matrisi

ui,j =



−
U4kU2k(j+1)

U2ki

j ≥ i ve i 6= 1 ise,

U2kj j ≥ i ve i = 1 ise,

0 i > j ise,

kural� ile tan�mlan�r.
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Aç�kça U matrisi

U =



U2k U4k U6k · · · U2k(n−1) U2kn

−U6k −U8k · · · −U2kn −U2k(n+1)

−U4kU8k

U6k

· · · −U4kU2kn

U6k

−
U4kU2k(n+1)

U6k

. . .
...

...

−U4kU2kn

U2k(n−1)
−
U4kU2k(n+1)

U2k(n−1)

0 −
U4kU2k(n+1)

U2kn


formundad�r.

Bn matrisinin LU çarpanlamas�n� verebilmemiz için a³a§�daki tan�m ve teoreme

ihtiyac�m�z olacakt�r.

Tan�m 2.2.1 Her n > 1 tamsay�s� ve PQ 6= 0, P 2 − 4Q 6= 0 olacak ³ekildeki

key� P ve Q tamsay�lar� için ikinci basamaktan indirgeme dizisi {Wn}

Wn = PWn−1 −QWn−2

indirgeme ba§�nt�s� ve W0 = a, W1 = b key� ba³lang�ç ko³ullar� ile tan�mlan�r.

Bu durumda {Wn} dizisinin Binet formülü,

φ =
P +

√
P 2 − 4Q

2
, ψ =

P −
√
P 2 − 4Q

2

ve

A = b− ψa, B = b− φa
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olmak üzere

Wn =
Aφn −Bψn

φ− ψ
e³itli§i ile verilir.

Teorem 2.2.1 ([2], Teorem 1) Her t ≥ z ≥ 0 tamsay�lar� için

t∑
n=z

Qrn

W l
rnW

l
r(n+1)

×

l−1∑
i=0

{[(
Wr(z+1) −Wrzψ

r
)
Qr(n−z)φr −

(
Wr(z+1) −Wrzφ

r
)
ψ2r(n−z)+r]l−1+i

×
[(
Wr(z+1) −Wrzψ

r
)
Qr(n−z)ψr −

(
Wr(z+1) −Wrzφ

r
)
ψ2r(n−z)+r]i}

=
(φr − ψr)l−1Qrz(
Wr(z+1) −Wrzψr

) ( 1

W l
rz

− ψlr(t+1−z)

W l
r(t+1)

)
e³itli§i sa§lan�r.

E§er yukar�daki teoremde Q = −1, r = 2k, z = 2, l = b = 1 ve a = 0 al�n�r ise

{Wn} dizisi {Un} dizisine dönü³ür ve

t∑
n=2

1

U2knU2k(n+1)

=
U2k(t−1)

U2k(t+1)U4kU2k

(2.2.1)

sonucuna sahip oluruz.

Teorem 2.2.2 Her n > 1 tamsay�s� için, Bn matrisinin LU çarpanlamas�

Bn = LU

³eklindedir. Burada L ve U matrisleri yukar�da tan�mland�§� gibidir.

�spat: Bu ispat� üç k�s�mda inceleyece§iz.

1. Durum : �lk durum i = j olmas� durumudur. Bu ilk durumu ise i = 1, i = 2

ve i > 2 alt durumlar�na göre inceleyece§iz.
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1.i.) i = 1 için

b1,1 =
1∑
t=1

l1,tut,1 = l1,1u1,1 = U2k

oldu§u görülür.

1.ii.) i = 2 için

b2,2 =
2∑
t=1

l2,tut,2 = l2,1u1,2 + l2,2u2,2

=
U4k

U2k

U4k − U6k =
α− β

α2k − β2k

(
α4k − β4k

α− β

)2

− α6k − β6k

α− β

=
α6k − α2kβ4k + β2kα4k − β6k − α6k + β6k

α− β

= U2k

oldu§u görülür.

1.iii.) i > 2 için

bi,j = bi,i =
i∑
t=1

li,tut,i

=
U2ki

U2k

U2ki +
i∑
t=2

li,tut,i =
1

U2k

U2kiU2ki −
i∑
t=2

U2k(i+1)U2k(i+1)

U2k(t+1)U2kt

U4k

=
1

U2k

U2kiU2ki − U4kU2k(i+1)U2k(i+1)

i∑
t=2

1

U2ktU2k(t+1)

sonucunu elde ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu kullanarak yukar�daki

e³itli§i

bi,i =
1

U2k

U2kiU2ki − U4kU2k(i+1)U2k(i+1)

U2k(i−1)

U2k(i+1)U4kU2k

=
1

U2k

(
U2kiU2ki − U2k(i−1)U2k(i+1)

)
³eklinde yazabiliriz. Bu son e³itlikte genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un} nin
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Binet formülü kullan�larak

bi,i =
α− β

α2k − β2k

(
α2ki − β2ki

)2 − (α2k(i−1) − β2k(i−1)) (α2k(i+1) − β2k(i+1)
)

(α− β)2

=
α− β

α2k − β2k

α4k + β4k − 2

(α− β)2

=
α− β

α2k − β2k

(
α2k − β2k

α− β

)2

= U2k

elde edilir.

2. Durum : i > j olmas� durumudur. Matris çarp�m�ndan

bi,j =

j∑
t=1

li,tut,j =
U2ki

U2k

U2kj +

j∑
t=2

li,tut,j

=
1

U2k

U2kiU2kj −
j∑
t=2

U2k(i+1)U2k(j+1)

U2k(t+1)U2kt

U4k

=
1

U2k

U2kiU2kj − U4kU2k(i+1)U2k(j+1)

j∑
t=2

1

U2ktU2k(t+1)

sonucunu elde ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu kullanarak yukar�daki

e³itli§i

bi,j =
1

U2k

U2kiU2kj − U4kU2k(i+1)U2k(j+1)

U2k(j−1)

U2k(j+1)U4kU2k

=
1

U2k

(
U2kiU2kj − U2k(i+1)U2k(j−1)

)
³eklinde yazabiliriz. Bu son e³itlikte genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un} nin
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Binet formülü ve αβ = −1 ba§�nt�s� kullan�larak

bi,j = − α− β
α2k − β2k

×

(α2k(i+1) − β2k(i+1))(α2k(j−1) − β2k(j−1))− (α2ki − β2ki)(α2kj − β2kj)

(α− β)2

= − α− β
α2k − β2k

α2kiβ2kj
(
1− α2k

β2k

)
+ α2kjβ2ki

(
1− β2k

α2k

)
(α− β)2


= − α− β

α2k − β2k

α2k − β2k

(α− β)2
(
α2k(j−1)β2ki − α2kiβ2k(j−1))

=

α2ki

(
− 1

α

)2k(j−1)

−
(
−1
β

)2k(j−1)

β2ki

α− β

=
α2k(i−j+1) − β2k(i−j+1)

α− β

= U2k(i−j+1)

elde edilir.

3. Durum : i < j olmas� durumudur. Matris çarp�m�ndan

bi,j =
i∑
t=1

li,tut,j =
U2ki

U2k

U2kj +
i∑
t=2

li,tut,j

=
1

U2k

U2kiU2kj −
i∑
t=2

U2k(i+1)U2k(j+1)

U2k(t+1)U2kt

U4k

=
1

U2k

U2kiU2kj − U4kU2k(i+1)U2k(j+1)

i∑
t=2

1

U2k(t+1)U2kt

sonucunu elde ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu kullanarak yukar�daki

e³itli§i

bi,j =
1

U2k

U2kiU2kj − U4kU2k(i+1)U2k(j+1)

U2k(i−1)

U2k(i+1)U4kU2k

=
1

U2k

(
U2kiU2kj − U2k(i−1)U2k(j+1)

)
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³eklinde yazabiliriz. Bu son e³itlikte genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un} nin

Binet formülü ve αβ = −1 ba§�nt�s� kullan�larak

bi,j = − α− β
α2k − β2k

×

(α2k(i−1) − β2k(i−1))(α2k(j+1) − β2k(j+1))− (α2ki − β2ki)(α2kj − β2kj)

(α− β)2

= − α− β
α2k − β2k

α
2kiβ2kj

(
1− β2k

α2k

)
+ β2kiα2kj

(
1− α2k

β2k

)
(α− β)2


= − α− β

α2k − β2k

α2k − β2k

(α− β)2
(
α2k(i−1)β2kj − β2k(i−1)α2kj

)
=

β2k(i−1)α2kj − α2k(i−1)β2kj

α− β

=

(
−1
α

)2k(i−1)

α2kj −
(
− 1

β

)2k(i−1)

β2kj

α− β

=
α2k(j−i+1) − β2k(j−i+1)

α− β

= U2k(j−i+1)

elde edilir ve böylece ispat tamamlan�r.

2.3 DETERM�NANT

Bu bölümde Bn matrisinin determinant�n� hesaplayaca§�z.

Teorem 2.3.1 Her n > 1 tamsay�s� için Bn kare matrisinin determinant�

detBn = (−1)n−1 U2kU
n−2
4k U2k(n+1)
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dir.

�spat: Teorem (2.2.2) de Bn matrisinin LU çarpanlamas� elde edilmi³tir. Böylece

detBn = det(LU) = detL · detU

yazabiliriz. L matrisi, birim alt üçgen matris oldu§undan detL = 1 dir. Bu

durumda Bn matrisinin determinant�

detBn = detU = U2k

n∏
t=2

(−U4k)
U2k(t+1)

U2kt

= U2k(−1)n−1Un−1
4k

U2k(n+1)

U4k

= (−1)n−1 U2kU
n−2
4k U2k(n+1)

³eklinde olur ve böylece ispat tamamlan�r.

Örnek 2.3.1 E§er k = p = 1 al�n�rsa, p = 1 için genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi

{Un} , bilinen Fibonacci dizisi {Fn} e dönü³ür. Bu durumda

Bn =



F2 F4 F6 . . . F2n

F4 F2 F2 . . . F2(n−1)

F6 F4 F2 . . . F2(n−2)

...
...

...
. . .

...

F2n F2(n−1) F2(n−2) . . . F2


formunda olur ve Bn matrisinin determinant�

detBn = (−1)n−1 3n−2F2(n+1)

³eklindedir.
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2.4 CHOLESKY ÇARPANLAMASI

Bu bölümde Bn matrisinin Cholesky çarpanlamas�n� elde edece§iz.

Bunun için n boyutlu L1 alt üçgen matrisini tan�mlayaca§�z. Kompleks birim

i =
√
−1 olmak üzere, her n > 1 tamsay�s� için alt üçgen L1 = [`i,j] matrisi

`i,j =



iU2k(i+1)

√
U4k√

U2k(j+1)

√
U2kj

i ≥ j ve j 6= 1 ise,

U2ki√
U2k

i ≥ j ve j = 1 ise,

0 i < j ise,

kural� ile tan�mlan�r.

Aç�kça L1 matrisi

L1 =



U2k√
U2k

0

U4k√
U2k

iU6k

√
U4k√

U6k

√
U4k

U6k√
U2k

iU8k

√
U4k√

U6k

√
U4k

iU8k

√
U4k√

U8k

√
U6k

...
...

...
. . .

U2kn√
U2k

iU2k(n+1)

√
U4k√

U6k

√
U4k

iU2k(n+1)

√
U4k√

U8k

√
U6k

· · ·
iU2k(n+1)

√
U4k√

U2k(n+1)

√
U2kn


formundad�r.

23



Bu durumda üst üçgen LT1 =
[
ˆ̀
i,j

]
matrisi

ˆ̀
i,j =



iU2k(j+1)

√
U4k√

U2k(i+1)

√
U2ki

j ≥ i ve i 6= 1 ise,

U2kj√
U2k

j ≥ i ve i = 1 ise,

0 i > j ise,

kural� ile tan�mlan�r.

Aç�kça LT1 matrisi

LT1 =



U2k√
U2k

U4k√
U2k

U6k√
U2k

· · · U2kn√
U2k

iU6k

√
U4k√

U6k

√
U4k

iU8k

√
U4k√

U6k

√
U4k

· · ·
iU2k(n+1)

√
U4k√

U6k

√
U4k

iU8k

√
U4k√

U8k

√
U6k

· · ·
iU2k(n+1)

√
U4k√

U8k

√
U6k

. . .
...

0
iU2k(n+1)

√
U4k√

U2k(n+1)

√
U2kn


formundad�r.

Teorem 2.4.1 Her n > 1 tamsay�s� için, Bn kare matrisinin Cholesky çarpan-

lamas�

Bn = L1L
T
1

³eklindedir. Burada n boyutlu L1 ve LT1 kare matrisleri yukar�da tan�mland�§�

gibidir.

�spat: Bu ispat� üç k�s�mda inceleyece§iz.
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1. Durum: Birinci durum i = j olmas� durumudur. Matris çarp�m�ndan

bi,j = bi,i =
n∑
t=1

`i,t ˆ̀t,i =
i∑
t=1

`i,t ˆ̀t,i

=
U2ki√
U2k

U2ki√
U2k

+
i∑
t=2

`i,t ˆ̀t,i

=
1

U2k

U2kiU2ki +
i∑
t=2

iU2k(i+1)

√
U4k√

U2k(t+1)

√
U2kt

iU2k(i+1)

√
U4k√

U2k(t+1)

√
U2kt

=
1

U2k

U2kiU2ki − U4kU2k(i+1)U2k(i+1)

i∑
t=2

1

U2k(t+1)U2kt

sonucunu elde ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu kullanarak yukar�daki

e³itli§i

bi,i =
1

U2k

U2kiU2ki − U4kU2k(i+1)U2k(i+1)

U2k(i−1)

U2k(i+1)U4kU2k

=
1

U2k

(
U2kiU2ki − U2k(i+1)U2k(i−1)

)
³eklinde yazabiliriz. Bu son e³itlikte genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un} nin

Binet formülü kullan�larak

bi,i =
α− β

α2k − β2k

(
α2ki − β2ki

)2 − (α2k(i+1) − β2k(i+1)
) (
α2k(i−1) − β2k(i−1))

(α− β)2

=
α− β

α2k − β2k

(
α4k + β4k − 2

)
(α− β)2

=
α− β

α2k − β2k

(
α2k − β2k

α− β

)2

= U2k

elde edilir.
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2. Durum: �kinci durum i > j olmas� durumudur. Matris çarp�m�ndan

bi,j =
n∑
t=1

`i,t ˆ̀t,j =

j∑
t=1

`i,t ˆ̀t,j

=
U2ki√
U2k

U2kj√
U2k

+

j∑
t=2

`i,t ˆ̀t,j

=
1

U2k

U2kiU2kj +

j∑
t=2

iU2k(i+1)

√
U4k√

U2k(t+1)

√
U2kt

iU2k(j+1)

√
U4k√

U2k(t+1)

√
U2kt

=
1

U2k

U2kiU2kj − U4kU2k(i+1)U2k(j+1)

j∑
k=2

1

U2k(t+1)U2kt

sonucunu elde ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu ve önceki hesaplama-

lar�m�zda uygulad�§�m�z gibi genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un} nin Binet

formülünü kullanarak yukar�daki e³itli§i

bi,j =
1

U2k

U2kiU2kj − U4kU2k(i+1)U2k(j+1)

U2k(j−1)

U2k(j+1)U4kU2k

=
1

U2k

(
U2kiU2kj − U2k(i+1)U2k(j−1)

)
= U2k(i−j+1)

olarak buluruz.

3. Durum: Üçüncü durum i < j olmas� durumudur. Matris çarp�m�ndan

bi,j =
n∑
t=1

`i,t ˆ̀t,j =
i∑
t=1

`i,t ˆ̀t,j

=
U2ki√
U2k

U2kj√
U2k

+
i∑
t=2

`i,t ˆ̀t,j

=
1

U2k

U2kiU2kj +
i∑
t=2

iU2k(i+1)

√
U4k√

U2k(t+1)

√
U2kt

iU2k(j+1)

√
U4k√

U2k(t+1)

√
U2kt

=
1

U2k

U2kiU2kj − U4kU2k(i+1)U2k(j+1)

i∑
t=2

1

U2k(t+1)U2kt
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sonucunu elde ederiz. Bu son e³itlikte (2.2.1) ile verilen sonucu ve genelle³tirilmi³

Fibonacci dizisi {Un} nin Binet formülünü kullan�larak

bi,j =
1

U2k

U2kiU2kj − U4kU2k(i+1)U2k(j+1)

U2k(i−1)

U2k(i+1)U4kU2k

=
1

U2k

(
U2kiU2kj − U2k(i−1)U2k(j+1)

)
= U2k(j−i+1)

elde edilir ve böylece ispat tamamlan�r.

Örnek 2.4.1 E§er k = 1 ve p = 2 olarak ele al�n�rsa, p = 2 için genelle³tirilmi³

Fibonacci dizisi {Un} , bilinen Pell dizisi {Pn} e dönü³ür. Bu durumda

Bn =



P2 P4 P6 · · · P2n

P4 P2 P4 · · · P2(n−1)

P6 P4 P2 · · · P2(n−2)
...

...
...

. . .

P2n P2(n−1) P2(n−2) · · · P2


formunda olur ve buna kar³�l�k

L1 =



P2√
P2

0

P4√
P2

iP6

√
P4√

P6

√
P4

P6√
P2

iP8

√
P4√

P6

√
P4

iP8

√
P4√

P8

√
P6

...
...

...
. . .

P2n√
P2

iP2(n+1)

√
P4√

P6

√
P4

iP2(n+1)

√
P4√

P8

√
P6

· · ·
iP2(n+1)

√
P4√

P2(n+1)

√
P2n


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olmak üzere Bn matrisi için Cholesky çarpanlamas�

Bn = L1L
T
1

³eklindedir.

2.5 MATR�S�N TERS�

�imdi Bn matrisinin tersi için kapal� bir form elde etmeye çal�³aca§�z. Bunu

yapmak için Bn matrisinin LU çarpanlamas�ndan yararlanaca§�z. Bu çarpanlama

Bn = LU

formunda oldu§undan, bu matris e³itli§inde her iki taraf�n tersini al�rsak

B−1n = U−1L−1

e³itli§i elde edilir. Bu e³itli§in sa§ taraf�n� göz önüne al�rsak Bn matrisinin

tersini elde etmi³ oluruz. Buna göre, L ve U matrislerinin tersini hesaplamam�z

gerekecektir.

Lemma 2.5.1 L−1 =
[
l̃i,j

]
matrisi ile L matrisinin tersini gösterelim. Bu

durumda

l̃i,j =



−
U2k(i+1)

U2ki

i = j + 1 ve j 6= 1 ise,

− U2k

U2ki

i > 2 ve j = 1 ise,

1 i = j ise,

l̃2,1 = −
U4k

U2k

ve di§er durumlarda l̃i,j = 0 d�r.
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Aç�kça L−1 matrisi

L−1=



1 0

−U4k

U2k

1

−U2k

U6k

−U8k

U6k

1

−U2k

U8k

0 −U10k

U8k

1

...
...

. . . . . . . . .

− U2k

U2k(n−1)
0 · · · 0 − U2kn

U2k(n−1)
1

− U2k

U2kn

0 · · · · · · 0 −
U2k(n+1)

U2kn

1


formundad�r.

�spat: �spat L−1 ve L matrislerinin çarp�m�ndan kolayl�kla elde edilebilir.

Lemma 2.5.2 U−1 = [ũi,j] matrisi ile U kare matrisinin tersini gösterelim. Bu

durumda

ũi,j =



1

U4k

j = i+ 1 ve i 6= 1 ise,

U2k

U4kU2k(j+1)

j > 2 ve i = 1 ise,

− U2ki

U4kU2k(i+1)

i = j 6= 1 ise,

ũ1,1 =
1

U2k

, ũ1,2 =
U4k

U2kU6k

ve di§er durumlarda ũi,j = 0 d�r.
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Aç�kça U−1 matrisi

U−1 =



1

U2k

U4k

U2kU6k

U2k

U4kU8k

U2k

U4kU10k

. . .
U2k

U4kU2n(k+1)

− 1

U6k

1

U4k

0 . . . 0

− U6k

U4kU8k

1

U4k

. . .
...

. . . . . . . . .
...

. . .
1

U4k

0

−
U2k(n−1)

U4kU2kn

1

U4k

0 − U2kn

U4kU2k(n+1)


formundad�r.

�spat: �spat U−1 ve U matrislerinin çarp�m�ndan kolayl�kla elde edilebilir.

Bu bilgilerin �³�§� alt�nda Bn matrisinin tersini a³a§�daki teorem ile verebiliriz.

Teorem 2.5.1 Her n > 1 tamsay�s� için, B−1n =
[
b̃i,j

]
olmak üzere

b̃i,j =


− 1

U2k

i = j ve i 6= 1, i 6= n ise,

1

U4k

|i− j| = 1 ise,

b̃1,1 = b̃n,n = − U2nk

U4kU2k(n+1)

, b̃1,n = b̃n,1 =
U2k

U4kU2k(n+1)

ve di§er durumlarda b̃i,j = 0

olarak tan�mlan�r.
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Aç�kça B−1n ters matrisi

B−1 =



− U2kn

U4kU2k(n+1)

1

U4k

0 · · · · · · 0
U2k

U4kU2k(n+1)

1

U4k

− 1

U2k

1

U4k

0 0

0
1

U4k

− 1

U2k

1

U4k

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...

...
. . .

1

U4k

− 1

U2k

1

U4k

0

0 0
1

U4k

− 1

U2k

1

U4k

U2k

U4kU2k(n+1)

0 · · · · · · 0
1

U4k

− U2kn

U4kU2k(n+1)


formundad�r.

�spat: Bn matrisinin LU çarpanlamas� göz önüne al�n�rsa Bn matrisinin tersinin

B−1n = U−1L−1

oldu§unu biliyoruz. Lemma (2.5.1) - (2.5.2) , (2.2.1) e³itli§i ile verilen sonuç ve
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genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un} nin Binet formülünü kullanarak

b̃1,1 =
n∑
t=1

ũ1,tl̃t,1

=
1

U2k

+
1

U2k

U4k

U6k

(
−U4k

U2k

)
+

n∑
t=3

U2k

U4k

1

U2k(t+1)

(
− U2k

U2kt

)

=
1

U2k

− U2
4k

U2
2kU6k

− U2
2k

U4k

n∑
t=3

1

U2ktU2k(t+1)

=
1

U2k

− U2
4k

U2
2kU6k

− U2
2k

U4k

(
U2k(n−1)

U2k(n+1)U4kU2k

− 1

U4kU6k

)

=
1

U2k

− U2
4k

U2
2kU6k

−
U2kU2k(n−1)

U2
4kU2k(n+1)

+
U2
2k

U2
4kU6k

= − U2kn

U4kU2k(n+1)

ve

b̃n,n =
n∑
t=1

ũn,tl̃t,n = ũn,nl̃n,n = − U2kn

U4kU2k(n+1)

,

b̃1,n =
n∑
t=1

ũ1,tl̃t,n = ũ1,nl̃n,n =
U2k

U4kU2k(n+1)

,

b̃n,1 =
n∑
t=1

ũn,tl̃t,1 = ũn,nl̃n,1 =
U2k

U4kU2k(n+1)

³eklinde bulunur.
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1 < i < n için,

b̃i,i =
n∑
t=1

ũi,tl̃t,i = ũi,il̃i,i + ũi,i+1l̃i+1,i

= − 1

U4k

U2ki

U2k(i+1)

+
1

U4k

(
−
U2k(i+1)+2k

U2k(i+1)

)

= − 1

U4k

(
α2ki − β2ki + α2ki+4k − β2ki+4k

α2ki+2k − β2ki+2k

)

= − α− β
α4k − β4k


(
α2ki+2k − β2ki+2k

)( 1

α2k
+

1

β2k

)
α2ki+2k − β2ki+2k


= −

(α− β)
(
α2k + β2k

)
(α2k − β2k) (α2k + β2k)

= − 1

U2k

olur. Ayr�ca

b̃i,i+1 =
n∑
t=1

ũi,tl̃t,i+1 = ũi,i+1l̃i+1,i+1 =
1

U4k

ve

b̃i+1,i =
n∑
t=1

ũi+1,tl̃t,i = ũi+1,i+1l̃i+1,i

=

(
− 1

U4k

U2k(i+1)

U2k(i+1)+2k

)(
−
U2k(i+1)+2k

U2k(i+1)

)
=

1

U4k

sonuçlar�n� elde ederiz ve böylece ispat tamamlan�r.
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3. MATR�S NORMLARI

Bu k�s�mda Bn matrisinin çe³itli matris normlar�n� hesaplayaca§�z.

�lk olarak, hesaplamalar�m�zda s�kça kullanaca§�m�z ve genelle³tirilmi³ Fibonacci

dizisi {Un} nin Binet formülünden elde etti§imiz a³a§�daki toplam formüllerine

ihtiyac�m�z olacakt�r. Bu formüller

n∑
r=1

U2kr =
U2k(n+1) − U2kn − U2k

V2k − 2
,

n∑
r=1

rU2kr =
nU2k(n+2) − (3n+ 1)U2k(n+1) + (3n+ 2)U2kn − (n+ 1)U2k(n−1)

(V2k − 2)2
,

n∑
r=1

U2
2kr =

V4k(n+1) − V4kn − (2n+ 1)V4k + 4n+ 2

(V4k − 2) (V2 + 2)
,

n∑
r=1

rU2
2kr =

nV4k(n+2) − (3n+ 1)V4k(n+1) + (3n+ 2)V4kn − (n+ 1)V4k(n−1)

(V4k − 2)2 (V2 + 2)

+
2V4k − 4

(V4k − 2)2 (V2 + 2)
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³eklindedir.

Bu bilgilerin �³�§� alt�nda, bahsedilen matris normlar�n� hesaplamaya ba³layabili-

riz.

Bn kare matrisinin `1 matris normu

‖Bn‖1 =
n∑

i,j=1

|bi,j| = nU2k + 2(n− 1)U4k + 2(n− 2)U6k + · · ·+ 2U2nk

= nU2k+
n∑
r=2

2(n− r + 1)U2kr

= nU2k + (2n+ 2)
n∑
r=2

U2kr − 2
n∑
r=2

rU2kr

= nU2k + (2n+ 2) (−U2k)− 2 (−U2k)

+
(2n+ 2)

(
U2k(n+1) − U2kn − U2k

)
V2k − 2

−
2
(
nU2k(n+2) − (3n+ 1)U2k(n+1) + (3n+ 2)U2kn − (n+ 1)U2k(n−1)

)
(V2k − 2)2

= −nU2k +
(2n+ 2)

(
U2k(n+2) − 3U2k(n+1) + 3U2kn − U2k(n−1) − U4k + 2U2k

)
(V2k − 2)2

−
2
(
nU2k(n+2) − (3n+ 1)U2k(n+1) + (3n+ 2)U2kn − (n+ 1)U2k(n−1)

)
(V2k − 2)2

= −nU2k +
2U2k(n+2) − 4U2k(n+1) + 2U2kn − (2n+ 2) (U4k − 2U2k)

(V2k − 2)2

³eklindedir.
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Bn matrisinin `2 matris normu (Öklid normu) ise m = 4n2 + 6n+ 2 olmak üzere

‖Bn‖2 =

(
n∑

i,j=1

|bi,j|2
) 1

2

=
√
nU2

2k + 2(n− 1)U2
4k + 2(n− 2)U2

6k + · · ·+ 2U2
2kn

=

√√√√nU2
2k +

n∑
r=2

2(n− r + 1)U2
2kr

=

√√√√nU2
2k + (2n+ 2)

n∑
r=2

U2
2kr − 2

n∑
r=2

rU2
2kr

=

√
−nU2

2k +
2V4k(n+2) − 4V4k(n+1) + 2V4kn −mV8k + (4m− 4)V4k − 6m+ 8

(V4k − 2)2 (V2 + 2)

³eklindedir.

Üzerinde çal�³t�§�m�z Bn matrisi, simetrik bir matris oldu§undan bu matrisin

maksimum sütun toplam matris normu ile maksimum sat�r toplam matris normu

birbirine e³ittir. Yani, maksimum sütun toplam matris normu olan

|||Bn|||1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|bi,j|

ve maksimum sat�r toplam matris normu olan

|||Bn|||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|bi,j|

ifadeleri birbirine e³ittir. Bu yüzden, bu matris normlar�ndan herhangi birini

hesaplamak bizim için yeterli olacakt�r.

|||Bn|||∞ = |||Bn|||1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|bi,j|

=
n∑
r=1

U2kr =
U2k(n+1) − U2kn − U2k

V2k − 2

³eklinde bulunur.
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Bn matrisinin `∞ normu

‖Bn‖∞ = n max
1≤i,j≤n

|bi,j| = nU2kn

³eklinde hesaplan�r.

Bn matrisinin maksimum normu ise

‖Bn‖max = max
1≤i,j≤n

{|bi,j|} = U2kn

³eklindedir.

Matris normlar� ile ilgili buldu§umuz de§erleri özetleyecek olursak;

||Bn||1 = −nU2k +
2U2k(n+2) − 4U2k(n+1) + 2U2kn − (2n+ 2) (U4k − 2U2k)

(V2k − 2)2
,

||Bn||2 =
√
−nU2

2k +
2V4k(n+2)−4V4k(n+1)+2V4kn−mV8k+(4m−4)V4k−6m+8

(V4k−2)2(V2+2)
,

|||Bn|||∞ = |||Bn|||1 =
U2k(n+1) − U2kn − U2k

V2k − 2
,

‖Bn‖∞ = n max
1≤i,j≤n

|bi,j| = nU2kn,

‖Bn‖max = max
1≤i,j≤n

{|bi,j|} = U2kn,

sonuçlar� elde edilir.Tüm bu hesaplamalardan sonra görebiliriz ki

|||Bn|||∞ = |||Bn|||1 =
U2k(n+1) − U2kn − U2k

V2k − 2

minimum matris normudur. Böylece Bn matrisinin spektiral yar�çap� için bir üst

s�n�r bulmu³ oluruz ve

ρ (Bn) <
U2k(n+1) − U2kn − U2k

V2k − 2

e³itsitsizli§ini elde ederiz.
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Örnek 3.0.1 E§er k = p = 1 al�n�rsa, p = 1 için genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi

{Un} , bilinen Fibonacci dizisi {Fn} e dönü³ür. Bu durumda

Bn =



F2 F4 F6 · · · F2n

F4 F2 F4 · · · F2(n−1)

F6 F4 F2 · · · F2(n−2)
...

...
...

. . .
...

F2n F2(n−1) F2(n−2) · · · F2


formunda olur.

Böylece Bn matrisi için matris normlar�n�n tan�m�ndan a³a§�daki e³itlikleri elde

ederiz:

‖Bn‖1 = 2F2n+2 − 3n− 2

‖Bn‖2 =
√

2L4(n+2) − 4L4(n+1) + 2L4n − 100n2 − 275n− 70

125

|||Bn|||1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|bij| = F2n+1 − 1

|||Bn|||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|bi,j| = F2n+1 − 1

‖Bn‖∞ = n max
1≤i,j≤n

|bi,j| = nF2n

‖Bn‖max = max
1≤i,j≤n

{|bi,j|} = F2n

Bu de§erleri bir tabloda gösterecek olursak;
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Tablo 3.1: Matris normlar� de§erleri
n ||Bn||1 ||Bn||2 |||Bn|||1 = |||Bn|||∞ ‖Bn‖∞ ‖Bn‖max ρ(Bn)
3 31 12. 923 12 24 8 10, 831
4 96 34. 583 33 84 21 27, 213
5 271 90. 967 88 275 55 68, 257
6 734 238. 38 232 864 144 173, 67
7 1951 624. 21 609 2639 377 443, 72
8 5142 1634. 3 1596 7896 987 1144, 2
9 13501 4278. 6 4180 23256 2584 2551, 2
10 35 390 11201 10945 67650 6765 7330, 2
...

...
...

...
...

...
...

sonuçlar�n� elde ederiz.

Tablodaki de§erlerden de gördü§ümüz üzere, Bn matrisinin spektiral yar�çap� için

en uygun üst s�n�r |||Bn|||1 = |||Bn|||∞ = F2n+1 − 1 matris normudur.
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4. SONUÇ

Bu tez çal�³mas�nda, elemanlar� genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi {Un} nin çift

indisli terimlerinden olu³an Bn kombinatoryal matrisini tan�mlad�k. Bu matrisin

LU çarpanlamas�, Cholesky çarpanlamas�, determinant� ve tersi hesapland�.

Böylece olu³turdu§umuz Bn matrisi yeni bir test matrisidir diyebiliriz. Ayr�ca Bn

kombinatoryal matrisi için çe³itli matris norm de§erlerini hesaplad�k. Hesaplanan

matris normlar�n�n de§erleri yard�m� ile Bn matrisinin spektiral yar�çap� için en

iyi bir üst s�n�r� verildi.
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