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OZET

Bu tezde, genellestirimis Fibonacci dizisi {U,} nin ¢ift indisli terimleri kullani-
larak bir kombinatoryal matris tanimlanmigtir. Bu matrisin cesitli lineer cebirsel
ozellikleri incelenmigtir. Bu 6zellikler; LU c¢arpanlamasi, Cholesky carpanlamast,
tersi ve determinantidir. Ayrica bu matrisin ¢egitli matris normlar1 hesaplanmigtir
ve bunlar yardimi ile tanimlanan matrisin spektiral yaricapi icin en iyi iist sinir

verilmistir.
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A COMBINATORIOAL MATRIX AND LINEAR ALGEBRAIC
CHARACTERIZATION

ABSTRACT

In this thesis, with using double-indexed terms of the generalized Fibonacci
sequence {U,}, a new combinatorial matrix is defined. Some linear algebraic
properties of this matrix are investigated. These features include LU factorization,
Cholesky factorization, inverse and determinant. Also various matrix norms of
this matrix are calculated and with using them best upper bound for the spectral

radius of this matrix is given.
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Sekil Listesi

Bu calismada kullanilan baz1 simge ve kisaltmalarin agiklamalar1 agagida sunul-

mugtur.
Simgeler Aciklama
F, n. Fibonacci sayis
L, n. Lucas sayis1
P, n. Pell sayisi
Qn n. Pell-Lucas sayis1
{F.,} Fibonacci dizisi
{L,} Lucas dizisi
{P.} Pell dizisi
{Qn} Pell-Lucas dizisi
{U.} Genellegtirilmig Fibonacci dizisi
{Vp.} Genellegtirilmis Lucas dizisi
det B B matrisinin determinanti
p(B) B matrisinin spektiral yaricap:
-1, ¢, matris normu
.15 {5 matris normu (Oklid normu)
-1 Maksimum siitun toplam matris normu
]-|loo Maksimum satir toplam matris normu
-1 {~ normu

-1 o Maksimum norm



1. GIRIS

Tanim 1.0.1 F),; n. Fibonacci sayisiny gostermek tizere, Fy = 0 ve F; = 1

baslangi¢c kosullars ve her n > 2 tamsayist i¢in Fibonacct sayilar:
Fn =Ip1+ an2

indirgeme bagintist ile tanvmlanwr. Elemanlar: Fibonacci sayilarindan olusan {F),}

dizisine Fibonacer dizist denir.

Fibonacci sayilarmin aldigi bazi degerler agagidaki tablo ile sunulmugtur.

Tablo 1.1: Fibonacci say1 dizisi
5 6 7 8 9 10
5 8 13 21 34 55

n_|
F, |

01 2 3 4
01 1 2 3

Tanim 1.0.2 L,; n. Lucas sayisine gostermek tzere, Ly = 2 ve Ly = 1 baslangic

kosullary ve her n > 2 tamsayist i¢in Lucas sayilar
Ln = Ln—l + Ln—2

indirgeme bagintisy ile tanwvmlanir. Elemanlar Lucas sayilarndan olusan {L,}

dizisine Lucas dizisi denir.

Lucas sayilariin aldigi baz1 degerler asagidaki tablo ile sunulmugtur.



Tablo 1.2: Lucas say1 dizisi
5 6 7 8 9 10

1 2 3 4
1 3 4 7 11 18 29 47 76 123

n ‘ 0
L, |2
Sabit katsayili lineer bir rekiirans ile tanimlanan Fibonacci dizisinin karakteristik
denklemi A2 — A — 1 = 0 dir. Bu denklemin kokleri ise

1++/5 1-+/5
VG)\QZ

A\ =
! 9 9

seklindedir. O halde fark denklemlerinden bu dizinin genel terimini
F, = A1 \7 + A%
olarak yazabiliriz. Simdi A; ve A, sabitlerini bulalim:

n = 0 i¢in
ngA1+A2:O

n =1 i¢in
=AM +A ) =1

denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziilerek

1 1
— ve Ay =——
V5 VG
olarak bulunur. Boylece Fibonacci sayilari
AT — Ay
Al — As

seklinde yazilabilir. Literatiirde bu formiil Fibonacci sayilari i¢in Binet formiilii

Alz

F, =

olarak adlandirilir.

Benzer gekilde Lucas say1 dizisinin genel terimini
L, = Bi\T + B A}
olarak yazabiliriz. Simdi B; ve B, sabitlerini bulalim:

n = 0 i¢in
LOIBl+BQI2



n =1 i¢in
L1 = Bl)\l + BQ)\Q =1

denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi ¢6ziilerek
Bi=1ve By=1
olarak bulunur. Béylece Lucas sayilar1
L, =N+ X}

seklinde yazilabilir. Literatiirde bu formiil Lucas sayilar1 i¢cin Binet formiilii

olarak adlandirilir.

Tanim 1.0.3 P,; n. Pell sayisini gostermek dizere, Py = 0 ve P, = 1 baslangi¢

kosullar, ve her n > 2 tamsayiss i¢in Pell sayilars
PnZQPn—1+Pn—2

indirgeme bagintisy ile tamwmlanir. Elemanlar: Pell saylarndan olusan {P,}

dizisine Pell dizisi denir.

Pell sayilarinin aldig1 bazi degerler agagidaki tablo ile sunulmustur.

Tablo 1.3: Pell say1 dizisi
n|0 123 4 5 6 7 8 9 10
P, \ 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378

Pell sayilar: i¢in Binet formiilii

(1+v2)" - (1-v2)"

P, =
2v/2

seklindedir.



Tanim 1.0.4 Q,; n. Pell-Lucas saysinit gostermek tizere, Qg = 2 ve (1 = 2

baslangic kosullary ve her n > 2 tamsaiynst i¢in Pell-Lucas sayilar

Qn = 2Qn—1 + Qn—Q

indirgeme bagintisy ile tanwimlanwr. Elemanlary Pell-Lucas sayilarindan olusan

{Qn} dizisine Pell-Lucas dizisi denir.

Pell-Lucas sayilarinin aldigi bazi degerler agagidaki tablo ile sunulmustur.

Tablo 1.4: Pell-Lucas say1 dizisi
3 4 5 6 7 8 9 10

1 2
2 6 14 34 82 198 478 1154 2786 6726

n |

QTL ‘

Pell-Lucas sayilar1 i¢in Binet formiilii
Qn = <1+\/§) + (1—\/§>

seklindedir.

Bu tez boyunca Fibonacci dizisinin bir genel durumunu goz éniine alacagiz. Bu

genel durum agagida tanimlanmaktadir.

Tanimm 1.0.5 Genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,}; Uy = 0, Uy = 1 baslangic
kosullari, her n > 2 tamsaysi ve p* + 4 # 0 olacak sekildeki her p tamsaiyst icin

Un = pUnfl + Un72

indirgeme bagintise ile tanimlanar.

Benzer gekilde genellegtirilmis Lucas dizisi {V,,} asagidaki gibi tamimlanir.



Tanim 1.0.6 Genellestirilmis Lucas dizisi {V,,}; Vo = 2, Vi = p baglangg
kosullari, her n > 2 tamsayst ve p*> + 4 # 0 olacak sekildeki her p tamsayis
1¢IN

Vn = pvnfl + Vn72

indirgeme bagintisy ile tanimlanar.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari icin Binet formiilii

p+/p*+4 p—/p*+4
B —

olmak iizere
a — Bn

Un=""F

ve V,=a"+ "

seklindedir.

Eger p = 1 alimirsa, genellegtirilmis Fibonacci dizisi{U,,} bilinen Fibonacci dizisi
{F,} e doniigiir. Benzer gekilde genellegtirilmis Lucas dizisi {V,,} de bilinen Lucas
dizisi {L,} e doniigiir.

Eger p = 2 alinirsa, genellestirilmis Fibonacci dizisi{U,} bilinen Pell dizisi { P, }
e doniigiir. Benzer gekilde genellegtirilmig Lucas dizisi {V,} de bilinen Pell-Lucas

dizisi {Q,,} e doniigiir.
Simdi matrislerle ilgili bir takim lineer cebirsel 6zellikleri verelim.

Tanim 1.0.7 LU Carpanlamas:

Her kare matris, bir birim alt dcgen L matrisi ve bir ust dcgen U matrisinin

carpwmi seklinde yazilabilir. Bu ¢arpanlamaya LU ¢arpanlamass denir.



Tanim 1.0.8 Cholesky Carpanlamas:

Keyfi bir kare matris, C alt iicgen ve CT iist iicgen matrislerinin carpyma seklinde

yazlabilir. Bu carpanlamaya Cholesky carpanlamast denir.

Verilen bir matrisin tersi, determinanti, karakteristik denklemi, 6zdegerleri veya
ozvektorleri belirlenebiliyorsa, bu ifadeler icin birer kapali form bulunabiliyorsa

bu tip matrislere test matrisleri denir.

Hilbert matrisi, Filbert matrisi, Cauchy matrisi, Lehmer matrisi ve dizisel
analogu, simetrik minimum matris literatiirdeki baz test matrislerine 6rnek
olarak verilebilir. Bu matrislerin bazilar1 asagida tanimlanacak ve bilinen bazi

ozellikleri sunulacaktir.

Tanim 1.0.9 Cauchy Matrisi

F keyfi bir cisim ve x;,y; € F olsun. Genel (i,j) elemans

1
CGj=——; Ti#Y;, 1<i<m, 1<j5<n

i — Yy

kuraly ile tanymlanan m x n boyutlu C' = [¢; ;| matrisine Cauchy matrisi denir.

Bu sekilde tanimlanan Cauchy matrisinin m = n alinmasi1 durumunda determi-

nanti -
H2 11 (i — ;) (y; — i)
det C = ——
ITIT (i — ;)
i=1j=1
seklindedir.



Tanim 1.0.10 Hilbert Matris:

Hilbert matrisi, H, = [h; ;], elemanlar:

1

hij =51
J

seklinde olan n boyutlu kare bir matristir.

Hilbert matrisinin determinanti

n—1 n—1
D, =[] =]]*
i=1 i=1

olmak tiizere .
D

det H,, = ==

¢ D2n

seklindedir.

Hilbert matrisinin tersi ise

= oo (N (T ()

seklindedir.

Tanim 1.0.11 Filbert Matrisi

Filbert matrisi, F, = [fi;], elemanlar

1
Fiyj

fig =

seklinde olan n boyutlu kare bir matristir. Bu ifadedeki F,,, n. Fiboonacci sayisidar.

Filbert matrsinin tersi,

e(n,i,j):n(z’+j—1)+(;) +(‘;)+1



ve

n\ oy Fain
ORSIS
Fibonomial katsayiy1 gostermek iizere

. (i nt+i—1\ (n+j—1\ (i+j—2\°
() = a9 g (P21) (7571) (59
v n—J )g n—1u P\ -1

seklindedir.

Tanim 1.0.12 Lehmer Matrisi

Lehmer matrisi, G, = [g; ], elemanlar

 minij)
i = max (i, )

seklinde tanimly simetrik kare bir matristir.

Lehmer matrisinin determinant:
(2n)!

detG,, = 3
27 (n!)

seklinde kapali bir forma sahiptir.

Lehmer matrisinin tersi ise

( 443
21 1 =7 < nise,
n’ L :
i =7 =n ise,
2n —1
(Ggl)i,j -
i1
—% i — j| = 1 ise,
L 0 diger durumlarda,

seklindedir.



Ornek 1.0.1 Eger n = 4 alinirsa G4 matrisi agikca

R _
T
2 3 4
1
Lo, o2 2
2 3 4
Gy =
1 2 3
- z 1 z
3 3 4
1 2 3
e |
L 4 4 4 J

formunda olur. Bu durumda G4 matrisinin determinants

8 35

det Gy = el
ST @y 192

seklindedur.

Tanim 1.0.13 Lehmer Matrisinin Dizisel Analogu

Lehmer matrisinin dizisel analogu, Y, = [y, ;], elemanalar

U; S
UZH ] =1 18e,
: j+1
= in (Uit1, Uj1) al
"7 max (Uiyr, Ujsr) Uiy
I > g ise,
Uit

seklinde tanamly kare bir matristir. Bu ifadede U, genellestirilmis Fibonacci dizisi

{Un} nin n. terimidir.

Bu sekilde tanimlanan Y,, matrisinin determinanti

UZZ—&-I z
detY,, = H U2+ 1

seklinde kapali bir forma sahiptir.



Y,, matrisinin tersi ise

(Yo', = 41 (U3, — U
J Uz—‘,—l(UH-Q Uz) 2<i1<n—1vei=]j ise,
(U2, - 07) (U3, ~ U2,)

\

_ U3 _ U? N
(Y, 1)171 = ﬁ’ (Y, 1)n7n — WTU? ve diger durumlarda (Y,

seklinde tanmimhdir |3].
Tanim 1.0.14 Simetrik Minimum Matris

Sn = [si;] simetrik minimum matrisi, elemanlar

1+ 1 1 =7 ise,
Sij = Cpe s
’ min{i,j} i #j ise,

kuraly ile tansmlanan n boyutlu kare bir matristir.

Acikca S, matrisi

(211 1 1
13 P 2
o |12 3 3
1 2 3 - n n—1
123 - n—1 n+l

formundadar.

Her n > 2 i¢in S,, matrisinin determinanti

det Sn = F2n+1

10

ise ,

_l)i,j =0



kapali formu ile ifade edilir [6]. Burada F,,, n. Fibonacci sayisim gostermektedir.

Ornek 1.0.2 Ejer n =5 alinirsa Sy matrisi acikea

21111
1 3 2 2 2
Ss=112 4 3 3
1 2 3 5 4
|1 2 3 46 |

formunda olur ve

det 55 = F11 =89

seklindedir.

Bu tez caligmasinda ayrica tezde tanimlanacak olan kambinatoryal matrisin cegitli
norm degerleri hesapanacak ve boylece bu matrisin spektiral yaricapina en iyi bir

ist sinir verilmeye caligilacaktir.

Simdi ise bu tez boyunca kullanacagimiz baz1 matris normlarina dair tanimlar

verecegiz. Keyfi n boyutlu B,, = [b; ;] kare matrisini géz oniine alalim.

Tanim 1.0.15 B, kare matrisinin {; matris normu |||, ile gdsterilir ve

1Balli =Y [biyl

ij=1
kuraly ile tanimlanar.
Tanim 1.0.16 B, kare matrisinin (o matris normu (Oklid normu) ||-||, ile
gosterilir ve
1
n 2
2
|Bull2 = (Z 11,51 )
ij=1

kuraly ile tanimlanr.

11



Tanimm 1.0.17 B, kare matrisinin maksimum situn toplam normu ||| - |||1 ile

gosterilir ve

1[Ballly = max Z!bul

1<5<n

kuraly ile tanimlanr.

Tanimm 1.0.18 B, kare matrisinin maksimum sater toplam normu ||| - ||| ile

gosterilir ve

n
[1Balllec = max Z 16,51
=1

1<i<n

kuraly ile tanimlanr.

Tanim 1.0.19 B, kare matrisinin (o, normu ||-|| ile gdsterilir ve

|Bull,o = ma [bi

kuraly ile tanimlanar.

Tanim 1.0.20 B, kare matrisinin maksimum normu ||-|| .. e gosterilir ve

1Bl max {[bi;[}

max 1<

kuraly ile tanwmlanar.

Tanim 1.0.21 Spektiral Yaricap

By, n boyutlu karesel bir matris olsun. B,, matrisinin spektiral yarigap: p (By,) ile

gosterilir ve
p(B,) =max{|\| ; A\, B, matrisinin ézdegeridir}

seklinde tanimlanar.

12



2. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI
KOMBINATORYAL MATRISI VE
LINEER CEBIRSEL OZELLIKLERI

2.1 PROBLEM TANIMI

Simdi genellegtirilmis Fibonacci dizisi {U,} nin terimlerini kullanarak bir kom-
binatoryal matris tanimlayacagiz. Daha sonra bu matrisin cebirsel 6zelliklerini

inceleyecek ve bazi matris analizlerini yapacagiz.

Tanim 2.1.1 Her n > 1 tamsayisi i¢in B,, = [b;;], elemanlar

Usk(i—j+1) 1 = ] 1se,
b@j =

Usi(j—it1) 1 <] ise,

kuraly ile tamimlanan genellestirilmis Fibonacci kombinatoryal matrisidir. Burada

Upn, genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} nin n. terimini gostermektedir.

13



Bu burumda B, matrisi acikca

Ui, Uas, Us,. ...  Usn
U Ui Ui oo Uskny)
Bn -
Usk U, U ... Uspn-2)
| Uskn Usktn1) Uskn—2) -~ U |

formundadir.

Simdi bu matrisin gegitli lineer cebirsel 6zelliklerini inceleyecegiz ve ilk olarak LU

carpanlamasi ile baglayacagiz.

2.2 LU CARPANLAMASI

Her n > 1 tamsayisi icin n boyutlu birim alt iggen L = [[; ;] matrisi

(Ui .
2h(i+1) i >jvej#1ise,
Usk(j+1)
llj = Uski . . . .
b 1> 7 vej=1Iise,
Uak,
L 0 1 < J ise,

kurali ile tanimlanar.

14



Acikca L matrisi

1 0
Ve

Usk

Ve Uw

Ui, Usk

L =
Usin  Uskntr)  Uzknyn)  Usk(nry) ]
L U Usk, Usk, Usken,
formundadar.

Her n > 1 tamsayist i¢in n boyutlu iist iiggen U = [u; ;] matrisi

( ——U4kU2k(j+1) j>ivei#1ise

Uaki - ’

Uij = Usk; j>ivei=1Iise,
0 1> j ise,

kural ile tanimlanir.

15




Acgik¢a U matrisi

Ui Usg Usk e Usk(n—1) Uskn
—Usk, —Usy, e —Usin —Usk(n+1)
UnUsi UnlUsn UiUsg(na)
Usk Usk Usk
U =
UUsn UsUsp(nt)
Usk(n—1) Usk(n—1)
0  UsUsp(nt)
L U2kn -
formundadir.

B,, matrisinin LU carpanlamasimi verebilmemiz i¢in agagidaki tanim ve teoreme

ihtiyacimiz olacaktir.

Tamim 2.2.1 Her n > 1 tamsayst ve PQ # 0, P2 —4Q # 0 olacak sekildeki

keyfi P ve Q tamsayilart i¢in ikinci basamaktan indirgeme dizisi {W,}
Wn = PWn—l - QWTL—Q

indirgeme bagintist ve Wy = a, Wy = b keyfi baslangi¢ kosullary ile tanimlanar.

Bu durumda {W,,} dizisinin Binet formiili,

p_ PHVPIAQ  P-/PP-1Q
- > =

2

ve

A=b—1va, B=b- ¢a

16



olmak tizere

A" — Byr
R

egitligi ile verilir.

Teorem 2.2.1 ([2], Teorem 1) Her t > z > 0 tamsayilars i¢in

t QTTL
Z Tl X
WL W

=144

-1
Z{ W1 = Woet") Q767 = (Wragny = Wia") 070 74]
=0

X [(Wr(z—i-l rsz) QT " W - (Wr(z+1 rz¢T) er n=2) T] }

B (¢ — W)z—lQm (1 ¢lr(t+1z)>

(Wr(z+1 rzwr) Wj(t+1)

esitligi saglanar.

Eger yukaridaki teoremde Q = —1, r =2k, 2 =2, 1l = b =1 ve a = 0 alinir ise
{W,} dizisi {U,} dizisine doniigiir ve

1 Uni(e—
3 = 2D (2.2.1)
- UsknUsk(nt1)  Usres1)UseUap

sonucuna sahip oluruz.

Teorem 2.2.2 Hern > 1 tamsayisi i¢in, B, matrisinin LU carpanlamast
B,=LU

seklindedir. Burada L ve U matrislert yukarida tanimlandige gibidir.

Ispat: Bu ispati ii¢ kisvmda inceleyecediz.

1. Durum : Ilk durum i = j olmast durumudur. Bu ilk durumu ise i =1, i = 2

ve 1 > 2 alt durumlarina gore inceleyecegiz.

17



1i.)i=1 igin

1
51,1 = E lLtUt,l = 11,1U1,1 = Uy
t=1

oldugu gorilir.

1.ii.) i = 2 igin

b2

2
= E la o = loqui g + loous o

t=1
Ul a—f Atk 54k 2 bk — Bﬁk
= 7 U —Usk = -
Usi. a?t — 3 a—f3 a—f3
B aGk o a2kﬁ4k + 52ka4k o ﬁGk o a6k + 5619
= "
= Uy

oldugu gorilir.

1.ii.) i > 2 igin

/L'hj

sSonucunu

esitlig

i
bi,i = E li,tut,i
t=1

7

U. i : 1 U k(i U. i
2k Uski + Z livur; = ——UgpiUspi — Z 2k(i+1) Y 2k(i+1) Uk
=2

Ui Usp ~  Usi(t+1)Ust
! Usy;i U U, U- U- i L
U 2kiV 2k 4kY2k(i+1) Y 2k(i+1) £ UthUQk(t+1)

elde ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu kullanarak yukaridaki

bi

)

1 Usk(i—1)
i = —Usilsti — UnUsi(in) Ui
Uy 202k 4k U2k (i+1)Y2k( +1)U2]g(i+1)U4kU2k
1
= U_ (UQkiUQkZ‘ - U2k(i—1)U2k:(i+1))
2k

seklinde yazabiliriz. Bu son esitlikte genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} nin

18



Binet formiili kullanilarak

a—8 <a2ki _ szi)Z _ (azk(iq) _ 5%(@;1)) (&2k(i+1) _ 62k(i+1))
a2k — ﬁ?k (Oé _ ﬁ)2

a—p a4 p*_2
a2k — 62k (Oé o 5)2

bii =

elde edilir.

2. Durum : 1 > j olmasi durumudur. Matris ¢carpimindan

j o j
2ki
bij = Y ligug = Uy + Y L,
— Uay,

1 T Ui 1y Usi(s
_ _U2kiU2kj_Z 2k(i+1) 2k(g+1)U4k

ng o ng(H-l)Uth
1 j L

= — UsiUoti — UsreUsp(in 1y Usie( s Uil
U 2kiU2k; 4k U2k (i+1) 2k(J+1)tZQU2ktU2k(t+1)

sonucunu elde ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu kullanarak yukaridaki

esitligi
bii = —UsiUski — UgUsp(ir1)Usis
J U 202k 4k U2k (i+1) 2k(J+1)U2k(j+1)U4kU2k
1

= U_ (UQkiUij - U2k(i+1)U2k(j—1))
2k

seklinde yazabiliriz. Bu son egitlikte genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} nin
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Binet formiili ve aff = —1 bagintist kullanilarak

a—pf
bij = "%k B x
(042’“(”1) _ 62k(i+1))(&2k(j—1) _ ﬁQk(j—l)) ( 2kt ﬁka)( 2kj ﬁ2kj)

(a = p)?

0B a2k 32k (1 _ g_?}j) + o2k g2k (1 _ g_z’;)
— 2k a— B)?

o= g o — ﬁ% (a2k(j—1)52ki _ a2kiﬁ2k(j—1))
- 2k B2 (o — 3)2

1\ 2KG-D \2KG-D
a2k1 (_a) _ (_E) /82]{)7,

a—f3
Q2k(i=i+1) _ gk(i—j+1)
_ -
= Us(i—j+1)

elde edilir.

3. Durum : 1t < j olmast durumudur. Matris ¢carpimindan

Usgi
bi,j = Zl’ttut] 2kt U2k]+2l1tutj

1 i Usk(i+1)Uak(j+1)
= —UsiUsj — Us
Usy, 2hi2kg tz_; Uak(t4+1) Uzt !

! 1
U2k 2ki Y2k kY 2k(i+1) Zk(JH)tZ Usk(t+1)Uzpe

sonucunu elde ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu kullanarak yukaridaki

esitligi
1 Usk(i-1)
j Uy U229 4k Usk(it1) 2k(J+1)U2k(i+1)U4kU2k
1
= o (U2k1U2kj U2k(i—1)U2k(j+1))
2%
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seklinde yazabiliriz. Bu son egitlikte genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} nin
Binet formiilii ve af = —1 bagintisy kullanilarak
a8
a2k — 32k
(Q2k(=1) — B2RG=1)) (Q2KG+1) _ g2R(H+1)) _ (q2ki _ g2Ki)(o2k] — F2ki)

bij =

(@ —p5)?
o ﬁ a2k252k] <1 f;ll:) + szZOé2kJ (1 _ g_z:)
T Tk 32k (a—B)?

06—6 Osz—ﬁzk

_ (a%(zel)ﬂ%j . 521@(1‘71)0{21@‘)

a2k — 62k (Oé _ 5)2

sz(z‘q)a%g‘ _ a2k(i71)ﬁ2kj

a—p
2k(i—1) 2k(i—1)
()
«
= "
Q2kG=i+1) _ g2k(j—i+1)
= "

= Usr(j—it1)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. |

2.3 DETERMINANT

Bu boéliimde B,, matrisinin determinantini hesaplayacagiz.

Teorem 2.3.1 Hern > 1 tamsayist i¢in B, kare matrisinin determinants

det B, = (=1)"~" UnpUyy, *Uspnsn)
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dir.
Ispat: Teorem (2.2.2) de B,, matrisinin LU ¢arpanlamas: elde edilmistir. Boylece
det B, = det(LU) = det L - det U

yazabiliriz. L matrisi, birim alt ticgen matris oldugundan det L = 1 dir. Bu

durumda B,, matrisinin determinant:

UQk(t—H)
Usit

det B, = detU = Uy [[(~U)
t=2

Usk(n+1)
Usp

= Un(=1)""'Ug"

= (=) Uk Ug > Usie(n1)

seklinde olur ve boylece ispat tamamlanir. |

Ornek 2.3.1 Eger k = p = 1 alumrsa, p = 1 i¢in genellestirilmis Fibonacci dizisi

{U,h}, bilinen Fibonacci dizisi {F,} e donigir. Bu durumda

R Fs ... Fy |

F4 F2 F2 c. FQ(n—l)

Bi=| F F B ... Fo
| Fon Fogeny Fonezy oo 1o

formunda olur ve B,, matrisinin determinants
det Bn = (_1)1171 3n—2F2(n+1)

seklindedur.
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2.4 CHOLESKY CARPANLAMASI

Bu boliimde B,, matrisinin Cholesky carpanlamasini elde edecegiz.

Bunun i¢in n boyutlu L; alt {icgen matrisini tamimlayacagiz. Kompleks birim

i = v/—1 olmak iizere, her n > 1 tamsayisi i¢in alt {iggen L; = [¢; ;] matrisi

iUk i1V Uar
\/UQk(j+1)\/U2kj

gi,j = UZki
Vv U2k:

i >7jvej#1ise,

1> 7 vej=1Iise,

0 1 < j ise,

kurali ile tamimlanar.

Acik¢a Ly matrisi

Ui 0
vV Uay
Usp iUsk v/ Uy,
U VUiV Uss
L= | Ysk iUskv/ Uy, iUsi v/ U
VU VUeivV Uik vV Usiv/ Usi
Usin WUk VUi iUk VUi iUk VUak
| VU VUV Uk VUskv/ Usy vV Uaknt1)VUzkn |

formundadir.
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Bu durumda iist iiggen LI = [é”] matrisi

Uspii1 /U
RGNV AR 5> ve i #£ 1 ise,
V U2k 1)V Uai
A» i — U ]
bi 2 j>ivei=1ise,

VvV Uay

0 1> J ise,

kurali ile tamimlanar.

Agik¢a LT matrisi

[ Uy, Ul Usk Uskn i
VUa vV Uag vV Usg VUag

WUk VUi iUsivUy  iUsk(ng1) vV Uik
VUiV Ui vV UeiV/Uag, VUsivV/ Uap,

LT = WUsevVUie  Warmin) vV Uak
vV Usk v/ Ui, vV Usk v/ Uk

iUsk(nt1)V Uar
\/UQk(n—l—l)\/Uan 1

formundadar.

Teorem 2.4.1 Her n > 1 tamsayst i¢in, B, kare matrisinin Cholesky carpan-
lamast
B, = L LT

seklindedir. Burada n boyutlu L, ve LT kare matrisleri yukarida tanimlandig

gibidir.
Ispat: Bu ispati ii¢ kisimda inceleyecediz.
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1. Durum: Birinci durum i = j olmast durumudur. Matris ¢arpimindan

n %
bi,j - bi,z’ - E Ei,tét,i - E gi,tgt,i
t=1 t=1

Ui Uski <=, »
== + E@ f i
VUak vV Ua ; o

_ ! UspiUspi + 1Uoki+1) VUit 1U2k(11) v/ Usg
— 77 Y2kiYV2ki

Uat t=2 \/UZk(t—l-l)\/UZkt \/U2k(t+1)\/U2kt
= L UUss — Ui U Z !
— U 2kiU2ki 4k U2k (i+1)V2k(i+1) s UQk(t+1)U2kt

sonucunu elde ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu kullanarak yukaridaki

esitligi
1 Usi(i-1)
s UQk 2kiY 2k 4kY2k(i+1) Y 2k(i4+1) UQk(i+1)U4kU2k

1
= o (UsiiUsii — Us(ienyUaii-1))
2%

seklinde yazabiliriz. Bu son egitlikte genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} nin

Binet formiili kullanilarak

a—B <a2ki _ szi)Z _ (a2k(i+1) _ 52k(i+1)) (&%(171) _ ﬁzk(z‘q))
a2k — ﬁ?k (Oz _ ﬁ)Z

bii =

a—p (a4 g% —9)
a2k — BQk (Oé o 5)2

Oz—ﬂ Ckzk—ﬁ% 2
B a%—ﬁ%( o p )

= U2I<:

elde edilir.
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2. Durum: Ikinci durum i > j olmast durumudur. Matris carpumindan

bi j

sonucunu elde

n J
= E &,t&,jzg i il j
t=1 t=1

1 Uil Z iUor(ir 1) VUi Wa(jy1)V Uik
= ——UsgiUgyy
Uk ! V Uzk(e41)VUakt A/ Usi(e1)V Ukt

t=2

1 j L
= —UsiUoii — UsreUsp(in 1y Usie(s E,—
0o 2ki Ukj 4kU2k(i+1)V2k(j+1) s Usi(t41) Uskt

ederiz. Burada (2.2.1) ile verilen sonucu ve onceki hesaplama-

larmizda uyguladigimaz gibi genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} nin Binet

formdiliini kullanarek yukaridaki esitligi

bi,;

olarak buluruz.

] Uak(j-1)
Uy, M2 DA T Uni U
1

= U_ (UQkiUij - U2k(i+1)U2k(J'*1))
2k

= Usk(i—j+1)

3. Durum: Uciincii durum i < j olmasy durumudur. Matris carpimindan

bi j

n %
- E &-,tft,jzg il
t=1 t=1

Usii Uspes L
= AL L N4l
t=2

VU vV Usy

1 Uil +Z iUok(iv1)VUir  iUgk(j11)V Uik
= ——UgkiVas;

Uak ’ =2 \/U2k(t+1)\/U2kt \/U2k(t+1)\/U2k:t
= L Uy — Ul U Z !
T Uy RN AR DERRGED — Usi(t41)Uakt
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sonucunu elde ederiz. Bu son egitlikte (2.2.1) ile verilen sonucu ve genellegtirilmis

Fibonacci dizisi {U,} nin Binet formilind kullamlarak

bij =

1
= Uy
U 2%k

U

UQk(j—i+1)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. |

Uakj — UsreUsp(ig1)Uai(

(UQkiUij - U2k(i71) U2k(j+1))

Usi(i—1)

T Uiy Ui Usi

Ornek 2.4.1 Eger k =1 ve p = 2 olarak ele alimrsa, p = 2 icin genellestirilmis
Fibonacci dizisi {U,}, bilinen Pell dizisi {P,} e dénisir. Bu durumda

Sy
3

P, Py Fs
Py P Py

Fs P P,

Py Poin—1y Pon—z)

formunda olur ve buna karsilik

P
P

P/,

2
P,
VB

6

L, I

VPsv/Py

iPsv Py iPsv Py

>
)
VP,

P2n

VPP VPVEs

iPysyVPi 1P VPi

R

VPP VPsVEs

27
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olmak tizere B, matrisi i¢in Cholesky carpanlamast
B, = L|LT

seklindedir.

2.5 MATRISIN TERSI

Simdi B, matrisinin tersi i¢in kapali bir form elde etmeye calisacagiz. Bunu

yapmak i¢in B,, matrisinin LU carpanlamasindan yararlanacagiz. Bu carpanlama
B,=LU
formunda oldugundan, bu matris egitliginde her iki tarafin tersini alirsak

B—l — U—IL—I

n

egitligi elde edilir. Bu egitligin sag tarafini goz Oniine alirsak B, matrisinin

tersini elde etmis oluruz. Buna gore, L ve U matrislerinin tersini hesaplamamiz

gerekecektir.
Lemma 2.5.1 L' = l~”] matrisi ile L matrisinin tersini gésterelim. Bu
durumda , U
2D — 41 ve j £ 1 dse,
Uski
lij= Vo s gpej=1
2 — 7 =1 ise,
Uaki
\ 1 1 =7 1ise,
> Usg . -
o1 = ——— wve diger durumlarda l; ; = 0 dor.
2k
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Acikca L™' matrisi

_ X .
Uik
- 1
Ui
U _Use 1
Usk Usk
1= _% 0 __Ulok 1
ng U8k
Usk(n—1) Usk(n—1)
U Usk(n
_ %k 0 . .. 0 _ 2204
L U2k:n U2kn .
formundadar.

Ispat: Ispat L™ ve L matrislerinin carpymindan kolaylikla elde edilebilir. m

Lemma 2.5.2 U~! = [, ;| matrisi ile U kare matrisinin tersini gosterelim. Bu

durumda ) |
— j=1+1wvei#1 ise,
U
Usy, . . .
Ui, = — j>2vei=1 ise
Hinj \ U4l<:U2k(j+1)
Uski ) ) )
—_— 1= 1 use,
L UskUsi(it1) 7
. 1 Ui ‘ .
= — = diger d larda w; ; = 0 dar.
U Usr U2 T ve diger durumlarda ; w
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Acikca U™t matrisi

[ 1 Ux Ui Ui Ui ]
Uzt  UaUsie  UgwUsp  UsnUsor UskUsn (k1)
1 1 0 0
Usk Ui
B Usy 1
U Usk, Uik
Ul =
! 0
Ui
_ Use(n—) 1
UsrUsin Uik
0 N U2kn
i UsUsk(ns1) |
formundadar.

Ispat: Ispat U= ve U matrislerinin carpimindan kolaylikla elde edilebilir. m
Bu bilgilerin 15181 altinda B,, matrisinin tersini agsagidaki teorem ile verebiliriz.

Teorem 2.5.1 Her n > 1 tamsayst i¢in, B! = [l;”} olmak tizere

1
——— i=jvet#1,1#n ise,
y Usk
bij =
1 =l =11
—  |i—j] =1 ise,
Usg, /
- - Usnk, - - Usg, , 7
big=byy=———"——, b1 =by1 = ————— ve diger durumlarda b; ; = 0
b ’ UskUsin1) ' ' UstUsk(n+1) ’

olarak tanimlanir.
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Agikca B! ters matrisi

LR o U
UskUsk(nr1)y  Use UskUsk(ny1)
1 1 1 0 0
Uik U Ui
0 1 1 1
Uk Uz Uik
B =
1 1 1
S 0
U  Ux Ui
0 0 1 1 1
U Usi, U
_ U 0 cee 0 1 Uk
Ui Usk(nt1) Ui UsrUsk(ny1) |
formundadar.

Ispat: B, matrisinin LU c¢arpanlamasy goz ondne alinirsa B, matrisinin tersinin
B'=U"'L"!

n

oldugunu biliyoruz. Lemma (2.5.1) - (2.5.2), (2.2.1) esitligi ile verilen sonug ve
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genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} nin Binet formdilini kullanarak

n
big = E Uy ley
t=1

_ L 1 Un <_%>+ ~ Uy 1 <_U2k>
Uk Ui Ug \ Uz — Usi Usi(t+1) Ukt

_ob Uy U~ L
Use  UZUsi U —~ UsptUsk(t+1)
_ 1 U _U_zi( Vb 1 )
Use  UpUsk Uik \Usk(nan)UskUsi  UsiUsy,
_ L_ Uk _U2kU2k(n—1)+ Usk
U2k U22kU6k UZkUQk(n—H) UkaGk
_ U
UikUsiny1)
ve
= SN . Uskn
bnn = Un, l n :un,nln,n = T 7
’ ; o UsrUsk(n+1)
= SN .7 Usi,
bn: U ln:unln,n:—a
b tzz; L b UskUsk(n+1)
= S - Usi,
bor =S inidss = Gl = —— 2
1 ; bt nln1 UseUseonin)

seklinde bulunur.
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1 <@ <n igin,

n
bi,i = E ui,tlt,i = uzzlzz + ui,i+1li+1,i
t=1

_ 1 Y +L<_M>
Usk Uai(ivry Uk Usk(iv1)

1 ( a2k gk | o2kl 62ki+4k)

Usk 2kit2k _ 32ki+2k
, . 1 1
Qi+2k _ p2kit2k) [+ L
a—j (O‘ B ) (a2k+ﬁ2k)
T Ttk ik o2kit2k _ gokit2k

(Oé _ ﬁ) (a2k —f—ﬁ%)
(a2k _ ﬁQk) (O{Qk + BQk)

1

U2k

olur. Ayrica

n
~ - N ~ 1
bi,iJrl = E ui,tlt,iJrl = ui,i+1li+1,i+1 =T
— U
ve
n
bi+1,i = E ui+1,tlt,i = ui+1,i+1li+1,i
t=1

_ <_L UQk(i+1) ) (_ U2k(i+1)+2k) _ L
Uik Usi(iv1)+2k Uai(iv1) Uik

sonuclarine elde ederiz ve boylece ispat tamamlanir. ®
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3. MATRIS NORMLARI

Bu kisimda B,, matrisinin cesitli matris normlarini1 hesaplayacagiz.

Ik olarak, hesaplamalarimizda sikca kullanacagimiz ve genellestirilmis Fibonacci
dizisi {U,} nin Binet formiiliinden elde ettigimiz agagidaki toplam formiillerine

ihtiyacimiz olacaktir. Bu formiiller

i U _ U2k(n+1) - U2kn - U2k
-~ 2kr ‘/Qk; ) )

n

Z U — nUQk(n+2) - (3n + 1) UQk(n—H) + (37L + 2) Usr, — (Tl + 1) U2k(n—1)
2kr (%k _ 2)2 )

r=1

i U2 — V4k(n+1) — Vign — (2n + 1) Ve +4n + 2
r=1 o (Vae —2) (Vo +2) ’

n

Z "2 = nWViknt2) — (30 + 1) Vigary + (3n 4 2) Vag, — (n 4+ 1) Vign-1)
' (Var = 2)* (V2 +2)

r=1

2V, — 4
+ 2
(Vi —2)" (V2 +2)
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seklindedir.

Bu bilgilerin 1181 altinda, bahsedilen matris normlarini hesaplamaya baslayabili-

riz.

B,, kare matrisinin ¢; matris normu

IBully, = > Ibijl = nUs +2(n — 1)Uy, + 2(n — 2)Ugt + - - + 2Unni

ij=1

= nU2k+ZZ(n —r+1)U,,

r=2

= U+ (2n+2) ) Upr =2 1Us

r=2 r=2

= nUy, + (2n + 2) (—U%) -2 (_U2k>

N (2n + 2) (Uak(ns1) — Usin — Uy
Vor, — 2

2 (nUQk(n+2) - (37”L + 1) UQk;(n—H) + (Sn + 2) Uspr, — (n + 1) U2k(n—1))

(Var — 2)°
(2n + 2) (Uak(nr2) — 3Uak(nt1) + 3Uzn — Usin—1) — Ui, + 2Us;)
- _nUZk + P
(Var —2)
2 (nUsk(nt2) — 3n 4 1) Usk(ns1) + (30 + 2) U — (n+ 1) Usgn—r))
(Var — 2)°

2U2k(n+2) - 4U2k(n+1) + QUan — (277/ + 2) (U4k — 2U2k)
(Var — 2)°

= —nng +

seklindedir.
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B,, matrisinin £, matris normu (Oklid normu) ise m = 4n? + 6n + 2 olmak iizere

n 3
| Bnlly = (Z |bz',j|2>

ij=1

= U3 +2(n — DUZ, +2(n — QU + -+ 2U,

"L

= \|nU3 4+ (2n+2)) U3, -2 rUs,

r=2 r=2
= [-nUZ + 2Viknt2) — AVarn+1) + 2Van —vagk + (4m — 4) Vi — 6m + 8
(Var —2)* (Vo +2)

seklindedir.

Uzerinde calistigimiz B, matrisi, simetrik bir matris oldugundan bu matrisin
maksimum siitun toplam matris normu ile maksimum satir toplam matris normu

birbirine egittir. Yani, maksimum siitun toplam matris normu olan

1<j<n 4

n
Bl = max > b
i=1
ve maksimum satir toplam matris normu olan
n
15l = o 3

ifadeleri birbirine egittir. Bu yiizden, bu matris normlarindan herhangi birini

hesaplamak bizim icin yeterli olacaktir.

1<j<n <

n
11Ballleo = 1l Buallly = max > [byl
=1

_ zn: U _ U2k(n+1) — Uspn — Usg,
Til 2kr ‘/2]@ — 9

seklinde bulunur.
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B,, matrisinin /., normu

|Bull, =1 max |b”| = nUspn
1<i,

seklinde hesaplanair.

B,, matrisinin maksimum normu ise

1Ballmax = max {[bi;[} = Uan

max 1 <

seklindedir.

Matris normlari ile ilgili buldugumuz degerleri 6zetleyecek olursak;
2Usk(n+2) — 4Usk(nt1) + 2Uskn — (20 4 2) (Usg, — 2Ua)

| Bully = —nUsy +
(Var, — 2)°

’

HB H _ \/—nU2 + 2V4k(n+2)_4V4k(n+1)+2‘/4kn_mv8k+(4m_4)v4k_6m+8
2 2k (Var—2)*(Va+2) ’

Usk(n+1) — Uskn — Usg,

Bn co — Bn = )
1Bl = 113, = P2t~ o

| Bl = nlinax |b; ;| = nUspn,

”Bn” maX {’blj‘} - U2kna

max 1 <

sonuclar elde edilir. Tiim bu hesaplamalardan sonra gorebiliriz ki

Usknt1) — Uagn — Usy,
Vo — 2

minimum matris normudur. Boylece B,, matrisinin spektiral yaricapi icin bir iist

1Bulllee = [[1Bullls =

sinir bulmug oluruz ve

Usk(n+1) — Uskn — Usg,
B,) <
p(Bn) T—

esitsitsizligini elde ederiz.
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Ornek 3.0.1 Ejer k = p =1 alimrsa, p = 1 i¢in genellestirilmis Fibonacci dizisi
{Un}, bilinen Fibonacci dizisi {F,} e donisir. Bu durumda

Fy Fy Fso o By
Fy Fy Fy e By
B, = | Fs Fy Fy - Fypog
| Fon Fage1y ooy <o Fy

formunda olur.

Bdéylece B, matrisi i¢in matris normlarinin tanvmindan asaqidaki esitlikler: elde

ederiz:

HBnH1 = 2F2n+2 —3n—2

2L4(n+2) — 4L4(n+1) + 2Ly, — 100n? — 275n — 70

n
[ Bulllx = 1123512 |bij| = Fani1 — 1
== =1
n
11Bullloe = max > [bi| = Fosr — 1
<isn

1Ballog = n max [bi;] = nF,

1Bl = max {[bi;|} = Fon

Bu degerleri bir tabloda gosterecek olursak;
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Tablo 3.1: Matris normlar: degerleri

n | [Bull1 | [[Balla || [11Bolll = [IIBallloc || [1Bnllo | [1Bnllmax | £(Bn)
31 31 [12.923 12 24 8 10,831
4| 96 |34.583 33 84 21 | 27,213
5 271 | 90.967 88 275 55 | 68, 257
6 | 734 |238.38 232 864 144 | 173, 67
7| 1951 |624.21 609 2639 | 377 | 443, 72
8 | 5142 | 1634.3 1596 7806 | 987 | 1144, 2
9 | 13501 | 4278.6 4180 23256 | 2584 | 2551, 2
10 | 35390 | 11201 10945 67650 | 6765 | 7330, 2

sonuclarine elde ederiz.

Tablodaki degerlerden de gordigimiz izere, B, matrisinin spektiral yaricaps igin

en uygun st stnar ||| Ballli = ||| Bulllo = Fons1 — 1 matris normudur.
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4. SONUC

Bu tez ¢aligmasinda, elemanlar genellegtirilmig Fibonacci dizisi {U,} nin ¢ift
indisli terimlerinden olusan B, kombinatoryal matrisini tanimladik. Bu matrisin
LU carpanlamasi, Cholesky carpanlamasi, determinanti ve tersi hesaplandi.
Boylece olusturdugumuz B,, matrisi yeni bir test matrisidir diyebiliriz. Ayrica B,,
kombinatoryal matrisi i¢in ¢esitli matris norm degerlerini hesapladik. Hesaplanan
matris normlarinin degerleri yardimi ile B,, matrisinin spektiral yarigap1 i¢in en

iyi bir iist sinir1 verildi.
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