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YUKSEK MERTEBEDEN LINEER INDIRGEME DIZILERININ
TERIMLERININ TERS TOPLAMLARI

OZET

Keyfi baglangic kosullarina sahip ve her 1 < ¢ < k igin p;’ler keyfi reel sayilar
olmak iizere yiiksek mertebeden sabit katsayili lineer indirgeme dizisi {u,, }

Up = P1Up—1 + PoUn—2o + .- +pk’un—k
kural ile tanumlanir.

Bu tezde, baglangig kosullarina ve katsayilarim se¢imine bagh olarak her bir {u,}
dizisi icin 0 < r < ¢ sartin1 saglayan keyfi ¢ ve r tamsayilar1 icin

o] -1 o] k -1
S| e (28
h—n Utk 4-r k—=n Utk 4-r

seklinde tanimlanan kismi ters ve alterne kismi ters toplamlara dair sonuclar

verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Ters Toplamlar, Rekiirans Dizileri, Yiiksek Mertebeden
Genellestirilmis Fibonacci Dizisi.
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Talha Arikan

RECIPROCAL SUMS OF THE TERMS OF THE HIGHER ORDER
RECURSIVE SEQUENCES

ABSTRACT

Let p;’s be arbitrary reals for all 1 <4 < k. Higher order linear recursive sequence
{u,} with constant coefficients and arbitrary initials is defined by the recursion

Up = P1Up—1 + Polp_o + - + PpUpn_k.

In this thesis, we obtain some results about partial reciprocal and alternating
partial reciprocal sums of the terms of the sequence {u,} given by

o0 1 -1 o0 1 k -1
T and | (3 =)
k=n, Utk+r h—n Utk+r

according to choice of initials and coefficients for arbitrary integers ¢ and r with
0<r<t.

Keywords: Reciprocal Sums, Recurrences, Higher Order Generalized Fibonacci
Sequence.
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SIMGELER

Bu caligmada kullanilmig baz simgeler aciklamalar ile birlikte agagida sunulmus-

tur.

Simgeler

N
R

Aciklama

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi
Pozitif reel sayilar kiimesi
. Fibonacci sayisi

. Lucas sayisi

. Pell sayis1

. Pell-Lucas sayis1

. Jakobsthal sayis1

. Jakobsthal-Lucas sayis1

. Horadam say1s1

S 3 3 3 3 3 3 3

. Tribonacci sayisi

Genellegtirilmig Fibonacci dizisi
Genellegtirilmig Lucas dizisi

k. mertebeden genellegtirilmis Fibonacci dizisi
Modiil fonksiyonu

Taban fonksiyonu

a sayisina en yakin tamsay1 degeri

a(n), b(n) e asimptotiktir

Biiyiik O gosterimi

1’den n’e kadar olan tamsayilarin kareleri toplami



1. GIRIS

1.1 Yiiksek mertebeden lineer indirgeme dizileri

Bu béliimde yiiksek mertebeden sabit katsayili lineer indirgeme dizilerini takdim

edecegiz. Bu dizilerle ilgili cesitli tanimlar, 6zellikler ve formiiller sunacagiz.

Eger bir dizinin terimleri, kendinden 6nceki terimleri cinsinden ifade ediliyorsa o
diziye indirgeme dizisi denir. Ornegin f, k degiskenli bir bagint1 olmak iizere eger

{u,} bir indirgeme dizisi ise bu diziyi
Up = f(un—h Up—2, .. 7un—k)7

seklinde yazariz. Bu kural, indirgeme bagintisi veya rekiirans bagintisi olarak

adlandirilir.

Tanim 1.1.1. Kabul edelim ki her 1 < 1 < k i¢in p;’ler keyfi reel saylar olsun.
Her n > k i¢in negatif olmayan keyfi reel baslangic kosullariyla ve

Up = P1lUp—1 + PoUp—2 + - + PpUpn—t, (11)

kuraly ile tanwmlanan {u,} dizine k. mertebeden sabit katsayly lineer indirgeme

dizisi veya k. mertebeden sabit katsayl lineer rekiirans dizisi ady verilir.

(1.1) kural g6z oniine almirsa {u,} dizisinin terimleri baglangig kogullarina ve
her bir i € {1,2,...,k} icin p; katsayillarina bagh olarak degerler alacaktir.
Bu durumda (1.1) kurah ile tanimlanan {w,} dizisinin baglangi¢ degerleri veya

katsayilar: degistikce yeni diziler elde edilecektir. Simdi ¢esitli baglangic kosullar



Tablo 1.1: Ozel Say1 Dizileri

Mertebe | Katsayilar Bagslangic degeleri Dizinin ad1

2 pr=1 py=1 up =0, uy =1 Fibonacci {F,}

2 pr=1, pp=1 g =2, uy =1 Lucas {L,}

2 pr=2, pp=1 u =0, uy =1 Pell {P,}

2 pr=2, pp=1 Uy =2, uy =2 Pell-Lucas {p,}

2 P1 = 17 D2 = 2 Uy = 0, up =1 Jakobsthal {Jn}

2 pr=1, ps =2 ug =2, uy =1 Jakobsthal-Lucas {j,}
2 pPL=0p, P2 =¢(q ug =0, uy =1 Gen. Fibonacci {U,(p,q)}
2 PL=D, P2 =(q Ug =2, up =p Gen. Lucas {V,(p,q)}
2 pPL=p, Ppo=—q | up=a, uy =>b Horadam {W,,}

2 =2 p=—1 u=0 u=1 Dogal Sayilar N

3 pr=p2=p3=1|uy=0, uy =uy =1 | Tribonacci {T},}

ve katsayr secimlerine gore elde edilen bazi 6zel say1 dizilerini Tablo 1.1 ile
verebiliriz. Bu say1 dizileri bir cok yazar tarafindan calisilmig ve cesitli 6zellikleri
elde edilmistir [9, 10, 16, 17, 24, 35].

Sabit katsayili lineer indirgeme dizileri ile ilgili sikca kullanilacak iki tanimi

verelim.

Tanim 1.1.2. (1.1) kuraly ile tansmlanan {u,} dizisi i¢in

1 2

f(z) = b — Tt = podt T — o~ —

polinomuna {u,} dizisinin karakteristik polinomu ve

k

k—1 k—2
r —pnx — D2

— =P —pr =0

denklemine {u,} dizisinin karakteristik denklemi denir.

Rekiirans bagintisi dizinin genel oriintiisii hakkinda bilgi verirken dizinin yeterince
biiyiik terimlerini hesaplamada her zaman kullanigh bir kural degildir. Bu tiir

durumlarda
Up = f(n)

seklinde bir kapali formiil bulmak istenilen terimi hesaplamak i¢in daha yararh

olacaktir.



Tanim 1.1.3. Sabit katsayls lineer indirgeme dizisi {u,} i¢in u, = f(n) seklinde

bulunacak olan kurala Binet formdild adi verilir.

Simdi herhangi bir sabit katsayili lineer riikerans dizisi i¢in Binet formiiliiniin

nasil bulunacagini inceleyelim. Hatirlatalim ki (1.1) kural ile verilen {u,} dizisi

Up = P1Up—1 + PolUp_2 + -+ + PplUp_k

indirgeme kurali ile tanimlanir.

1.

2.

Oncelikle {u,} rekiirans dizisinin karakteristik polinomu f(x) belirlenir.

Karakteristik polinom f(z), yani

fl@)=a" —pa" ™ —ppat T — =z —
in kokleri bulunur.
a) Eger karakteristik polinom ay, s, ..., ax gibi k tane farkh koke sahip

ise bu durumda {u,} dizisi
Uy = 10 + Cotty + - - cayy,

olarak yazilir.

b) Eger karakteristik polinomun ay, ag, ..., ap kokleri ry +ro+---+r, =k
olacak gekilde sirasiyla 71,7, ..., 7, kath kokler ise bu durumda {u,}
dizisi

-1 -2
Uy = (cln” +eon T+ e oin + c,,l) oy
ro—1 ro—2 n
+ (G 41n + Cri42n Tt Gy 1M Gy ) Qi
+ ...
re—1 rt—2 n
+ (Chre 10 G TP+ in 4 ) o

olarak yazilir.

4. Yukaridaki durumlar ve {u,} dizisinin baglangi¢ kogsullar géz 6niine alina-

rak elde edilecek lineer denklem sistemi coziilerek c; katsayilari hesaplanir

ve iddia edilen Binet formiilii bulunur.



Simdi 4 adim ile tarif edilen formiilasyonu bir 6rnek ile nasil elde edilecegini
gosterelim. Bu o6rnegimizde genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,(p,q)}, kisaca
{U,}, i goz Oniine alahm. Burada genellegtirilmis Fibonacci dizisi {U,} nin
rekiirans kuralmi ve baglangi¢ kosullarimi hatirlatalim: {U,} dizisi, Uy = 0 ve
U, = 1 baslangic kosullar1 ve p ve q, p* + 4q # 0 olacak sekilde tamsayilar olmak
iizere her n > 2 icin

Un = pUnfl + qUn72

indirgeme kuraliyla tanimlanir.

1. {U,} dizisinin karakteristik polinomu

flx) =2 —pr—q
dur.

2. Bu polinomun kokleri

o= Pt VPt Veﬁzp—\/p“rélq
2

2

olarak bulunur.

3. Karakteristik polinom f(z), p? + 4¢ # 0 oldugundan kath koklere sahip
degildir. O halde Binet formiilii

U - (p+\/p2+4q>n (p— p2+4q>n
n = C1 # +CQ I —

2

seklinde olacaktir.

4. Simdi c¢; ve ¢y sabitlerini bulalim. Uy = 0 ve U; = 1 baglangi¢ degerlerini

g6z Oniine alarak
Uo =0= C1 + Co
Uy=1=ca+cp

denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistemi ¢oziildiigiinde

1 1
ve ¢g = ————
a—f 2 a—f

cCl =

olarak bulunur.



Bu durumda iddia edilen Binet formiili
Un _ a™ — Bn
a—p
dir.
Benzer gekilde genellegtirilmig Lucas sayilar1 {V,,(p, ¢)} i¢in Binet formiili
Vn =a" + ﬁn

seklinde bulunur.

Dolayisiyla k. mertebeden sabit katsayili lineer indirgeme dizileri icin Binet
formiilii bulmak o dizinin k. dereceden karakteristik polinomunun kokiinii bulmay1
ihtiva eder. Yiiksek dereceden polinomlarin koklerini bulmak icin genel bir teori
mevcut olmadigindan dolay1 yiiksek mertebeden indirgeme dizileri cok fazla
calisilmamaktadir. Baz1 6zel durumlar i¢in kokler sembolik olarak goz oniine alinir

veya asimptotik yaklagimlarla cesitli yorumlarda bulunulabilir.

1.2 Asimptotik yaklasimlar

Verilen bir matematiksel problemin ¢oOziimii i¢in net bir formiil bulmak en
idealidir. Eger boyle net bir formiil bulunamiyorsa, ¢oziime dair yaklagik cevaplar
verilebilir. Ornegin verilen bir dizinin Binet formiiliinii net olarak bulamayabiliriz
ya da verilen bir toplamin degerini net olarak formiile edemeyebiliriz. Bu tiir
durumlarda ¢oziimiin davranigsini kestirmek bizim icin 6nemli olacaktir. Bu tiir

kestirimlere asimptotik yaklagimlar denir.

Simdi bu durumu bir 6rnek ile inceleyelim. Mesela
" /3n
= (V)
k=0

toplamini g6z 6niine alalhm. Bu toplam icin bilinen bir formiil yoktur. Fakat n —

3
oo iken S, kismi toplamlar dizisinin 2( n) 'ye asimptotik oldugunu bilmek bize
n



3 3
bazi bilgiler verir. n — oo iken S, ’nin 2( n) 'ye asimptotik olmasi 5, ~ 2( n)
n n

seklinde gosterilir. Ayni zamanda

= () (o ()
n n n
olarak da ifade edilebilir [12]. Bu esitlik bize daha detayh bilgi vermektedir.
Burada O % ifadesi bize goreceli hatanin mertebesinin % oldugunu soyler.
Bu ifade oncekine gore bize daha fazla bilgi vermesine ragmen baz durumlarda

yeterli bilgiyi vermeyebilir. Dolayisiyla burada istenen ifadeye bizim ihtiyacimizi

gorecek en uygun asimptotik yaklagimi yapmaliyiz.

Simdi bu asimptotik yaklagimlar icin siklikla kullanilan O notasyonunun &zellik-

lerini inceleyelim.

1.2.1 Biiyiik O notasyonu

Asimptotik analiz i¢in en uygun notasyon 1894’te Paul Bachmann tarafindan
ortaya atilmig ve ilerleyen yillarda 6zellikle Edmund Landau’nun ve diger

yazarlarin katkilariyla geligtirilmistir [12]. Bu notasyon matematiksel esitliklerde
H,=Inn+~v+0(1/n)

seklinde goriiliir. Bu ifadeye gore n. harmonik say1 H,; n nin dogal logaritmasi
Inn, Euler sabiti v ve 1/n’nin O degerlerinin toplamidir. O (1/n) ifadesi kesin
bir bilgi vermezken, mutlak degeri 1/n’nin sabit bir katindan biiyiik olmayan bir

degeri gostermektedir.

Genel olarak O («), mutlak degeri || nin sabit bir katindan kii¢iik esit olan bir
say1y1 belirtir. Burada sayinin ve sabitin ne oldugu hakkinda kesin bir bilgi yoktur.
O gosteriminde, sadece sinirlar hakkinda net bir bilgi mevcuttur. Matematiksel

olarak

f(n)=0{(g(n)) vn igin,
ifadesi

|f (n)| < Clg(n)] Vn igin,



ifadesine denktir. Bir ifade icinde kullanilan her bir O kullanimina karsilik gelen
C sabiti farkhdir ve bu C' degerleri n den bagimsizdir. Ornegin, 1’den n’e kadar

olan tamsayilarin kareleri toplamini [],, ile gésterelim. Bu durumda

= i k2
k=1

L Y 1) — Ly Lo L
= —Nnln — n = =N —Nn =N
3 2 3 2 6

olarak formiiliize edilir. Bu ifade aym zamanda

[, = O (n?)

seklinde de yazilabilir. Ciinkii Vn € N icin

1 1 1
“n® 4+ -n*+-n

g g g < gl o ol < 51 51 g o] = e

egitsizligi saglanir. Benzer sekilde
1
L1, = 5”3 + 0 (n2)
olarak da yazilabilir ya da
1, 1
G, = §n3 + §n2 +O0(n)

seklinde de yazilabilir. Bu ii¢ farklh gosterimde her biri kendinden Onceki

gosterimden daha fazla bilgi verir. Ayrica

3, = 0 (n')

ifadeside dogru bir ifade olup neredeyse hi¢ bir bilgi icermedeginden kullanigh
degildir. Bizim bu notasyonu kullanmaktaki en 6nemli amacimiz, ihtiyacimizi

gorecek kadar bilgiyi veren ifadeyi elde etmek olmalidir.

Baz1 durumlarda bize her n dogal sayisi icin olmasada belli kisitlar altinda

asimptotik yaklagimlar gerekmektedir. Mesela
f(n)=0(g(n)) n— oo iken,

ifadesi



egitsizligine denktir. Burada O notasyonu n degeri sonsuza giderken, yani
yeterince biiyilikken, Ozelligini koruyacaktir. Buradaki C' ve ng sabitlerinin
degerleri her bir O gosterimi igin farkli olabilir. Fakat bu sabitler n’ye bagh
degildirler. Benzer gekilde,

oyle C' ve € sabitleri vardir ki
[f (@) <Clg ()], x| <€
egitsizligi saglanir.

O notasyonu, sadece degigkenin (bu degigken genelde dogal say1 ise n, reel sayi
ise x ile gosterilir) sonsuza veya sifira yaklagtigl durumlarda kullamilmaz. Genel
olarak O notasyonu degisken, sonsuz veya sifir digindaki bir degere yaklagtiginda
da kullanilabilir.

O notasyonunun kullamiminda bazi maniipilasyon kurallar1 vardir. Bunlardan

onemli olanlar ispatsiz bir sekilde agagida veriyoruz.
m ve m/, m < m’ olacak sekilde birer reel say1 olmak iizere
n™ =0 (nm/>

olarak ifade edilebilir. Ayrica keyfi bir ¢ sabiti i¢in agagidaki 6zellikler saglanir.

O(f(n)) +0(g(n)) =O(f ()| +lg(n)]),
fn)=0(f(n)),
O (f(n)) =0(f (n)),
O0(0(f(n)) =0 (f(n),
O(f(n)O(g(n) =0(f(n)g(n),
O(f(n)g(n)) = f(n)O(g(n)).



1.3 Descartes isaret kurah

Bir¢ok matematiksel problemde ve modellemede polinomyal denklemlerle kargi-
lagiriz. Ornegin, bir rekiirans dizisinin Binet formiiliinii bulmak icin ilgili dizinin
karakteristik polinomunun koéklerine ihtiyacimiz vardir. Dolayisiyla matematik
tarihinde polinom kéklerinin yapis1 ve polinom koklerini bulma metodlart bircok
yazar tarafindan caligilmigtir. Bu caligmalar sonucu literiitiirde; koklerin sayist
hakkinda bilgi veren kurallar, koklerin yapisini inceleyen yaklagimlar, kék bulma
metodlar1 v.b. gibi sonuclar mevcuttur. Bunlardan biri de Descartes Isaret Kural
olarak bilinen ve polinom koklerinin karakterini (pozitif, negatif ya da sanal)

belirlemeye yardimci olan kuraldir.

Reel katsayili ve n. dereceden keyfi p(z) polinomu, po, p1, ..., p, hepsi birden sifir

olmayan reel katsayilar olmak iizere,
P(x) = put” + ppaa™ - prx 4 py (1.2)

seklinde tanimlanir.

Descartes, La Geometrie adli eserinde polinomun katsayilarinin igaretleriyle ilgili

kuralindan séz etmis fakat ispatini vermemigtir. Bahsedilen kural:

"Bir denklemin pozitif ve negatif koklerinin sayisini su sekilde belirleyebiliriz: Bir

"

denklem, en fazla "+" dan "—" ye veya "—" den "4" ya, icerdigi igaret degigimi

kadar pozitif koklere sahip olabilir. Bununla beraber en fazla, iki ardisik "+" veya

"—" igaretinin sayisi kadar negatif koklere sahip olabilir."

seklindedir.

Daha sonra bu ifadenin ispat1 ve daha genel durumlari bir ¢cok yazar tarafindan
caligilmistir. Bu calismalar neticesinde Descartes Isaret Kurah asagidaki sekliyle

bilinmektedir.

Tanim 1.3.1. py # 0 ve py, ..., p, hepsi birden sifir olmayan reel katsayilar olmak
tizere (1.2) ile verilen p(x) polinomunu goz ontne alalim. Bu p(x) polinomunun
pozitif koklerinin sayisi;, ya polinomun katsayilarimin isaret degisiminin sayisina

ya da bu sayinin bir ¢ift tamsay eksigine egittir.



Bu tanimdan yola gikarak negatif kokler icin su cikarimi yapabiliriz. Verilen bir
polinomda x degigkeni yerine —x koyularak elde edilecek yeni polinomun, pozitif
reel kokleri ilk polinomun negatif koklerine esit olacaktir. Descartes isaret kuralini
bu yeni polinoma uygularsak elde edececegimiz pozitif kokler hakkindaki bilgi ilk
polinomun negatif kokleri icin gecerli olacaktir. Dolayisiyla yukarida tanimim
verdigimiz kural ile hem pozitif hem de negatif koklerin sayisi hakkinda bilgi

edinebiliriz. Daha detayh bilgi igin [4] nolu ¢aligmaya bakilabilir.

Simdi Descartes Isaret Kurali’ni érnekler iizerinde anlamaya calisalim.

Ornek 1.3.1. 42® — 522 + 6 polinomunu ele alalim. Katsayilarm isaretleri
siraswyla +, —, 4+ olup, isaret deqisimi tki defa gerceklesmistir. O halde pozitif
koklerin sayst ya 2 dir ya da O dur. Ayrica, © yerine —x yazarsak —4z3 —
522 4+ 6 polinomunu elde ederiz. Buradaki katsaylarn isaret defisimi bir kere

gerceklestiginden neqatif kok sayist tam olarak 1 dur.

Ornek 1.3.2. 2° — 622+ 142 — 15 polinomunu ¢éz onine alalim. Katsay isaretleri
swraswyla +, —, 4+, — olur. ¢ defa isaret degisimi gerceklestiginden dolayr pozitif
kéklerin saynst ya 3 tir ya da 1 dir. x yerine —x yazilarak —x® — 622 — 142 — 15
polinomu elde edilir ve hic bir isaret degisimi olmadigindan x> — 622 + 142 — 15

polinomunun neqatif koki yoktur.

ki, her 1 < i < k i¢in p; katsayilary pozitif reel sayilar olsun. Bu dizinin
karakteristik polinomu % — piaF=' — poab=2 — . — pp_1x — py, dor. Her 1 <
1 < k igin p;’ler pozitif oldugundan katsayilarin isaret degisimi sadece bir kez
gerceklesmektedir. Dolayisiyla bu polinomun sadece bir tane pozitif reel kiki

vardwr. Diger kékleri ya negatif ya da kompleks koklerdir.

Bu kural pozitif veya negatif koklerin sayisi icin sadece olabilecek degerleri
vermektedir. Kokler hakkinda bagka bir yorum yapmaya olanak vermemektedir.
Ornegin katli kokler hakkinda bize bilgi vermemektedir. Bu durumu asagidaki

not ile belirtiyoruz.

Not 1.3.1. Descartes Isaret Kural, pozitif(negatif) kéklerin saysy hakkinda bilgi
verirken katl kékleride ayry ayri birer kok olarak saymaktadir. Fakal bu kural ile

herhangi bir pozitif(negatif) kokin ka¢ katl oldugu bilgisine ulasilamaz.
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Bu durumu daha iyi anlamak i¢in bir 6rnek ile inceleyelim.

Ornek 1.3.4. "3" 22 — 6z + 9 polinomunun ¢ift katly kokidir. x> — 6z +
9 polinomunda katsayilar arasindaki isaret degisimi ki kere gerceklestiginden,
Descartes isaret kuraly geregi bu polinomun ya ki pozitif kéki vardwr ya da hig
pozitif koki yoktur. Biliyoruz ki "3" bu polinomun pozitifi bir kokidir. Demekki
cift katl kok iki ayr kék olarak sayilmaktadar.

Dolayisiyla Descartes Isaret Kurali, cogu zaman tek basina yeterli olmaz.
Bu kisithhigi gidermek icin bagka kurallar veya manipiilasyonlar ile beraber

uygulamak gerekebilir.
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2. GECMIS CALISMALAR

2.1 Ters Toplamlar

Bu boliimde simdiye kadar indirgeme dizilerinin ters toplamlar ile ilgili yapilan

caligmalar1 6zetleyecegiz.

Bu alanda ilk olarak Landau [25]

=31

n=1

ile tammmlanan Lambert serileri ve Fibonacci sayilari arasindaki iligkiyi

St (20) ()

bagintisiyla verdi.

Bununla ilgili olarak Landau’nun sonucunu, Horadam [18| genellestirilmis Fibo-
nacci sayilari igin

— 1

> g == (L (8" —L(5")
— Uz

n=1 n

> = L) 2L () - L (6

n=1

seklinde elde etmistir. Ayrica bu calismasinda benzer bazi sonuclar: keyfi baglangic
kogullu ve keyfi katsayili ikinci mertebeden lineer indirgeme dizileri i¢in de elde

etmigtir.
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Andre-Jeannin [1] Lambert serileri ile iligkili olarak

ZUn P, n+1(p,1):2(a_6> (L(Bz)_2L(ﬁ4)+2L(68))+5
ve ) 2 N | L
ZV P, n+1p,)_a_ﬁ(L(ﬁ) 2L(ﬂ))+(a_5)p

egitliklerini elde etmigtir.

Bazi 6zel indirgeme dizilerinin sonsuz ters toplamlarinin farkh yazarlar tarafindan
farkli zamanlarda hesaplanan niimerik degerleri Brousseau’nun [8] nolu kitabinda
toplu bir gekilde verilmistir. Bu degelerin bazilar1 agagida listelenmigtir.

[e.9] (e 9]

1 1

— = 3.3598856662..., = 1.82451515...,
;Fn ;FQn—l
ii = 0.56617767 ii = 0.60057764
2 L2n . ey 2 P2n . cee

Bu degelerin rasyonel olup olmadiklar1 dogrudan anlagilmadigindan gesitli ya-
zarlar bu tiir toplamlarin irrasyonelligini ayrica incelemigtirler. Ornegin, Andre-

Jeannin [2] Lucas sayilarinin ters toplamimin irrasyonel oldugunu ispatlamigtir.

Good [11] Fibonacci sayilar i¢in agagidaki ters toplami hesaplamigtir.

i1 7\/_

o (2.1)

n=1

Ayrica Hoggatt ve Bicknell [14] bu sonucun 10 farkh yoldan ispatmi géstermis-

lerdir.

Bu toplamin bir genel durumu olarak, Hoggatt ve Bicknell [13]

2Ly — FoV/5 + 55}

eger k tek ise,

00 1 2F2k
> (2.2)
n=0 2 — BV + Ly y -
eger k c¢ift ise,
2F
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sonucunu elde etmislerdir.

Fibonacci sayilari igin verilen bu iki ters toplami, Bergum ve Hoggatt |[6]
Fibonacci ve Lucas polinomlarini kullanarak genellegtirmislerdir. Bunun yaninda
a(z) ve f(x), genellestirilmis Fibonacci polinom dizisi {F,(z)} in karakteristik

polinomunun kokleri olmak tizere ¢ = b — a + k kabulu altinda

- yanratk Foark(@)Fp(z)  Fplz) of(z) =<0,
;< g Fpnta—i(2) Fnip(x) — Fy() { BH(x) x>0,

(2.3)

toplamini hesaplamiglardir. Ayn1 caligmada Lucas polinomlar: i¢in de benzer

sonuclar elde etmiglerdir.

Backstrom [5], baz1 pozitif a,b ve ¢ tamsayilan icin ise

(9] 00 1
nz:: an—l—b +c ve nz:; Lan+b +c (24)

tipindeki toplamlar1 hesaplamigtir. Ornegin, a = 2, b= 1 ve ¢ = F}, alinirsa,

1 _kVB
Fopy1 + F, 2L,

o0

n=0

sonucunu buluruz. Ayrica a = 2k, b = k + 2t ve ¢ = F}, degerleri igin ise

i 1 V5 —5F, /L, eger t cift ise,
= F(2n+1 k2t + Fr 2L V5 — L;/F, eger t tek ise,

toplamini elde ederiz.

Popov [29], (2.3) ile verilen toplami, genellegtirilmig Fibonacci ve Lucas dizileri
{Un(p,q)} ve {Va(p,q)} icin hesaplamigtir. Ayrica, Bacstorm’un (2.4) tipindeki
toplamlarim {F,} yerine ayr ayri {U,(p,q)} ve {V.(p,q)} alarak daha genele

tagimigtir.

Brousseau |7] birbirinden farkli pozitif k; tamsayilar igin

> R
F Fn-‘,—kl Fn+k2 Fn-‘,—k,- o FnFn+k1 Fn+k2 e Fn+k7-

n=1
tipindeki sonsuz toplamlar1 goz Oniine almigtir. Rabinowitz [30], ayni tipteki

toplamlarin hesaplanmasi igin algoritmik bir yaklagim vermigtir. Daha sonra,
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yine Rabinowitz [31] {F},} yerine, keyfi baglangi¢ kogullarina ve keyfi katsayilara
sahip ikinci dereceden rekiirans dizilerini kullanarak onceki sonuclarin genel

durumlarini elde etmigtir.

Melham ve Shannon [26], (2.1) ve (2.2) de Fibonacci sayilari i¢in verilen sonuglarr,
genellegtirilmis Fibonacci dizisi {U,(p,1)} ve Lucas dizisi {V,(p,1)} i¢in elde

etmigtir. Bununla beraber sonsuz toplamlara dair

> 1 1
= 2.5
2 o D D)~ @ U (2:5)

ve
o)

1 1
2 Vo D@ D)~ 2@ A1) (26)

sonuclarini vermislerdir.

Andre-Jeannin [3], (2.5) ve (2.6) daki sonuglari, ikinci dereceden en genel rekiirans
dizisi {W,,} i¢in,

Sk = — ve Ty= —_
* ; Wk ’ ; W Wk
toplamlarini hesaplayarak daha genele gotiirmiistiir.

Bu boéliimde simdiye kadar bilinen ters toplamlara dair c¢esitli sonuclar1 vermeye
caligtik. Bundan sonraki boliimde kismi ters toplamlara dair cesitli sonuclar

verecegiz.

2.2 Kismi Ters Toplamlar

Xi [34], Horadam dizisi {W, }'in keyfi iki teriminin ¢arpiminin /. kuvvetlerinin

ters toplamlarini gbz 6niine almig ve
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t n -1

Z W Z [<Wk+1 — WiB) ¢" Fa™ — (Wigy — Wia) ﬁ2(n7k)+m}

n=k ntm j—q

I—1—1

> [(Wk—l-l o Wkﬁ) qn—kﬁm . (Wk+1 _ WkOé) 62(n—k)+m]i
B (p? — 4q)% ¢ mz—l { Bl BUt+it1=k)

(o = Bm) (W1 = Wif) i=0 Wiy Whin
ve
3 qn 3 11—
Z wWiwe, - Z [<Wk+1 — WiB) ¢" Fa™ — (Wiga — Wia) BQ(nika}
n=k n'tntm ;g

X [(WkJrl — Wkﬁ) qnﬁkﬁm — (WkJrl _ WkOé) ﬁZ(n—k)er]i

_ (V" — 49)* ¢* mz_l B

(am = Bm) (Wi — WiB) & Wi,

sonuclarini elde etmigtir.

Kilig ve Irmak [19], Xi'nin sonuglarini keyfi pozitif k tamsayist i¢in {Wy,,} dizisini

ele alarak genellegtirmiglerdir.

Othsuka ve Nakamura [28], Fibonacci sayilar1 ve karelerinin kismi ters toplamla-

rinin ¢arpimsal terslerinin taban degerlerini agagidaki gibi vermislerdir.

-1
(i i) _ { F, o  eger n > 2 cift ise, 27)
F,

F, o—1 egern > 1 tek ise.

ve

-1
i 1 ) FaaF,—1 eger n > 2ift ise,
Fk2 F, | F, eger n > 1 tek ise.

Zhang ve Wang [33], (2.7) deki sonucu Pell sayilar i¢in

-1
i 1 B P11+ P, eger n > 2 cift ise,
P, N

k= P, 1+ P, 5—1 egern>1 tek ise,

seklinde bulmusglardir. Ayrica ayni yazarlar [32] nolu ¢aligmalarinda, Pell sayila-

rinin karelerinin kismi ters toplamlarina dair sonuclar elde etmislerdir.
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Holliday ve Komatsu [15|, yukaridaki sonuglar genellegtirilmis Fibonacci dizisi

{U.(p,1)}'1 gz 6niine alarak agagidaki gibi genellegtirmiglerdir.

(i i) o _ { U,—U,_1 egern > 2 cift ise, (2.8)
Uk

U,—U,-1—1 egern>1 tekise,

-1
i 1 ) pURU—1 — 1 eger n > 2 cift ise,
—n Ul? pU, U, 1 eger n > 1 tek ise.

Buna ek olarak ayni ¢aligmada yazarlar Jakobsthal say1 dizisi {J,} i¢in

-1
i 1 ) Ju1— 1 eger n > 2 gift ise,
k=n Jk Jn

eger n > 1 tek ise,
sonsuz kismi ters toplamini hesaplamiglardir.

Komatsu [23], bunlardan farkh olarak "alta tamamlama fonksiyonu" yerine "en

yakin tamsay fonksiyonu" ||o]|1 (||z|| = I_;I: + %J) kullanarak cesitli ters toplamlar
elde etmistir. p; > po > 0 olmak iizere ikinci mertebeden en genel indirgeme dizisi

{u,} igin her n > ny olmak iizere

—1
0
1
E - = Up — Up—1
P Up,

sonucunu elde etmistir. Buradaki ng, p1, p2 ve {u,} dizisinin baglangig degerlerine
baglhidir.

Yine Komatsu [22], 3. mertebeden Tribonacci dizisi {7}, }'nin kismi ters toplamlari

icin
~ 1
1
(Z _> =T, — Tnfb (n > 1)
Ty
k=n
ve
00 1 -1
Z —— = TZn - T2n72> (n > 1)
— T

sonuclarini ve bunlara paralel olarak alterne kismi ters toplamlarini vermigtir.

Komatsu ve Laohakosol [21], literetiirde ilk defa yiiksek mertebeden indirgeme

dizileri icin kismi ters toplamlara dair sonuclar vermistirler. Tlgili calismalarinda,
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keyfi baglangi¢c kogullarina sahip ve her n > k ve p > 1 i¢in
Up = PUp—1 + Up—2 + Up—3 + -+ Up—k

kuralyla tanimlanan k. mertebeden lineer indirgeme dizisini g6z oniine alarak

-1
=1

<§ _> = Up — Up-1, (TLZTL())
U

k=n

ve

1
=1
(Z —) = Ugy — Ugp—2, (N > Ng)

U
k=n 2k

sonuclarim vermislerdir. Buradaki ng,nq,n, degerleri, p'ye ve {u,} dizisinin
05 ) ’

baslangi¢ kosullarina bagh dogal sayilardir.

Bu ¢aligmanin bir adim 6tesinde, Kilic ve Arikan [20] nolu ¢aligmalarinda, p ve
q keyfi pozitif katsayilar olmak iizere, keyfi baglangi¢ kosullarina sahip ve n > k
i¢in

Up = PUp—1 T QUp—2 + Up_3 + -+ + Up_k
kuraliyla tanimlanan yiiksek mertebeden indirgeme dizisini géz 6niine almiglardir.

Bu caligmalarinda t ve r, 0 < r < t sartim1 saglayan keyfi tamsayilar ve p > ¢

olmak iizere

Utfe+r

00 -1
1
( E ) = Utn+r — Utn—t+r, (TL > nO)
k=n

ve

(Z ) ) - (_1)tn+r (Wingr + Utn—t1r), (0> nq)

Uu
h—n thk—+r

toplamlarini hesaplamiglardir. Buradaki ng ve ny, t,r,p,q degerlerine ve {u,}
dizisinin baglangic kogullarina bagh dogal sayilardir. Bu toplamlar daha once
tanimlanip hesaplanmig olan tiim kismi toplamlar1 ve daha genel durumlarim

ihtiva etmektedir.
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Simdi iki farkh 6rnek verelim.

Eger p = ¢ = 1 ve baglangi¢ kosullar1 ug = 0 ve u; = 1 olarak alimirsa, ikinci
mertebeden lineer indirgeme dizisi {u,}, bize Fibonacci dizisi {F,}’1 verir. O

halde t = 5 ve r = 3 olarak segilirse

~1
=1
(Z > = F543 — Fsp_a, (n>1)

F:
i Lsk+3

ve

(Z - ) = (=1)" (Fsp4a + Frn2), (n>1)

Frp
i L'5k+3

kismi ters toplamlarimi elde ederiz. Buradaki n > 1 sart1 niimerik hesaplamalar

sonucu elde edilmigtir.

Ikinci érnegimizde, p = 7, ¢ = 4 ve baslangic kosullart ug = u; = 0, us = 1 ve
ug = 2 secilerek elde edilen 4. mertebeden {u,} dizisini g6z 6niine alalim. Yani

{u,} dizisi n > 4 igin
Uy = TUp—1 + 4Up_2 + Up_3 + Up_4g

indirgeme kurali ile tanimlanmig olsun. Eger ¢ = 1 ve r = 0 olarak segilirse

-1
= 1
(Z —) = Up — Un-1, (1 2= np)
k=n Uk

ve

U

(Z ﬂ) = (=1)" (up + tun-1), (n>ny)

k=n
sonuclar elde edilir. Buradaki ng ve n; dogal sayilar {u,} dizisinin karakteristik

polinomunun koklerine ve baglangic degerlerine baghdir.
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3. PROBLEM TANIMI

Simdiye kadar literatiirde cesitli indirgeme dizilerinin ters toplamlarina iligkin
elde edilmig sonuglari verdik. Bahsedilen caligmalarda, yazarlar genelde ikinci
dereceden lineer indirgeme dizilerinin ters toplamlari icin bazi sonuclar vermisler-
dir. Bir kisim yazarda yiiksek mertebeden bazi 6zel lineer indirgeme dizileri igin
ters toplamlar elde etmiglerdir. Bununla beraber son zamanlarda, ||o|| en yakin

tamsay1 normunu gostermek iizere

()

seklindeki kismi ters toplamlara dair sonuclar verilmigtir. Bu tip toplamlar icin en
genel sonucu, Kili¢ ve Arikan [20] nolu ¢ahismalarinda, keyfi baglangi¢ kogullarina

sahip ve iki keyfi katsayih
Up = PUp—1 + qUp—2 + Up—3 + *** + Up_f
kuraliyla tanimlanan indirgeme dizisi {u, }'i gbz 6niine alarak vermislerdir.

Bu caligmadaki esas amacimiz, hepsi birden sifir olmayan keyfi baglangic kosul-

larina sahip ve (1.1) indirgeme kurali ile tanimlanan {u,} dizisi i¢in

ve
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kismi ters toplamlarini hesaplamaktir. Burada ¢ ve r, 0 < r < ¢ sartim1 saglayan

keyfi tamsayilardir.

GOz 6niine aldigimiz {u,, } dizisi, daha 6nce kismi toplamlar: hesaplanan dizilerin
en genel halidir (Bakiniz Tablo 1.1). Dolayisiyla bu caligmada verecegimiz

sonuclar onceki sonuglarin bir genellemesi olacaktir.
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4. SONUC ve DEGERLENDIRME

4.1 Elde edilen sonuclar

Sabit katsayili ve keyfi baglangic kosullu k. mertebeden lineer indirgeme dizisi
{u,}i

Up = P1lUp—1 + PoUp—2 + *** + PrlUn_k (4.1)
kurali ile tammmlamigtik. Bu bolimde yukaridaki kural ile tamimlanan {w,}

dizisinin kismi ters toplamlarina dair sonuclar verecegiz.

(4.1) kurali ile tanimlanan {u, } dizisinin, en az bir baglangi¢ kogulu sifirdan farklh

olmak zorundadir aksi takdirde sifir sabit dizisini elde ederiz.

Simdi elde ettigimiz sonuclarit verebiliriz.

Teorem 4.1.1. Her i € {1,2,...,k — 1} i¢in p; > piy1 olmak dzere (4.1) kurals
ile tanamlanan {u,} indirgeme dizisini goz oniine alalim. Bu durumda 0 < r <t

sarting saglayan t ve r tamsayilary i¢in belli bir ng pozitif tamsayist varder dyle ki

—1
o)
1
E = Utn+r — Utn—t+r
k=n

her n > ng i¢cin

Utk+r

esitlige saglanar.

Buradaki no pozitif tamsayisi, {u,} dizisinin baglangic kogullarmma, ¢ ve r

tamsayilarina ve i € {1,2,...,k} i¢in p; katsayilaria bagh olarak belirlenir.

Teoremin ispat1 i¢in asagida verecegimiz lemmalara ihtiyacimiz olacaktir.
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Lemma 4.1.1. Kabul edelim ki p; katsayilary her i € {1,2,... k — 1} i¢in p; >
piv1 sartina saglayan keyfi pozitif reel saylar ve k > 2 bir tamsayr olsun. O halde

flz) = o — pratTt = poat T = e — 2 —

seklinde tanwmlanan f(x) polinomu i¢in

(1) f(z) polinomunun yalnizca bir tane « pozitif reel koki vardwr ve bu kék p; <

a < p1 + 1 esitsizliging saglar,

(i1) f(x) polinomunun diger k —1 tane koki kompleks diizlemdeki birim ¢emberin

wcerisindedir,

sartlary gerceklenir.

ispat. Ilk olarak g(z) polinomunu

g(a) = (z = 1) f(z)
=" = (p+ 1) 2"+ (pr—p2) ™ 4 (P2 —pa) T4 A

k—1
=" — (p+ 1) + Z (pi — pis1) 2" + pi
i=1

seklinde insaa edelim. Descartes Isaret Kurali geregince f(x) polinomunun tam
olarak bir tane ve bdylece g(x) polinomunun tam olarak iki tane pozitif reel kokii
vardir. (Bakiniz Ornek 1.3.3). Tanimi geregi agikga g(z) polinomunun kéklerinden
biri 1 dir ve diger kokii ise f(x) polinomunun pozitif reel kokiidiir. p;’ler pozitif

reel sayilar oldugundan dolay1

f1) =p —pF —poph 2 —paph ™ — - — pr_ap1 — i
= — (papi > +pspi ™ — -+ Peoap1 + i)

<0

esitsizligi saglanir. Ayrica

fp1+1)

= (p1 + 1)k —pi(p1+ 1)k_1 —p2(p1 + 1)k_2 —p3(p1+ 1)k_3 — =Dk
=+ D" p+1-p) - (pz i+ s (o + 1) 4 +Pk>

= (p+1)"" - (Pz P+ D)+ ps(r+ 1) 4 +pk> (4.2)
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olarak yazilabilir. Her bir ¢ > 1 icin p; > p; oldugundan dolay:

P2 (p1 + 1)k_2 +p3 (p1 + 1)k_3 + g
< (o + D+ o+ 1)

_ (p1+1)k_1—1
p1 mtl—1

=(p + 1)k_1 —1

et 1)

esitsizligini yazariz. (4.2) esitliginin sag tarafinda bulunan
pe (A D) ps (p + D)y

ifadesi (p; +1)" " degerinden daha kiiciik oldugundan dolay1 f(p; + 1) > 0 dur.
Dolayisiyla ara deger teoremi geregince f(x)'in p; < o < p; + 1 sartim saglayan

a porzitif reel kékii vardir. Boylece Lemma (i)'nin ispat1 tamamlanir. [
Sonug 4.1.1. Lemma (i)’yi géz énine alirsak,

ejer v € R ve x > a ise f(x) > 0, (4.3)

ejer t € R ve 0 <z < aise f(x) <0,
ve

ejer v € R ve x > « ise g(z) > 0,

ejer v € R ve 1 <z < aise g(x) <0, (4.4)
ifadelerini elde ederiz.

Lemma (ii)’nin ispati i¢in f(x)’in birim ¢emberin iizerinde ve diginda o’dan bagka

bir kokiiniin olmadigin1 géstermemiz yeterli olacaktir.

Lemma (ii)’nin ispat.

Iddia 1: f(z)in |z| > a olacak sekilde z; kompleks kokii yoktur.

Kabul edelimki boyle bir z; kompleks kokii mevcut olsun. Bu durumda
k—2 k-3

fz1) =2 —piaf = = — ez — e =0
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ve bdylece
25| <pu |t + o [ 4 s [ e ||+ e
f(lzl) = |Zl‘ - ’2'1|k_1 — D2 lefk_2 — D3 |2’1’k_3 — = || —pe <0

esitsizligi elde edilir. Bu ise (4.3) de verilen esitsizligi ile ¢eligtiginden dolay1 boyle
bir kok mevcut degildir.

Iddia 2: f(z)'in 1 < |2| < o sartim saglayan z, kompleks kokii yoktur.

Farz edelimki béyle bir z; kompleks kokii olsun. Bu durumda f(z) = 0

olacagindan

g(z) = 25+ — P1+1Z§+Z —piy1) % D=0

olur. Bununla beraber her ¢ € {1,2,... k — 1} i¢in p; > p; 41 oldugundan

k—1

(p+1) 22 < 2o+ 37 (= pist) 2o +
i=1

esitsizligini yazariz. Buradan ¢(]z2|) > 0 olarak bulunur. Bu durum (4.4) ile

verilen egitsizlikle celigtiginden boyle bir 2o kokii yoktur.
Iddia 3: f(2)'in |z3] = o ve |z3] = 1 cemberleri iizerindeki tek kokii o dur.

23 # « olmak lizere ya |z3] = o ya da |z3] = 1 ve f(z3) = 0 olarak kabul edelim.

Bu durumda
g(z3) = 241 — (p+ 1) Z§+Z —pis1) 2z +pr =10
olur. Ucgen esitsizliginden

k1
(p1+1) |2]" < |Z3\k+1+z — i) 2s" 7 + pi
i=1

yazilir. o ve 1, g(z)’in kokleri oldugundan

AT — (pr+1) 25 + Z —piv1) 27+ i

k-1
= |25 + Z — pis1) |zl + i
i=1
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egitligi elde edilir. Son esitligin elde edilebilmesi icin gerek ve yeter sart her
bir terimin orijin merkezli uzanan aym 1gimin {izerinde olmasidir (Bakimz [27]).
Son terim p, > 0 oldugundan, diger z8™' ve her i € {1,2,...,k—1} icin
(p; — pit1) 257" terimleri de pozitif reel sayilar olmaldirlar. (p; — pip) € RF

§+1 ve zé“" degerleride pozitif reel sayilar

olacagindan, 1 < ¢ < k — 1 i¢in 2
olacaktir. Bu durumda z3'iinde bir pozitif reel say1 oldugu gériiliir. Bundan dolay1
z3 ya 1 ya da « olabilir. f(1) # 0 oldugundan z3 = 1 durumu dogru olmayacaktir.
Lemma (i)’den, f(z)’in tam olarak bir tane pozitif reel kokii oldugunu biliyoruz.
Yani z3 = a durumu zaten elimizde mevecut olan bir durumdur. Descartes Isaret
Kurali kath kokleri ayr1 ayr saydigindan dolayi, a, f(z)’in tek kath pozitif reel
kokiidiir ve bagka bir pozitif reel kokii yoktur. Bu ii¢ iddiadan, Lemma (ii)’nin

ispat1 tamamlanir. O

Lemma 4.1.2. «, f(z) polinomunun pozitif kéki ve k > 2 olsun. Her i €
{1,2,...,k =1} d¢in p; > piy1 sarte altinda (4.1) kurale ile tanamlanan {u,}

dizisinin Binet formili ¢ > 1 olmak tizere
U, =aa" +0(c™"), (n— o0)
olarak yazilir.
Ispat. o, a1, o, ..., a; degerleri f(z)in, 1 <i <t igin |o;| < 1 sartin1 saglayan

farkh kokleri olsun ve 1 < j < ti¢in r;, o;'nin kathhgini gostersin. Acik bir sekilde

rn+re+ -+ 1 =k — 1 dir. Binet formiilii bulma 3. adimindan wu,, terimini
t
Uy, = aa” + Z P;(n)a}
i=1

seklinde yazariz. Burada P;(n), deg P, = r; — 1 olacak sekilde n’nin bir
polinomudur ve a bir pozitif reel sayidir. Her ¢ € {1,2,...,¢} igin |oy| < 1
oldugundan, n — oo iken toplam igerisindeki her bir terim ayr1 ayri 0’a

yaklagacaktir. Dolayisiyla n > ng dogal sayisi igin

¢
Zﬂ(n)a? < Ke™
i=1

sartin1 saglayan K ve ¢ > 1 olacak sekildeki K ve ¢ pozitif reel sabitlerini

bulabiliriz. Biiyiik O notasyonunun tanimindan ispat tamamlanir. O
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Ornegin, eger {u,} dizisinin karakteristik polinomunun tiim kokleri birbirinden

1

farkl ise ¢ = max{|ay|, |az], ..., |ax_1]} ve K =k — 1 olarak segilebilir.

Simdi yukaridaki lemmalarin yardimiyla Teorem 4.1.1’in ispatini verebiliriz.

Teorem 4.1.1°in Ispati. ¢ — 0 iken geometrik seri agilimi ve asimptotik

yaklagim kurallarindan

=1Fe+0(€)=1+0(e)

1+e

esitligini elde ederiz. Lemma 4.1.2 den {u,, } dizisinin (¢k + r) . teriminin ¢arpimsal

tersini

1 1 1

sy 0™+ O(T) ik (14 0((ac) ™))

_ ﬁ (1 n O((OéC)_tk)> _ ﬁ +0 ((&26)—%)

seklinde yazabiliriz. Dolayisiyla

1 I <1 = itk
D e = 2 an O ( (a®) )
k=n r =n k=n
o —tn—r n
:a(oﬁ—l) t —|—O<(a20) t)

toplamini buluruz. Bu kismi ters toplamin ¢arpimsal tersini alirsak

(£2) - 1
S A )
= L (140 ((ac) ™))
= Lm0 ()

= Utntr — Utn—t+r + O (C_tn)

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla, ¢ > 1 ve t pozitif oldugundan sondaki hata
payimni 1/2 den kiiciik yapacak bir ny dogal sayisi vardir. Sonug olarak en yakin

tamsay1 normunu aldigimizda istenilen sonucu elde ederiz. O]
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Bu sonucumuzu, 4. mertebeden bir indirgeme dizisi iizerinde orneklendirelim.

{u,} dizisi, ug = u; = 0, uy = 1 ve ug = 2 baglangic kogullar1 ve n > 4 i¢in
Up = 4Un—l + 3Up—2 + 3p—3 + Up—s

indirgeme kural ile tanimlanan 4. mertebeden bir indirgeme dizisi olsun. {u,}

dizisinin ilk bir kag terimi agsagida listelenmigtir.
1,2,11,53,252,1202, . ...

Burada t = 5 ve r = 3 igin Teorem 4.1.1'1 {u,,} dizisine uygularsak, belli bir n

dogal sayis1 vardir 6yle ki n > ng i¢in

-1
[o@)
1
E = Upn+3 — Usn—5+3

U
o Usk+3

esitligi gergeklenir. Bu ng dogal sayisi, {u,} dizisinin baglangi¢ kosullarma, t =5

ve r = 3 se¢imine ve indirgeme kuralidaki katsayilara baghdir.

Sonug 4.1.2. Her i € {1,2,...,k — 1} i¢in p; > piy1 olmak dzere (4.1) kurals
ile tansmlanan {u,} indirgeme dizisini géz ontne alalim. Bu durumda belli bir ny

pozitif tamsayise vardir oyle ki her n > ny i¢in

esitligi saglanar.

ispat. Teorem 4.1.1 de t = 1 ve r = 0 olarak secilirse istenilen toplam elde

Simdi yiiksek mertebeden indirgeme dizilerinin alterne kismi ters toplamlarina

dair elde ettigimiz sonucu verelim.

Teorem 4.1.2. Her i € {1,2,...,k— 1} i¢in p; > p;iy1 olmak dzere (4.1) kurals

ile tanamlanan {u,} indirgeme dizisini goz oniine alalim. Bu durumda 0 < r <t
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sarting saglayan t ve r tamsayilary i¢in belli bir ny pozitif tamsayisy varder dyle ki

her n > ngy i¢in

u
k—=n thk+r

(Z ) ) = (_1)tn+r (Wintr + Utn—t4r)

esitlige saglanar.

Ispat. Ispata toplanan terimi hesaplamak ile baslayalim

) L ) R e 1
Ut r a4 O(c—t=r) — qatktr (1 L0 ((ac)_tk»

= Cg;ilkr (1 +0 <(ac)_tk>) )

Bu terimi k£ = n den k£ = oo a toplarsak

N I CE)
_ = (_1>k = 2 \—tk
Z qotk+r +0 Z (o)

egitligini elde ederiz. Her iki tarafin carpimsal tersini alirsak

o

- (_a)m; @Y (140 ((ae) ™)

(_ )tn+7" (aathrr + aatan»r) 4 O (Cftn)
= (_1)tn+T (utn—i-r + utn—t—‘r’/‘) +0 (C_tn)

—_

sonucuna ulagiriz. Oyleyse ¢ > 1 ve t pozitif oldugundan sondaki hata terimini
1/2 den kiiciik yapacak bir ny pozitif tamsayisi vardir. Béylece en yakin tamsay1

normu alinirsa ispat tamamlanir. O
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Benzer gekilde buradaki ny pozitif tamsayisi, {u, } dizisinin baglangi¢ kosullarna,
t ve r tamsayilarina ve her i € {1,2,... k} i¢in p; katsayilarina bagh olarak

belirlenir.
Alterne toplamlar i¢in elde ettigimiz bu sonucu 6rnek bir dizi iizerinde gorelim.
Basglangi¢ kosullart vy = uy = ug = 0 ve ug = u4 = 1 olan ve n > 5 igin

Uy, = DUp—1 + 3Up_2 + 3Up_3 + 2Up_g + 2Up_5

rekiirans kurali ile tanimlanan 5. mertebeden lineer indirgeme dizisi {u,}’i goz

oniine alalm. {u,} dizinin ilk bir ka¢ terimi
1,1,8,46,259, 1461, . ...

seklindedir.

Teorem 4.1.2 de eger t = 3 ve r = 2 olarak secilirse

(Z ﬂ) = (=1)" (usns2 +usn-1), n>ng

U
k—n 3k+2

toplami elde edilir. Eger t = 5 ve r = 1 olarak secilirse

(Z ﬂ) = (‘1)n+1 (Usn41 + Usn—a), N >ng

u
i Usk+1

toplam1 bulunur. Eger ¢t = 2 ve r = 0 olarak secilirse

-1
= (—1)f
Z = Uy + Up—2, N >Ny

u
k—=n 2k

esitligi elde edilir. Buradaki ng,n; ve ng pozitif tamsayilar, {u,} dizisinin
baslangic degelerine, ¢ ve r degerlerinin secimlerine ve rekiirans kuralindaki

katsayilara bagldir.

Sonug 4.1.3. Her i € {1,2,...,k — 1} i¢in p; > piy1 olmak dzere (4.1) kuraly
ile tansmlanan {u,} indirgeme dizisini géz oniine alalim. Bu durumda belli bir ng

pozitif tamsayis vardir oyle ki her n > ng i¢in

<Z (_ui) ) = (=1)" (n + tn-1)

esitlige saglanar.
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ispat. Teorem 4.2.1 de t = 1 ve r = 0 olarak secilirse istenilen toplam ispatlanmis
olur. O

Simdiye kadar her ¢ € {1,2,... k— 1} i¢in p; > p;y1 kisit1 altinda k. mertebeden
indirgeme dizileri i¢in kismi ters toplamlari elde ettik. Bu sonuclarimiz {F,},
{P,},{T.}, {U.(p, 1)} ve yiiksek mertebeden indirgeme dizileri i¢in daha 6nceden

elde edilen sonuclarin daha genel durumlarini icermektedir.

Bu calismada, yazarlarin elde ettigi durumun bir genellemesi olarak asagidaki

sonuclari elde ettik.

Baglangi¢ kosullar1 g = 0 ve hy = 1 olan ve p bir pozitif tamsay1 olmak {izere
n > 2 i¢in
hn = phn_l + (p + 1) hn_g (45)

rekiirans kural ile tammmlanan {h,} dizisini gz 6niine alalim.

Teorem 4.1.3. 0 < r < t sartini saglayan t ve r tamsayilar: i¢in belli ny ve ns

pozitif tamsayilary vardir dyle ki her n > ny i¢in

-1
= 1

(Z ) = htn-l—r - htn—t—i—r
k=n

htk+r

ve her n > ns i¢in

(Z - ) = (=)™ (g + hin-es)

[ tk+r

esitlikler: saglanar.

ispat. Ispata {h,} dizisinin Binet formiiliinii bularak baglayahm. {h, } indirgeme

dizisinin karakteristik polinomu
v —pr—(p+1)

seklindedir. Bu polinomun kokleri (p + 1) ve —1 dir. Baglangig kogullar yardi-
miyla {h,} dizisinin Binet formiilii

(p+1)"—(=1)"
p+2

hy =
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olarak bulunur. Elde etmek istedigimiz kismi ters toplamdaki toplanan terim
L p+2 B p+2
By B th+r _ q\tk+r T . thtr
T )

p+1

p+ 92 1 thk+r 1 2(tk+r)
(p+1) p+1
__pF2 (g
(p+ 1)tk+7'

. pt2 L0
- (p+ 1)tk+r p+1

olarak yazilabilir. Dolayisiyla

i i(( p+?k+r+

tk—l—'r k—n

0
:i Pt +0<

7))
/)

2+ R
D)™ ((p+ 1) 1) O ((p+1> )

sonucuna ulagiriz. Son olarak her iki tarafin carpimsal tersini alirsak

@h;) NanrTTE. +O<(L>)>

P+ (p+1)"—1)

(p+2) (p+1) 1"
= ww_n)(Ho((pﬁ) ))
_ 1>tn+r . (p + 1)tn—t+r)

tn—l—r 1 2tn
0) -
p+1 + ((p+1> ))

tn—i—r (p+ 1)tn—t+r B (_1 + (_1)1‘)
p+2 p+2

+0<<p%>f")

»—t%

tk-i-
k=n ( '

—_

X
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egitligini elde ederiz. Aym zamanda

(p+ 1)tn+r . (p + 1)tn7t+r + (_1)tn+r (_1 + (_1)1‘,)
p+2

htn-}—r - htn—t—i—r =

oldugunu biliyoruz. Burada p > 1 oldugundan dolay1 her pozitif n tamsayisi

(D™ (AL () L .
) ifadesi birden kiiciik bir degerdir. O halde yukaridaki

p
toplamdaki son hata terimi i¢in belli bir ng pozitif tamsayis1 bulunabilir ki bu

i¢in
terim istenildigi kadar kiiciik birakilabilir ve en yakin tamsay1 normu alindiginda

[5

esitligi ispatlanmig olur.

-1
1
htk+r> - htn—l—r - htn—t—l—r

Alterne kismi ters toplam icin verilen esitlik de benzer gekilde ispatlanabilir. [

Not 4.1.1. Benzer sonu¢ Jakobsthal-Lucas dizisi {j,} icin gecerli degildir. {j,}
dizisinin Binet formdili

Jn = 2" + (_1>n

seklindedir. Burada (—1)" degeri mutlak olarak 1 den kigik olmadigindan
aynt argimanlar burada calismayacaktir. Dolaysiyla bu sonug¢ keyfi baslangic
kosullarina sahip olan ve (4.5) kuralwyla tanimlanan diziye genellenemez. Fakat
uygun baslangic kosullar, secimine gore benzer sonug farkly diziler icin de elde

edilebilir.

Simdiye kadar indirgeme bagimtisindaki katsayilarin tiimiiniin pozitif oldugu
durumlar inceledik. Bu ¢aligmamizda son olarak, daha onceki ¢aligmalarda goz
oniine alinmayan rekiirans kuralinda negatif bir katsay1 bulunan ikinci dereceden

indirgeme dizileri i¢in elde ettigimiz sonuglar1 verecegiz.
Hatirlatalim ki Horadam dizisi {W,,}, keyfi baglangi¢ kosullari ve n > 2 igin
Wn = an,1 - anf2 (46)

indirgeme kurali ile tanimlanir.
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Teorem 4.1.4. p ve q, p > q+ 1 sartine saglayan pozitif tamsayilar olmak iizere
{W,.} indirgeme dizisini géz éniine alalim. Bu durumda 0 < r < t sartini saglayan
t ve r tamsaylary icin belli ng ve ny pozitif tamsaylary vardir dyle ki her n > ng

1CIN

tk+r

1
=1
:Wn T_an r
‘(;W ) tn+ tn—t+

ve her n > ny i¢in

(Z ﬂ) U Wt W

k—=n, Wtk-l—r
esitlikler: saglanar.

Lemma 4.1.3. p ve q, p > q + 1 sartiny saglana pozitif tamsaylar olsun. Bu
durumda (4.6) kuraly ile tanymlanan {W,} dizinin Binet formili ¢ > 1 ve a > 1
olmak tzere

u, =aa" +0(c™")  (n— 0),

olarak yazilabilir.

ispat. {W,} dizisinin karakteristik polinomu
flz) =2® —pr +q

seklindedir ve acik¢ca f(0) = ¢ > 0 dir. Ayrica p > g + 1 oldugundan dolay:
f)=1-p+q<0

esitsizligini elde ederiz. O halde ara deger teoremi geregince f(z)’'in koklerinden

biri (0, 1) araligindadir. Bunun yaninda

fp)=p"—p*+q=q¢>0

olacagindan dolay1 ara deger teoreminden f(x) polinomunun diger koki (1,p)
arahiginda olacaktir. o € (1,p) ve ¢! € (0,1) olacak sekildeki kikler olsunlar. O
halde {W,,} dizisinin Binet formiilii

W, = aa"™ + bc™"

seklindedir. n — oo iken ¢™" degeri 0 a yaklagsacagindan dolay1 istenilen esitlik

ispatlanmig olur. O

34



Teorem 4.1.4’iin Ispati. Lemma 4.1.3 ten {W,} dizisinin (tk + 7). teriminin

carpimsal tersi

1 1 1
Wisr a7+ 0(7) gt (1+0((ac) ™))

1 _ 1 —tk
= g (14 0(00™) = o +0 (0% ™)

olarak yazilir. Dolayisiyla

o) 1 1 0o 1 0o o
= _ O 2
; Wtk—l—r aar ; att (k:n (a C) )

sonucuna ulagiriz. Her iki tarafin carpimsal tersini alirsak

(Z WL> ~ S (140 (a0) )

t_
— a ~ 1aatn+r + O (C—tn)

= th—i—r - th—t—i—r +0 (C_tn)

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla, ¢ > 1 ve t porzitif oldugundan, sondaki hata
payini 1/2 den kiiciik yapacak bir ng dogal sayisi vardir. Sonug olarak en yakin

tamsay1 normunu aldigimizda istenilen sonucu elde ederiz.

Alterne kismi ters toplam icin verilen esitlik de benzer gekilde ispatlanabilir. [
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