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ABSTRACT

In population dynamics, difference equations are frequently used in mathematical
modelling of the single-species populations. Incorporating stochasticity into these
deterministic models has been attracted too much attention in recent years.
The aim including stochasticity into the deterministic models is to provide a
better approach to the real-life problems. In this thesis, the delay effect, which is
frequently encountered in the nature and which can not be ignored, was included
in stochastic population models existing in the literature, aiming to obtain a more
realistic approach and better results. Finally, various theoretical and numerical
results have been obtained and the results were compared with those in the

literature.
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1. GIRIS

Popiilasyon dinamiginin matematiksel modellenmesi, uygulamali matematigin
onemli alanlarindan birisi olup, ilk model Thomas Malthus tarafindan 1798’de
geligtirilmigtir. Malthus "An FEssay on the Principle of Population" adli calis-
masinda, besin kaynaklari lineer olarak biiyiirken, insan popiilasyonunun iistel
biiyiime gosterdigini ve bunun sonucunda da besin i¢in rekabetin ortaya cikacagini
sOylemigtir. Devaminda eger popiilasyon savag, hastalik ve kitlik gibi felaketlerle
kontrol altinda tutulmazsa, biiyiik ¢apta yoksulluklarin ve savaglarin kacinilmaz
son olacagini ileri slirmiigtiir. Daha sonra ise Francgois Verhulst tarafindan
1838 yilinda gilintimiizde lojistik denklem olarak da adlandirilan popiilasyon
biiyiikliigiiniin tagima kapasitesi ile sinirlandigi popiilasyon biiyiime modeli

olugturulmustur.

Kisaca popiilasyonu tanimlamak gerekirse, popiilasyon; ayni zamanda ve ayni
alanda (yerde) bulunan, ayni tiir organizmalarin olugturdugu bir topluluk olarak
ifade edilebilir [31]. Popiilasyon biiyiikligiindeki ve bilegimindeki degigimler,
ayni tiiriin bireyleri arasindaki etkilegsimden, farkli tiirlerin bireyleri arasindaki
etkilesimden ve hastalik, besin saglama gibi cevreyle olan etkilesimden kaynak-
lanmaktadir. Etkilesimler tek tarafli, kooperatif, mutualistik ve esit bicimlerde
olabilir. Bu degisimler dogum-6liim oranina ve go¢ etme-go¢ alma oranina gore
ifade edilirler [32].

Popiilasyon dinamigi ise, bir ya da daha fazla tiir i¢in popiilasyon biiyiikliigii
ve yogunlugunun zaman icindeki degigimleri ile ilgilenen ekolojinin bir dal

olarak tamimlanabilir [18]. Popiilasyon dinamiginin amaci da; ¢evresel kuvvetlerin



etkilesiminden ve dogustan gelen rastgelelikten kaynaklanan popiilasyondaki de-
gisimin nasil ortaya ¢iktigini ve bunun sonuglarimi anlamaktir [31]. Popiilasyonlar,
yogunluga bagh ve yogunluga bagl olmayan faktorler tarafindan etkilenirler.
Yogunluga bagli olmayan faktorlerde, &liim ve dogum oranlar1 popiilasyon
yogunlugundan etkilenmezken, yogunluga bagh olan faktorler hava olaylari, dogal

felaketler, besin imkani, kirlilik vb. icermektedir [32].

Popiilasyon dinamigi, kullanmilan modellere gore kesikli zaman modelleri (t =
0,1,2,...) ve siirekli zaman modelleri (¢t € R) olmak {izere ikiye ayrilir. Yine her

biri de kendi iginde deterministik ve stokastik modeller olmak iizere ikiye ayrilir.

Bir popiilasyonun davranigi, popiilasyonu olusturan bireylerin davraniglarinin
sonucu oldugundan, bir popiilasyon modeli olustururken ilk 6nce bireylerin
davraniglarinin tanimlanmasi ve bundan yararlanarak popiilasyon modelinin
denkleminin elde edilmesi gerekir [15]. Popiilasyon modellerinin olugturulmasinda
kullamilan iki tip denklem vardir: diferensiyel denklemler ve fark denklemleri.
Diferensiyel denklem modelleri; érnegin balina popiilasyonunun modellemesi
gibi ardigik nesilleri kesigen tiirler i¢in uygunken, fark denklemleri; &rnegin
kelebek popiilasyonunun modellemesi gibi ardigik nesilleri kesigmeyen tiirler igin

uygundur.

Tek tiirler icin deterministik fark denklemleri, popiilasyon dinamiginin model-
lenmesinde uzun siiredir kullanilmasina ragmen rastgeleligin var olan modellere
nasil eklenecegi ve modeller iizerindeki etkisi ¢cok az ¢ahgilmigtir. Bu alandaki
onemli makalelerden biri, Brannstrom ve Sumpter tarafindan yapilan "Stochastic
analogues of deterministic single-species population models" baglikli caligmadir
[8]. Brannstrom ve Sumpter bu ¢aligmada, eklenen giiriiltii teriminin demografik
ya da cevresel olma duruma gore ¢esitli modellerin maksimum olabilirlik metodu
kullanilarak parametre tahmini, varyans analizi gibi gesitli kargilagtirilmalar
yaparak, modellerin uygunlugunu incelemiglerdir. Calismamizda ise, popiilasyon
dinamiginde énemli bir yeri olan gecikme terimi, [1] nolu ¢aligmada var olan mo-
dellere dahil edilerek daha gergekg¢i bir yaklagim hedeflenmistir. Elde edilen sayisal

sonuclar literatiirde var olan sonuglarla kargilagtirilmigtir ve yorumlanmigtir.



Bu tez ¢aligmasi 6 boliimden olugmaktadir. Girig kismi olan 1. boliimde kisaca
popiilasyon dinamigi ve tezin amacindan bahsedilmistir. 2. boliimde teze hazirlik
olmasi acisindan bazi temel kavramlar verilmigtir. Brannstrém ve Sumpter’in
yukarida bahsedilen caligmasi 3. boliimde incelenmistir. 4. boliimde popiilasyon
dinamiginde 6nemli bir yeri olan gecikme etkisi ele alinmig ve yukarida adi gecen
[8] nolu makaledeki modellere dahil ettigimiz gecikme teriminin etkisinden bah-
sedilmigtir. 5. boliimde, elde ettigimiz sayisal simiilasyonlara ve kargilagtirmalara

yer verilmigtir. Son boliim olan 6. boliim ise tartigma ve sonug kismidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Bazi1 Olasihik Kavramlari

2.1.1 Bir Rastgele Degiskenin Beklenen Degeri ve Kosullu
Beklenen Degeri

Tanmim 2.1.1. X kesikli rastgele degiskeni i¢in, olasilik yogunluk fonksiyonu p(a)
p(a) = P{X =a}
seklinde tansmlanmaster [24].

Tanim 2.1.2. X, p(x) olasilik kiitle fonksiyonuna sahip, kesikli bir rastgele
degisken olmak tzere X 'in beklenen degeri E[X]

EX]= Y ap(z)

z:p(z)>0

seklinde tanimlanar.

Bir bagka deyisle X’in beklenen degeri, X rastgele degigkeninin alabilecegi
muhtemel degerlerin ortalamasidir. Ayrica X rastgele degiskeninin beklenen

degeri p ile gosterilmektedir [24].

Ozellik 2.1.1. X,Y > 0 veya E[X], E[Y] < oo olmak tizere

o EIX +Y] = E[X] + B[],



e Herhangi a,b € R i¢in ElaX +b] = aE[X] + b,
o Fjer X >Y ise E[X] > E[Y]| dir [13].

Tanim 2.1.3. X ve Y kesikli rastgele degiskenler: i¢in Y = y verildiginde X in
kosullu olasilik kitle fonksiyonu Yy icin P{Y =y} > 0 saglayan

_ IV I CY')

denklemi ile tanvmlanmagtur [24).

Buradan hareketle kosullu beklenen deger asagidaki sekilde tanimlanmigtir.

Tanim 2.1.4. X ve Y rastgele degiskenler olmak tizere Y = y verildiginde X ’in
kosullu beklenen degeri

EX[Y =y] = > aP{X =2z[YV =y}
= prX|Y(x|y)

ile verilir [24].

Ozellik 2.1.2. E[X|Y] = E[X|Y = y] olmak iizere E[X] = E[E[X|Y]] dir [2{].

2.1.2 Bir Rastgele Degiskenin Varyansi

Tanim 2.1.5. X rastgele degiskeninin beklenen degeri v olmak tizere, varyansi

Var(X] = B[(X - )]
= EX?] - p
= E[X*] - E[X]?

bigiminde tanwvmlanir [24].

Ozellik 2.1.3. X rastgele bir dejisken olmak izere herhangi a,b sabiti icin
Var[aX + b = a®Var[X]

dir [24].



Ozellik 2.1.4. X ve Y rastgele degiskenleri icin
VarlX + Y] =Var[X|+ Var[Y] + 2Cov[X,Y]

dir.

2.1.3 1ki Rastgele Degigsken Arasindaki Kovaryans ve Ko-

relasyon Katsayisi

Iki rastgele degisken arasindaki kovaryansi vermeden 6nce iki rastgele degiskenin
aralarinda bagimsiz olmasi gartini tanimlamak gerekirse, eger Reel Sayilar’in

herhangi iki A, B alt kiimesi icin
P{X €AY e B} =P{X e A}P{Y € B}
saglaniyorsa XY rastgele degigkenlerine aralarinda bagimsizdir denir [24].

Tanim 2.1.6. X, Y rastgele degiskenleri arasindaki iliski hakkinda bilgi veren
kovaryans
Cov(X,Y) = FE[XY] - E[X|E[Y]

seklinde tanwmlanir [24].
Eger XY rastgele degiskenleri aralarinda bagimsiz ise E[XY]| = E[X]|E[Y]
olacagindan Cov(X,Y) = 0’dur.

Ozellik 2.1.5. X.Y rastgele dejiskenler ve a herhangi bir sabit olmak izere

e Cov(X,Y)=Cou(Y,X),
o Cov(X,X)=Var[X],
e Cov(aX,Y)=aCov(X,Y)

dir [24]. Ayrica iki bagimsiz degisken arasindaki iligkinin yoniinii ve biiyiikligiini

belirten korelasyon katsayisi da asagidaki gekilde tanimlanmigtir.



Tanim 2.1.7. X, Y rastgele degiskenlert i¢in korelasyon katsayisi p

Cov(X,Y)
VVar[XVar[Y]

p=Corr(X,Y) =

ile verilir ve —1 < p <1 dir [24].

2.2 Fark Denklemlerine Genel Bakis

Popiilasyon dinamiginde, diferensiyel denklem modelleri nesiller i¢in siirekli bir
siire¢ tanimlar. Dolayisiyla nesiller arasinda Onceki nesillerden gelmis bireyler
olabilir [9]. Bir bagka ifade ile ardigik nesiller ortiigebilirler. Fark denklemlerinde
ise popiilasyonlar 6zel, sonlu zaman araliklar1 kullanilarak modellenir. Dogada
ardigik nesilleri arasinda bireyleri tekrar etmeyen bir ¢ok tiir vardir. Yani t-
inci zamanindaki nesilde, (t — 1)-inci zamandaki nesilden gelmis hicbir birey
yer almaz. Ornegin kelebeklerin belirli bir yagsam periyodu vardir. Yetiskin
kelebekler ilkbahar yada yaz aylarinda yumurtalarini birakirlar ve bir sonraki nesli
olusturacak olan tirtillar olugsmadan 6nce yasam periyodunu tamamlayip oliirler.
Tirtillar, olgunlagmak ic¢in gereken uykuda bekleme ve metamorfoz evresini koza
olarak gecirirler. Daha sonra ise kozalardan yeni bir kelebek olarak ortaya cikarlar.

Béylece bir sonraki nesil olugmus olur.

Bu tip popiilasyonlarin biiyiimesi kesikli adimlarla olur. Dolayisiyla bu tiirler
icin fark denklemleri kullanmak daha uygundur. Ayrica popiilasyon tiirlerine
bagh olarak zaman araliklar cesitlilik gosterebilir. Ornegin bu siire, meyve
sineginin larvadan cikmasi icin bir giin olurken, bir hiicre i¢in bir kac saat ve
bir bakteri, viriis i¢cin daha da az bir siire olabilmektedir. Sonug olarak (¢ + 1)-
inci zamandaki N;.; popiilasyonu, t-inci zamandaki N; popiilasyonunun bir

fonksiyonu olacagindan kargilik gelen fark denklemi ise

Ny = f(N) (2.1)

bi¢giminde ifade edilir.



1. Yumurta 2.Larva (Tirtil)

4. Kelebek P . 3. Pupa (Koza)

Sekil 2.1: Kelebeklerin yagam dongiisii

Tanim 2.2.1. f reel degerli bir fonksiyon olmak tizere k. mertebeden en genel

fark denklems

f(xt+k,xt+k_1, cory L1, Tty t) = 07 t= 0, 1, (22)

bicimindedir. Eger f fonksiyonu t’ye bagh degilse (2.2) denklemi otonom fark
denklemsi, ejer t’ye bagl ise (2.2) denklemi otonom olmayan fark denklemi
adiny alwr [2].

Fark denkleminin en sik kullanilan gosterimlerinden birisi de
Ttk + A1 Tt4+k—1 + ...+ Ap—1T¢+41 -+ ATy = bt7 t = 0, 1, (23)

bi¢imindedir. a;y # 0 oldugu siirece (2.3) denkleminin mertebesi k’dir. Genelde
katsayilarin reel ve fonksiyonun reel degerli oldugu kabul edilir. a; katsayilar
J=1,..,k icin t'nin ve ¢+ = t,...,t + k — 1 icin x;'nin bir fonksiyonu olabilirler.

Denklemin sag tarafindaki b; fonksiyonu ise t’ye bagh olabilir.

Tanim 2.2.2. Eger (2.3) denklemindeki j = 1,...,k i¢in a; katsayilari, sabit
ya da t’ye bagl fakat i =t,....t +k — 1 icin x; degiskenlerine bagl degilse, (2.3)
denklemine lineer (dogrusal) fark denklemi, aksi halde lineer olmayan fark
denklemi denir. Ayrica eger (2.3) denklemi lineer ve ¥t igin by = 0 ise denklem

homojen, aksi durumda homojen olmayan fark denklemi adini alir [2].



Ornek 2.2.1.

Tep1 = atxy + bt*w,_; + sin(t)

fark denklemi, (t + 1)-inci zamandaki neslin, t-inci ve (t — 1)-inci zamandaki
neslin lineer kombinasyonuyla, t-inct zamandaki sinis fonksiyonun toplamans
gostermektedir. Yukaridaki fark denklemi a,b € R olmak tizere 2. mertebeden bir
lineer fark denklemidir. Ayrica hem otonom olmayan hem de homojen olmayan
bir fark denklemidir.

Ornek 2.2.2.

2
Tiy1 = axy + bxy_q

ile wverilen fark denklemi a,b # 0 sabitler olmak tzere, 2. mertebeden, lineer

olmayan ve otonom bir denklemdir.

Ornek 2.2.3. t-inci nesildeki popilasyon biyikligi x, ile gosterilmek tzere kabul
edelim ki poptilasyondaki her birey her bir nesilde a tane birey (yavru) tretip daha

sonra 6liyor. Bu taktirde popilasyon
Ti41 = ATt (24)

denklemi ile modellenir. (2.4) ile verilen fark denklemi, 1. mertebeden lineer ve

homojendir. (2.4) denkleminin ¢ozimi rekirsif olarak bulunabilir.
T, = aTo, To = ATy = a’ag (2.5)
seklinde devam edilirse (2.4) denkleminin genel ¢ozimii v, = a'xq bigiminde olur.

Tanmm 2.2.3. (2.2) fark denkleminin ¢ézimi, t = 0,1,2,... i¢in denklemde

yerine konuldugunda ifadeyi dogru yapan x; fonksiyonudur.

Eger (2.4) denkleminde x, bilinirse ¢6ziim tektir ve a‘xy ¢oziimii baglangig sarti

xo verildiginde ¢-inci nesildeki popiilasyonun davranigini tek bir bicimde belirler.

2.2.1 Literatiirde Bilinen Bazi Popiilasyon Modelleri

Literatiirde iistel biiyiime modeli olarak ta adlandirilan Malthusian modeli, en
basit popiilasyonu modelidir. Fakat iistel biiylime modeli, popiilasyon biiyiik-

liiglinii siirlandirmaz. Popiilasyon biiyiikliigiiniin sinirlandigr en ¢ok bilinen



iki model vardir. Bunlar Beverton-Holt [7] modeli ve Ricker [22] modelidir.
Bu modeller isimlerini modelleri gelistiren ve balik popiilasyonlar: iizerinde
uygulayan aragtirmacilarindan alir. Bu modellerin bir bagka elde edilisi [30]
tarafindan sunulmustur. Burada Ricker ve Beverton-Holt denklemleri, yavrularin

yetigkinlerin besini oldugu varsayimindan elde edilmistir [2].

Beverton-Holt modeli asagidaki bi¢imdedir.

AKN,
New = f(Ny) = 27— B —tl)Nt’ A>1,K >0,Ng >0

Yukaridaki denklemde K, tasima kapasitesi, r i¢sel biiylime orani olmak {izere
A =e"dir [2].

Ricker modeli ise su sekildedir:

Niy1 = Nyexp [r (1— ?)} = f(Ny), K >0

Burada r parametresi i¢sel biiyiime oran1 ve K tagima kapasitesidir [2].

2.3 Demografik ve Cevresel Rastgelelik

Her popiilasyon dinamigi, birbirleriyle es zamanl isleyen deterministik ve sto-
kastik unsurlara sahiptir. Kendi tasima kapasitesinin altindaki ya da ortalama
popiilasyon biiyiikliigiine ulagmis popiilasyonlar artma egilimindeyken, kendi
tagima kapasitesinin iistiindeki veya negatif artig oranina sahip popiilasyonlar

ise azalma egilimindedir [19].

Gergek biyolojiksel modellerle ilgilenen aragtirmacilar biitiin klasik modellerde
yer alan su varsaymmla kargi karsiyadir: Bir onceki nesildeki popiilasyonun
durumuna bagh olarak her bir bireyin gelecek nesile katkisinin bagimsiz olmasi
varsayimidir. Siklikla gozlemlenmistir ki ¢ok biiyiik popiilasyonlar bile 6nemli
olgiide stokastik dalgalanmalar gosterebilirler [14]. Kiigiik popiilasyonlar igin bu
dalgalanmalar bazen, popiilasyondaki degisimin ve popiilasyonun yok olmasina
neden olmanin ana belirleyicisidir [32]. Bu yiizden deterministik modellere

rastgeleligi dahil etmek 6nemlidir. Ister kesikli ister siirekli modeller kullanilsin,
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var olan deterministik modellere rastgeleligi eklemenin bir yolu giiriiltii (noise)

teriminin eklenmesidir [20].

Popiilasyon dinamiginde, verilerde giiriiltii yani rastgelelik temel olarak fic
bicimde ortaya ¢ikmaktadir. Bunlar demografik rastgelelik, cevresel rastgelelik
ve gozlemsel hatalardir. Rastgeleligin denklemlere nasil dahil edilecegi ise model-

lemeyle ilgilidir.

Demografik rastgelelik genellikle bireyler arasinda bagimsiz olarak tasarlanmig
bireysel 6liim ve iireme gibi olaylarin rastgeleliklerini ifade eder. Herhangi bir
zaman periyodunda popiilasyondaki bireyler belirli bir olasilikla ya oliirler ya
da hayatta kalirlar ve bireyler birim zamanda {iretilen yavru sayisinin olasilik
dagilimina sahip olurlar. Demografik rastgelelik bireyler arasinda bagimsiz sekilde
isleyeceginden, kiiciik popiilasyonlarda gelecek popiilasyon biiyiikliigii demografik
rastgelelikten daha giiclii bir sekilde etkilenir [19]. Yani demografik rastgelelik
daha cok kiiciik popiilasyonlar iizerinde etkilidir. Ornegin soguk hava kosullarinda
kiimelegen bildircinlar icin grup kiiciildiikce soguk havayla temas eden bildircin

yiizeyi artar ve boylece 6liim oran yiikselir [12].

Sekil 2.2: Soguk hava kogullarinda kiimelegen bildircin grubu
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Popiilasyon biiyiimesi iizerinde bir bagka onemli etki de cevresel rastgeleliktir. Bii-
yiik popiilasyonlardaki stokastik dalgalanmalar genellikle, popiilasyonun fiziksel
ve biyolojik cevresindeki stokastik varyasyonlarin etkisi olarak diisiiniiliir. Klasik
modellerde parametreler, modellere farkli parametre degerleri veren cevrenin,
farkli cevresel kogullarinin bir karakterizasyonu olarak diigliniilebilir. Buna goére
bu tip bir giiriiltii, modellerin parametrelerinin bir yildan bir sonraki yila rastgele
olarak degistigi kabul edilerek modellenebilir. Dolayisiyla bu varyasyonlardan
kaynaklanan rastgelelik ¢evresel rastgelelik olarak adlandirilir ve biiyiik popii-

lasyonlar i¢in biiyiime oranindaki belirsizligin ana kaynagidir [14].

Cevresel rastgelelik, genellikle fiziksel cevreye bagh olarak ortaya ¢ikan kuraklik,
firtina, yangin gibi doga olaylar1 ve ayni zamanda c¢evrede ortaya cikan hastaliklar
gibi beklenmedik olaylardan kaynaklanan popiilasyondaki gegici degisimlerdir.
Cevresel rastgeleligin etkisi hem biiyiik hem kiiciik popiilasyonlar iizerinde
benzerdir [23|. Bu yiizden ¢evresel rastgelelik verilen bir bolgedeki popiilasyondaki
birey sayisinin ¢okluguna ragmen popiilasyonun birey sayisinin azalmasinda

onemli bir risk olugturur.

Popiilasyon biiyiikliigiiniin veya yogunlugunun tahminindeki gézlemsel hata ise
ornekleme prosediiriine dayanmaktadir. Tam ve eksiksiz Ol¢iimlerin verildigi
popiilasyonlar icin gdzlemsel hata ihmal edilebilir. Bu da popiilasyon zaman
serilerindeki 6lgme ya da gozlemsel hata ile basa ¢ikmak i¢in gereken karmagik

istatistiksel yontemlerden kaginmamiza izin vermektedir [19].
Kesikli, deterministik tek tiirler i¢in 1. mertebeden en basit popiilasyon modeli

a1 = fla) = arg(ar) (2.6)

seklinde verilebilir. Burada a,, t-inci nesildeki popiilasyon ve g(a;) ise popiilas-

yonda birey bagina diisen net iireme oranidir.

Giiriiltii teriminin modele dahil edilebilecek hali ya "toplamsal normal dagiliml
gurulta"
a1 = f(ar) + oz (2.7)
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va da "carpimsal lognormal dagilimly giiriltd"

apy1 = flag)exp (agt — %) (2.8)

bigimidir [9]. Ayrica o, standart sapma olup, &, ~ N(0,1) normal dagilima sahip

rastgele bir degiskendir.
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3. TEK TURLER ICIN
DETERMINISTIK POPULASYON
MODELLERINE STOKASTIK
YAKLASIMLAR

3.1 Stokastik Popiilasyon Modellerine Genel Ba-
kis

Tek tiirler i¢in popiilasyon modeller1 genellikle deterministik olmasina ragmen,
modelleri verilere uyarlama ve tiiriin yok olma olasiligini tahmin etme gibi bir

¢ok durumda stokastik popiilasyon modelleri kullanmak daha uygundur [9].

Popiilasyon modellerinde, popiilasyon biiyiikliigiiniin yeterince biiyiik olmasi
halinde deterministik formiilasyon daha sik kullanmilmaktadir. Fakat popiilasyon
biiyiikliigii kii¢iik oldugunda tiiriin belirli zaman sonra yok olma ihtimali
olabilecegi i¢in, popiilasyon biiyiikliigiindeki cegitliligi stokastik formiilasyonlarla
modellemek daha ger¢ek¢i olacaktir [3]. Dogum-6liim siireci, av-aver sistemleri,
rekabet sistemleri ve epidemiolojik modeller gibi cesitli stokastik popiilasyon

modelleri Bartlett [6] tarafindan detayli bir gekilde ele almmigtir.
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3.1.1 Neden Stokastik Modeller?

Ureme, hayatta kalma gibi temel olaylar, bireysel seviyede tahmin edilemeyecegi
icin popiilasyon biiyiikliigiinde yillik degismeler stokastik olarak ortaya ¢ikmakta-
dir. Deterministik modeller ise, modellerin parametrelerine bagh kesin sonuglara
yol acan kogullarini belirler ve dogal sistemlerin deterministikten ziyade daha cok
stokastik olmasi muhtemeldir [7]. Deterministik ve stokastik modeller arasindaki
onemli farklardan birisi de; deterministik modeller, sonucu mutlak kesinlikle
tahmin ederken, stokastik modeller sonucu kesin tahmin etmez, sonucun tahmini

i¢in olasilik verir [3].

3.2 Stokastik Popiilasyon Modelleri

Bireyleri kesikli ve nesilleri 6rtiismeyen A; tane bireye sahip bir popiilasyon i¢in,
Ry, Rs, ..., Ry, ler popiilasyondaki bireylerin bir sonraki nesile bireysel katkilar:
ve Zy ise gesitli gevresel faktorleri tanimlayan bir rastgele vektor olsun [4]. R;’ler,
beklenen degeri i (A;) ve varyansi 0?(A;) olan 6zdes dagilimh rastgele degiskenler
olmak iizere, genelligi bozmaksizin E[Z;] = 0 olsun. Eger A, = a; olursa bir

sonraki nesil icin beklenen popiilasyon

ElAiq|Ai=a)] = E[Ri+Ry+ ...+ Ra,]
= E[Ri] + E[Ry] + ... + E[Ry,]
= ay(ar) (3.1)

olacaktir. Cevresel ve demografik rastgelelikle baga ¢ikmak icin [14] nolu ¢aligma-
dan, R; = E[R;] + W, + W} yazlabilir. Burada W, ve W} rastgele degigkenleri
icin E[W,] =0, E[W}] = 0 ve Cov(W,, W}) =0 dur.

R = E[Ri| + (E[Ri|Ze] — E[Ri]) + (R — E[Ri[Zy])

olarak yazilirsa
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Var[Ai1] = Var ZRZ-
L i=1

= Var |Y E[R]+W.+W,
Li=1

= Var iE[RZ] +§:W6+Wé
L i=1 i=1

= Var |au(as) + a;We + Z Wé]

L =1

at
= Var |a,W, + Z Wé
i=1

| o

i=1

= Var[aW,] + Var

= aVar[W,] + a;Var[Wi + 2 ( a2t ) Cov(Wi, W)

= a’o(ay) + awos(a;) + ai(a; — 1)7(ay)

= a; (07 (ar) — 7 (ar)) + af (07 (ar) + 7 (ar)) (3.2)

olur. Burada o2(a;) = Var [W}] demografik varyans, o2 (a;) = Var[W,] gevresel
varyans ve 7 (a;) = cov(Wé,Wj) demografik kovaryanstir. Asagida varyansin

durumlarina gore (3.2) denklemi incelenmisgtir.

3.2.1 Demografik Varyans

Sabit bir gevrede o2 (a;) = 0 olacagindan (3.2) denklemi

>

=1

Var[Ai] = Var = a,05(a;) + ag(a; — 1)7 (ay) (3.3)

seklini alacaktir. 0 < p < 1 olmak iizere kabul edelim ki popiilasyondaki her birey,

beklenen degeri ve varyansi sirasiyla

E[R;] =pb ve Var[R;] =bp(l —p) (3.4)
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olacak sekilde, hayatta kalanlarinin sayisi binom dagihimi gosteren yavrular
iiretsin. Burada b bireyin sahip olabilecegi hayatta kalan maksimum yavru
sayisidir. Corr[R;, R;] = (tc—_pl)
olur. b = ¢ at) alarak (2.6), (3.3) ve (3.4) denklemlerinden

alinirsa demografik kovaryans 7 (a;) = Cp%

E[Apa] = flar) ve Var[Aya] = Cf(a) (3.5)

elde edilir ve C' = (1 — p)(1 4+ C,) olur. Sonug olarak, varyans bir sonraki neslin

beklenen degeriyle orantilidar.

3.2.2 C(Cevresel Varyans

Sabit ¢evre varsayum kaldirihirsa ve E[Z;] = 0 ve E[R;] = g(a;) olursa gevresel
varyans

o2 (a;) = Var [E[Ri|Z)] — E[R]] = Var [E [Ri| Z]]
olur. E[Ri|Zy) = (1 + Z;) g(ay) ve 02 (a;) = Cg(as)? kabulleri altinda demografik
varyans o2(a;) = 0 ve dolayisiyla demografik kovaryans 7 (a;) = 0 kabul
edilebileceginden (3.2) denklemi, C' = Var[Z;] olmak iizere

Var[Ai1] = Cf(a,)? (3.6)

denklemine doniisecektir. Sonug¢ olarak varyans bir sonraki neslin beklenen

degerinin karesiyle orantili olacaktir.

TABLO 1
Sembol Stokastik popiilasyon modeli Giiriiltii  Referans Denklem
D1 flar) + s/ flar)er Demg. 8] (3.5)
D2 f(at) exp ( #jt)st - %ﬁ;) Demg. 8]
DW f(a;) exp <\/7 g1 — %%) Demg. |26]
E1l flar) + sf(ar)es Cevr. 8] (3.6)
E2 f(a;) exp (se; — s%/2) Cevr. [16], [25] (2.8)
N1 flay) + se Gozlems. [16] (2.7)
T1 bna; exp (—ai/n) + s/nv (a;/n)e; (3.8)
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Tablo 1 test edilen modelleri 6zetlemektedir. Tablodaki D1 ve E1 modelleri
normal dagihml, D2 ve E2 modelleri lognormal dagilimli modellerdir. DW ve
N1 modeli ise daha oOnce literatiirde var olan modellerdir. Model DW, siirekli
popiilasyon dinamiklerinin difiizyon yaklasimindan gelmekte, N1 modeli ise
varyansin sabit, popiilasyon biiyiikligiinden bagimsiz oldugu normal dagilimh
modeldir ve varyansi popiilasyon biiyiikliigiinden bagimsiz oldugundan ne ¢evresel
ne de demografik olarak smiflandirilamaz. Fakat gozlemsel hatanin uygun bir

modeli olarak kabul edilir.

3.3 Modellerin Test Edilmesi

Tablo 1’deki modeller, Sumpter ve Broomhead’in bireysel tabanli modelinden
[27] elde edilen zaman-serilerine uyarlanmigtir. Adi gegen [27] nolu ¢aligmada
kullanilan bireysel tabanl modelde A; tane birey diizgiin dagilhimla n tane bolgeye
rastgele olarak dagitilir ve {ireme her bir bolgede bagimsiz bir sekilde gergeklesir
oyle ki dagilimdan sonra (i = 1,2, ..., n) i¢in ¢-nci bolgedeki birey sayis1 C; rastgele

degiskeni ile belirlenirse

bmin Zt 3 Cz =1
6(Cy) = { " (3.7)

0 , diger durumlar

fonksiyonu bir sonraki nesile gegen birey sayisini verecektir. Dolayisiyla
n
A =) 0(Cy)
i=1

olacaktir. Burada Z; ~ Bin(b,, p) gevresel giiriiltii terimi, rekabet yoklugunda her
bir boélgede iiretilen birey sayisini belirleyen bir rastgele degisken, b, iiretilen
minumum sayidaki birey sayisi ve p hayatta kalma olasihigi olmak iizere her
bir bolgede beklenen birey sayist b = byin + pb, ile tanimlanmaktadir. Bu
modelde demografik giiriiltii biitiiniiyle C; rastgele degiskeninin dagilimindan

ortaya cikacaktir.
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Sekil 3.1: Cevresel giiriiltii terimi yoklugunda n = 500 ve (a) b = 4, (b) b = 10,
(c) b =18 iken bireysel tabanlh modelden elde edilen zaman serileri

Sekil 3.1 cevresel giiriiltii yoklugunda 6’nin farkli degerleri i¢in bireysel tabanh
modelden elde edilen zaman serilerini gostermektedir. b arttikca popiilasyon
dinamigi

e kararli durumdan (b < 8)

e periyodik duruma (8 < b < 15) ve

e periyodik durumdan kaotik duruma (b > 15)

dogru bir degisim gostermektedir. Johansson ve Sumpter (2003) [17] cevresel

giiriiltii olmadigr durumda, modelin popiilasyon dinamigine

At) + m)(é

AtJrl = TLCI)(—
n n

)& (3.8)

stokastik dinamik sisteminin iyi bir yaklagim verdigini gostermigtir. Burada

®(z) = brexp(—=) literatiirde bilinen Ricker fonksiyonu, &, ~ N(0,1) rastgele
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degigken ve v(z)
v(x) = b®(2)(1 — e *) + ®(x)*(1 — ) (3.9)

olarak tamimlanmigtir. v(z) fonksiyonu Tablo 1’deki T1 Modelini tanimlamak
icin kullanilmigtir. T1 Modeli, ¢evresel giiriiltii yoklugunda diger modellerin
performanslarinin 6lcgiilebildigi bir olclit ya da karsilagtirma modeli olarak

kullanilacaktuir.

3.3.1 Demografik Giriilti

Tablo 1’deki modellerin herbirinde f(a;) = ba,exp(=%) alnarak ve bireysel
tabanli modelde n = 500 i¢in elde edilen veriler kullanilarak maksimum olabilirlik
metoduyla b, n ve s parametreleri tahmin edilir. Verileri iiretirken p = 1 alinarak

ortaya ¢ikan rastgeleligin demografik olmasi garanti edilmis olunur.

1-
05F B
~ . EID /(}.“a/‘/

o TS I —F - =
f; 0 + o S N _.Z . —aoe_.\ == — e
05 féf E1 .

- —0O— " E2
1 DW ~x
7<>7 NL
-1 T1 L 1 1 | | . |
b

Sekil 3.2: Cevresel rastgelelik yoklugunda bireysel tabanli modelde n = 500 iken
elde edilen zaman serilerinde 100-iincii nesilden sonraki 20 neslin kullanilmasiyla

tahmin edilen b* degeri ile verileri iiretmede kullanilan yavru sayisi (b) arasindaki
fark

Sekil 3.2, tahmin edilen b* degerleri ile simiilasyonda kullanilan gercek b degerleri
arasindaki fark: gostermektedir. Sekil 3.2’ye gore, D1 ve D2 demografik modelleri
b ’yi, E1 ve E2 cevresel modellerinden daha iyi tahmin etmektedir. E1 ve E2 mo-
dellerinin egilimleri benzerken igaretleri farklidir. DW modelinin, b > 8 icin dogru
olmayan tahminler verdigi ve tutarli bir gekilde agir1 tahminlerde bulundugu

goriilmektedir. T1 modeline en yakin tahmini N1 modeli vermektedir. Acikca
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goriilmektedir ki periyodik ve kaotik durumlarda cevresel giiriiltii yoklugunda

parametreleri agiklamada, demografik modeller cevresel modellerden daha iyidir.

Tablo 1’deki modeller ayn1 deterministik kisma sahip oldugundan elde edilen var-
yanslari, teorik olarak elde edilen nv() varyansiyla kargilagtirilabilir. Varyanslar
kargilagtirirken de bireysel tabanli modelde b = 10 ve n = 500 iken elde edilen

veriler ve maksimum olabilirlik metodu kullanarak tahmin edilen parametreler

kullanilir.
x 10*
6 T - T T T
] + D1
g - — D2
5F O —%— E1
. —0— E2
=l 0 - - DW
ar - — —N1
Teorik
[72]
C
@ i
>
3
>
O 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Popiilasyon buyuklu g

Sekil 3.3: Cevresel rastgelelik yoklugunda Tablo 1’deki modeller icin bireysel
tabanli modelde b = 10, n = 500 alimarak tahmin edilen parametrelerin
kullanilmasiyla hesaplanan popiilasyon biiyiikligiiniin fonksiyonu olarak varyans
grafigi

Sekil 3.3 gostermektedir ki: Model D1 ve D2 varyanslar1 benzerdir ve teorik
varyansa en iyi yaklagimdir. DW modelinin varyans: ise popiilasyon biiyiikligi
azaldikca sonsuza dogru gitmektedir ve teorik varyansa en kotii yaklagimdir. Bu

da aslinda b* — b farkindaki biiyiikliikten agiklanabilir.
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3.3.2 Cevresel Giiriilti

Bireysel tabanlh modelde p < 1 alinirsa zaman serilerinde ¢evresel giiriiltii ortaya
cikacaktir. Sabit bir a; popiilasyonu icin bireysel tabanli modelde demografik
varyans n ile orantiliyken, cevresel varyans n? ile orantihdir. Bu yiizden n arttikca,
cevresel giiriiltii daha hizh artacaktir. Fakat gecikme etkisi bireylerde ortaya
cikacagindan bu kisim incelenmeyip, bu tez calismasinda sadece demografik

giiriiltii kisminda gecikme etkisini dikkate alinmigtir.
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4. GECIKME ETKISI ALTINDA
TEK TURLER ICIN STOKASTIK
POPULASYON MODELLERI

Bu béliimdeki amacimiz, [8] nolu ¢aligmada kullamilan modellere gecikme terimi
ekleyerek, sayisal sonuclari elde etmeden Once, teorik olarak gecikme teriminin
etkisini incelemektir. Boylece gecikme etkisiyle daha gercekgi bir yaklagim elde
etmek hedeflenmektedir.

4.1 Gecikme Etkisi

Gecikme etkisinin dahil edildigi denklemler ve denklem sistemleri, biyolojik alan-
larda 6nemli bir konuma sahiptir. Gecikme etkisi iceren modellerin davraniglarini
inceleme; matematiksel biyolojide, tipta, ekolojide, ekonomide vb. alanlarda
oldukca dikkat ceken bir konu olmustur. Son yillarda bir ¢ok aragtirmaci,
biyolojiksel ve fiziksel anlami olan gecikmeli fark denklemleri ve diferensiyel
denklemleri iizerinde caligmaktadir. Biyolojik sistemlerin belirli bir girdi ya da
tepkiye cevabi genellikle hemen olmamakta, biraz gecikmeli olmaktadir. Ornegin
farmakokinetik modellerde, vuciida verilen ilacin kana karigmasindan once bir
gecikme olabilir [11]. Popiilasyon modellerinde ise, bir tiiriin iireme yapabilmesi

icin belirli bir siire ge¢gmesi gerekebilir.

Gecikme etkisi verilmedikge, bir popiilasyonda belli bir tiiriin ¢ amindaki biitiin
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bireylerinin, (t+1) anindaki popiilasyona katki yaptigi kabul edilir. Fakat bu
durum dogadaki her popiilasyon icin gecerli degildir. Cesitli popiilasyonlarda,
bireylerin bir sonraki nesile katki yapmasi igin belirli bir biyolojik (6rnegin
cinsel) olgunluga erigmis olmalar1 veya belirli sartlarin olugmug olmasi gerekebilir.
Baz1 popiilasyonlar1 olugturan bireyler diinyaya geldikleri andan itibaren bir
sonraki nesile katkida bulunabilirler. Bu tip popiilasyonlara ornek olarak bazi
bécekler, kelebekler ve bakteriler verilebilir. Baz1 popiilasyonlarda ise diinyaya
gelen yeni bir bireyin bir sonraki nesile katki yapmasi igin belirli bir siire ge¢gmesi
gerekir. Bu duruma siirekli zaman modellerinde yani ardigik nesilleri kesigen tiirler
icin balinalar, insanlar 6rnek verilebilir. Balinalarin dogum yapacak olgunluga
ulagmalari 5-10 yil siirmektedir. Kesikli zaman modellerinde yani ardigik nesilleri
kesismeyen tiirler icin ise kelebekler, bazi alabalik tiirleri, baz1 bitki tiirleri

verilebilir.

Bir tiiriin yagam Oykiisii, gecikme etkisine neden olan digsal ve igsel faktorlerin
onemini biiylik dl¢iide belirleyebilir. Baz1 bocek tiirleri gibi yagam siiresi kisa olan,
yiiksek biiyiime oranina sahip tiirler i¢cin gecikme etkisi bir nesilden fazla siirerken
yani her nesilde ortaya cikabilirken, biiyiik omurgal hayvanlar gibi yasam siiresi
uzun fakat biiyiime oram diisiik tiirler i¢in gecikme etkisi, bireylerin {ireme cagina
ulagmasi icin gereken belirli bir siireden dolay1 ¢ogunlukla bir nesilde ortaya
¢tkmaktadir [19]. Dolayisiyla popiilasyon modellerinin gergek yasami daha iyi

modelleyebilmeleri icin gecikme terimi igermeleri beklenendir.

Buna gére bir sonraki neslin 6nceki nesillerden etkilendigini gostermek icin modele
gecikme terimi eklenmelidir. Eger bir nesil, 6nceki iki nesilden etkileniyorsa bu
taktirde model agagidaki sekilde ifade edilebilir

Tip1 = f(l"t, fl?t—T)- (4-1)

Yukaridaki denklemde (¢ — T")-inci nesilin, gimdiki (¢ 4+ 1)-inci nesil iizerine etkisi
gecikme etkisi olarak diigiiniilebilir ve denklemin mertebesi 7"+ 1 dir [2]. Benzer
sekilde eger gecikme, olgunlagma siiresi (7') olarak ifade edilirse, kullanilacak
gecikmeli fark denklemi yine (4.1) denklemi ile ifade edilebilir [21].
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Dolayisiyla (2.6) denkleminde gecikme terimi

a1 = arg(ar—r) = f(ay, ai_7) (4.2)
bi¢iminde alinmigtir.

Ornek 4.1.1.

(1) ze1 = gz ve (2) zpp1 = glzi1)7s

fark denklemleri i¢cin ilk modelde, kisi basina diisen biyime orant g, yalnizea bir
oncekr nesile baghyken, ikinct modelde gegmisteki iki nesile baghdir, yani T =1

gecikmesi vardur [2].

4.2 Bireysel Tabanli Modelde Gecikme Etkisi

Bir onceki boliimde oldugu gibi benzer sekilde gecikme etkisinden dolay1 A
tane bireye sahip popiilasyon i¢in A, (a < t) tanesinin bir sonraki nesile katki
yaptig kabul edilir, Ry, Ry, ... R4, 'lar popiilasyondaki bireylerin bir sonraki nesile
bireysel katkilari, Z; cesitli cevresel faktorleri tanimlayan bir rastgele vektor olmak
iizere, kabul edelim ki R;’ler beklenen degeri p(A,) ve varyansi 02(A;) olan 6zdes
dagilimh rastgele degiskenler olsun ve genelligi bozmaksizin yine E[Z;] = 0 olsun.

Eger A, = a, olursa bir sonraki nesil icin beklenen popiilasyon degeri
ElAi1|Aa=as) = E[R1+ Ry + ... + Ra, | = aqp(ay) (4.3)

olacaktir. Benzer bi¢imde R; = E[R;] + W, + W! yazhr. Burada W, ve W)
ortalamalar1 E[W,] = E[W!] = 0 ve kovaryanslar1 cov(W,, W}) = 0 olan rastgele
degiskenlerdir.

R; = B[R] + (E[Ri|Z,] — E[R)]) + (R; — E[Ri|Z])

olarak yazilirsa
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Var[Ay] = Var ZRi

= Var ZE[RJ%—WE—FW(;

= Var | E[R]+) W.+W;

= Var |agp(as) + aoWe + Z Wfl]

=1

= Var |a W, + f: Wé]

=1
Zws]

i=1

= Varla W] + Var

= azVar[We] + aVar[Wj] + 2

/\

2a > Cov(Wi, W31)

= a202(aa) + a003(a0) + au(ae — 1)7(as)

)
= a0 (03 (an) — 7 (aa)) +a% (07 (a0) + 7 (as)) (4.4)

olur. Burada o3(a,) = Var[W¢] demografik varyans, o2 (a,) = Var[W,] ¢evresel
varyans ve 7 (a,) = cov(W4 W31) demografik kovaryanstir. Asagida (4.4) denklemi

varyansin durumlarina gore incelenmistir.

4.2.1 Demografik Varyans

Benzer gekilde sabit bir ¢evrede o2 (a,) = 0 olacagindan (4.4) denklemi

>

=1

Var[Aq] = Var = o0 (aq) + ag(aq — 17 (ay) (4.5)

seklini alacaktir. Yine 0 < p < 1 olmak iizere kabul edelim ki popiilasyondaki
her birey, beklenen degeri ve varyansi (3.4) denklemi ile verilen, hayatta kalan
yavrularinin sayisi binom dagilimi gosteren yavrular iiretsin. Burada b bireyin

sahip olabilecegi hayatta kalan maksimum yavru sayisidir. Corr[R;, R;] = (aff )

26



alinirsa demografik kovaryans 7 (a,) = Cp% olur. b = @ almarak (4.2),

(4.5) ve (3.4) denklemlerinden ve a, < a; olacagindan

E[At+1] - E

— E[Rllz]lJr E[Ry] + ...+ E[R,,]
aq - B[R]

= ang(a—7)

< Ai41

elde edilir. Bu da gostermektedir ki, gecikme etkisinin olmadig durum gecikmeli

durum ic¢in bir iist sinir olacaktir.

Var[Ay] =

<

Var

>
i=1

Qg
Var[Ry| + Var[Ry] + ... + Var[R,,] + 2 < ) ) cov (R;, R;)

a.Var[R;] + an(aq — 1)7(ay)

aobp(1 — p) + an(ay — 1)6}%
aog(ar—r)(1 = p) + 1aCoglarr)(1 - p)
anglarr)C

CE[Ai]

Cagyq

elde edilir. Yukanidaki ifadede C' = (1 — p)(1 + C,) ’dur.Sonug olarak varyans bir

sonraki neslin beklenen degeriyle orantihidir ve gecikme etkisinin olmadigi durum

bir iist sinirdir.

4.2.2 (Cevresel Varyans

Sabit ¢evre varsayimi kaldirilsin ve E'[Z;] = 0 ve E [R;] = g (a;—7) olsun.

W, = E[Ri|Z,] —

E [R;] oldugundan gevresel varyans

02 (an) = Var [E[Ri|Z)) — E[R]] = Var [E [Ri| Z/]]
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olur. E[R;|Z] = (1 + Z;) g(ar—7) ve C' = Var[Z;] olmak iizere

02 (an) = Var[E[Ri|Z]|
= Var[(1+ Z)g(ar-1)]
= g(a_1)’ Var[Z]
= Cy (at—T)2

kabulleri altinda demografik varyansm ihmal edilebilir oldugu varsayilirsa 02(a,) =

0 ve dolayisiyla demografik kovaryans 7 (a,) = 0 olacagindan (4.5) denklemi

Var[Ava] = ag0; (aa)
GZCQ(%—T)2
= C(aag (1))’
< Cajy,

olur. Sonug olarak varyans bir sonraki neslin beklenen degerinin karesiyle orantili

olacaktir.
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5. SAYISAL SIMULASYONLAR
VE KARSILASTIRMALAR

Bu boliimdeki amacimiz, farkli gecikme etkileri altinda Tablo 1’deki modeller igin
elde ettigimiz sayisal sonugclar1 birbirleriyle ve gecikme etkisinin olmadigi durumla
kargilagtirarak, modeller iizerinde gecikme etkisini incelemektir. Dogaya daha
iyl bir yaklagim veren gecikmeli denklem ile daha gercekci sonuclar elde etmek
hedeflenmistir. Ayrica gecikme etkisi degistikce sistemin kararhilik yapisindaki
degisimden de bahsedilmistir. Bunun i¢in sirasiyla %30, %50, %75 gecikme etkisi
altinda elde edilen popiilasyon zaman serileri, modellerin parametre tahminleri
ve varyanslari, birbirleriyle ve [8] nolu ¢aligmada elde edilen gecikme etkisinin
olmadigr durumlarla kargilagtirilmigtir. Sayisal sonuclar elde edilirken Matlab
programi kullanilmigtir. Modellerin parametreleri tahmin etmede kullanilan
Maksimum Olabilirlik Metodu’nda olabilirlik fonksiyonlarinit maksimize etmek
icin logaritmalarmin negatifi minimize edilmistir. Bunu yaparken de "Nelder-
Mead Simplex" algoritmasimin Matlab uyarlamasi olan "fminsearch" kullanilmig-
tir. Maksimum Olabilirlik Metodu ile ilgili detayli bilgiler "Ekler" boliimiinde

verilmigtir.

Sayisal sonuclar1 elde ederken gecikme terimi, algoritmada popiilasyon verilerini
iiretme agsamasinda bireyler fizerinden dikkate alinmstir. Oyle ki bireysel tabanl
modelde A; tane birey n tane bolgeye diizgiin dagilirken, her bir bolgede olan
birey sayisimn once %70’ini, daha sonra %50’sini ve son olarak %25’ini alacak
sekilde diizenlenmistir. Yani yiizdeleri alinarak elde edilen birey sayilar1 A,’lar

olacaktir. Dolayisiyla gecikme etkisiyle popiilasyondaki biitiin bireylerin, bir
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sonraki nesile katki yapamadigini diigiiniilmektedir. Bireylerin verilen gecikme
etkilerinden dolay1 yavru iiretecek fiziksel veya biyolojik olgunluga ulagamadigin
kabul edilmigtir ve algoritmada bir sonraki popiilasyon bir 6ncekinden etkilenecek
sekilde diizenlenmigtir. Elde edilen bu yeni gecikme etkili popiilasyon verileri
kullamilarak, 6énce Maksimum Olabilirlik Metodu ile parametre tahmini daha
sonra ise tahmin edilen parametrelerle modellerin varyansi hesaplanmistir ve bu

sayisal sonuclar asagida sirasiyla verilmektedir.

800 T T T T T T T T T
oy
R
I 400} 1(@)
2 200} -
[a 0 ] ] ] ] ] ] 1 1 1

100 102 104 106 108 110 112 114 116 118 120
Nesiller
- 2500 T T T T T T T T T
S 2000 R
o 1500 .
©
o 500 i
D— O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
100 102 104 106 108 110 112 114 116 118 120
Nesiller

4000 T T T T T T T T T
c
% 3000 .
£ 2000 1(c)
2 1000} -
D— 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0
100 102 104 106 108 110 112 114 116 118 120
Nesiller

Sekil 5.1: Cevresel giiriiltii terimi yoklugunda %30 gecikme etkisi altinda, n = 500
ve (a) b =4, (b) b =10, (¢) b = 18 iken bireysel tabanli modelden elde edilen
zaman serileri

Sekil 5.1, %30 gecikme etkisi altinda elde edilen popiilasyon zaman serileri
gostermektedir. [8] nolu ¢aligmada elde edilen gekil 3.1 ile kiyaslandiginda, b = 18
iken kaotik olan durum %30 gecikme etkisi altinda periyodik duruma doniigsmekte,
b = 10 i¢in periyodik olan durum kararli duruma ve b = 4 icin kararh olan durum
ise daha da kararli bir duruma doéniismektedir. Yani gecikme etkisi salinimlig

azaltmaktadir ve sistemin kararhlik durumunda degisiklige yol agmaktadir.
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800 T T T T T T T T T

[
S 600 .
7]
L e — (@)
2 200t .
D‘ 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
100 102 104 106 108 110 112 114 116 118 120
Nesiller

2500 T T T T T T T T T
§ 2000 .
n 1500 B
©
Sw00- ™
o 500t ]
D‘ 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

100 102 104 106 108 110 112 114 116 118 120
Nesiller

4000 T T T T T T T T T
c
% 3000 .
S 2000 H()
g 1000 \/\/\/\/\/\/\/V\/\ -
D‘ 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0
100 102 104 106 108 110 112 114 116 118 120
Nesiller

Sekil 5.2: Cevresel giiriiltii terimi yoklugunda %50 gecikme etkisi altinda, n = 500
ve (a) b =4, (b) b = 10, (¢) b = 18 iken bireysel tabanli modelden elde edilen

zaman serileri

Sekil 5.2 gostermektedir ki, %50 gecikme etkisi altinda b = 4,10, 18 i¢in elde
edilen popiilasyon verileri, %30 gecikme etkisiyle iiretilen popiilasyon verilerine
gore daha kararli durumdadir. b = 4,10, 18 degerleri igin elde edilen popiilasyon
degisim araligi daha kiicliktlir ve az salinimlilik gostermektedir. Ayrica Sekil
3.1 ile kargilagtinldiginda ise b = 18 iken kaotik olan durum periyodik duruma

doniigmiistiir.

Sekil 5.3'te ise %75 gecikme etkisi altinda elde edilen popiilasyon verileri
gosterilmigtir. b = 18 igin Sekil 3.1’de kaotik olan durum, Sekil 5.2-5.1de
periyodik duruma doniigiirken, gecikme etkisi %75’e gktiginda kararh duruma
doniismiistiir. Yani gecikme etkisi 6yle etkilidir ki, sistemin kararlilik yapisinda
onemli rol oynamaktadir. Ayrica b = 4 kararli durumunda elde edilen popiilasyon

degerleri neredeyse sabittir ve 0’a ¢ok yakindir.
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Popllasyon Popllasyon

Popilasyon
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400
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0
100
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104
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2500
2000
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1000
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1(b)

0
100

4000
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1000

0
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102
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106
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Nesiller

112

114

116
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(©

102

104
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110
Nesiller

112

114

116

118

120

Sekil 5.3: Cevresel giiriiltii terimi yoklugunda %75 gecikme etkisi altinda, n = 500
ve (a) b =4, (b) b = 10, (¢) b = 18 iken bireysel tabanli modelden elde edilen

zaman serileri

Bundan sonraki asamada elde edilen gecikmeli popiilasyon verileri kullanilarak,

Maksimum Olabilirlik Metodu’yla parametre tahmini yapilmigtir. Tahmin edilen

b,n, s parametreleri sirasiyla b*, n*, s* ile gésterilmistir.
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R S ——— T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 2 4 6 8 10 12 14 16 18
b b

Sekil 5.4: D1-D2-E1-E2 modelleri i¢in farkli gecikme etkileri altinda yavru
sayisinin (b) degerlerine gore elde edilen b* — b farka

Sekil 5.4 ve 5.5'te; D1, D2, E1, E2, DW, N1 ve T1 modellerinin gecikme etkisinin
olmadigt durum ve farkl gecikme etkileri icin b degistikce elde edilen b* — b
fark: gosterilmektedir. Her bir model icin gecikme etkisinin olmadigi durum ve
farkh gecikme etkileri bir arada verilmistir. Gecikme etkisi arttik¢a tahmin edilen
b* degeri azaldigi icin b* — b farki artmaktadir. Bu da gecikme etkisinin daha
gercek¢i bir yaklagim yakaladiginin gostergesidir. Gecikme etkisi ile tahmin edilen
yavru sayisi (b*) azalmigtir. Yani bir sonraki nesile gecen birey sayisi azalacaktir
ve dogal olarak tahmin edilen parametrelerde bir azalma séz konusu olacaktir.
Gecikme etkisi ile elde edilen degerler gecikme etkisi olmadigi durumda elde edilen
degerlerin altinda kalacaktir. Sonug olarak hi¢ gecikme etkisi olmadigi durum bir

ust siir olacaktir.
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Sekil 5.5: DW-N1-T1 modelleri icin farkh gecikme etkileri altinda yavru sayisinin
(b) degerlerine gore elde edilen b* — b fark:

Son olarak Tablo 1’deki modellerin farkli gecikme etkileri altinda varyanslari
kargilagtirilmigtir. Varyanslar hesaplanirken tahmin edilen 0%, n*, s* parametreleri
kullanilmigtir. Ayrica Tablo 1’deki modellerin varyanslar1 "Ekler" boliimiinde

verilmigtir.

Sirasiyla Sekil 5.6, 5.7 ve 5.8’e bakildiginda modellerin varyanslar1 gecikme
etkisi arttikca diigmektedir. Ve tipki Sekil 3.3'teki gibi cevresel olan E1 ve E2
modellerinin varyanslar1 daha yiiksek cikmaktadir. Sekil 5.8’den goriilebilecegi
gibi gecikme etkisi % 75%e qktiginda varyans degerleri birbirine ¢ok yakin
gelmektedir. Varyansin azalmasi, istatistiki anlamda degisimin ve sapmanin

kii¢iilmesi demektir.
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Sekil 5.6: %30 gecikme etkisi altinda b = 10, n = 500 icin tahmin edilen
parametrelerin kullanilmasiyla elde edilen varyans grafigi

x 10
6 T T T T
-+ D1
5 == D2
—%— E1
" 4+ —0O— - E2
c O DW
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Popllasyon buyikli g

Sekil 5.7: %50 gecikme etkisi altinda b = 10, n = 500 igin tahmin edilen
parametrelerin kullanilmasiyla elde edilen varyans grafigi
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Sekil 5.8: %75 gecikme etkisi altinda b = 10, n = 500 icin tahmin edilen
parametrelerin kullanilmasiyla elde edilen varyans grafigi
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6. TARTISMA VE SONUC

Brannstrom ve Sumpter tarafindan yapilan " Stochastic analogues of deterministic
single-species population models" adli calismada tek tiirler i¢in deterministik fark
denklemleri kullanilarak olugturulan cesitli modellere rastgelelik dahil edilerek,
rastgeleligin modeller {izerindeki etkisi incelenmigti. Rastgeleligi dahil ederken de,
giiriiltii terimi kullanilmig ve giiriiltii teriminin demografik ya da cevresel olma
duruma gore modellerin maksimum olabilirlik metodu ile parametre tahmini,
varyans analizi gibi cesitli kargilagtirilmalar yapilarak modellerin uygunlugu
incelemisti. Bu tez calismasinda bir adim daha 6teye giderek yukaridaki caligmada
kullanilan stokastik popiilasyon modellerine popiilasyon verilerini (zaman serileri)
iiretme asamasinda gecikme etkisini dahil ederek benzer sayisal simiilasyonlar
gergeklegtirdik. Gecikme etkisi ile elde ettigimiz degerler, [8] nolu ¢aligmadaki
degerlerin altinda kalarak, bekledigimiz gibi daha gercekci sonuclar elde edildi.
Yani diislindiigiimiiz gibi, b* belirli bir b degeri civarinda tahmin edilirken, gecikme
etkisiyle tahmin edilen deger anlamli fark gostermektedir. Ciinkii gecikme etkisi
altinda parametre tahmini ile elde edilen degerler ve varyans sonuglari, gecikme
etkisinin olmadig1 durumdakilerin altinda kalmigtir. Dolayisiyla gecikme etkisinin
olmadigi durum bizim i¢in bir {ist sinir olarak kabul edilebilir. Sayisal sonuclar,
gecikme etkisi dahil edilerek kullanilan modellerin biyolojik olarak daha gergekci

oldugunu gostermektedir.

Dogada popiilasyonlarda gecikme etkisi siklikla gozlendiginden, daha gercekci
modellerin olugturulmasi icin gecikme etkisinin dikkate alinmasi gerekmektedir.
Ornegin bireyleri arasinda gecikme etkisi gosteren ve ekinlere zarar veren

bir bocek tiirii popiilasyonunun matematiksel modellemesini yaparken gecikme
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etkisinin modele dahil edilmesi gerekir. Ciinkii bu tiirle baga ¢cikmak icin belirli
miktarda ilac, mali kaynak, ig giicii ve zaman gerekmektedir. Dolayisiyla gecikme
etkisi dikkate alinarak daha gercek¢i modelleme yapildiginda, bu tiiriin hangi
zaman araliklarinda biiyiimesinin nasil davranacagi kestirilebilir ve bu tiirle
miicadele etmek icin ona gore ilag, is giicli ve zaman gibi maliyetler hesaplanabilir.
Bunun ise daha iyi bir yaklagim verecegi aciktir. Boylece ekonomik yonden énemli

olciide para, ig giicii ve zaman kaybi onlenmis olur.

Gecikme etkisinin kararlilik analizinde 6nemli bir role sahip oldugu bilinmektedir.
Bu baglamda, elde ettigimiz sayisal sonuclara gore, gecikme etkisi sistemin
kararlilik yapisinda degisiklige yol agmigtir ve gecikme etkisi arttikca sistem daha

kararli hale gelmigtir.

Bu tez calismasinda verilen matematiksel model icin yapilan analiz ve simiilas-

yonlara ilaveten asagidaki acik problemler gelecekte caligilabilir.

Modelde a;y1 = f(ay, aziq, ..., a;—7) alimarak gecikme etkisinin arttirilmasi,

boylece modellemenin gercege daha da yakin hale getirilmesi,

T parametresinin tahmini: Gecikme terimi parametresi 7T nin istatistiksel

yontemlerle tahmin edilmesi,

Modelin sisteme ¢evrilmesi: Modelde denklem sistemlerine gegilerek (6rne-

gin av-avclr modeline benzer) daha kapsamh modellemelerin yapilmast,

Analitik veya sayisal metotlar ile ¢6ziimlerin varliginin tartigilmasi.
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A. Normal ve Lognormal Dagilim

e Normal dagilim gosteren X rastgele degiskeninin beklenen degeri ve var-
yanst
EX]=p ve Var[X]=o?

olmak {izere olasilik yogunluk fonksiyonu

1 —(@—w)?
e 252 —oo<r<oo, —oo<u<oo, og>0

f(zlp, o) =

2ro

ile verilir. X ~ N(u,0?) ile gosterilir [10].

e Lognormal dagilim ise logaritmasi normal dagilim gosteren dagilimdir. Y ~
LN (p1,0?) lognormal dagilimi X rastgele degiskenin N ~ (u,0?) normal
dagihim gosterdigi eX’in dagilimidir. Lognormal dagilim gosteren Y rastgele
degiskeninin beklenen degeri ve varyansi

52

ElY]=e"%) ve Varly]= 2ute®) _ p2uto?

olmak iizere olasilik yogunluk fonksiyonu

1 —(log z—p)2

e 202 0<r<oo, —0<pu<oo, og>0

flu, o) = S

ile verilir [10].
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B. Veriler1 Tahmin Etmede
Kullanilan Maksimum Olabilirlik
Metodu

Bu boliimiin anlatilmasinda [1] nolu referanstan yararlanilmigtir.

dX (t) = f(t, X (t);0)dt + g(t, X (t); 0)dW (t)
stokastik diferensiyel denklemi icin 6 € R™ bilinmeyen parametreler vektorii ve
= T/N iken i = 0,1,..., N igin t; = tAt diizgiin dagihmh zamanlarima gore
X(t) gozlenen degerleri

Zo,T1,T2y ..., TN

olmak iizere N +1 tane veri verildiginde 6 vektoriinii tahmin etmek igin kullanilan

yontemlerden birisi Maksimum Olabilirlik Metodudur.

P(te, Tpltp—1, xK_1;0), 0 vektori verildiginde (¢, zx)'min (t,_1, 1) den baglayan
olasilik gecis yogunlugu olmak iizere kabul edelim ki baglangic durumunun
yogunlugu po(zo|f) olsun. Maksimum olabilirlik tahmininde 6 parametresinin

ortak olasiligi

N
D(0) = po(x0]0) Hp e, Tlti—1, Th—1;0)
k=1

0 € R™ iizerinden maksimize edilir. 8%, D(f) ’y1 maksimize eden 6 parametresini
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gostersin. Fakat

N
L(0) = — Inpo(wol6) — Y Inp(te, wxltr, 2113 )
k=1
formundaki L(#) = —In D(#) fonksiyonunu minimize etmek daha uygundur.

0* optimal degerini bulurken kargilagilan zorluklardan birisi de olasihik gecis
yogunlugunun genellikle bilinmemesidir. Fakat yukaridaki stokastik diferensiyel
denkleminde Euler yaklagimini kullanarak yani ¢ = ¢;_; noktasinda X (tx_1) =

zy—y alirsak o zaman n ~ N (0, 1) olmak iizere
X(ty) = wpo1 + f(te-1, w15 0) At + g(tp—1, Tp—1;0)V Aty

olur. Buradan da py = z5_1 + f(tg—1,2x_1;0)At ve op = g(tx_1,zk_1;0)VAL

olmak {iizere olasilik yogunluk fonksiyonu

1 — (g — )’
pte, Trltp—1, xp—1;60) ~ exp

5 2
2moj; 2073,

seklinde elde edilir. Buldugumuz olasilik yogunluk fonksiyonunu L(#) i¢in verilen

denklemde yerine koyarak fonksiyonu minimize eden 6* parametresi bulunur.
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C. Parametreler:1 Tahmin Etmede

Kullanilan Olabilirlik Fonksiyonlar:

e D1: aryy = f(ar) + s/ flar)e
20 )
L(ay,...,a0 | byn,s) = Z (% In (27 f(a,)) + 1 (apr1 — flar)) )

2 $f(a)
e D2: a1 = f(ay)exp (\/ TSt — 2f?jt))

2" e\ 1 (108 (a) —log ((a) + 17)
L(al,...,amb,n,s)Z( In (;(;))+%< + 2 7( )) )

—_

(\g

$2
t=1

flaz)

e DW:a, = f(a;)exp < e — lﬁ)

at 2 at
12 2
L =S (1, (mz)+1(1og<am>—1og<f<at>>+§;)
at, ..., 20 ,n,s) = — n - 32
—1 2 Qy 2 Cb_t

e El1: a,py = flay) + sf(ar)e

L(aly-..,a20 | b,n S Z ( 271-5 f at) ) + %(Gt+1 - f(at)) )

o E2: ;1 = f(ar) exp (se; — s2/2)

t=1

20 _ 1.2)2
L(ay,...,a9 | byn,s) = Z <% In (27r32) + % (log (ar11) loi(f(at)) + 252) )
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D. Tablo 1’deki Modellerin

Varyanslari

o D1: ai1 = f(ar) + s/ flar)er
Var(a1) = s f(a)

e D2: a1 = f(ar) exp (\/ #jt)gt N %ﬂsjt))

e DW: a;1 = f(a;)exp <,/§5t — %g)

Var(am) = f(a)? (exp (Z—j) . 1)

e« Bl ars = f(a) + sfla)e
Var(ag1) = s*f(ar)”
o B2: aryy = f(ar) exp (sg; — 57/2)
Var(ai) = flar)? (exp (%) — 1)

o N1: apyy = fay) + s&;

o TI1:a =no(%) + /nu(%)e

Var(ag1) =bf(ay) (1 — exp(—%)) + (f(at)>2 (
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E. Terim Sozlugu

Tiirkce terim

kesikli

siirekli

lineer

tistel

giiriiltii terimi
gecikme

gecikme etkisi
rastgelelik

kararlilik

uyarlama

icsel

digsal

yogunluga bagh
yogunluga bagh olmayan
rekabet

tagima kapasitesi
ardigik nesilleri kesigen

ardigik nesilleri kesismeyen

ingilizce Terim

discrete
continuous

linear

exponential

noise

delay

delay effect
stochasticity
stability

fitting

intrinsic

extrinsic

density dependent
density independent
competition
carrying capasity
overlapping

non-overlapping
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