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TOPLAM SURECININ KOROVKIN TEORISI UZERINDEKI
ETKILERI

OZET

Bu tezde, belirli bir sinifa ait lineer operatorler yardimiyla toplanabilme metodu
kullanilarak agirlikli uzaylar {izerinde tanimli bir fonksiyona ve onun tiirevlerine
yaklagimlar elde edilmigtir. Buldugumuz sonuclar, ayni zamanda Efendiev [9]
tarafindan elde edilen yaklagim teoremlerini de genellestirmektedir. Kullanmig
oldugumuz toplanabilme metodu, klasik yakinsakhgin yeterli olmadigi durum-
larda da yaklagim yapabilmemize imkan saglamaktadir. Tezin son kisminda,
bu durumu bir 6rnekle agiklayip verilen bir pozitif lineer operatorler dizisinin
fonksiyon ve tiirevlerine aritmetik ortalama yakinsadigi, ancak klasik anlamda
yakinsamadigi grafikler iizerinde gosterilecektir.

Bu tez bes boliimden olugsmaktadir. Ik béliim giris kismina ayrilmigtir.
Ikinei boliimde, istatistiksel yakinsaklik, A-istatistiksel yakinsaklik, toplana-
bilme metodu gibi baz1 temel tamm ve teoremlere yer verilmigtir. Uciincii
boliimde agirlikli uzaylar iizerinde fonksiyon ve tiirevlerine lineer operatorler dizisi
yardimiyla yapilan A-istatistiksel yaklasim teoremlerinden bahsedilmistir. Oriji-
nal sonuclarimizin yer aldigi dérdiincii boliimde toplanabilme metodu kullanilarak
fonksiyon ve tiirevlerine ait agirlikli yaklagim sonuclari elde edilmigtir. Son
olarak beginci béliimde elde ettigimiz sonuclarin baz 6zel hallerine yer verilmis ve
Ozel bir lineer operatorler dizisi tanimlanarak onun yaklagim o6zellikleri grafiksel

gosterimlerle irdelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Agirlikli Yaklagim, Agirlikli Uzaylar, Toplam Siireci,
Hemen Hemen Yakinsaklik, Aritmetik Ortalama Yakinsaklik.
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EFFECTS OF SUMMABILITY PROCESS ON KOROVKIN
THEORY

ABSTRACT

In this thesis, our aim is to get an approximation to derivatives of functions
by class of linear operators on the weighted spaces in the sense of summability
process. We also show that these results generalize approximation theorems
introduced by Efendiev [9]. At the end of our study we give a sequence of positive
linear operators which is arithmetic mean convergent but not ordinary convergent

to functions and its derivatives by using graphical illustrations.

This thesis consists of five chapter. The first chapter is devoted to the
introduction. In the second chapter we give some basic theorems and definitions
such as statistically convergence, A-statistically convergence and summability
theory. In the third chapter we mention about A-statistical approximation to
functions and its derivatives by linear operators on the weighted spaces. In
chapter four where our original results are given, we get a weighted approximation
to function and its derivatives by using summability method. Finally, in the
last chapter we give some special cases of the results obtained in the previous
section, and we display a specific sequence of linear operators and investigate
their approximation properties via graphical illustrations.

Keywords: Weighted Approximation, Weighted Spaces, Summability Process,
Almost Convergence, Arithmetic Mean Convergence.
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SIMGE LISTESI

Bu ¢aligmada kullanilmig olan simgeler aciklamalari ile birlikte asagida verilmek-

tedir.

Simgeler

|Al

J (K)

da(K)

st — lim z,
n—oo

stq — lim x,
n—oo

Cla, b]
CMla,b]

lgll,

Aciklama

A kiimesinin eleman sayisi

K kiimesinin yogunlugu

K kiimesinin A—yogunlugu

(x,,) dizisinin istatistiksel limiti

(x,) dizisinin A—istatistiksel limiti

[a,b] kapal arahgndaki siirekli fonksiyonlar uzay1
[a,b] kapalh arahgindaki r. mertebeden tiirevi var ve
siirekli olan fonksiyonlar uzay1

g fonksiyonunun p(z) agirhk fonksiyonuna gore agirlik
normu

r. mertebeden tiirevleri var ve siirekli olan R iizerinde
tanimlh fonksiyonlarin uzayi

my > 0 olmak iizere | f) ()| < myp(z) kosulunu saglayan

C")(R) uzayma ait fonksiyonlarin uzay:

lim w = ks kosulunu saglayan C(R) uzayma ait
r—to0 p(:)j)

fonksiyonlarin uzay1
(r)
lim ()

A = 0 kogulunu saglayan Cyﬁ’“) (R) uzayma ait

fonksiyonlarin uzayi
mg > 0 olmak iizere |g(x)| < mgyp(x) kosulunu saglayan

fonksiyonlarin uzay1

X



1. GIRIS

A-istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak 1981 yilinda Freedman ve Sember
[11] tarafindan tanimlanmig ve bircok matematik¢i tarafindan farkli galigmalarda
kullamlmigtir. 1984 yilinda Efendiev [9] agirlhklh uzaylarda lineer operatorler
sinifi yardimiyla fonksiyon ve tiirevlerine yaklagmistir. Bu yaklagim reel eksenin
kompakt alt kiimelerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlar uzayi {izerinde pozitif
lineer operatorler kullanilarak yapilan klasik Korovkin teorisini geligtirmigtir.
2009 yilinda Anastassiou ve Duman [3] Efendiev’in yapmig oldugu bu ¢ahgmay1
genigleterek klasik yakinsaklik icin verilen durumu A-istatistiksel yakinsaklik icin
ispatlamigtir. Biz ise tezimizde Efendiev’in elde etmis oldugu sonuclari, 1973
yihinda Bell |7] tarafindan verilen toplanabilme metodu yardimiyla inceleyecegiz.
Bu ¢aligmanin daha onceden klasik yakinsaklik ile elde edilen sonugclar icerdigi
ancak A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak elde edilen sonuclardan tamamen
farkli oldugu goriilecektir. Toplanabilme metodu, klasik yakinsaklik ile elde
edemedigimiz yaklagimlar: yapabilmemize yardimci olmaktadir. Ornegin, verilen
bir fonksiyon ve tiirevlerine aritmetik ortalama yakinsayan (Cesaro anlaminda)
fakat klasik anlamda yakinsamayan lineer operatorler ingsa etmek miimkiindiir.

Tezin son kisminda bdyle bir 6rnek iizerinde durulacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde bilinen klasik yakinsaklik tanimdan daha genel olan bazi1 yakinsaklik

tanimlarina yer verilecektir.

Tanim 2.1.1. N dogal sayilar kiimesi olmak tizere K C N verilsin ve
K, = {k<n:ke K} seklinde bir kime tanwmlansin. Ayrica K, kimesinin

eleman sayst da | K| ile gosterilsin. Verilen bir K C N i¢in

1 1
lim—{k<n:keK} = lim-—|K,|
n n

n—oo n—o0

limiti mevcut ise, bu limit dejerine "K kimesinin yogunlugu" denir ve §(K) ile

gosterilir [20].

Ornek 2.1.1. Yukaridaki tanima gore

e §({2k—1:keN}) = %; yani tek sayilar kimess % yogunlukludur. Benzer

olarak ¢ift saylar kimesinin de % yogunluga sahip oldugu gorilir.

e 0 (N) =1; yani N dogal saylar kimesi 1 yogunlukludur.

Asal sayplar kiimesi O yogunluga sahiptir.

Dogal saylarin tim sonlu elemanly alt kiimeler: 0 yogunlukludur.

Tam kareler, tam kupler, vb. kiimeler 0 yogunluga sahiptir.

Bir kiime 0 yogunluklu ise onun her alt kimesi de O yogunlukludur.



o Bir kiime 1 yogunluklu ise onu kapsayan her kime de 1 yogunlukludur.

Tanimm 2.1.2. (xy) reel yada kompleks terimli bir dizi olmak tzere, verilen her
e >0 i¢in
0k |y —L|>e} =0

saglanwyorsa, bu (xy) dizisi L sayisina "istatistiksel yakinsaktir” denir ve

st— limx, =L
k—o0

seklinde gosterilir [10).

Bir (zy) dizisi L sayisina yakinsak ise herhangi bir ¢ > 0 komsulugunda
dizinin sonsuz sayida elemani bulunurken komsulugun diginda yalniz sonlu sayida
eleman1 bulunmahdir. Ancak istatistiksel yakinsak olan bir dizide komgulugun
disinda da indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak sartiyla sonsuz sayida eleman
bulunabilir. O halde tanimdan da anlasilacag: iizere istatistiksel yakinsak olan
bir dizi klasik anlamda yakinsak olmak zorunda degildir. Ancak bir dizi klasik
anlamda yakinsiyorsa istatistiksel yakinsaktir. Agagida istatistiksel yakinsak olan

bir dizinin klasik anlamda yakinsak olmadigi durumun bir 6rnegi verilecektir.

Ornek 2.1.2.

_k k= 2
0 : k #m?

dizist yakinsak degildir; ancak 0 o istatistiksel yakinsaktar.

Istatistiksel yakimsak diziler icin bir diger nemli 6zellik ise asagidaki 6rnekten
de anlagilacag iizere yakinsak olan bir dizi sinirli olmak zorundayken istatisiksel

yakinsak bir dizi sinirli olmak zorunda degildir.

Ornek 2.1.3.

ek k=m?
Ty = , meN
0 ; k#m?

dizisi 0 a istatistiksel yakinsaktir; fakat yakinsak degildir, cinkid dizi tstten

stnarsszdur.



2.2 A-Istatistiksel Yakinsaklik

A-istatistiksel yakinsaklik tanimi verilmeden 6nce ihtiya¢ duyulan bazi tanimlara

deginilecektir.
Tanim 2.2.1. k,n=1,2,3, ... i¢in A = (au,) sonsuz matrisi verilsin.

limz, = L iken lim (Az), = L saglamyorsa, A matrisine "regiler matris"
n—oo n—oo

denir; burada
(Az)p = D appxy
k=1

dizisine "A—dondsim dizisi" adv verilir [11].

Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi, Silverman-Toeplitz kogullar1 olarak

bilinen asagidaki teorem ile karakterize edilmektedir.

Teorem 2.2.1. Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmast i¢in gerek ve yeter kosul

o0
1. sup Y Jan] < oo,
n k=1

2. Vk € N i¢in aj, := lim a,, = 0,
n—oo

3. lim > a,, =1

kosullarinin saglanmasidir (13, 18].

) o il<k<n .
Buradan anlasilacag iizere C) = (cp) = 8 i , Cesaro matrisi
(10000 -]
11
L1000
C’lz(cnk): % % % 0 O
11 1 1 ¢
11 1 1

regiiler matrise bir 6rnektir.



Tanim 2.2.2. A = (a,x) negatif olmayan regiler bir matris olsun. K C N kiimesi
1CIN

lim Z Ank

TL_>OO]C€K
limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin "A-yogunlugu" denir ve 64(K)

ile gosterilir [11].

A-yogunluk tanimindan faydalanarak A-istatistiksel yakinsaklik tanimi su sekilde

verilebilir.

Tanmim 2.2.3. A = (au) negalif olmayan regiiler bir matris olmak dzere, her
e >0 i¢in
B, D am=0
k:lxi—L|>e
saglanwyorsa, bu durumda (xy) dizisi L sayisina "A-istatistiksel yakinsaktur" denir
ve

sty — limx, =L
k—o0

ile gosterilir [11].

Kolaylikla gorebiliriz ki A—istatistiksel yakinsaklik taniminda A matrisi yerine
(1, Cesaro matrisi secilirse A—istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsakliga
indirgenir.  Aym sekilde A = [ birim matrisi alindiginda A-—istatistiksel
yakinsaklik, ahgilmig anlamdaki yakinsakhiga doniigiir. O halde A—istatistiksel
yakinsaklik hem istatistiksel yakinsakligin hem de klasik yakinsakligin daha genel
halidir.

2.3 A-Toplanabilme Metodu

Bu béliimde son olarak, A—istatistiksel yakinsaklik kavramindan farkli bir metod
olan ve Bell [7] tarafindan 1973 yilinda verilen A—toplanabilme metodu ele
alimacaktir. Daha sonra toplanabilme metodu, aritmetik ortalama yakinsaklik ve
hemen hemen yakinsaklik kavramlar1 arasindaki iligkiler incelenecektir. Oncelikle

bu tanimlart hatirlatalim.



Tamim 2.3.1. Verilen bir (x,) dizisinin aritmetik ortalamasi bir L sayisina
yakwnswyorsa, yani,
1
lim —> x, =1L

n—oo nk’:l
gercekleniyor ise, (x,,) dizisi L sayisina "aritmetik ortalama yakinsaktir” (Cesdro
yakwnsaktir) denir [17).

Aritmetik ortalama yakinsak olan bir dizi klasik manada yakinsak olmak zorunda
degildir. Ancak bir dizi klasik olarak yakinsiyor ise yine bu dizinin aritmetik
ortalamasi da ayni degere yakinsar. Asagidaki Ornekte de gorebilecegimiz gibi

aritmetik ortalama yakinsaklik ahsilmig yakinsakliktan daha genel bir kavramdir.

Ornek 2.3.1. u; : [0, +00) = R (k € N)

(2) 1+sinz, k tek, (2.1)
ug(x) = .
: 1 —sinx, k ¢itf,

fonksiyon dizisinin alt dizileri farkl iki fonskiyona yakinsadign i¢in (uy) dizisi

wraksaktir. Fakat dizinin aritmelik ortalamass i¢in

o1
lim —
n—oo 1

Zuk =1 (x e gore dizgiin)
k=1

limit kogulu gerceklenir. Yani (uy) dizisi 1 e aritmetik ortalama yakinsaktur.

Yukaridaki ornekte incelemis oldugumuz dizi ilerleyen boliimlerde tekrar ele

alinacaktir.

Tamim 2.3.2. Vu,n,k=1,2,3,..., icin A= {A"} = {(a’,)} reel veya kompleks

terimli sonsuz matrisler dizisi olsun. x := () bir dizi olmak tzere

o

v, v

t, = E Qe Tk;
k=1

serisi Yu,n i¢cin yakinsaksa, buna x dizisinin "A-dontsim dizisi" denir. Egjer
n — oo igin {tV} dizisi L saysina (v ye gore dizgin) yakinsworsa (xy) dizisi L

sayisina "A-toplanabilirdir” denir ve
Az — L veya lim =L

sekilinde gosterilir [7).



Agagida verilmis olan yakinsaklik tanimi ise .A—toplanabilme metodunun 6zel bir
halidir.

n+v—1

Tanim 2.3.3. Verilen bir (z,,) dizisi igin, t = % > xy seklinde tanmvmlayalim.
k=v
Eger
. v . n+v71 .. .o .o
nh_}rgo ty = n11_>rrolo - kz::q} x, =L (v ye gore diizgin)

olacak sekilde bir L sayist mevcut ise, (x,) dizisi L sayisina "hemen hemen

yakinsaktir" denir [17].

Yukaridaki tanimlardan yola ¢ikarak gorebiliriz ki aritmetik ortalama yakinsaklik
hemen hemen yakinsakligin 6zel bir halidir. Asagidaki teorem ile hemen hemen

yvakinsak dizilere ait bir 6zellik su sekilde verilebilir.

Teorem 2.3.1. (x,) dizisi hemen hemen yakinsak ise

sup |x,| < M
neN

olacak sekilde bir M > 0 reel sayisi vardir, yani hemen hemen yakinsak diziler
swarldar [17].

Ancak bu ozellik, agagida verilmis olan 6rnekten de anlagilacagi gibi aritmetik

ortalama yakinsak diziler i¢in gecerli degildir.

Ornek 2.3.2.
BRI
e { 0 n #m?
dizisi stmrl olmadign i¢in hemen hemen yakinsak degildir; ancak simdi gostere-
ceqiz ki bu dizi aritmetik ortalama yakinsaktor.

Vn € N igin m® < n < (m + 1)* olacak sekilde bir m € N vardir. O halde

L+24 - 4+m 18 1424+ (m+1)
n ni=1 n

yazilabilir. Buradan

m(m + 1) < 12Ik§ (m+1)(m+2)

2(m+1)3 — n




elde edilir. n — oo ic¢in limit alinirsa m — oo olacagindan yukaridaki esitsizlik

1.
lim —> 2, =0

n—oo N

olmasiny gerektirir. Yani (x,,) dizisi 0 a aritmetik ortalama yakinsaktr.

Yukaridaki ornek agik olarak gostermektedir ki aritmetik ortalama yakinsak

diziler simirli olmak zorunda degildir.
Tamim 2.3.4. k,n,v =1,2,3, ... i¢cin A = (ay,) matrisler dizisi verilsin.

Verilen her (x,,) dizisi i¢in lim z,, = L iken
n—o0

lim E alxy = L (v ye gore dizgin)
n—oo
k=1

saglanwyorsa, AV matrisler dizisine "regiler matrisler dizisi" denir [7].

A matrisler dizisinin regiilerligi, Silverman-Toeplitz kogullarina benzer bir karak-

terizasyon ile asagidaki gibi ifade edilebilir.
Teorem 2.3.2. A = {A"} matrisler dizisinin regiler olmas igin gerek ve yeter

sart asaqidaki ¢ kosul gerceklenir:

1. Her k=1,2,..., i¢in lima, =0 (v ye gore dizgin),
n—oo

2. lim Y a?, =1 (v ye gore dizgiin),

3. Vn,u = 1,2, ..., dgin Y |al.] < oo olsun ve n > N ve v = 1,2, ..., igin
k=1
> lal,| < M olacak sekilde N ve M tamsayilars varder [7).
k=1

Ozetle, A—toplanabilme metodunda

e Vo = 1,2,... igin {AY} = [ birim matrisi alimrsa, klasik manada

yakinsakliga doniigiir.



e Vo = 1,2,... i¢in {AY} = {C)} Cesaro matrisini secersek, ortalama
yakinsaklik elde edilir.

Lo v<k<n+wv

o A=F={(a)} = { .

10000 01000
11900 01100
1 1 1 1 2 1 1 1
Fr=13 3 3 00 CEE=105 5 50
1 1 1 1 1 1 1 1
i1 110 0 3 3 1 1

matrislerini alirsak, Lorentz [17] tarafindan verilen hemen hemen yakimsaklik
kavramina indirgenir. Sonug olarak A—toplanabilme metodu klasik yakinsaklik,
ortalama yakinsaklik ve hemen hemen yakinsakliga gére daha genel bir yakinsak-
lik kavramidir. Yani klasik yakinsaklik durumunu kullanarak elde edemedigimiz
baz1 sonuclara A—toplanabilme metodu kullanarak ulagmak miimkiindiir. Bu

yiizdendir ki toplanabilme metodu, yaklagimlar teorisinde énemli bir yere sahiptir.

Ancak dikkat etmemiz gereken nokta asagidaki dérneklerde de inceleyecegimiz gibi
A—yakinsaklik ve A—istatistiksel yakinsaklik kavramlari, birbirlerini icermeyen

kavramlardir.

Ornek 2.3.3. {A"} = {C,} Cesaro matrisini alirsak

(zn) = ((=1)")

dizisinin O a aritmetik ortalama yakinsak olup istatistiksel yakinsak olmadiging

gorebiliriz. Bu dizi aynt zamanda klasik manada da yakinsak degildir.

Ornek 2.3.4. Aymu sekilde yine {AY} = {C1} Cesaro matrisini alirsak

n; n=m?
(xn): ,mGN,
1; n#m?

dizisinin 1 e istatistiksel yakinsak olup aritmetik ortalama yakinsak olmadiging

gorebiliriz.



3. LINEER OPERATORLER
YARDIMIYLA FONKSIYON VE
TUREVLERINE ISTATISTIKSEL
AGIRLIKLI YAKLASIM

3.1 Agirlikh Uzaylar Kavrami

Bu boliimde 1984 yilinda Efendiev [9] tarafindan verilmis olan agirlikhi uzaylar
tamimlar: hatirlatilacak ve bu agirlikli uzaylar tizerinde A—istatistiksel yakin-
saklik metodu kullanilarak yapilan baz1 yaklagim teoremlerinden bahsedilecektir.

Oncelikle ihtiyac duyulan bazi temel kavramlara yer verelim.

Tanim 3.1.1. r negatif olmayan bir tam sayr olmak tzere;

e C(R), r. mertebeden tiirevleri var ve siirekli olan R dizerinde tanwmly tiim

fonksiyonlarin uzayini gosterir.

o M(R), her x € R igin f)(x) > 0 iken L(f) > 0 kosulunu saglayan lineer

operatorlerin sinifing gosterir.

Burada kolayhkla gérebilecegimiz gibi eger ézel olarak v = 0 almarsa, M (R),

tiim pozitif lineer operatdorlerin sinyfina karsihk gelir.
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Tanmm 3.1.2. p: R — [1,+00) olmak izere, p fonksiyonu,

(a) p(0) =1, (b) (0,+00) aralsginda artan ve (—o0,0) arabiginda azalan

() hril p(x) = 400 kosullarini saglyorsa, ona agirlik fonksiyonu ady verilir. Bu
—+oo

durumda, asaqidaki agirlikl uzaylar: géz oniine alacagiz:

Cy)(R) ={feC(R): ‘f(r)(x)‘ <mgp(z), my >0, z € R},

—koo p(1)
o (1) _ () : lim f0) =
p (R>—{f60p ®): w0y ~ }

Burada B,(R) uzay: i¢in agurhikl normu,

g = Su ;g € B R
” ||p :):Ep ( ) P( )

seklinde tansmlaner [9].

~

Yukaridaki tanimlarda » = 0 olmasi durumunda C’,SO)(R), C‘éo)(R), Oéo)(R)
uzaylart C,(R), C,(R), C,(R) ile gosterilecektir.

3.2 [Istatistiksel Yaklagim Teoremleri

Ik olarak Tchebyshev sistemini hatirlatalim.

Tanim 3.2.1. [a,b] araligi dzerinde tanemly fo, fr,--- , fn strekli fonksiyonlar:

verilsin. FEger
P(QZ) = a0f0<x> + a1f1<x) +oeee anfn(x)

polinomu, a; # 0 i¢in (0 < i < n) en fazla n tane koke sahip ise {fo, fi, -+, fu}
fonksiyonlar sistemine "n. dereceden Tchebyshev sistemi" veya kisaca "T'-sistem”
denir [16].
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Ornek 3.2.1. Klasik Korovkin teorisinde kullanilan

=1 e =z e =21

test fonksiyonlar: Tchebyshev sisteme bir ornektir. Benzer olarak, trigonometrik

fonksiyonlar igin bilinen 1, cosx, sinx fonksiyonlary da bir T'—sistem drnegidir.

Teorem 3.2.1. A = (a,i) negatif olmayan regiler toplanabilme matrisi ve Ly, :
C'la,b] — Cla,b] pozitif lineer operatirler olsun. {fo, f1, f2}, [a,b] araliginda

tanamly bir T-sistem olmak tizere eger
ta— lm ||Ly(fi)) — f; =0,7=0,1,2
Sl k1—>I£lo || k(fl) fZHC[a,b] Oa 1 07 ) &y
saglanwyorsa, Vf € C'|a,b] igin
sta — kh_g)lo ILk(f) = fllopan =0

olur.

Simdi yukarida verilen bilgileri g6z Oniine alarak Anastassiou ve Duman [3]
tarafindan agirlikli uzaylar iizerinde A—istatistiksel yakinsaklik metodu kul-

lanilarak ispatlanmis olan yaklagim teoremleri ifade edilecektir.

Teorem 3.2.2. A = (a,x) negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun ve
M®(R) sinsfina ait Ly : CS”(R) — B,(R) lineer operatérleri verilsin. Eger

LAY A ve {157 17 B7Y RYde tammia T-sistemer,

)
2. lim fi—((f):o,z':o,l,
| 1)
)
9 lim 2% _ m) £ 0,
r—+o0 p(l’) 2

=0,i=0,1,2,

p

4. sty— lim HLk(fi) _
k—o0

kosullary saglaniyorsa,

vf € COAR) igin sty — lim [|Ly(f) = f, =0

p

olur [3).

12



Yani (Lg(f)) operatorler dizisi f fonksiyonuna ve tiirevlerine agirhikh uzaylar
izerinde A—istatistiksel yakinsaktir. r = 0 durumunda fonksiyonun kendisine,
r > 0 durumunda ise lineer operatorler dizisi yardimiyla fonksiyonun tiirevlerine
A—istatistiksel yaklagim elde edilir. Simdi bu yaklagimi C,ST) uzayina tasiyan

agsagidaki teorem incelenecektir.

Teorem 3.2.3. Yukaridaki teoremde verilen (1),(2) ve (4) kosullar: saglansin.
Ayrica p1 : R — [1,400) fonksiyonu (0,+00) araliginda artan, (—oo,0)
araliginda azalan ve p1(0) = 1, Igrfoopl(x) = 00 kosullariny saglayan bir agirlik
fonksiyonu olmak tzere, eger

lim pz)

=0
r—+o00 P1 (;L')

ve ( )
fo ' (x) (r)

li = >0
e p1(z) T
saglanwyorsa, Vf € Cér) (R) igin
N _ £ _
sta— lim [|Ly(f) = ], =0

olur [3].

Yukarida verilmis olan Teorem 3.2.2 ve 3.2.3 de A matrisi yerine birim matris

segildiginde Efendiev’in elde etmig oldugu sonuglara ulagilir [9].
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4. TOPLAM SURECININ KOROVKIN
TEORISI UZERINDEKI ETKILERI

4.1 Agirlikh Uzaylarda Foksiyonlara Toplanabilme
Metoduyla Yaklagim

Bu boéliimde toplanabilme metodunu kullanarak, uygun bir agirlikli uzayda
taniml lineer operatorler yardimiyla, bu uzaylardan birinden secilen f fonksiyo-
nuna ve tiirevlerine ait bir yaklasim elde edilmeye cahgilacaktir. Oncelikle bu
boliim boyunca kullanacagimiz bazi kavramlar: verelim.

A = (a¥,) (k,n,v € N) negatif olmayan regiiler toplanabilme metodu ve {L;}
agirhkl uzaylarda tanimh lineer operator dizisi olsun. Uygun bir agirlikh uzaydan
secilen f fonksiyonu igin,

=0 (v ye gore diizgiin),
p

lim
n—oo

1aZkLk(f) —f

k=

l

saglaniyorsa, { Ly} dizisi f ye agirhkh norma gore " (dizgiin) A—toplanabilirdir'

denir.

Bilindigi tizere klasik Korovkin teoremindeki e; = z° (i = 0,1,2) test fonksi-
yonlar1 [a, b] aralig1 tizerinde { fo, f1, fo} T-sistemi ile degigtirilebilir [16]. Ayrica,
Swetits tarafindan, [a, b] aralig: lizerindeki klasik Korovkin teoremi, toplanabilme
metodu yardimiyla geligtirilmistir [23]. Swetits’in bu sonucunu takip ederek

agagidaki teoreme ulagmak zor degildir.
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Teorem 4.1.1. A = (a%,) (n,k,v € N) negatif olmayan regiler toplanabilme
metodu ve Ly : Cla, bl — Cla, b] pozitif lineer operatirler dizisi olsun. { fo, f1,f2},

la,b] araligi tizerinde T-sistem olmak uzere, ejer

=0,(i=0,1,2,) (v ye gdre dizgiin)
Cla,b]

saglanwyorsa, ¥ f € Cla,b] i¢in

=0 (v ye gdre diizgiin)
Cla,b]

n—oo

Z appLi(f) = f
k=1

olur. Yani {Ly(f)} operatirler dizisi f ye (dizgin) A—toplanabilirdir.

Simdi toplanabilme metodu kullanilarak, lineer operatorler sinifi yardimiyla
fonksiyon ve tiirevlerine agirhikli yaklasim elde edecegiz. Oncelikle r = 0 durumu

incelenecektir.

Teorem 4.1.2. A = (a¥,) negatif olmayan regiler toplanabilme metodu olsun
ve M(R) sifina ait Ly : C,(R) — B,(R), lineer operatirleri verilsin (bir baska

ifadeyle, Ly lar pozitif lineer operatorler olsun). Asagqida verilen

1. {fo.f1} ve{fo.fi.fo} R de tanuml T—sistemler,
fi(z)

2. lim —1 0 i=0,1,
a=tool + | fo()]

5 tim 29 o s,
r—+o0 p(gj‘)

=0, 1=0,1,2, (v ye gore diizgiin)
p

4. lim H;aszk(ﬁ) — Ji

n—oo

kosullary saglanwyorsa, Vf € C’p(R) icin

o0
lim
n—oo

=0 (v ye gdre diizgin)
p

laZkLk(f) —f

k=

olur. Yani {Ly(f)} dizisi f ye agurlikly norma gore A—toplanabilirdir.
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ispat. f € C,(R) olmak iizere, Efendiev’in cahgmasimdaki Teorem 1’den [9]
(veya [3]’deki Teorem 2.2’ye bakiniz) R {izerinde taniml

9(y) = myp f(y) — ki fa(y)
seklinde ve ky,my, katsayilan agirhkhi uzaylardaki gibi olacak sekilde bir g

fonksiyonu tanmimlansim. C,(R) uzaymmn tanimindan, f € C,(R) olmak iizere

hrf % = ky olur. Ayrica hipotez (3) i kullanarak

y—>doo P
im YW _ <mf2f(y) _kffg(y)> _0
yodoop(y)  y—eo p(y) p(y)

o

sonucuna ulagilir. Buradan kolayhkla g € C,(R) oldugu sdyleyenebilir. Oncelikle

=0
p

lim el (9) — g

n—oo k=1

oldugunu ispatlamaya ¢aligalim. { fo, f1} fonksiyonlar sistemi reel sayilar iizerinde
tanimli T-sistemdir; dolayisiyla [9]’daki Lemma 2’'den gorebiliriz ki, verilen bir
a € Rigin fi(a) # 0, i = 0,1 olmak iizere; ¢,(a) = 0 ve y < a i¢in ¢,(y) > 0

a

2 ve [y (a)| = 1

kogullarini saglayan yle bir ¢, fonksiyonu vardir ki, |yo(a)| =

oldugunda bu fonksiyon,

ba(y) = yo(a) fo(y) + m(a)fi(y)

seklinde tanimlanir. Bu ¢, fonksiyonu

Fly) = §§ ;fo( )= fiw)

olmak iizere

buly) = F(y), if F(y) >0 fory <a
e —F(y), if F(y) <0fory <a

seklinde de yazilabilir. {fy, f1} bir T-sistem olduguna gore y = a fonksiyonu-
muzun tek kokii vardir. Ayrica hipotez (2) ve (3) ten

lim fz(y) = lim fz(y) ( 1 + ‘f2’) :0’ i:O,l, (41)

uodee p(y)  wodee 1| fof \p(y) — p(y)
oldugu goriiliir. Sirasiyla g € CP(R), (4.1) ve hipotez (3) ten faydalanarak, ¢ > 0

icin Oyle bir uy > 0 katsayis1 bulabiliriz ki

l9(y)| < ep(y), (4.2)
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‘fz(y” < 5,0<y), =01, (43)
p(y) < sofa(y) (so > 0 sabiti igin) (4.4)

kosullart |y| > uo igin saglanir. (4.2)-(4.4)’d kullanarak, her |y| > wy i¢in

19(y)| < soefo(y) (4.5)

yazilabilir. Diger taraftan, |y| < ug igin a > ug ve fi(y) # 0, ¢ = 0,1, olmak

izere

M := sup |g(y)| ve m, := min ¢,(y)

ly|<uo ly|<uo

sabitlerini kullanarak
M
9 < ——aly) (4.6)

a

bulunur. (4.5) ve (4.6) esitsizliklerini birlikte kullanarak Yy € R i¢in

l9(y)| < mﬁ%(y) + s0€fa(y) (4.7)

a

esitsizligi elde edilir. L, operatoriiniin monotonluk ve lineerlik oOzelliginden
yararlanarak ve ayrica (4.4) ve |y (a)] = 1 bilgilerini gz oniine aldigimizda

agagidaki sonuca ulagilir.

ZaZkLk(fﬁ z)
k=1

< abLi(lg(y)] ;o)
k=1

< Za;fbk {m%[fk(¢a(y); x) + esoLi(f2(y); 35)}

=D {mﬂLk((VO(a)fo(y)+ n(a)fi(y)); )

a

+ esoLi(Hy)i) |

bulunur. Buradan
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oo

k=1

<3 { S+ S0
+ esaLu(fa(y)ia) |

M o o
= m—%(a)z appLi(fo(y);z) + —71 (@) as Le( fily
@ k=1 k=1

+ esoZaZkLk(h(y); z)

— —’)/0 {Za”kLk fo 1' + fo(af) - f0<$>}

+%%<a){z v () o) + file) — ﬁ(w)}

k=1

+680{ZankLk f2(y); ) + fa(z) — fz(x)}

k=1

elde edilir. Boylece

S ututatoo)] < 2 o [Satetatin ) — 40
k=1 k=1
+ m— Zazk[fk(fl(y);x> - f1($)
@ k=1
+eso | Y amLi(fo(y);z) — fo()
k=

+—|70( )fo(z) + nla)fi(@)] + eso | fa(2))]

sonucuna ulagilir.
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Burada |z| > ug iken supremum alindiginda,

> Ll folw); ) = fola)

ke
sup < — 1 [(a)| sup
|x|>wuo p(l‘) mg |z|>uo ,0(%)

§?mu@www

o0

ﬂakaLk(fl (y); ) — fi()

k=
+ sup
|I‘>u0 p(l‘)
S atal i) - o)
k=1
+ €Sp sup

\x|>uo p(.T)

_I_m%{h/o(aﬂ sup ‘fO((;'))' + sup ‘fl(x)’}

a lz|>ug P |z[>uo p(QT)
+ €sg sup |£2(2)]
\x|>uo p(x)

elde edilir. (4.1) ve hipotez (3)’ii kullanarak, her ¢ > 0 igin

LM @l @ L L)
Ale): ma@%<”mﬁomm *wﬁop@>}+ S ()

ve

Ble) = max{w,%,soe}

Mg Mg

seklinde tanimlanan A(e) ve B(e) degerlerinin sonlu oldugu goriiliir. Buradan

[ Li(g9(y); v)| . O <y
|§\g€0 p(x) < Al9) + B( >z§)|x|>50 p()

éﬁ@&ﬂ%@—ﬁ@)

?

yani

3 A L (fi) — fi (4.8)

k=1

| Li(9(y); v)| ] oS
T S AL

p

egitsizligi elde edilir.
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Norm tanmimindan ve iicgen esitsizliginden

. kZa;;kLk(g(y);x) —g(x) ) at Li(9(y); )
alLi(g) — g|| < sup = + sup =
k=1 F o |z|<uo p(l’) |z[>uo p(!lf)
+ sup l9(x)|
|:1:\>uo p($)

bulunur. (4.2) ve (4.8)’1 kullanarak ve B; =  sup ﬁ olarak alindiginda, her

T€[—uo,u0]

e >0 ven,v e Nigin
2
<e+ A(e) + B(e)>

=0

+ijy%iam—g
k=1

ia%Lk(Q) -9 ia:)LkLkz(fi) — fi
k=1 k=1

p

p (4.9)

Cl—uo,uo)
egitsizligi elde edilir. Diger taraftan,

arpLi(fi) — fi
=1
sup
z€R p(l’)

iaZkLk(fi) — fi

k=1

1
sup
p(x) zeR

>

o
> —— sup

1
app L (fi) — fi
p(l‘) x€[—uo,uo) 1 F

k=

esitsizligini kullanarak n — oo igin limit alirsak hipotez (4) ten

o0

(1=0,1,2,) lim

n—oo

1a17;k:Lk(fi) — fi

=0 (v ye gore diizgiin)  (4.10)

k= C[*’uo,uo]
oldugu kolaylikla goriilebilir. {fo, f1, fo} T-sistem olmasindan dolay1 Teorem 4.1.1
ve (4.10)’dan,

(o0}
lim
n—oo

aLe(9) — g — 0, (v ye gre diizgiin),
1

k= C[*uoyuo]

sonucuna ulagihir. (4.9) daki egitsizlikte n — oo i¢in limit alindiginda n € N igin

lim
n—oo

=0 (v ye gore diizgiin) (4.11)
p

anLi(g) — g
k=1

elde edilir.
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Ispatimizin son asamasmda daha énceden tanimlanmig olan g(y) fonksiyonu

kullanilarak ) L
fly) = —aly) + -2

mf, mp,

f2(y)

egitligine ulagilir. Buradan her n,v € N igin,

St Li(f) — f
k=1

S (b (ot 220) - (o 221)) |
éaﬁkLk(ﬁ) - f2 (

P
(4.12)
elde edilir. Son olarak (4.12)’de n — oo i¢in limit aldigimizda (4.11) ve hipotez

(4) ten

p

> apLi(g) —g|| + 7:_;
k=1 2

p

1
S v

lim
n—oo

ﬁﬁwmﬂ—f

=0 (v ye gore diizgiin)
P

bulunur, yani {Lk(f)} operatorler dizisi f ye agirhkli norma gore (diizgiin)

A—toplanabilirdir ve » = 0 i¢in ispat tamamlanmig olur. O]

Teorem 4.1.2’de dikkat edersek my, = 0 ahnirsa, C,(R) uzayi yerine C,(R)

uzayindan secilen fonksiyona bir yaklasim elde edilir.

4.2 Agirliklhh Uzaylarda Foksiyonlarin Tiirevlerine
Toplanabilme Metoduyla Yaklagim

Simdi » = 1,2,..., icin f € C’ér)(R) fonksiyonunun tiirevlerine yaklagmaya

calisacagiz.

Teorem 4.2.1. A = (al,) negatif olmayan regiler toplanabilme metodu, Ly :
C,S” (R) — B,(R), M"(R) sinsfina ait lineer operatdrler ve fo, fi, fa € C,E” (R)

olsun.

1. {féT), £ ve {f(gr), ") f2(r)} R de tanwml T—sistemler,
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fz’(T) (z)

2. lim =0 (i=0,1),
| ()|
(r)
: > (%) _
o sy e 70
4. lim a Li(fi) — fi(r) =0(i=0,1,2) (v ye gore diizgiin),

kosullart saglanwyorsa, Vf € C*,S” (R) i¢in,

Z ap Li(f) —

k=1

lim =0 (v ye gdre dizgiin)
n—oo

p

olur. Yani {L(f)} operatérler dizisi f) ye (diizgiin) A—toplanabilirdir denir.

T

ispat. [9]'daki Teorem 1’in ispatinda oldugu gibi (veya |3]’e bakinz), D", r.

dereceden ters tiirev operatorii olmak tizere,
Ly:=LgoD™"
seklinde bir operatdr tanimlayalim. Ly, M) (R) smifina ait olduguna gore,
Ly : C,(R) = B,(R)
operatorleri, pozitif lineer operatorler sinifina ait olur. Cinki, f € O,S’") icin
Li(f") = Ly(D7"(f7)
esitligine bakarsak,
£ >0 oldugunda Ly(f) > 0, yani, L; (") >0

gerceklenir. ), = fi(r) (1 = 0,1,2) olarak tanimlamig oldugumuz fonksiyonu
g6z Gniine alirsak, {Ly (f;)} operatérler dizisinin £ ye (diizgiin) .A—toplanabilir
olmasidan dolay1, B,(R) uzaymdaki agirlikl norm iizerinde, {Lj(1);)} operator-

ler dizisinin de, ¥; ye A-toplanabilir oldugunu sdyleyebiliriz. Bu durumda bir
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onceki teoremdeki tiim kosullar Lj operatorleri igin gerceklenmis olur. O halde
vy € C,(R) igin

lim Z ap Ly (¥) — || =0 (v ye gore diizgiin)
n—oo
= p
yani Vf € C*,S’”) (R) igin
7}1_)1{)10 Z al  Li(f) — f7 =0 (v ye gore diizgiin)
k=1 p
elde edilir. Boylece » > 0 durumu icin ispat tamamlanmig olur. [

Onceden de belirtmis oldugumuz iizere A-istatistiksel yakinsaklik ve .A—toplanabilme
metodlar: birbirlerini icermeyen yakinsaklik metodlaridir. Bu yiizden yukarida
elde etmis oldugumuz sonuglar [3]” teki sonuglardan tamamen farkhdir. Fakat

agsagida inceleyecegimiz sonu¢ yine de ilging bir durum ortaya koymaktadir.

Sonug 4.2.1. v = 1,2,--- igin A=(A") = (au) negatif olmayan regiiler
toplanabilme metodu ve Ly, : C’ér) (R) — B,(R) diizgin siurly operatirler dizisi

olsun. fér),fl(r)a Q(T) Teorem 4.2.17deki kosullar: saglasin. Eger

i =0,1,2 igin sty —lim | Ly(f) = £

=0 (4.13)

p

saglanwyorsa, Vf € éf(f) (R) igin

lim g ane Li(f) — 7 =0 (v ye gore diizgiin)
n—oo
k=1

p

olur.

Ispat. Eger i =0, 1,2 icin

Ki(e) = {k; eN: HLk(fi) e

26}
p

seklinde bir K;(e) kiimesi tanimlanirsa, (4.13) kosulundan

Ve > 0 igin lim Z anr = 0

n—o0
keK;(e)

23



oldugu agiktir. {L;} operatorler dizisinin diizgiin simirlihgimi kullanarak vn € N

icin
> Ank ‘Lk(f - < Y0 e ’Lk(fi_fi(r) Y Ok ‘Lk(f — £
k=1 p keK;(e) P keN\K;(e) p
S (MDI—FE) Z ank—l—ez:ank
keK;(e)
esitsizligi elde edilir. Burada M := || Ly|| — sup el _ | L (f )H
SHsIZIE ~ = kllo,®—B,m®) = SUP T, 1, Sip 1Sk
1£ill, (1 =0,1,2) seklinde tanimhdar.
A matrisinin regiiler olmasi 6zelligini kullanarak
im S a, ‘L £) — —0
M olmak iizere
p
zansz) zankmm Sancf” |+ || St —
p k=1 o k=1 p
< Dk ‘Lk<fi) — fi(r) +C | D an, — 1‘
k=1 p k=1

esitsizliginin her iki tarafinda n — oo icin limit aldigimizda

[e.9]

ZankLk fi) = f; )

k=1

lim
n—oo

=0, (i=0,1,2)

p

sonucuna ulagilir. Yani {Lx(f;)} dizisi ¢« = 0,1,2 igin f; ye agirhkh norma gore

(diizgiin) A—toplanabilirdir. Boylece Teorem 4.2.1’den ispat tamamlanir. ]

Teorem 4.2.1°de C*,E’“) uzayindan secilen fonksiyon ve tiirevlerine ait bir yaklagim
elde etmistik. C,ST) (R) uzayinda bir yaklagim elde edebilmek igin yeni bir
agirhik fonksiyonu tanimlamamiz gerekmektedir. Agagidaki teorem C,S“) (R) uzayi

izerinde bir yaklasim vermektedir.

Teorem 4.2.2. A = (a,) (k,n,v € N) negatif olmayan regiler toplanabilme
metodu ve Ly : C’,()T)(R) — B, (R), M"(R) simafina ait lineer operatérler
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dizisi olsun. [, f7 (7 Teorem 4.2.1°deki (1), (2), (4) kosullarma saglasin.

p1: R = [1,00) agurlik fonksiyonu olmak tizere eger

im 22 g (4.14)
ac%ioopl(x)
ve
3 (r)
I —m) £ 415
$—1>I:Eloop1(x) me 7& ’ ( )

Z ap Li(f) = 7

k=1

lim =0 (v ye gdre dizgin)
n—o0

P1

olur.
|f) ()]

p(x)
lim M < lim |f(r)(93)|&

z—=Fo0 pl(ZU) © z—koo ,0(%) pl(x)

yazabiliriz. Dolayisiyla yukarida verilen egitsizliklerden

lim —‘f(’”)(x)} < my¢ lim p(z)
r—+o0o pl(:p) x—>j:oop1(x)

ispat. f e C’ér) (R) olsun. Bu durumda her 2 € R i¢in < my elde edilir.

Diger taraftan

oldugunu goriiriiz. (4.14) kogulunu kullanarak

i 170

=0
r—+o0 P1 (,I)

sonucuna ulagihr. Onceden verilmis olan agirhkl uzay tammlar géz Oniinde
bulundurulursa f € CS(R) ¢ C7(R) oldugu gbriiliir.

Ayrica (4.14) ifadesini kullanarak Teorem 4.2.1'deki (4) kosulu p; agirhikh
fonksiyonu icin

lim
n—oo

=0 (i=0,1,2) (v ye gore diizgiin)

> anLi(fi) — £
k=1

pP1
saglanmig olur. (4.15) hipotezi ile birlikte p; fonksiyonu igin biitiin kogullar

gerceklendigine gore ispatimiz Teorem 4.2.1’'in dogrudan bir sonucudur. O
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5. SONUCLAR VE UYGULAMALAR

Bu béliimde 6ncelikle Boliim 4 te elde edilmig olan yaklagim teoremlerinin bazi
sonuclart verilecektir. Daha sonra ise yapmig oldugumuz ¢aligmalar ornek ve

grafikler iizerinde incelenecektir.

5.1 Fonksiyon ve Tiirevlerine Agirlikhh Yaklasim

Sonuclari

Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2°de her v € N igin A = (ay,) = {I} birim matrisi

olarak secildiginde, sirasiyla Efendiev tarafindan ispatlanan iki sonuca ulagilir.

Sonug¢ 5.1.1. Ly : C’,ST)(]R) — B,(R), M")(R) simfina ait lineer operatérler
ve fo,fi,fo € CSV(R) olsun. Teorem 4.2.1°deki (1), (2) ve (3) kosullarmmn
gerceklendigini kabul edelim. Eger

lim || L( ) = 1

k—o0

—0(i=0,1,2)
p

oluyorsa, Vf € C~',(,r) (R) igin

lim ||Le(f) — f7)| =0

k—o0
elde edilir [9].
Sonug 5.1.2. L : C’,ST)(R) — B, (R), M"(R) smafina ait operatirler dizisi
olsun. fér), fl(r), fl(r) Teorem 4.2.1°de (1), (2) kosullariyla

lim ||Ze(£) - £

k—o0

—0(i=0,1,2)
p
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kosulunu saglasin. py : R — [1,00) agerlk fonksiyonu olmak izere, eger (4.14) ve
(4.15) saglanayor ise Vf € CS(R) igin

lim || Ly (f) = F©,, =0

k—oo P1

olur [9].

Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2’de A = F = (FV) matrisi olarak secildiginde,

sirasiyla asagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug¢ 5.1.3. Ly : C’,()T)(R) — B,(R), M")(R) sinifina ait lineer operatérler
ve fo, f1,f2 € C’,ST)(R) olsun. Teorem 4.2.1°deki (1),(2) ve (3) kosullarinn
gerceklendigini kabul edelim. Eger

' 1 n+v—1 : »
Tm | = Y7 L)~ £ =0(=0,1,2)
k=v p
oluyorsa, Vf € éﬁ” (R) igin
1 n+uv—1
i - _ ] =
Jim ; Le(f) = f 0
= p

elde edilir; yani {L,(f)} dizisi £ ye p normuna gére hemen hemen yakinsaktir.

Sonug 5.1.4. L, : C\)(R) — B, (R), M")(R) sifina ait operatirler dizisi
olsun. fér),fl(r),flr) Teorem 4.2.1°de (1), (2) kosullariyla

n+v—1

1 (r)
nh_{lgo - kZ: Le(fi) — f;

=0 (i=0,1,2)

p

kosulunu saglasin.
p1: R = [1,00) agurlik fonksiyonu olmak iizere, eger (4.14) ve (4.15) saglaniyor
ise, her f € C,S”(R) icin

n+v—1

- SO I
k=v

o1

lim
n—oo

olur.
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Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2’de her v € N igin A = (AY) = (C}), Cesaro matrisi,

olarak secildiginde sirasiyla agagidaki sonuclar elde edilir.

Sonug 5.1.5. Ly : C’,ST)(]R) — B,(R), M")(R) simfina ait lineer operatérler
ve fo,fi,fo € CSY(R) olsun. Teorem 4.2.1°deki (1), (2) ve (3) kosullarmmn
gerceklendigini kabul edelim. Eger

elde edilir; yani { Ly (f)} operatorler dizisinin aritmetik ortalamasi agirhikli norma

gore (") ye yakinsar.
Sonug¢ 5.1.6. L : C,ﬁ")(R) — B, (R), M"(R) smafina ait operatirler dizisi
olsun. fér),fl(r), 1(r) Teorem 4.2.1°de (1), (2) kosullariyla

lim
n—oo

—0(i=0,1,2)

IS oy 40
R;Lk(ﬁ) fz

p
kosulunu saglasin.

p1: R = [1,00) agurlik fonksiyonu olmak iizere, ejer (4.14) ve (4.15) saglaniyor
ise her f € CY(R) igin

=0

lim
n—oo

15 )
n;Lk(f) f

p1

olur.

5.2 Uygulamalar

Agagidaki ornekten de goriilebilecegi gibi, fonksiyon ve tiirevlerine Cesaro

anlaminda (aritmetik ortalama) yakinsak olup klasik anlamda yakinsak olmayan
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lineer operator dizisi inga etmek miimkiindiir.

Oncelikle Ornek 2.3.1'de (2.1) esitligi ile tanimlanan (u) fonksiyon dizisini goz
oniine alahm. Agirlik fonksiyonu p(z) = 1+ 22, test fonksiyonlar ise
pHlp(r) ot

(i+1)(1+22)  (i+1)

fi(z) = (1=0,1,2)

olarak secilsin. Bu durumda C,[0,4+00) uzayinda tanimli agagida verilen pozitif

lineer operatorler

Li(f:2) = u(x "“Zf() (i~ — ka?) (5.1)

r = 1 durumu igin, Teorem 4.2.1°deki tiim kosullar1 saglar. Burada dikkat
etmeliyiz ki daha once elde ettigimiz tiim sonuglar, R yerine [0, +o0) iizerinde

tanimlanan agirlikhh uzaylarda da gecerlidir. S, Szasz-Mirakjan operatoriiniin

f:L’ _e_lmzf( )k]xj

seklinde tanimlandig: bilinmektedir [24]. Sk(f;x) operatériiniin x e gore tiirevini

ise S.(f;x) olarak gosterilsin. Bu durumda L (f; z) opeatorler dizisini her k € N
icin

Li(f; ) = u(2) Sy, (f; ) (5:2)
seklinde ifade edilir. Eger A = {C1} = {(cax)} (k,n € N), Cesaro matrisi alinirsa,
(2.1)’den

nh_)rgog Zuk(m) =1 (2’e gore diizgiin), = € [0,0] (b > 0), (5.3)
olur. Ayrica her f € CSV[0, +00) igin

Jim Si(f;x) = f'(z) (ze gore diizgiin), z € [0, ] (5.4)

oldugu bilinmektedir. (5.4) esitliginden

lim — Z 1Sy.(f x)| =0 (2’e gore diizgiin) (5.5)

n—oo 1
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bulunur. Diger taraftan (5.2) yardimiyla

Le(f;2) = f'(z) = (ur(x) — 1) (S (f;2) — f'(2) + f'(z) ((ur(z) — 1))
+ S(f; ) = f'(x)

yazilabilir. Buradan

n

S L)~ £ @) = 5 Y () — 1) (Si(Fi0) - (a)

k=1

(@) (%Zum) - 1) +2 S (Sifr0) — £@)

k=1

elde edilir. |ug(xz) — 1] <1 olmasindan dolay1 her k € N ve z > 0 igin,

Zka, Z’Skfﬂf )|+ [f (= ‘ Zuk

(5.6)
egitsizligi elde edilir. (5.6) egitsizliginde her iki taraftan n — oo i¢in limit alinirsa,
(5.3) ve (5.5) uyarmca

1 n
lim |- S" L ~ )| =
Jim |~ E_l (fiz) = fi(2)] =0
elde edilir. Yani
lim T,,(f;x) = f'(z) (z e gore diizgiin) z € [0,b] (b > 0) (5.7)

n—oo

sonucuna ulagilir. Burada

Li(f;2) 4+ La(fy2) + ... + Lo (f; x)
n

T.(f;x) = (5.8)

operatorii, Ly(f;x) operatoriiniin aritmetik ortalamasidir. Dolayisiyla Ly (f; z)
operatorleri ile (5.7)’de elde etmis oldugumuz aritmetik ortalama yaklagim,
Teorem 4.2.1'1 [0, +00) araliginin kompakt alt araliklarinda dogrular.

Fakat (5.1)’de tanmimlanan Ly (f) operatorleriyle f/(x) fonksiyonuna yaklagim elde
etmemiz miimkiin degildir. Ciinkii (ux(z)) fonksiyonlar dizisi [0, +00)\{k7 : k =
0,1,...} arahginda yakinsak degildir.

Bunun yani sira negatif olmayan regiiler bir A matrisi i¢in (ug(z)) dizisi

A-istatistiksel yakimnsak da degildir. Dolayisiyla, Li(f) operatorleriyle f(z)

30



fonksiyonuna ve tiirevlerine istatistiksel olarak bir yaklasim da elde etmek
miimkiin degildir.

f(z) = 2z + cosx + xsinx fonksiyonunu ele alalim. f’(z) = 2 4+ xcosx olmak
tizere Sekil 5.1’den gorebiliriz ki [0,5] arahginda Log1(f;2) operatorler dizisi
(1 +sinz)f'(x) fonksiyonuna yakmsar.

Lo(f;x)
Lys(f;x)
(1+sinx)f'(x)
Lyolf;x

e ——

1 2 M 5

1

Sekil 5.1: (Log41(f;x)) operator dizisi [0, 5] araliginda yeterince biyik k degerleri
icin (1 +sin (2)) f'(x) fonksiyonuna yaklasmaktadir. Burada f(x) = 2x 4 cosx +
rsinx seklinde tanimlbidur.

2 (1- sinx)f (x)
L1o(f;x) L3o(fx)
1t \ Lso(f;x)
1

Sekil 5.2: (Lox(f;x)) operator dizisi [0,5] araliginda yeterince biyik k degerleri
icin (1 —sin (x)) f'(x) fonksiyonuna yakinsamaktadar.

Ancak Sekil 5.2’yi inceledigimizde [0, 5] araliginda, Loy (f; ) operatorler dizisinin
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(1—sinz) f'(z) e yaklagtigini goriiriiz. Yani Ly (f) operatorler dizisi f/(x) tiirevine
[0, 5] araliginda yakinsayamaz.
Fakat Sekil 5.3 bize gosteriyor ki [0, 5] araliginda, (Ly(f)) operatorler dizisinin

aritmetik ortalamasi olan (7,,(f)) dizisi, f'(x) fonksiyonuna yakinsamaktadir.

Sekil 5.3:  Li(f;x)’nan aritmetik ortalamasi olarak (5.8)’de tanimladigimiz
(T.(f;x)) dizisi, yeterince biyik k degerleri ig¢in [0,5] araliginda f'(x)
fonksiyonuna yaklasmaktadur.

Bu 6rnek bize klasik olarak yakinsamayan hatta ayni zamanda ististiksel yakinsak
olmayan operatorler dizisinin A—toplanabilme metoduyla fonksiyon ve tiirevle-
rine yakinsadigini gostermektedir. Boylece yaklasimlar teorisinde A—toplanabilme

metodu kullanmanin ne denli 6nemli oldugu goriilmiigtiir.
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