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TOPLAM SURECININ BASKAKOV TIiPINDEKI KOROVKIN
TEORISINE UYGULANMASI

OZET

Bu tezde, Bell [7] tarafindan ortaya konan toplanabilme metodunu kullanarak,
siirekli fonksiyonlara ve tiirevlerine, pozitif lineer operatorler sinifindan daha
genig bir sinif ile yaklagilmaya caligilacaktir. Sonuclarimiz sadece Baskakov’'un
diigiincelerini degil [5], ayn1 zamanda pozitif lineer operatorlere dayanan Korovkin
teorisini de [17] gelistirecektir. Son olarak boyle bir caligmaya neden ihtiyag¢ duy-
dugumuzu daha somut bir gekilde gosterebilmek icin sectigimiz 6zel bir operator
dizisinin, siirekli bir fonksiyonun tiirevine toplanabilme metoduyla yaklagabildigi,
ancak klasik manada yakinsayamadigi, grafikleri cizilerek gosterilecektir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel Yakinsakhik, A—Istatistiksel Yakmsaklik,
Toplanabilme Metodu, Hemen Hemen Yakinsaklik, Aritmetik Ortalama Yakin-
saklik, Pozitif Lineer Operator.
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Ismail ASLAN

APPLICATION OF SUMMABILITY PROCESS ON
BASKAKOV-TYPE KOROVKIN THEORY

ABSTRACT

In this thesis, using the summability process given by Bell [5] we study on the
approximation to a function and its derivatives by means of a wider class of linear
operators than a family of positive linear operators. Our results improve not only
Baskakov’s idea [5], but also the Korovkin theory [17] based on positive linear
operators. Finally, in order to show why we need such a study, we display a
specific sequence of approximating operator to derivative of a function by the
summability method but not in the classical sense, by plotting their graphs.

Keywords: Statistical Convergence, A—Statistical Convergence, Summability
Method, Almost Convergence, Arithmetic Mean Convergence, Positive Linear
Operator.
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SIMGE LISTESI

Bu ¢aligmada kullanilmig olan simgeler aciklamalari ile birlikte asagida verilmek-
tedir.

Simgeler Aciklama

Cla, b] [a,b] kapali arahigindaki siirekli fonksiyonlar uzay:

C*la, b] [a,b] kapali araligindaki k£ mc1 mertebeden tiirevi var ve
siirekli olan fonksiyonlar uzay1

XA A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

|A| A kiimesinin eleman sayisi

) (K) K kiimesinin yogunlugu

da(K) K kiimesinin A—yogunlugu

st — nh_)n;@ T, (x,,) dizisinin istatistiksel limiti

sty — nh~>rgo Tn T, ) dizisinin A—istatistiksel limiti

lim iaﬁkmk r,) dizisinin A—limiti

N0 g1

sta — lim sup x
k—oo

sty — lim inf 2},
k—o0

)
)

xy,) dizisinin iist A—istatistiksel limiti
)

(
(
(
(

x;) dizisinin alt A—istatistiksel limiti

X



1. GIRIS

1960 yilinda Korovkin [17], porzitif lineer operatorler dizisinin kapali aralikta
siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasini incelemigtir. Literatiirde Korovkin
teorisi olarak gegen bu teoriyi 1973 yilinda Rus matematik¢i Baskakov [5], pozitif
lineer operatorler simifindan daha genig bir simif tamimlayarak, bu operatoérler
sinifina ait lineer operatorler dizisinin fonksiyonlara ve tiirevlerine diizgiin
yakinsaklhigini incelemigtir. Son yillarda klasik manada yakinsakhgin eksiklerinin
iistesinden gelebilmek i¢in Korovkin teorisi iizerinde, hemen hemen yakinsaklik,
aritmetik ortalama yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve toplanabilme metodu
gibi bir¢ok yakinsaklik metodlari kullanilmigtir 3, 4, 13, 21, 24]. 2008 yilinda
Anastassiou ve Duman [2|, Baskakov'un sonuglarini Freedman ve Sember [11]
tarafindan tamimlanan A—istatistiksel yakinsaklik kavrami igin incelemistir.
Fakat bizim ¢aligmamizda teori Bell tarafindan verilen toplanabilme metodu [7]

kavrami yardimiyla ele alinacaktir.

Bu tez bes béliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde istatistiksel yakinsakliga, A—istatistiksel yakinsakliga ve toplanabilme
metoduna iligkin temel tanim ve teoremlerle birlikte, bu kavramlarin birbirleriyle
olan iligkilerine yer verilmistir. Uciincii béliimde, lineer operatérler yardimiyla
siirekli fonksiyonlara ve bu fonksiyonlarin tiirevlerine A—istatistiksel yaklagimdan
bahsedilmigtir. Orjinal sonuclarimizin bulundugu dordiincii boliimde, siirekli
fonksiyonlara ve tiirevlerine, toplanabilme metodu ile yaklagimlar elde edilmigtir.

Son boliimde ise bu tezden elde edilen sonuglara ve uygulamalarina deginilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde ihtiyacimiz olan bazi temel tanim ve teoremlerden bahsedilecektir.
Tk olarak "Istatistiksel yakinsaklk" tanimi daha sonra ise bu yakimsakhgin
daha genel hali olan "A—Istatistiksel yakimsakhk" tanimi verilecektir. Son
olarak calismamizda esas aldigimiz ve diger yakinsaklik metodlarindan farkli olan

"toplanabilme metodu" kavramindan bahsedilecektir.

2.1 Istatistiksel Yakinsakhk

N dogal sayilar kiimesini gdstermek iizere K’ C N alt kiimesi verilsin ve ayrica

{k <n:ke K} kimesi K, ile, K kiimesinin eleman sayisi da |K| ile gosterilsin.
Tanim 2.1.1. Bir K C N alt kiimes: i¢in

1
lim — |K,,|

n—oon
limiti mevcut ise bu limit dejerine K kiimesinin "yogunlugu" denir ve §(K) ile

gosterilir [22].

Ornek 2.1.1. Yukaridaki tanimdan hareketle

e §({2k:keN}) =1

oldugu gorilebilir. Yine sonlu elemanly bir B kiimesi i¢in § (B) = 0 olacagr gibi
sonsuz elemana sahip olan {m?: m € N} kiimesi i¢in de § ({m*:m e N}) = 0

olur. Ayrica asal saylar kimesinin de sifir yogunluklu oldugu bilinmektedir [22].



Yogunluk tanmimindan yararlanarak istatistiksel yakinsaklik tanimi asagidaki

sekilde verilebilir.

Tanim 2.1.2. Verilen kompleks ya da reel terimli bir (xy,) dizisi, her e > 0 i¢in
O{k:|xx—L| >€})=0

kosulunu saghyorsa, (xy) dizisi L sayisina "istatistiksel yakinsaktir” denir ve

st— limx, =L
k—o0

seklinde gosterilir [10).

Istatistiksel yakinsaklik tanimmindan anlasilacagi gibi, eger bir (xy) dizisi bir L
sayisina istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir ¢ > 0
komgulugunda dizinin sonsuz c¢oklukta terimi bulunabilirken bu komsgulugun
diginda da, indis kiimesi sifir yogunluklu olmak koguluyla, dizinin sonsuz ¢oklukta

terimi bulunabilir.

Sunu da belirtelim ki bir (xy) dizisi L sayisina yakinsak ise, bu durumda L nin her
komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken, bu komgulugun disinda
diziye ait en fazla sonlu adette terim bulunabilir. Dolayisiyla bu sonlu adetteki
terimlerin indislerinin olugturacag kiimenin yogunlugu sifirdir, yani (zy,) dizisi L
sayisina istatistiksel yakinsak olur. Asagidaki 6rnek ise tersinin her zaman dogru

olmadigini gostermektedir.

Ornek 2.1.2. z, dizisinin genel terimi

1 ; n=m?
Ty =
0 ;n#m?
seklinde tanwmlanirsa st — lim x,, = 0 olur. Ancak (x,,) dizisi yakinsak degildir.
n—0o0

Klasik anlamda yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasindaki bir diger 6nemli
fark ise bilindigi {izere yakinsak olan her dizi ayni1 zamanda sinirli olmasina

ragmen istatistiksel yakinsak her dizi i¢cin bu durum gecerli degildir.

Ornek 2.1.3.

0 ; d.d.

seklinde tanimlanirsa st — lim x, = 0 olur, fakat bu dizi sinirly degildir.
n—oo

{\/E ok oasal
T =



2.2  A—Istatistiksel Yakinsaklk

Bu kisimda regiiler matris, A—yogunluk, ve A—istatistiksel yakinsaklik kavram-

larindan soz edilecektir.

Tanim 2.2.1. A = (aw) k,n =1,2,3,... sonsuz bir matris olmak tzere eger
lim z, = L iken, lim (Ax), = L kosulu saglanwyorsa, A matrisine "regiler
n—oo n—oo
matris" denir. Burada

(Ax), = Zankxk
k=1

dizisi her n € N i¢in yakinsaksa, (Ax), dizisine (xy) dizisinin "A—donisim

dizisi" denir 7).

Bir A = (a,) matrisinin regiiler olmasi, Silverman-Toeplitz kosullar1 olarak

bilinen asagidaki ii¢ kosulla karakterize edilmektedir.
Teorem 2.2.1. Bir A = (a,) matrisinin regiler olmast i¢in gerek ve yeter sart

[ee]
1. sup Y Jan] < oo,
n k=1

2. Vk € N, a; := lim a,, =0,

n—o0

3. lm > ay, =1,

kosullarimin saglanmasidir [14, 20].

. 4 L 1<k<n
Ornek 2.2.1. Yukaridaki teoremden hareketle Cy = (cp1) = 8 y
Cesaro matrisi ve I birim matrisinin reguler olduklar: kolayca gérilebilir. Burada
(1000 0 -] (1000 ]
% % 0 0 0 0100
Ci=135 5 3 00 , I=10 0 10
1131310 0001

seklinde yaxzilabilir.



A—yogunluk tanimi asagidaki gsekilde verilmektedir.

Tanim 2.2.2. A = (a,) negatif olmayan regiiler bir matris olsun. K C N kiimesi

lim E Cnk
n—oo

keK

Cin

limiti mevcutsa, bu limit dejerine K kimesinin "A-yogunlugu" denir ve 64(K)

ile gosterilir [11].

A—yogunluk tanimi verildigine gore artik A—istatistiksel yakinsaklik tanimindan
bahsedilebilir.

Tanim 2.2.3. A=(a,x) negatif olmayan regiler bir matris olsun. Ejer her e > 0
icin K(¢) :={k : |xx — L| > €} olmak iizere

lim EankXK(e)Uﬂ) =0

1se, ya da buna denk olarak, her e > 0 i¢in

Y, D, om=0

k:lxix—L|>e

gercekleniyorsa, bu durumda (xy) dizisi L saysina "A-istatistiksel yakinsaktir”

denir ve

sta— limax, =L
k—o00

seklinde gosterilir [11].

Burada A matrisi yerine 6zel olarak C Cesaro matrisi alinirsa A—istatistiksel
yakinsaklik, istatistiksel yakinsakliga indirgenir. Bu da bize istatistiksel yakinsak-
higin, A—istatistiksel yakinsakligin bir 6zel hali oldugunu géstermektedir. Eger A
matrisi yerine I birim matrisi alimirsa, A—istatistiksel yakinsaklik klasik manada
yakinsakhga indirgenir. Dolayisiyla A—istatistiksel yakinsaklik icin gecerli olan
biitiin durumlar istatistiksel yakinsaklik ve klasik anlamda yakinsaklik icin de

gecerlidir.



2.3 Toplanabilme Metodu

Bu kisimda aritmetik ortalama yakinsaklik (Cesaro mean convergence), hemen
hemen yakinsaklik (almost convergence) ve toplanabilme metodundan bahsedile-

cektir. Ilk olarak aritmetik ortalama yakinsaklik kavrami iizerinde durulacaktir.

Tanim 2.3.1. (x,,) reel terimli bir dizi olmak dizere —>  x), = Tit Lot -+ dn
NE=1 n

1
lim —> z, =1L

olacak gekilde L € R sayist varsa (x,) dizisi L sayisina "aritmetik ortalama

yakinsaktir” (ya da Cesaro ortalama yakinsaktir) denir [18).

Aritmetik ortalama yakinsakligin, klasik anlamdaki yakinsakliktan daha genel bir

yakinsaklik oldugu siradaki teoremle soylenilebilir.

Teorem 2.3.1. (xz,,) reel bir dizi olmak tzere lim, o z, = L ise

. it xot--t+ay,
lim

n—o0 n

=1L

olur; yani yakinsak her (x,) dizisi aynt saywya aritmetik ortalama yakinsaktr.

Ancak Teorem 2.3.1 in tersi her zaman dogru degildir. Bu da aritmetik ortalama
yakinsaklhigin, klasik manada yakinsakligin agikar olmayan bir genellestirmesi

oldugunu gosterir.

Ornek 2.3.1. (z,) = ((=1)") dizisine bakacak olursak, dizinin alt dizileri
farkly iki noktaya yakinsadign icin (x,) dizisi waksaktir. Fakat dizinin aritmetik

ortalamasy

S (1) =

Ng=1

12 _71 : n tek ise
0 ; n ¢ift ise

oldugundan

lim 12(—1)‘“ =0

n—co N .1

olur. Yani (x,) dizisi 0 saypsina aritmetik ortalama yakinsaktor.

Hemen hemen yakinsakhigin tanimi agagidaki sekildedir.



n+v—1
Tamim 2.3.2. (z,) reel terimli bir dizi olmak tizere ¢4 == = 3wy, (v,n € N)
k=v

seklinde tanwmlansin. Eger

lim ¢, =L (v ye gore dizgin)
n—oo

olacak sekilde L € R saypst varsa (x,) dizisi L sayisina "hemen hemen

yakwnsaktur” denir [18].

Hemen hemen yakinsak dizilerin énemli bir 6zelligi agagidaki teoremle gosterile-

cektir.

Teorem 2.3.2. (z,,) reel terimli bir dizi olsun. Eger (x,) dizisi hemen hemen
yakinsak ise

sup |z, < M
neN

olacak sekilde bir M > 0 reel sayist vardir; yani hemen hemen yakinsak diziler
swerlidar [18].

Fakat bu teorem aritmetik ortalama yakinsaklik icin gecerli degildir. Bu durum

agagidaki ornek iizerinden acik bir gekilde gosterilebilir.
Ornek 2.3.2. (z,,) dizisini
Vnoin=m?
Ty =
0 ;dd.

seklinde tamimlansin. Burada Vn € N ig¢in m? < n < (m + 1)? olacak sekilde bir

m € N vardir. Buradan

1+2+ - +m SlekS 1+24---+m+1
n np—1 n
1
esitlige kolaylikla gorilebilir. 1 +24---4+m = % oldugu kullanilirsa

m(m+1)<l” <(m+1)(m+2)
2n Y = 2n

esitsizligi elde edilir. Ayrica m? <n < (m + 1)? oldugu kullanslarak

m(m + 1)
2m 1)

(m+1)(m+2)

1 n
— <
n,glxk - 2m



esitsizligine ulasilir. Buradan n — oo tken m — oo oldugundan

1 1

n—0o N _q

oldugu gorilir. Yani (x,) dizisi % sayisina  aritmetik ortalama yakinsaktor
fakat sinarle olmadige icin hemen hemen yakinsak degildir. Dolayisiyla aritmetik

ortalama yakinsaklik, hemen hemen yakinsaklige gerektirmez.

Dikkat edilirse hemen hemen yakinsakligin, aritmetik ortalama yakinsakligi
gerektirdigi goriilebilir. Ciinkii tammminda Vo € N icin lim,,_, 1 /nZZi;’_lxk
limiti yakinsak olacagindan v = 1 se¢ildiginde lim,_ o 1/n> ", _ zx limiti de

yakinsak olacaktir.

Toplanabilme metodunun tanimi agagidaki sekildedir.

Tamim 2.3.3. A={A"} = {(ay,)} (k,n,v € N) reel terimli matrislerin bir dizisi

olsun. x := (xy,) dizisi igin
o

v, v
t, = E ap 1Tk

k=1
dizisi n — oo tken bir L saypsina v ye gére dizgiin yakinsiwyorsa xj dizisi L

sayrsina " A-toplanabilirdir” denir ve
Az — L veya limx=L

seklinde géosterilir [6]. Burada yukaridaki serinin her n,v € N igin yakinsak
oldugu kabul edilmektedir. Bu nedenle A matrisler dizisine bundan sonra

"toplanabilme metodu" adi verilecektir.

Bu tanimda Yo = 1,2,... icin AV yerine [ birim matrisi alindiginda A-
toplanabilirligin klasik manada yakinsakliga doniistiigli goriiliir. Benzer gekilde
A" yerine (| Cesaro matrisini alindiginda A—toplanabilmenin; dizinin artimetik
ortalama yakinsaklhigina; FV matris ailesi alindiginda hemen hemen yakinsakhiga

doniistiigii kolaylikla goriilebilir. Buradaki F'¥ matris ailesi gu gsekilde tanimhidir:

. Y L wv<k<n+uv—1



Sonug olarak toplanabilme metodu icin gecerli olan durumlar klasik yakinsaklik,
ortalama yakinsaklik ve hemen hemen yakinsaklik icin de gecerlidir. Dikkat
edilirse toplanabilme metodunun Jurkat ve Peyerimhoff |15, 16] tarafindan tanim-
lanan dereceli yakinsaklik (order summability) metodunu da icerdigi goriilebilir.
Sunu da belirtelim ki Swetits toplanabilme metodunu fonksiyonlara pozitif
lineer operatorlerle yaklagirken kullanmigtir [24]. Fakat tezimizde pozitif lineer

operatorlerden daha genis bir sinif i¢in yaklagim teoremleri elde edilecektir.

A—toplanabilirlik ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlari birbirlerini gerek-
tirmeyen kavramlardir. Bu durum asagida, oOrnekler iizerinden goriilebilir.
A—toplanabilirligin A-istatistiksel yakinsaklhigi gerektirmedigini gésteren bir 6rnek
agagidaki sekilde verilebilir.

Ornek 2.3.3. Yo € N i¢in AY matrisi A = C, Cesaro matrisi alimirsa
() = (120
x,) = —
n+1

yakinsak oldugu kolayca gorilebilir. Fokat Ch-istatistiksel yakinsak degildir yani

dizisinin 0 a Ci-toplanabilir yani aritmetik ortalama

istatistiksel yakinsak degildir. Ctinki (z,) dizisi n ler tek iken —2 ye ¢ift iken
2 ye yakwnsadigindan dolayr —2 ve 2 noktalarinin € komsuluklary disindaki indis

kiimesinin yogunlugu % olup sifirdan farklidar.

A-istatistiksel yakinsakhigin A—toplanabilirligi gerektirmedigi agagidaki &rnek

tizerinden goriilebilir.

Ornek 2.3.4. Yine bir onceki érnekte oldugu gibi Yo € N icin A matrisi AV =

C, Cesaro matrisi alinsin. Bu durumda

n on=m?
Ty = , meN
0 :n#m?

dizisine bakilacak olunursa bu dizinin 0 a Cy—istatistiksel yakinsak (ya da is-
tatistiksel yakinsak) oldugu kolayca girilebilir. Cinki {n € N:n =m? m € N}

kiimesi 0 yogunluklu bir kiimedir.

Ng=1

n
Zﬂfk < —Zﬁﬂk

(m+1)



n 1)(2 1
esitsizligi yazilabilir. > xp = m(m + 1)(@m + 1)

saglandigindan
k=1 6

1 n
lim ——— =) 2, = ©

olur. m — oo tken n — oo olacagindan karsilastirma testinden

1 n
lim —) 2, = 00

olur. Dolayiswyla ) dizisi aritmetik ortalama yakinsak degildir.

Caligmalarimizda A matrisler ailesi regiiler olarak alinacagindan ihtiya¢ duyulan

bir bagka tanim da A matrisler dizisinin regiilerligidir.

Tamim 2.3.4. A={A"} = {(a’,)} (k,n,v € N) toplanabilme metodu verilsin.
Eger lim, oo x, = L iken (x,) dizisi L ye A—toplanabiliyorsa; A = {A"}
metoduna "regilerdir” denir [7].

A metodunun regiilerliginin karakterizasyonu da asagidaki gibidir.

Teorem 2.3.3. A = {A"} = {(al,)} metodunun regiler olmas: igin gerek ve

yeter kosul

1. Vk=1,2,..ji¢gin lima?, =0 (v ye gire dizgin);
n—o0o

2. lim Y a%, =1 (v ye gore diizgiin);

oo
3. Vn,v = 1,2, . igin Y |al| < oo, ve n > N d¢in ve Yo = 1,2, ... i¢in
k=1

> laly| < M, olacak sekilde N, M pozitif tamsayilary vardur;
k=1

kosullariin saglanmasidur [7).

Ornek 2.3.5. Yukaridaki teoremden hareketle FV matrisler dizisinin regiler

oldugu kolayca gorilmektedir.
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3. BASKAKOV TIiPINDE
ISTATISTIKSEL KOROVKIN TEORISI

Bu béliimde daha 6nce Anastassiou ve Duman [2] tarafindan incelenen Korovkin
tipi yaklagimlarda Baskakov'un elde ettigi sonuglarin [5] istatistiksel versiyonlari
hatirlatilacaktir. Bir bagka deyisle siirekli fonksiyonlara ve cift ve tek mertebeli
tirevlerine lineer operatorler yardimiyla A-—istatistiksel yaklasim teoremleri

gosterilecektir.

3.1 Istatistiksel Korovkin Teorisi

Bu kisimda A-—istatistiksel yakinsaklik yardimiyla belli bir simifa ait lineer
operatorlerin siirekli fonksiyonlara yaklagimi incelenecektir.

Konunun daha iyi anlagilabilmesi i¢in 6ncelikle birka¢ tanim verilmesi gerekmek-
tedir.

Tanmm 3.1.1. f, [a,b] C R araliginda tanwmle bir fonksiyon olsun.P ={P =

{zo,z1, ...,z }| P, [a,b] araliginin bir par¢alanmasi} iken

p—1
V() =sup Y |f(win) = f ()]
PeP ",
seklinde tanimladiginda
Vil(f) <M

olacak sekilde M € RT sayist varsa, [ fonksiyonuna [a,b] arabiginda "sinrl

b
salimimbdur” denir. Eger [ tirevlenebilirse VA(f) == [|f'(z)|dx < M olacak

11



sekilde M € R sayusy olmasi yeterlidir.

Calismalarimizda, agagidaki lineer operatorlerin yaklagim &zellikleri incelenecek-
tir: ,
Li(f;2) = [ f(y)dew(z,y), f € Cla,b], z € [a,b], keN. (3.1)

Burada ¢y (z,y) fonksiyonu her k& € N ve her sabit x € [a, b] i¢in y ye gore [a, b]
araliginda sinirh salinimhidir. Ayrica dikkat edilirse i (x,y), y ye gore azalmayan
bir fonksiyon ise, L; operatoriinun de pozitif oldugu goriiliir. Cilinkii L operatorii
incelendiginde fly) > 0 iken or(x,y) fonksiyonu azalmayan oldugundan
Li(f;x) ff Ydor(x,y) > mfdgpk x,y) > m(der(x,b) — dpk(z,a)) esitsizligi
elde edilir. Burada m :— inf{f(y) :y € [a,b]} olarak tamimhdir. f fonksiyonu
pozitif oldugundan m > 0 olur. Ayrica @i (z,y) fonksiyonu y ye gore azalmayan
oldugundan dpy(z,b) — dek(x,a) > 0 olur. Dolayisiyla Li(f;z) > 0 yani pozitif

lineer operatordiir.

Yaklagimlar icin Baskakov tarafindan tanimlanan asagidaki operator ailesine

ihtiyag duyulmaktadir.

Tanmm 3.1.2. V z € [a,b] ve Vk € N i¢in;

Y1 Yam—1

Y

féiik =[] [ der(z, yom)...dyadyy 5 a <y <z,
b b

LD )= [ [ [ dow(z,yom).dysdyy 5 x <y <b,
Yy Yy Y2m—1

integrallerin isaretleri Yy € [a,b] icin ayni ve sabit ancak k € N ye bagh olarak
degisebiliyorsa, bu sekilde (3.1) deki Ly operatérlerinin sinifint Eo,, (m > 1) ile

gosteririz [].
Anastassiou ve Duman [2| tarafindan ispatlanan iki yaklagim teoremi agagida
verilmistir.

Teorem 3.1.1. A = (a,ux) negatif olmayan regiler toplanabilme matrisi olsun.

Eger (3.1) operatiri Esy,, m > 1 sinifina aitse ve

sta— lim | Li(e) —eil| =0, i=0,1,....2m; ej(x) =2" (i =0,1,...,2m)
—00
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kosulunu saghyorsa, Vf € C*™ [a,b] i¢in,
sta — lim ||Ly(f) — f]| =0
k—o0
olur [2].

Teorem 3.1.2. A = (a,;) negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi ve (3.1)

operatori Fo,,, m > 1 simifina ait olsun. Eger
sta— lim ||Li(e;) —e;|| =0, (i=0,1,...,2m)
k—o0

kosulunu sagliyorsa ve

04 ({k : jldsak(%y)! > M}) =0

olacak sekilde M > 0 sayst varsa, Vf € Cla,b] i¢in
sta— lim || Ly(f) — fl =0
k—00
elde edilir [2].
Yukaridaki teoremlerde A = () Cesaro matrisi alinirsa, teoremlerin istatistiksel
yakinsaklik icin de gerceklendigi goriilebilir. Hatta A = [ birim matrisi

alindiginda daha 6nce Baskakov'un elde etmis oldugu klasik anlamda yakinsaklik

icin de saglandigi sonucuna kolaylikla ulagilabilir.

3.2 Fonksiyonlarin Tiirevlerine Istatistiksel

Yaklasim

Bu boliimde Anastassiou ve Duman [2| tarafindan verilen siirekli fonksiyonlarin
tek ve cift mertebeli tiirevlerine A—istatistiksel yaklagim teoremleri hatirlatila-
caktur.

Ik olarak cift mertebeli tiirevlere yaklagim teoremleri agagidaki sekilde verilecek-

tir.
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Teorem 3.2.1. A = (a,) negatif olmayan regiler toplanabilme matrisi olsun.

Eger (3.1) operatorii Esy,, m > 1 simifina ait ise ve

sta— lim HLk(e,-)—e@” —0, (i=0,1,...2m), r <m
—00

)

kosulu saglanwyorsa, ¥f € C*™ [a, b] i¢in
sta — lim HLk(f) — f(QT)H =0
k—o00
olur [2].

Teorem 3.2.2. A = (a,) negatif olmayan regiler toplanabilme matrisi olsun.

Eger (3.1) operatiri Eay,, m > 1 sinifina ait ise ve

sta— lim HLk(eZ) e =0, (1=0,1,...2m)
—00

oldugunda ve de

/’12 d+/‘12k dy=arh | =0

olacak sekilde M > 0 says1 varsa, Vf € C?" [a,b] (r < m) i¢in
St — lim HLk(f) — f(zr)H =0
k— o0
olur [2].

Tek mertebeli tiirevlere yaklagabilmek icin Foy; simifinin tanimina ihtiyag

duyulmaktadir.

Tanim 3.2.1. Sabit her x € [a.b], ve Yk € N igin

(1) Y Y1 Y2m
12m+1k = ff f dor (T, Yoms1) .- dy2dy; 5 a <y <z,
b b )
1
L)) = [ [ oo [ dow(, yomr)dysdyy 5 © <y <b,
Y y1 Y2m

integrallerin isaretleri Yy € |a,b] igin sabit ve zit ise, bu sekilde (3.1) deki Ly

operatirlerinin sinyfint Eopyq (m > 1) idle gosteririz [5].
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Teorem 3.2.3. A = (a,x) negatif olmayan regiler toplanabilme matrisi olsun.

Eger (3.1) operatorii Eopyq, m > 1 sinafina ait ise ve

(2r+1)

stA—klim HLk(ei)—e H =0, (1=0,1,....2m), r <m,
—00
kosulu saglanwyorsa ¥ f € C*™ 1 [a, b] igin
sta — lim ||Li(f) — f@ V] =0
k—o0
olur [2].

Teorem 3.2.4. A = (a,) negatif olmayan regiler toplanabilme matrisi olsun.

Eger (3.1) operatorii Eopy1, m > 1 sinifina ait ise ve

sty — k{im HLk(ei) — ef’““) =0, (1=0,1,...,2m), r <m,
— 00

oldugunda ve de

(o

olacak sekilde M > 0 sayisi varsa, Vf € C* ™ [a,b] (r < m) icin

b
Ié:«zrlk(y)‘ dy+ [ IZ(il-lk(y)} dy > M}) =0

sty — Igl_(?o HLk(f) . f27’+1H =0

olur [2].

Benzer seklide yukaridaki teoremlerde A = (4 Cesaro matrisi ve A = [
birim matrisi alindiginda, teoremlerin istatistiksel yakinsaklik ve klasik manada

yakinsaklik icin de saglandig goriilebilir.
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4. TOPLAM SURECININ BASKAKOV
TIPINDEKI KOROVKIN TEORISINE
UYGULANMASI

4.1 Toplanabilme  Metoduyla  Fonksiyonlara
Yaklasim

Bu kisimda, siirekli fonksiyonlara (3.1) deki lineer operatorler yardimiyla,
toplanabilme metodu kullanilarak yaklasilacaktir. Teoremlere baglamadan 6nce
verilen bir L, operator dizisinin [a,b] arahinda f fonksiyonuna (diizgiin)

A—toplanabilir olmasi

lm | > an, Le(f) — fI| =0 (v ye gore diizgiin)
seklinde gosterilecegini belirtelim. Burada ||f|| = sup |f(x)| normu gbz 6niine
z€la,b]

alinmaktadir. Yaklagimlar i¢in ihtiya¢ duyulan operator sinifinin tanimi asagidaki

sekilde verilmektedir.

Tanmim 4.1.1. A={A"} = {(a%)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiler
toplanabilme metodu olsun. Sabit Vx € [a,b] icin;

Yy y1 Yoam—1
[(1)

Zm,n,v(y> = kz:a;;k f f f d(pk(‘%?y2m)dy2dyl7 a S Y S xz,
=1

a a a

00 b b b
2 v .
[2(7r)z,n,v(y> = Zank f f f d(pk(‘rhy?m)ddeyl) x < Yy < b
k=1 YY1 Y2m—1
integrallerinin isaretleri Yy € [a, b] i¢in ayni ve sabit ancak n,v € N ye bagl olarak

degisebiliyorsa, bu sekilde (3.1) deki Ly, operatérlerinin simifine Es (m > 1) ile
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gbsterecegiz. Dikkat edersek Ey sinafi sadece pozitif lineer operatérleri degil, ayna

zamanda Baskakov tarafindan verilen Es,, sinifint da kapsamaktadar.

Stirekli fonksiyonlara yaklagilan ilk teorem agagidaki sekilde verilmektedir.

Teorem 4.1.1. A={A"} = {(a¥)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiler
toplanabilme metodu olsun. Eger (3.1) operatirleri Ex.. (m > 1) sinifina aitse ve

heri=0,1,2,...,2m (m > 0) i¢in

lim =0 (v ye gore dizgiin)
n—oo

o0
Yo am Ly (e:) — e
k=1

kosulu saglanwyorsa, her f € C*™[a,b] i¢in

o0
lim
n—oo

an Ly (f) — fH =0 (v ye gdre diizgin)
k=1

olur; yani {Ly(f)} operator dizisi[a,b] araliginda f ye (dizgin) A—toplanabilirdir.

ispat. Benzerlikten dolay1 ispatin m = 1 i¢in yapilmasi yeterlidir. ¢ (y) ==y —x

(x € [a,b]) olarak tanimlansin. v (y) nin tanimindan ve lineerlikten

doam Le(Vx) = Y apLi(ea;x) — 22y ap, Li(er; )
k=1 k=1 k=1

+x2 3" a?, Li(eg; )
=1

(4.1)

esitligi elde edilir. Burada eg(x) — 2ze;(x) + 2%eg(z) = 0 oldugu kullanihirsa

a’, L(es; ) — 62> — 2 <l;1aszk(el§ x) — €1>

[e.e]
+2? [ Y ab, Li(eo; ) — eg
k=1

iaﬁkLk(W;@ = (OO
k=1 k

=1

(4.2)
esitligine ulagiir. Ucgen esitsizliginden
Soam L (V)| < || X aneLe (e2) —eof| +2¢|| Y ap Li (e1) — e
k=1 = k=1 (4.3)
+c2 || > al Ly (eo) — €o
k=1

17



oldugu kolayca goriilebilir; burada ¢ € max {|a|, |b|} dir. Esitsizligin iki tarafinda
n lizerinden limit alinirsa, hipotezden

: = v 2
Jin | 3% ai L (v)

‘ =0 (v ye gore diizgiin) (4.4)
oldugu goriiliir. Benzer gekilde v (y) nin tanimindan ve lineerlikten

Yoap Li(Y;x) = Y ay, Li(er;x) —x ) ap, Li(eo; )
k=1 k=1 k=1

esitligi elde edilir. Burada e;(z) — zeg(z) = 0 oldugu da goz oniine alinirsa

o0 o0

St Lu(v: ) — ( a2 L(ex: ) — ) s ( a2 Li(eo; ) — )
k=1

k=1 k=1

bulunur. Yine ii¢gen esitsizliginden

Sante )| < | Sentaten e +o| Santi@ -a| @
k=1 k=1 k=1
elde edilir. (4.5) te n iizerinden limit alinirsa
lim a’y Ly (w)H =0 (v ye gore diizgiin) (4.6)

olur. Diger taraftan
b
Li(*x) = [(y — 2)’dew(w,y)

integrali [a, x] ve [x,b] arahginda ikiye parcalandiginda

Li (¢%52) = [(y — 2Pdgy (2,9) + [(y — 2)dey (2, 9)

T

egitligi elde edilir. Birinci integrale kismi integrasyon yapilirsa

uw=(y—x)? = du=2y—x)dy

Y
dv = doy (z,y) = v = [doy(x,y1)

x

- foyds% (z,91) (y — x)dy

a aa

o — aPdgs (2.y) = (<y P g (o yo)

a

— _2ﬁdgok (z,91) (y — x)dy
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egitligi elde edilir. Tekrar kismi integrasyon uygulanacak olursa
uy = (y—az) = du; = dy
Yy
dvy := fdsok nn)dy == [ [dei (,y2) dy,

—2ffd90k z,y1) (y — )dy

[y — z)?dey, (2,y)
Yy T Yy
—2 ((y—:c [ Jdor (z,y2) dyr| — [ [ [dor (x, yo dyldy>

a

T Yy
= 2fffd90k I » Y2 dyldy

a a a

bulunur. Benzer gekilde ikinci integrale de iki kez kismi integrasyon uygulanirsa

JIZ (y — x)*depy, (x,y) = Qf fb fb dipy (7, y2) dyrdy

T Yy

esitligi kolayca goriiliir. Buradan da

b wia) =2

elde edilir. (4.7) den

Yy bbb
[ [dow (z,y2) dyrdy + [ [ [dor (z y2)dy1dy> (4.7)
a a T Yy

8 — g

T Yy

> ap Ly (%UQ)H = 2 sup Zankfffd% T, yo) dyrdy
k=1 z€lab] k=1 aaa
0 bbb
+ Y an [ [ [dex (2, y2) dyrdy
k=1 zywy

oldugu goriilebilir. 4 nin regiilerliginden
(Z

o

Yy
ff @k €, Y2 dy1) dy

( nkffdwk T, Ya) dy1> dy

Yy

=2 sup
z€la,b]

(¥*)

v
nk

Mg J M8

bulunur ve operatér Ej' sinifina ait oldugundan dolay1

x Yyuyi
ok (W)H =2 Sl[lpb} {f Zankffdsok z,y2) diyr | dy
z€|a, a k=1 aa
00 bb
+f Saby [ [dow (z,y2) dy:| dy
k=1 YY1

19



esitligi elde edilir. (4.4) uyarinca

lim sup { i

n=0xc(a,b] a

Yy

Zankffdgpk T yQ) dyl

k=1

dy

(4.8)
dy} =0

b

+I‘Ea kffdsﬁk x, y2) dyy

z |k=1 YY1

olur. Taylor formiiliinden

Fl) = F@) + P@)(y — ) + [0y — t)dt

T

esitligindeki f(y) fonksiyonu, > a¥, Li(f;x) ifadesinde yerine koyulursa, opera-
k=1

torlerin lineerliginden

éamk(f;x) —f(x)liaszk(eo; ) + <>za WL 1)

o0 (4.9)
+ 2 anp Bi(z)
k=1
bulunur. Burada Ry (z) kalan terimi
fff” y — t)dtdey(v,y)
olarak verilmektedir. (4.9) esitliginden
Sl fie) - o) = @) ( Satubalenis) - o)
k=1 k=1 (4.10)

1) ki:: 0% Ly (; %) + ki:: a2, Re(z)

seklinde yazilabilir. Ayrica Ry (z) integrali de yukaridaki gibi benzer sekilde [a, z]

ve [z, b] arahgmmda ikiye parcalanirsa,

— t)dtdor(z,y)

— t)dtdpr(z,y) + f}f”(t)(y — t)dtdpy(r,y)

r T

S0y [

f
Jo

egitligi elde edilir. Benzer yontemle, birinci integrale kismi integrasyon uygu-
lanirsa

up = [0y — Dt —> dus = (F/(y) — /(@) dy

dvy = dpr(x,y) = Uz = deOk T, Y1)
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T

JT7" ) — Odtdole,y) = [ 1@ —t>dtid¢k<x,yl>

[ do(e. ) (£ () — £(@) dy

= —ffd%(l’, y) (f'(y) = ['(@)) dy
esitligi elde edilir. Ikinci kez kismi integrasyon uygulandiginda ise

—f’( )= fi(x) = dus = ["(y)dy

dvs = fdgok z,y)dy = vz = ffdgok x,yo)dy

x Y1 x

L")y — tydtder(z,y) = —(f'(y) — f'(2)) ffdwk (z, y2)dy

a

f d@k x yz)dy1 dy

" (y)dor(z, y2)dyr dy

sonucuna ulagilir.  Ayni sekilde ikinci integrale de iki kez kismi integrasyon

uygulanirsa
T Yy bbb
= [[ [ (w)der(z, yo)dyrdy + [ [ [ f"(y)der(x, y2)dyrdy (4.11)
aaa T Yyl

oldugu goriiliir. A nin regiilerliginden

SaRel| = suwp | Scal [ @) denle ym)dndy
k=1 z€la,b] k=1 aaa
0o bbbb
+ fffff” )dipi(, y)dyrdy
ey
= S‘[lpb] I an S [ (y)der(z, y2)dyidy
r€|a, a k=1 aa

b oo
+ ka_l nkfff// )depr(x, y2)dyidy

Yy

esitligi ve operatériin E3' sinifimin elmani olmasindan da

00 Yy
v R = sup {f\f” | S Faonte. o)) a
k=1 z€[a,b] aa
+ f " ()] kZankffd@k z,y2)dy dy}
z =1 YY1
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sonucu elde edilir. Dolayisiyla

00 T | o0 Yy
> apRel| < My sup {f > ap S [don(z, y2)dys | dy
k=1 z€[a,b] a k=1 aa
b b b
+ [ 132 an S [dew(x, y2)dyr | dy
z k=1 YY1
bulunur; burada M; = ||f”|| dir. Son egitsizlikte (4.8) limiti goz 6niine alinirsa
lim al, Rl =0, (v ye gore diizgiin) (4.12)
oldugu kolaylikla goriiliir. (4.10) daki egitlikten
> anp Li(f) — fH < Ma || >-apLi(eo) — eo| + M3 ZaZkLk(@ZJ)H
k=1 k=1 k=1

(4.13)
+

oo
v

Z ankRk’

k=1

elde edilir; burada My = || f|| ve M3 = ||f’|| seklinde tanimhdir. (4.13) teki
esitsizligin iki tarafinda n iizerinden limit alinirsa, hipotez, (4.6) ve (4.12) dikkate

alindiginda
lim al Li(f) — fH =0 (v ye gore diizgiin)

sonucuna ulagihr. Bu da bize {Li(f)},cy operatorler dizisinin [a,b] arahginda
f fonksiyonuna A—toplanabilir oldugunu gosterir (ispati herhangi bir pozitif

tamsayisi i¢in yaparken Ly(¢)*™; ) operatoriinii incelemek yeterlidir). O

Siirekli fonksiyonlara yaklagirken elde edilen bir diger teorem su sekildedir.

Teorem 4.1.2. A={A"} = {(a’)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiler
matrisler dizisi ve Ly operatérleri Ej\  swfina ait olsun. Eger her i =

0,1,2,...,2m (m > 0) i¢in

o0
lim
n—oo

=0 (v ye gore dizgin)

ap, Ly (e;) — e;
k=1

kosulu saglaniyorsa ve her x € [a,b] ve her k € N i¢in

b
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olacak sekilde M > 0 sayisi varsa, her f € Cla,b] i¢in

[o@)
lim
n—oo

1aszk(f) - fH =0 (v ye gore diizgiin)

k—

olur; yani { Ly (f)} operator dizisi[a,b] araliginda f ye (dizgin) A—toplanabilirdir.

Ispat. Bilivoruz ki {eg, €1, €2, ...} sistemi Cfa,b] uzaymin temel sistemidir. Bu
yiizden verilen bir f € C|a,b] igin Weierstrasss teoreminden &yle bir P(y) =

apeo(y) + are1(y) + - - - + agmean(y) polinomu bulunabilir ki her € > 0 i¢in
If =Pl <e (4.14)

olur. Hipotezden, her v € N i¢in

00 00 b 00
;dM%U—HHSW—PWZ%JMWWWHSMQZ%k (4.15)
=1 =1

k=1 a

esitsizligine kolaylkla ulagilabilir. Burada A4 nin regiilerliginden dolayr ) a?,
k=1

serisi, her v,n € N i¢in sonludur. Diger taraftan L; nin lineerliginden
Yoal Ly (Pix) =ag) an, Lg(eo; ) + a1y ap Ly (ex;z) + -+ -+
+ agm > ay, L (€gm; x)
k=1
seklinde yazilabilir. Bu son egitlikten
ap (Zaszk (eo; ) — eo>
k=1

+a, (Zaszk (e1;) — 61>
k=1

éagkLk (P) — PH =

4+ -+ ag, Zaszk (62m; ZE) - eQm) H
k=1

elde edilir. Ucgen esitsizligi kullanilirsa

Z%M@%ﬂkMM
k=1

o0
> anLi (e0; ) — e
k=1

o0
+lar] || Yo appLi (e1;7) — e
k=1
o
+ - aom| || D ank Ly (eam; ) — eam
=1
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oldugu goriiliir. Eger C' := max {|ag|, |a1], ..., |az2m|} olarak tamimlanirsa

>

1=

(4.16)

gjlagkLk (P) — PH <C

m
=0

o0
doar Ly (e;;x) — e
k=1

bulunur. Son olarak (4.14), (4.15) ve (4.16) dikkate alinirsa Yo, n € N i¢in

IiaZkLk (f) - fH < ‘ liaZkLk (f) — liaZkLk (P>H

+

> ap Ly (P)— P
k=1

+[lf =P

o) 2m
<e (Mza;;k + 1) +OY
k=1 =

=0

o0
> api Ly (i) — e
k=1

egitsizligine ulagilir. Bu son esitsizligin her iki yaninda n — oo iken limit alinirsa,
A nin regiilerliginden dolay1 her v € N i¢in

lim
n—oo

ar Ly (f) — fH =0 (v ye gore diizgiin)
k=1

oldugu goriiliir . Bu da bize {Lj (f)},cy operatorler dizisinin f fonksiyonuna

[a, b] lizerinde A—toplanabilir oldugunu gosterir. O

Bu boliimdeki Teorem 4.1.1 ve 4.1.2 den elde edilen tiim sonuclar daha sonra 5.

Bolim’de incelenecektir.

4.2 Toplanabilme Metoduyla  Fonksiyonlarin

Tiirevlerine Yaklagim

Bu kisimda, fonksiyonlarin tiirevlerine toplanabilme metodu kullanilarak yak-
lagilacaktir. Burada fonksiyonlarin tiirevleri tek ve ¢ift mertebeli olarak ayr1 ayri
incelenmek zorundadir. Ciinkii tek mertebeli tiirevlere yaklagabilmek i¢in farkh
bir simif tanimlanmasi gerekmektedir.

Siradaki teoremde cift mertebeli tiirevlere yaklagimlar incelenecektir.

Teorem 4.2.1. A={A"} = {(a¥,)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiiler

toplanabilme metodu olsun. Eger Ly operatirleri Es (m > 1) sifina aitse
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ve her i =0,1,...,2m (r <m) ic¢in

lim Ml =0 (v ye gire diizgiin)
n—oo

1

ay, Ly (€;) — é!
k=1

kosulunu saglhyorsa, her f € C*[a,b] i¢in,

[e.e]

lim || > apLe (f) = f&7)
n—oo || .21

=0 (v ye gore dizgin)

olur; yani {Li(f)} operatér dizisi [a,b] arahgmda f@ ye (diizgin) A— topla-

nabilirdir.

ispat. Benzerlikten dolay ispatin » = 1 i¢in yapilmasi yeterlidir. (4.9) dan

Sl Li(fix) = f(2) 3 atLe(eo; o) + F(2) 3 atLe(; o)
k=1 k=1 k=1

o (4.17)
+> ap Li(f"; @)
k=1
esitligi biliniyor. Burada L} operatorii (4.11) den
b
Li(f"2) == Ri(x) = [ f"(y)dpy o(,9);
Yy
([ [dor(z,yo)dy:)dy; a <y <,
doro(,y) =9 %% (4.18)
([ [dor(x,y2)dys)dy; =<y <b
Yy

seklinde tammhdir. Bu durumda Ly (f”) operatoriiniin dj ,(,y) nin tanimmn-

dan dolay1 Es o, (m > 1) smifina ait oldugu goriilebilir. Ayrica (4.17) de f

fonksiyonu yerine e;(y) (i =0,1,--- ,2m) test fonksiyonlar1 yazilirsa
>appLi (eisx) = f(x) X apLi(eo;x) + /() X an, Li(¥; )
k=1 W k=1 k=1 (4.19)
+2_an Li(ef; o)
k=1
esitligi elde edilir. Diger taraftan ej (x) = 0 oldugundan
areLi(eo; ) — eg(x) = Y ay, Li(eo; ) (4.20)

k=1 k=1
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bulunur. Ayrica ¢ nin tanim goéz Oniine alimirsa (4.20) den ve ef(xz) = 0

oldugundan

> appLa(x) = D anLi(ersx) — x ) an, Li(eo; )
k=1 k=1 k=1

-1 - (4.21)
= (D appL(er;z) —ef) — x(3-apy Li(eo; ) — €q)
k=1 k=1

esitligi elde edilir. (4.19) daki esitlikte (4.20) ve (4.21) goz Oniine alinarak, n
izerinden limit alindiginda

lim Y ay,Li(el;z) = e (x) (v ye gore diizgiin) (4.22)

olur. Ya da bir bagka deyigle lim || > al Li(ef) — €|l = 0 (v ye gore diizgiin)

olur. i > 2 iken e = i(i — 1)e;_5 oldugundan lineerlikten

=i(i — 1)

Yo Li(i(i — 1)ei—a) —i(i — 1)e;_o > anLi(eisa) —eis
=1 =

esitligi elde edilir. Bu durumda her ¢ =0,1,--- 2m — 2 i¢in

lim =0 (4.23)
n—0o0

o0
2 anelile:) — e

sonucuna ulagilir. f” € C?™~2[q, b] oldugundan Teorem 4.1.1 uyarinca

lim ar Li(f")y = "l =0 (4.24)
olur. Son olarak (4.17) de ii¢gen esitsizliginden
antelD) - £ <] Sataten)| + 3 | E o)
k=1 =1 k=1 (4.25)
+ | St -
k=1

olup (4.20), (4.21) ve (4.24) ten

lim {| > ap, Le(f) — f"]| =0 (v ye gore diizgiin)
sonucuna ulagilir; burada M; = || f||, Mz = || f']| seklinde tanimlidir. Bu ise ispati
tamamlar. O
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Cift mertebeli tiirevlere yakinsamayla ilgili bir diger teorem ise gu sekilde

verilebilir.

Teorem 4.2.2. A={A"} = {(a%)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiler
toplanabilme metodu olsun. Eger Ly operatorii E5. (m > 1) simfina aitse ve
heri=0,1,...,2m (r < m) i¢in

lim ay. Ly (e;) — PN =0 (v ye gore diizgiin)
1

(2
n—oo

k=

kosuluyla birlikte, her x € [a,b] ve her k,r € N i¢in

b
f |d¢z,2r($ay)‘ S M

olacak sekile M > 0 reel sayisi varsa, her f € C?*"[a,b] i¢in

lim || Y ap Ly () = F&7)
n—oo ||

=0 (v ye gore diizgiin)

olur; yani {L,(f)} operatér dizisi [a,b] arabgmda f*) ye (diizgin) A— topla-
nabilirdir. Buradaki dyj, o, (,y)

Yyyi Y2r—1
(ff . f d(,Ok(x,yQT)dQQdyl dy, eger a <y <ux,

d%:gr(% y) = bb b
S [ de(a,yan).dysdyy | dy; eger = <y <D,

Yy Y2r—1

seklinde verilmektedir.

Ispat. Benzerlikten dolay: ispatin 7 = 1 icin yapilmas: yeterlidir. (4.25) ten her

v € N igin
autal$) - 7| <0 | Satutaten) + M| S|
k=1 k=1 k=1

(4.26)

+ || 2 am L (f") = f”
k=1

esitligi ve (4.23) ten de her i =0,1,2,--- ,2m — 2 i¢in

lim =0 (v ye gore diizgiin)
n—oo

apiLy(€:) — €
k=1
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oldugu biliniyor (M; = ||f||, Ma = ||f'||). Ayrica Li(e;) € Fs' , oldugu Teorem
4.2.1 in ispatindan elde edilebilir. Diger taraftan hipotezden her k,v € N ve her
z,y € [a,b] i¢in

b
/ ‘dgp,’é;(w,y)! <M

kogulu gerceklenir. f” € C|[a, b] oldugundan Teorem 4.1.2 den Vv € N i¢in

lim =0 (v ye gore diizgiin) (4.27)
n—oo

e Ly (f") = f"
1

-
olur. Dolaysiyla (4.26) da (4.27) goz 6niine alimp esitsizligin iki yaninda n — oo
icin limit alinirsa

lim
n—oo

=0 (v ye gore diizgiin)

,i 0% Li(f) = f"

elde edilir. Yani Li(f) operatorii [a, b] araliginda f” ne (diizgiin) A—toplanabilirdir.
[

Tek mertebeli tiirevlere yaklagabilmek icinde agagidaki operatorler sinifina gerek

duyulmaktadir.

Tanmim 4.2.1. A={A"} = {(a%)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiler

toplanabilme metodu olsun. ¥V = € [a,b] ve Vn,v € N i¢in;

o0 Y Y1 Yam
L) oY) == l;aﬁkff~-~ [ dor(x, yoms1).dyedys 5 a <y <,

b

00 b b

2 v

I (¥) = ]{:Zlankff ) don(@ yamn)dyedyy @ <y <D,
= Yyun Yam

integrallerin isaretleri Yy € la,b] i¢in sabit ve zit ise bu gekilde (3.1) deki Ly

operatirlerin siifine Byl (m > 1) ile gdsterecegiz.

Tek mertebeli tiirevlere toplanabilme metoduyla yaklagabilmek icin ilk teorem

agagidaki sekilde verilmektedir.

Teorem 4.2.3. A={A"} = {(a)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiler
toplanabilme metodu olsun. Eger Ly operatirleri Bz .1 (m > 1) simfina aitse ve
heri=0,1,--- 2m+1 (r <m) igin

s (2r+1)
: v

nh_{lolo apy L (€1) — €;

1

=0 (v ye gére diizgin)
ke

28



kosulunu saghyorsa, her f € C*™a, b] icin

S al,Le (f) — f+D

lim
n—0o0

=0 (v ye gére diizgiin)

olur; yani {Li(f)} operator dizisi [a,b] arahginda f*+Y e A—toplanabilirdir.

Ispat. Benzerlikten dolay1 ispatin m = 1 ve r = 0 i¢in yapilmasi1 yeterlidir.

Dolaysiyla f € C®[a, b] olacaktir. Taylor formiiliinden

fly) = fx) + [f(t)dt (4.28)

esitligi yazilabilir. Bu taktirde Lj nin tanimindan

Y

Li(f;2) = Le(f(z) + [ f'(t)dt; z)

T (4.29)
= f(@)Li(eo; z) + [ [ f'(D)dtder(z,y)

oldugu goriilebilir. f f f/(t)dtdpg(x,y) integrali [a,z]| ve [z,b] arahginda ikiye

parcalanip
[ rataoa.y) = [ @0dtdoey) + [ Oddonay) (430

daha sonra f f f'(t)dtdpr(z,y) integraline kismi integrasyon uygulanirsa

u= ff’(t)dt = du = f'(y)dy

x

Yy
dv = dpg(z,y) = v = [dey(z,y1)

Frwddoey) = Froifaedem| - 1oy -
azx T oy a a aa 4.31
= —[[F(y)der(z,)dy

elde edilir. Benzer sekilde f f f'(t)dtdpg(x,y) integraline de kismi integrasyon

uygulanirsa
by b b
J I Odtdor(x,y) = [ [f (y)dew(z, y1)dy (4.32)
T x Ty
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bulunur. (4.30) da (4.31) ve (4.32) goz oniine alinirsa

Fpataona.y) = [ rw)dente. )y + [ F@doep)dy  (433)

esitligine ulagihr. (4.29) da operatoriimiiz
Ly(f;z) = f(z)Li(eos z) + Ly (f'5 ) (4.34)

seklinde yazilirsa
b

L (ffx) = [f(y)dei (z,y) (4.35)

a

olur, burada

Yy
—([Jder(x,p))dy 5 a<y<w,
depy(z,y) = b (4.36)
(Jdor(z,p1))dy 5 <y <b.
Yy

seklinde tamimhdir. Dikkat edilirse diy”; (7, y) nin tammindan Li*(f'; x) opera-
toriiniin F3' simifina ait oldugu kolayca goriiliir. e) = 0 oldugu dikkate alinirsa
hipotezden

lim iaﬁkLk(eo; x) =0 (v ye gore diizgiin) (4.37)

olur.  Ayrica (4.34) te f yerine e¢; (i = 0,1,2,3) yazilirsa, hipotezden
lim Lg(e;; x) = € olacagimdan

n—oo

lim Y ar, Ly (e;x) = ¢ (4.38)

n—00 1.1
elde edilir. (4.38) de i # 0 iken €;(y) = ie;_1(y) oldugu dikkate alinirsa ¢ = 1,2,3
icin

o0
lim > a’, Ly (ie;—1;2) —ie;—1 =0

olur. Lineerlikten dolay1

7 lim (Eame}z*(ell, 5[)) — €i1> =0
k=1

n—00

esitligi elde edilir; ya da bagka bir deyigle ¢ = 0,1, 2 i¢in

oo
. v *ok .
nh_)n;() ap, Ly (e;0) — e
k=1

=0 (4.39)
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sonucuna ulagiir. f’ € C?|a,b] oldugundan Teorem 4.1.1 den

o0
lim
n—oo

an Ly (f;x) — fH =0 (v ye gore diizgiin) (4.40)
k=1

bulunur. Diger taraftan (4.34) ten

S anLalfix) — F(@) = (@) SaLaleoi ) + Ran il (i) ~ ()
esitligi goriilebilir. Ucgen esitsizliginden Vo € N icin
< M,

+ (4.41)

ki 0% Li(f) — f'

D i Li(eo)
k=1

St L () =
k=1

esitsizligine ulagilabilir; burada M; = ||f|| dir. Son olarak (4.41) de (4.37) ve

(4.40) gbz Oniine almip n — oo i¢in limit alnirsa

lim
n—oo

S L(f) fH _ 0 (u ye gore diizgiin)
k=1

sonucuna ulagilir. Bu da Lg(f) operatoriiniin [a,b] arahginda f’ ne (diizgiin)

A—toplanabilir oldugunu gosterir. O

Tek mertebeli tiirevler icin diger bir yaklagim teoremi de asagidaki sekilde

verilebilir.

Teorem 4.2.4. A={A"} = {(a%)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiler
toplanabilme metodu olsun. FEder L; operatori E{‘mﬂ (m > 1) stmfina aitse

ve heri=0,1,....2m+1 (r < m) ig¢in

o0
: 2r+1
lim E r+1)
n—00

=0 (v ye gore dizgin)

av, Ly (e;) — e
1

k=

kosuluyla birlikte, her x € [a,b] ve her k,r € N i¢in

b
f ‘d¢ZT2r+l<x>y)| <M

olacak sekilde M > 0 sayisi varsa, her f € C*" " a, b] i¢in

oo
lim
n—oo

=0 (v ye gore diizgiin)

ap Ly (f) = fEHY
1

k=
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2r+1

olur; yani {Ly(f)} operator dizisi[a,b] arahginda f*+Y e (diizgiin) A—toplanabi-

lirdir. Burada dy}y, (7, y)

yyr  yor
- (f fd@k($,y2r+1)--~d?/2dyl) dy; eger a<y<uz,
dSOZTwH (xv y) = ( b

b b
ff T fd¢k($ay2r+1)~-dy2dy1> dy ; eger v <y<b,

Yy Yaor

seklinde tanimlanmaktadr.

Ispat. Ispatin m = 1, 7 = 0 i¢in yapilmas: yeterlidir. Taylor formiiliinden f (y) =
y
f(x)+ [ f'(t)dt esitligi biliniyor. Bu esitlikteki f(y) fonksiyonu Ly (f;z) te yerine

koyulurxsa lineerlikten
Ly(f;z) = f(z)Li(eos z) + Ly (f'5 ) (4.42)

esitligine ulagilir. Ayrica (4.39) da i =0,1,2 i¢in

o0
ap Ly (e) — €
k=1

lim =0 (4.43)
n—0o0

oldugu gosterilmigtir. Hipotezden dolayr f' € Cla,b] oldugu da bilinmektedir.
dpi’y (z,y) nin tanimindan L*(f) operatorii, Ef' simifia aittir. Hipotez dikkate
alindiginda Teorem 4.1.1 in biitiin kosullar1 saglanir. Dolayisiyla Teorem 4.1.1
den

oo
lim
n—oo

=0 (v ye gore diizgiin)

laZkLZ*(f’) —f

sonucuna ulagihr. Ayrica (4.42) den

k=

o0

aniLi(€0)
k=1

< M, +

]i 0% Li(f) — f' (4.44)

St L (f) =
k=1

yazilabilir. Bir onceki teoremin ispatinda (4.37) goz Oniine alinip (4.44) te n

tzerinden limit alinirsa

lim ||Y ap, Lie(f) — f’H =0 (v ye gore diizgiin)
k=1

n—oo

elde edilir. Bu da Ly (f) operatoriiniin f’ ne (diizgiin) A—toplanabilir oldugunu

gosterir. O

Bu boliimde elde edilen teoremlerin tiim sonuclar1 beginci boliimde tartigilacak-

tar.
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5. SONUCLAR VE UYGULAMALAR

Bu béliimde, tezde ispatlanan yaklagim teoremlerinin cesitli sonuclar: iizerinde
durulacak ve baz grafiksel gosterimler verilecektir. Son olarak da elde edilen
sonuclarim degerlendirmelerinden bahsedilip gelecek caligmalar icin bir yon belir-

lenmeye cahigilacaktir.

5.1 Fonksiyonlara Yaklagimlarda Elde Edilen Sonuclar

Stirekli fonksiyonlara yaklasirken elde edilen teoremlerin sonuclar1 iki baslik

altinda incelenecektir.

5.1.1 Teorem 4.1.1 in Sonuglari

e Operatorlerimizin simifi, pozitif lineer operatorleri de kapsadigindan dolay:
caliymamiz Swetits’in pozitif lineer operatorleri kullanarak [24] te Teorem

1 de yapmig oldugu yaklagim teoremini kapsamaktadir.
e Teorem 4.1.1 de Vv € N icin A ={A"} = {I} birim matrisi alinirsa
> e Li(fi2) = Lo(f; 2)
k=1

oldugundan dolay1
sonucuna ulagilir. Yani Teorem 4.1.1, ilk olarak Baskakov'un ulagmis oldugu

klasik yaklagim sonuglarina indirgenir [5].
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e Benzer gekilde Teorem 4.1.1 de Vv € N i¢in A ={A"} = {I} birim matrisi
segilsin.  Eger o (z,y) fonksiyonu Vk € N ve Vx € [a,b] igin y ye gore
azalmayan bir fonksiyon alinirsa, teoremimiz pozitif lineer operatoérler igin

bilinen klasik Korovkin teoremine dontigiir [17].

o Eger A=F ={F"} secilirse,

1 ntv— 1

]ia:;kLk(f;x) 2 L)

oldugundan dolay1

) 1 ntv-1
LY FSRURY BT

sonucuna ulagihr.  Yani operatoriimiiz f fonksiyonuna hemen hemen
yakinsaktir. Bu da ¢aligmamizin Mohapatramin [21] deki sonucunu da

kapsadigini gosterir.

e Eger Vo € Nigin A ={C,} segilirse,
00 1.
> apeLi(fi0) = =5 Li(f; @)
k=1 Ng=1

olacagindan operatorlerimizin aritmetik ortalamasi f fonksiyonuna yakin-

sar.

Teorem 4.1.1 den elde edilen bir bagka sonug ise agagidaki sekilde ifade edilebilir.

Sonug¢ 5.1.1. A={A"} = {(a¥)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiler
toplanabilme metodu olsun. Eger (3.1) operatirleri E5. (m > 1) simifina aitse ve

heri=20,1,2,...,2m i¢cin

lim Y ay, || Lk (e;) — el =0 (v ye gire diizgiin)

kosulu saglanwyorsa, her f € C*™[a,b] i¢in,

lim

“ L (f) fH — 0 (v ye gire diizgiim)

olur, yani {Li(f)} operator dizisi |a,b] araliginda f fonksiyonuna (dizgin)

A—toplanabilirdir.
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Ispat. Ucgen esitsizliginden Vn,v € N icin

o0 o0
Yo appLy (i) —eif| < Doapy || Li (e:) — e + ¢
k=1 k=1

Stan, 1\ (5.1)
k=1

olur; burada ¢; := max{|a|’,|b'} (i = 0,1,---,2m) seklinde tammhdir. A

nin regiilerliginden dolayr Vo € N i¢in lim, o, > a¥, = 1 (v ye gore diizgiin)
k=1
olacagindan hipotez uyarinca

lim =0
n—oo

o
kZlaZkLk (€:) — e

elde edilir. Dolayisiyla Teorem 4.1.1 in tiim kogullar saglandigindan {Ly(f)}
operator dizisi [a, b] arahgmda f fonksiyonuna (diizgiin) A—toplanabilirdir. [

5.1.2 Teorem 4.1.2 in Sonuclar1

Bir onceki kisimda oldugu gibi agagidaki sonuglar gozlemlenebilir:

e Yu € Nigin A ={A"} = {I} birim matrisi almirsa, Li(f;x) operatorii f

fonksiyonuna (klasik anlamda) diizgiin yakinsar.

e Yine A=F ={F"} matrisler dizisi alindiginda L;(f;x) operatérii f

fonksiyonuna hemen hemen yakinsar.

e Son olarak da Vv € N i¢in A ={C}} matrisi almirsa, Li(f;2) operatorii f

fonksiyonuna aritmetik ortalama yakinsar.

Burada Teorem 4.1.1 ile Teorem 4.1.2 arasindaki fark, ilk teoremdeki f € C*™[a, b]
kogulunun hafifletilerek f € Cla,b] olmasi ve bunun yerine L, operatoriiniin

diizgiin sinirliligi kogulunun gelmesidir.

A—istatistiksel yakinsaklik ile toplanabilme metodunun tamamen farkli kavram-
lar oldugu daha 6nce soylenmigti. Fakat operatoriin diizgiin sinirliligi verildiginde

agagidaki ilging sonucun elde edilmesi miimkiindiir.
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Sonug 5.1.2. A = {A} = {(aw)} (k,n € N) negatif olmayan regiiler
toplanabilme metodu ve (3.1) operatérleri E3t (m > 1) sumfina ait olsun.

Farzedelim ki her x € [a,b] ve her k € N i¢in

b
olacak sekilde M > 0 sayist mevcut olsun. Eger heri=0,1,2,...,2m i¢in
sta— lim ||Lg (e;) —eif| =0
k—o0

kosulu saglanwyorsa, her f € Cla,b] i¢in

lim
n—oo

v Ly (f) fH 0 (v ye gire ditzgiin)

olur; yani {Ly(f)} operator dizisi [a,b] arahginda f fonksiyonuna (dizgin)

A—toplanabilirdir.

ispat. K;(e) := {keN:|Ly(e;) —eil| =€} (i = 0,1,---2m) olarak tanim-

lanirsa, A—istatistiksel yakinsakligin tanimindan biliniyor ki

lim > au=0

n—00 S0

olur. Dolayisiyla iicgen esitsizliginden Vi = 0,1,--- ,2m igin

Zankl|Lk(€z)—€zll< S awlllile) —eill+ > amllLiles) —eill (5.2)
k= kEK;(€) kEN\K; (¢)

esitsizligi saglanir. Hipotezdeki L operatoriiniin diizgiin sinirhiligindan da

S ank || Le(e) — el < (M 4+ 1) > ans (5.3)

k‘EKi(e) kEKi(e)
esitsizligine ulagilir; burada ¢; = max{|a]i,]b|i} (i = 0,1,---,2m) seklinde
tanimhdir. Ayrica K;(e) un tamimindan k& € N\Kj(e) iken ||Lg(e;) — el < €

oldugu i¢in

> ank [ Li(es) —eil| < €dank (5.4)
keEN\K;(e) k=1

esitsizligi kolayca goriilebilir. (5.2) de (5.3) ve (5.4) goz Oniine alinirsa,

éankHLk(ei)—eiH<(M—i— e 3 ank+62ank (5.5)

keK;(e)
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egitsizligi elde edilir. A nin regiilerligi ve hipotez dikkate alimp (5.5) te n

tizerinden limit alinirsa

lm > ane || Li(e;) — el =0 (5.6)

oldugu goriiliir. Diger yandan Vn € N igin

o

ank Ly (e;) — €;
k=1

[e.e]

< Do ank || Li (e3) — e + ¢
k=1

e — 1‘ (5.7)
k=1

gerceklenir. A nin regiilerliginden dolay: lim,, . Y a?, = 1 (v ye gore diizgiin)
k=1
olacagindan (5.7) de (5.6) dikkate almip esitsizliginin iki tarafinda n — oo igin

limit alinirsa hipotezden Vi = 0,1,--- ,2m i¢in
lim aszk (61) — €|l = 0

olur. Teorem 4.1.2 nin tiim kosullar1 saglandigindan dolayr {L(f)} operator
dizisi [a, b] araliginda f fonksiyonuna A—toplanabilirdir. ]

Sonug 5.1.2 de A = 'y Cesaro matrisi alindiginda agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.1.3. Farzedelem ki (3.1) operatérleri ES) (m > 1) sinafina ait olsun ve

her x € [a,b] ve her k € N i¢in

b
olacak sekilde M > 0 reel sayist var olsun. Eger her i =1,2,---,2m i¢in
st — lim ||Lg (e;) — €| =0
k—o0

kosulu saglanwyorsa, her f € Cla,b] i¢in

i LiU32) + La(fs2) 4 -+ L(f2) _ f(x) (diizgin)

n—00 n

olur; yani {Ly(f)} operator dizisi [a,b] aralginda f fonksiyonuna (dizgin)

aritmetik ortalama yakinsaktor.
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5.2 Fonksiyonlarin Tiirevlerine Yaklasimlarda Elde

Edilen Sonuclar

Teoremlerin sonuclari ayri ayri1 incelemeden oOnce ilk olarak asagidaki sonuc

verilebilir.
Sonug 5.2.1. A={A"} = {(a’)} (k,n,v € N) negatif olmayan regiiler
toplanabilme metodu olsun. Eger hert=0,1,...,2m i¢cin

[e o]
: v
lim ) a,,

=0 (v ye gdre dizgiin)

)Lk (e;) — e

kosulu saglanwyorsa

lim 3 ()

U . J—
Tim 1ankLk (e;) —e

=0 (v ye gore dizgin)
k=

olur.

ispat. Dogrudan hesaplamayla

+ ki

> anLi(er) =)
k=1

o0
<D ap
k=1

‘Lk (e;) — ez(j)

2¢V4H (5.
k=1

{|d?z"/(dz)’|} seklinde tanimhdir. (5.8)

S e (o) = e
ulagilir. []

oldugu goriilebilir; burada k; := sup ¢,

de n iizerinden limit almrsa lim,,_ . = 0 sonucuna

Teorem 4.2.1 in sonuclart agagidaki sekilde verilmektedir.

5.2.1 Teorem 4.2.1 in Sonuclar1

Teorem 4.2.1 de agagidaki 6zel haller gergeklenir:

e Vv € Nicgin A = {A"} = {I} birim matrisi alinirsa, L (f;z) operatorii f(")

tiirevine diizgiin yakinsar.
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o A= F ={F"} matrisler dizisi ahndiginda Ly (f; ) operatérii f(?") tiirevine

hemen hemen yakinsar.

e Vv € N icin A ={C;} matrisi almirsa, L,(f;z) operatérii ) tiirevine

aritmetik ortalama yakinsak olur.

5.2.2 Teorem 4.2.2 nin Sonuclari

Burada Teorem 4.2.1 deki f € C?"[a,b] kogulunun hafifletilerek f € C?"[a,b]
olmast ve onun yerine Teorem 4.2.2 nin ispat1 yapilirken tanimlanan Lj ope-
ratoriiniin diizgiin sinirliligr kosulu getirilmesiyle elde edilen Teorem 4.2.2 nin

sonuclar1 da benzer gekilde verilebilir.

e Vv € Nigin A = {A"} = {I} birim matrisi alimirsa, L;(f; x) operatorii f(27)

tiirevine diizgiin yakinsar.

e A=F ={F"} matrisler dizisini alindiginda L,(f;z) operatorii f(")

tiirevine hemen hemen yakinsak olur.

e Vv € Nicin A ={C;} matrisi alindiginda, Ly (f; ) operatorii ") tiirevine

aritmetik ortalama yakinsak olur.

5.2.3 Teorem 4.2.3 iin Sonuclari

Teorem 4.2.1 deki tiim 6zel haller, f@*1 tek mertebeli tiirevlere yaklasim icin

de gegerlidir.

5.2.4 Teorem 4.2.4 iin Sonuglari

Teorem 4.2.2 deki tiim 6zel haller, f@*+1 tek mertebeli tiirevlere yaklasim icin

de gecgerlidir.
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5.3 Uygulamalar

Bu kisimda yapmis oldugumuz caligmanin 6zel bir Ornegi grafik {izerinden
gosterilecektir.

ug () fonksiyon dizisi uy : [0,1] - R

(@) x? : k tek
ug(z) =
: 2 — 2% kcift

seklinde tamimlansin. C[0, 1] uzayinda Lg(f; x) pozitif lineer operatérii
feCo,1], z € [0,1], k € N olmak iizere

. .
7 o . ) . e
Li(f; @) = ;)(?)f(g)w(@{]x’ M1=2) = (k= )2l (1 —2)" 71} (5.9)
iz
seklinde tamimlansin. Lj operatériiniin tanimindan Vk € N icin
Li(f;2) = w(z) B(f; ) (5.10)

oldugu goriilebilir. Burada Bi(f;x) = > ( )f(%) J(1 — x)*7 Bernstein poli-
=0

nomlarm: ve By (f;x) ise Bernstein polinomunun tiirevini gostermektedir. [0, 1]
araliginda tanimh Borel 6l¢iilebilir altkiimelerinin olugturdugu o—cebir iizerinde
tanimh (sonlu) Borel ol¢iimii kullamilarak [5], kiimiilatif dagilm fonksiyonlar:
[23] g6z Oniinde bulunduruldugunda (5.9) daki Lj operatoriiniin (3.1) seklinde
yazilabildigi goriilebilir. A = {C}} aliirsa [0, 1] arahginda

lim liuk(x) =1, (x e gore diizgiin)

n—oo N

yani

lZuk—lH —0 (5.11)
oldugu goriiliir. Ayrica [19] dan [0, 1] arahginda Vf € C'[a, ] i¢in

lim B(f:2) = f(+) (diizgiin) (5.12)
oldugu biliniyor. (5.12) de Teorem 2.3.1 den

lim 3 B~ ] =0 (513)
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oldugu goriilebilir. (5.10) dan agsagidaki esitsizlik yazilabilmektedir:
Li(f;2) — f'(z) = (up(z) = 1) (Bp(f2) — f'(2) + f'(2) (un(z) — 1)
+ By(f;2) = ['(2).

Bu esitlikten

—szsw @) = 23 (ulw) = 1) (By(fr2) — f(2)

N =1

+70) (3 Eu) - 1) + 15 (Bl - 1 (0)

oldugu goriiliir. Vk € N icin |lup — 1|] < 1 oldugundan, M := ||f’|| seklinde

taniumlanirsa

sEumn-r| <2 imn - a1 e
k=1 Nk=1 Ng=1

esitsizligi elde edilir. (5.14) te (5.11) ve (5.13) gbz 6niine alimp n — oo i¢in limit

alinirsa [0, 1] araliginda

lim S, (f;x) = f'(z) (z e gore diizgiin)

n—oo

sonucuna ulagilir. Burada S, (f;z)

L(fi2) + La(fi2) + o + Lalfi)

n

Su(fix) = (5.15)

seklinde tamimhdir. Dolaysiyla L operatorii Teorem 4.2.3 teki A = {C1} 6zel
halini saglamig oldu. Fakat dikkat edilirse f’ fonksiyonuna Lj(f) operatoriiyle
klasik manada yaklagilmasi sabit fonksiyonlar diginda imkansizdir. Ciinkii (ug(z))

dizisi [0, 1) arahginda yakimsak olmayan bir fonksiyon dizisidir.

Ayrica herhagi bir regiiler A matrisi i¢in Ly(f) operatoriiniin f’ tiirevine
A—istatistiksel yakinsamasi da imkansizdir. Ciinkii

sty — limsupug(z) = 2 — 2° ve sty — liminfu,(x) = 2° (5.16)
k—o0 k—o0

seklindedir. Burada st4 —limsup ve sty —liminf {ist ve alt A—istatistiksel limiti
gostermektedir [9, 12]. (5.16) dan anliyoruz ki sabit bir z € [0,1) i¢in wuy(x) dizisi

hem klasik manada hem de A—istatistiksel manada yakinsak degildir.
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Simdi f(z) = x + &sin (102) + 155 cos (102) fonksiyonunu ve bu fonksiyonun
tiirevi olan f'(z) = 1 + x cos (10z) fonksiyonunu ele alalim. Sekil 5.1 ve Sekil 5.2
bize, (5.9) da tanimlanan Lg(f) operatoriiniin f’ tiirevine yakinsayamayacagini
gostermektedir. Ciinkii k& nin tek degerleri igin operatdriimiiz 2% f’(z) fonksiyo-

nuna, ¢ift degerleri i¢in ise (2 — z?) f/(x) fonksiyonuna yaklagmaktadir.

[
T

Pl

277N )

Sekil 5.1: f(z) = x + &sin(10z) + 5 cos (10z) fonksiyonu i¢in (5.9) da

tanamladigimiz Ly (f; x) operatori k nan yeterince biiyiik tek degerleri icin 22 f'(x)
fonksiyonuna yaklasmaktadur.

[
T

(2-%)f'x)
Lso(fix)
Lyo(fix)
Lyo(fix)
fix

y
t t t t
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 5.2: f(z) = a + &sin(10x) + 5 cos (102) fonksiyonu i¢in (5.9) da
tamimladigimiz Li(f;z) operatori k nin yeterince biyik ¢ift degerleri i¢in

(2 — 22) f'(x) fonksiyonuna yaklasmaktadr.
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Fakat Sekil 5.3 ten anlagihyor ki yeterince biiyiik k& degerleri i¢in Ly(f) opera-

toriiniin aritmetik ortalamasi f’ tiirevine yaklasmaktadir.

i

3

T

(2-x3)f (x)

/
- 7~ /
27" ~ 7 60(fx)
/
;

Sekil 5.3: f(x) = x + £sin(10z) + 155 cos (10z) fonksiyonu i¢in (5.15) te

tamamladigimiz S, (f; ) operatori k mn yelerince biyik degerleri icin f'(x)
fonksiyonuna yaklasmaktadur.

5.4 Degerlendirmeler

Bu tez ile birlikte yaklagimlar teorisi ile toplanabilme teorisi arasinda giiclii bir
koprii kurulmusgtur. Daha 6nceden benzer diigiinceler bazi diger yaklagimlarda
kullanilmig olsa da (bkz: [4, 21, 24]), bu ¢alismada sunulan grafiksel gosterimler,
konunun daha elle tutulur ve derinlemesine incelenmesi i¢in imkan saglamaktadir.
Pozitif lineer operatorleri kapsayan genis bir operator ailesi yardimiyla, fonksiyon-
lara ve tiirevlerine toplanabilme metotlar: yardimiyla cesitli yaklasim teoremleri

elde edilmigtir.

Biitliin tez boyunca yapilan caligmalar tek degiskenli fonksiyonlara yaklagim
icin incelenmigtir. Dolayisiyla ¢ok degiskenli fonksiyonlar iizerinde yaklagim
sonuglarimin aragtirilmasi dogal bir problemdir. Gelecekte bu konu iizerinde
yapilacak caligmalar, sadece bu tezdeki sonuclara degil, ayn1 zamanda cok
degigsenli Korovkin teorisine de onemli katkilar saglayacaktir. Dolayisiyla bu

probleme bulunacak c¢oziimler, gelecekteki dncelikli hedeflerimiz arasindadir.
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Bu tezdeki sonuclarin derlenmesiyle elde edilen bir bilimsel makale, uluslararasi
indekse giren hakemli bir dergide yayinlanmasi istegiyle gonderilmistir. Ayrica
ayni ¢alisma "International Conference: Mathematics Days in Sofia MDS 2014"
isimli bir uluslararasi konferasin "Approximation Theory and Special Functions"
isimli 6zel serisinde sunulmus olmakla birlikte "International Conference on
Recent Advances in Pure and Applied Mathematics (ICRAPAM 2014)" isimli

uluslararasi konferansta sunulacaktir.
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