ORLICZ-SOBOLEV UZAYLARINDA
NONLOKAL DENKLEMLERIN
COZUMLERI UZERINE

_ Kenan SUSLU
YUKSEK LISANS TEZi

Matematik Anabilim Dalini



BATMAN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

ORLICZ-SOBOLEV UZAYLARINDA
NONLOKAL DENKLEMLERIN
COZUMLERI UZERINE

Kenan SUSLU

YUKSEK LiSANS TEZIi
Matematik Anabilim Dalini

Haziran-2017
BATMAN
Her Hakki Sakhdir



Ek-2

TEZ KABUL VE ONAYI

Kenan SUSLU tarafindan hazirlanan “OrliczSoboley Uzaylannda Nonlokal
Denklemlerin (8ziimleri Uzerine” adl; tez gahymasi 01/06/2017 tarihinde asagidaki jiiri
Uyeleri tarafindan oy birligi / y—¢okdudu ile Batman Universitesi Fen Bilimler
Enstitlisi Matematik  Anabilim Dali'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul
edilmigtir,

Jiiri Uyeleri
Bagkan(Danisman)

Dog.Dr.Mustafa AVC]

Uye —
Yrd.Dog.Dr.Zehra YOCEDAG %

Uye

Yrd.Dog.Dr.Veysi TURUT \413 W

Yukanidaki sonucu onaylarim.

Dog. Dr.Bahattin ISCAN
Fen Bilimler Enstitiisit MiidiirQ) V.



TEZ BiLDIiRiMi
Bu tezdeki biitiin bilgilerin etik davranis ve akademik kurallar ¢ercevesinde elde
edildigini ve tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu g¢alismada bana ait

olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagina eksiksiz atif yapildigini bildiririm.

DECLARATION PAGE

| hereby declare that all information in this document has been obtained and
presented in accordance with academic rules and ethical conduct. | also declare that, as
required by these rules and conduct, | have fully cited and referenced all material and

results that are not original to this work.

Kenan SUSLU

Tarih:01/06/2017



OZET

YUKSEK LiSANS TEZI

ORLICZ-SOBOLEV UZAYLARINDA NONLOKAL DENKLEMLERIN
COZUMLERI UZERINE

Kenan SUSLU

Batman Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman:
Do¢.Dr.Mustafa AVCI

2017, 61 Sayfa

Jiiri
Dog¢.Dr.Mustafa AVCI
Yrd.Do¢.Dr.Zehra YUCEDAG
Yrd.Do¢.Dr.Veyis TURUT

ik boliimde, bundan sonraki boliimlerde islenecek olan konulari ilgilendiren Lebesgue uzay ve
Sobolev uzayi ve bu uzaylarla ilgili temel kavram,notasyon ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci béliimde Orlicz uzaylar1 ve bu uzaylarla ilgili temel kavram,notasyon ve teoremlere yer
verilmistir.

Uciincii boliimde varyasyonel yaklasim ve varyasyonel yaklasimla ilgili temel kavram, tamm ve
teoremlerden s6z edilmis, ayrica varyasyonel yaklagimin uygulandigi bazi problem tiirlerinden s6z
edilmistir.Varyasyonel yaklasim,6zellikle lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin analizinde
kullanilan ¢ok etkili bir aractir.Bazi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii veren genel bir teorinin
olmamasi,varyasyonel yaklagimin 6nemini daha da arttirmaktadir.

Kisacast varyasyonel yaklagim bir diferansiyel denklemi dogrudan ¢6zmek yerine bu denklemin
¢oztimlerini ilgili enerji fonksiyonelinin kritik noktalarina veya minimize dizisine karsilik getirerek
bulmay1 amagclayan bir yaklagimdir.

Dordiincii boliim ise tez ¢aligmasinin orijinal kismi olup, bu béliimde Robin sinir-deger kosullarina
sahip nonlokal bir eliptik denklemin ¢dziimleri varyasyonel yaklasim ve Ekeland varyasyonel prensibi
kullanilarak Orlicz-sobolev uzaylarinda gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Lebesgue uzaylar,Orlicz uzaylari,Sobolev uzaylari,varyasyonel
yaklagim, Ekeland varyasyonel prensibi
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In the first chapter, the basic concepts, notation and theorems regarding Lebesgue and Sobolev
spaces are given.

In the second section, the basic concepts, notation and theorems regarding Orlicz spaces are
given.

In the third section, the basic concepts,notation and theorems of the variational approach and are
given. The variational approach has been applied to many problem types since it is a very effective tool
for analyzing nonlinear partial differential equations. The absence of a general theory that solves every
type of nonlinear differential equations has increased the importance of the variational approach. In short,
the variational approach is a method that aims to find the solution of the given differential equation by
corresponding its solutions to the critical points of the corresponding energy functional or the minimize
sequence instead of directly solving the differential equation.

The fourth section is the original part of the thesis work, in which the solutions of a nonlocal
elliptic equation with Robin boundary-value conditions are obtained in Orlicz-Sobolev spaces by using
the variational approach and the Ekeland variational principle.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

R": n -Boyutlu Euclid (Oklid) Uzay1
A: A kiimesinin kapanigi

Jul: U’nun normu

X" X uzayimin duali

Q- R" de acik bir bolge

C(Q): Q bolgesinde siirekli fonksiyonlar uzay1

LP(Q): Q bolgesinde p.kuvvetten integrallenebilir 6lgiilebilir fonksiyonlar uzayi
(Lebesgue uzayi)

D% :  Kismi tiirev operatori,
a‘a‘u N
DU=———— , a=(&,,...ay) €Ny, [a| =, + 2, +...+
OX A ... OX, N
X N

W™P(Q): Sobolev uzayi, W™P(Q):= {u el’(Q):Duel’(Q), 0<|a|< m)}

Lo (€): Q iizerinde tanimli Orlicz smifi, Lo (€2) ={u:Q—> Rolgilebilir; .[QCD(|u(x)|)dx <o}
X* X in duali

X**: Xinikinci duali

C%H(Q): Lipschitz-siirekli fonksiyonlarin olusturdugu fonksiyon siifi

C, (QQ): Q bolgesindeki kompakt destege sahip fonksiyonlardan olusan fonksiyon
smifi

C™(Q) :Kismi tiirevleri siirekli olan fonksiyonlardan olusan vektor uzayi

C™(Q): CM(Q) uzaymmn kapalt bir alt uzay:

A°: A nin tiimleyen kiimesi
|Q | : Qc R" bolgesinin Lebesgue 6lgiimii
esssup, u(x)|: |u| nun Q bolgesindeki esas (essential) supremumu
o . P
p' p nin eslenigi { p'=—— }
p-1
< Gomme
= Young fonksiyonlar1 arasindaki siralama
X Young fonksiyonlar1 arasindaki siralama

Jull,, : u nun Luxemburg normu
B(Q) : Q iizerinde tanimli tiim sinirhi 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi
U, 2> U : Norm (Giiglii) Yakinsama

U, = U : Zayif yakinsama

@ nin eslenigi

D :
W (@Q)*: W*(Q) nin (siirekli) dual uzay:
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B(0;0) :  Agik yuvar

B(0;0) : Kapali yuvar

\% : Gradient
div. : Diverjans

N
A, () : p-Laplace operatorii, Au:=div(vul”*vu); |[Vu|= 2(2_;}
i=1 i

Kisaltmalar

h.h.h.: Hemen hemen her yerde
PS:  Palais -Smale
A, :  Delta iki kosulu



1. GIRIS

[lk olarak, bir kismi tez kapsaminda gerekli olan ve ayrica genel anlamda bilinmesinde
fayda bulunan temel kavram, tanim ve teoremler verilecektir. Ayrica, iizerinde ¢alisilan
Orlicz uzaylarinin 6zel bir smifi olmalar1 agisindan, Lebesgue ve Sobolev uzaylari

hakkinda bilgi verilecektir.

1.1. Normlu Uzay,i¢ Carpim Uzay1

Tamm 1.1.1. Bir X vektor uzaymda tanimli skaler degerli fonksiyona fonksiyonel

denir. Bu fonksiyonel,
f(ax +a,x,)=a,f(x) +a,f(x,) ;x,,x,eXvea;,a, €C
kosulu altinda bir lineer doniisiim olur.
Tamim 1.1.2. X, bir vektor uzayi olsun. |||| :X — Rfonksiyonu i¢in,her

X,y € Xve A e C olmak iizere,

) | =0;[=0 < x=0,

i) | =[2]1¥]

iy X+l

dzellikleri saglantyorsa, || fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. Bu durumda

elde edilen (X, |||| ) ikilisine (veya kisaca X’¢) normlu uzay, X|| sayisina da X € X
elemaninin normu denir.

Her ||| normu, d: Xx X — R olmak iizere,

dixy) =[x -]
seklinde bir uzaklik fonksiyonu oldugundan her normlu uzay ayni zamanda bir metrik

uzaydir. Fakat, bir metrik uzayin normlu uzay olmasi gerekmez. Bir normlu uzay,

tizerinde tanimlanan norm altinda vektor uzayi belirtir.
Bundan sonra aksi belirtilmedikge |||| . ile X normlu uzaymda tanimlanan norm

kastedilecektir.

Tammm 1.1.3. X bir normlu uzay, x € X ver € R pozitif bir say1 olmak tizere;



B,(X)= { yeX: ||X - y||X <r } kiimesi, X merkezli r yarigapl bir agik yuvar,
B, (x)= {y eX :||X— y||x <r } kiimesi, x merkezli r yarigapli bir kapali yuvar olarak

tanimlanir. A < X olmak {izere, her X €A i¢in B, (X) < A olacak sekilde bir r>0
varsa A’ya acik kiime denir.

Tanmm 1.1.4. (x,) , X normlu uzayinda bir dizi olmak iizere , her £>0 igin
m,n > N oldugunda ||Xn —Xm||X <¢ olacak sekilde bir N pozitif tamsay1 varsa, yani
n,m— coiken |x, —x,| — 0 oluyorsa (x, ) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Tammm 1.1.5. Bir X normlu uzayindaki her cauchy dizisi X’in bir elemanina
yakinsiyor ise, X ’e tam uzay veya Banach uzayi denir.

Tammm 1.1.6. X normlu uzaymda tanimli tiim siirekli ve lineer fonksiyonellerin
kiimesine X normlu uzayinin duali denir ve X~ veya X* ile gosterilir. X* uzayi,

= sup ut

xex ¥
X£0,Xe X X

Ju

r <o
X

seklinde tanimlanan | .~ hormu ile bir Banach uzay olusturur.

Tanmm 1.1.7. (X, ), X normlu uzayinda bir dizi olmak tizere,
lim||x, — x|, =0

olacak sekilde bir xe X varsa (X, ) dizisine norma gore yakinsak veya giiclii yakinsak

dizi denir ve yakinsama X ,— X seklinde gosterilir.

Tamm 1.1.8. X normlu uzaymnda taniml farkli iki norm HHXl ve ||||X2 olmak

lizere, her X € X i¢in

¥y, <[l < cali¥]

olacak sekilde pozitif C,,C, reel sayilar1 varsa o zaman HH 51 Ve ||||X , hormlarina

denk normlar denir.
Sonlu boyutlu normlu (veya vektor) uzaylarda tanimlanan biitiin normlar denktir.

Boylelikle sonlu boyutlu normlu uzaylarda tanimlanan biitiin normlar o uzay iizerinde

ayni topolojiyi tanimlarlar; 6rnegin X normlu uzayindaki bir (X, ) dizisi HH X 1 (||||X 2)

normuna gore yakinsak, sinirli veya Cauchy ise, ||||X ’ 2(||||X ,1) normuna gore de yakinsak,



smirli veya Cauchy’dir.

Tammm 1.1.9. X ve Y iki normlu uzay olmak iizere, eger her X € X i¢in

[LCll, =[]
Ozelligini saglayan, X uzaymi Y uzayr lizerine doniistiiren bire-bir lineer bir L
operatoric varsa X ve Y normlu uzaylarina izometrik olarak izomorfizma ve L
operatoriinede X ve Y normlu uzaylar1 arasinda izometrik izomorfizma denir.
Bu 6zelligi saglayan uzaylar ayni uzaylar olarak kabul edilir ve bu durum

X = Y seklinde gosterilir.

Tammm 1.1.10. X normlu uzay ve AcX olmak iizere, eger A =X oluyorsa, A
kiimesi X uzayinda yogundur denir. Bununla birlikte A ve B, X normlu uzaymin iki alt

kiimesi olmak iizere, eger her bir xe B ve her £ >0 sayisi igin

[x=yl, <e
olacak sekilde bir y € A elemani varsa A kiimesi B’ye yogundur denir.
Tanmm 1.1.11. X normlu uzay sayilabilir yogun bir alt kiimeye sahipse X normlu
uzayina ayrilabilir uzay denir.
Tammm 1.1.12. X normlu uzay olmak iizere ,( X*)* = X** seklinde tanimlanan
lineer vektor uzayma X in ikinci duali denir.

Sabit birxe Xvef € X* igin
ox (U) = f(x)

seklinde bir ¢, fonksiyoneli tanmimlansin.Her Xe X ig¢in bir tek smirli lineer
fonksiyonel karsilik geleceginden

C: X > X**

P>Px
seklinde bir donilisiim tanimlanabilir. Bu doniisiime kanonik doniisiim denir.Eger
kanonik doniisiim {izerine ise, o zaman X uzayna yansimali (refleksif) uzay denir.X
uzayi yansimali ise X= X** olur.

Tanmm 1.1.13. X,K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olmak iizere ,
() XxX>K

bi¢iminde tanimlanan doniisiim i¢in ,her X,y,z € X ve a,b € K olmak {izere,



) (XX)>0; (x,x)=0<x=0,
i) (x,y)= <y_x> (K =C iken c,c nin kompleks eslenigi,K=R iken (x, y)=(y,x) dir).
i) (ax+by,z)=a(x,z)+b(y,z),
Ozellikleri saglaniyorsa bu fonksiyona bir i¢ ¢carpim denir.Bu durumda (X ,||||X )
ikilisi, her xe X i¢in
1

[ = {xx)2

seklinde tanimlanan norm altinda bir i¢ carpim uzay1 olur.

Tamim 1.1.14. Bir X i¢ ¢arpim uzayindaki her Cauchy dizisi yine bu uzaydaki bir

elemana yakinsiyorsa X uzayina Hilbert uzay: denir.

Tamm 1.1.15. N- boyutlu R"  reel Euclid uzayindaki X =(X;,....., X, ),

Y=( Yy Yy )€ RV elemanlarinim ig garpimi

<X,y>=><-y=ixiyi

i=1

seklindedir.Bir X € R" elemaninin normu ise

R R
= {xx)7 = Qx)?
i1
ile tanimlanir. R™ uzay1, ¢ - ¢ i¢ carpim altinda bir Hilbert uzay: olur.

Tammm 1.1.16. X normlu uzay: lizerindeki zayif topoloji (weak topology), X
tizerindeki en zayif topolojidir,6yleki X* dual uzayindaki her fonksiyon altinda
stireklilik korunur.X sonlu boyutlu olmadik¢a X fizerindeki zayif topoloji,norm

toplojiden daha zayiftir.

Tammm 1.1.17. (X,), X normlu uzayinda bir dizi ve x € X olmak {iizere, her
f eX*iginn— o iken
f(x,) = f(x)
oluyorsa o zaman (x,) dizisine X normlu uzaymda zayif yakinsak dizi denir ve bu

yakinsama X, — X veya X, —>X seklinde gosterilir.

Not 1.1.18.(X,), X normlu uzayinda bir ve X € X olmak iizere,



1) Eger X, — x ise, x, — X dir (uzay sonlu boyutlu olmadik¢a bu 6nermenin tersi
genel olarak dogru degildir).
i) Eger x, — X ise, (||Xn||x ) dizisi sinirhidir.
Eger X normlu uzay1 sonlu boyutlu ise,zayif yakinsaklik ile gii¢lii yakinsaklik tanimlar1
cakisir.
Tammm 1.1.19. A, X normlu uzaymin bir alt kiimesi olmak {izere, A’daki

elemanlardan olusan herhangi bir dizi, X’ de yakinsak olan ( A’daki bir eleman

yakinsayan) bir alt diziye sahipse A’ya bir dizisel kompakt kiime denir. Eger A
kiimesinin kapanis1 A, X > de kompakt ise A’ya X de énkompakt kiime denir. A* daki
elemanlardan olusan herhangi bir dizi, X * de zayif yakinsak olan (A’daki bir elemana
yakinsayan) bir alt diziye sahipse A’ya zayif dizisel kompakt kzime denir.

Teorem 1.1.20. Bir X Banach uzayinin yansimali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

X’ deki bir B,(0) = {X e X :||X||X < 1} kapali yuvarmin kompakt olmasidir. (Musayev
ve Alp,2000).

1.2. Operatorler
Tanim 1.21. X veY normlu uzaylan verilsin. L: D, € X —Y doniisiimii her
bir X € D, elemanini
LX) =Lx=y

olacak sekilde Y uzaymndaki bir tek y elemamyla eslesiyorsa, L’ye X iizerinde
tanimlanmis bir operator veya doniisiim, D, *ye ise L operatoriintin tanim kiimesi denir.

Tammm 1.2.2. X ve Y iki normlu uzay olmak iizere ; L:X—= Y operatori, (X,) <X, X
dizisi ve X € X eleman1 verilsin. n’ nin yeterince biiyiik degerinde
(n— woiken)

X, =X|, >0 iken |Lx,-Lx|, >0

oluyorsa L operatorii X noktasinda siireklidir denir. Eger L, X ’deki her noktada stirekli
ise L’ye siirekli operatdr denir.

Tammm 1.2.3. X ve Y normlu uzaylar1 ve L:X —Y operatorii verilsin. Ac X alt

kiimesi smnirlt iken L(4),Y de smirli ise L operatoriine sinirli operatdr denir. Bir bagka

ifadeyle, her xe X i¢in



[l =<l (1)

olacak sekilde pozitif bir C reel sayisi varsa L’ye sinirli operator denir. Buna ek olarak

(1.1) esitsizligini saglayan c’lerin infimumuna L operatoriiniin normu denir ve bu norm

Lx
= s = qup g,

#0,xeX ”X”x IX], <t

seklinde tanimlanir.

Tammm 1.2.4. X ve Y normlu uzaylari, L:X —Y operatori ve Ac X smirl alt
kiimesi verilsin. Eger L(A), Y ’de 6nkompakt ise L operatoriine kompakt operator denir.
Eger L operatorii siirekli ve kompakt ise o zaman L operatoriine tamamen siirekli

operator denir.
Tanmm 1.2.5. L:X =Y operatorii ,her X,y e Xve «,f €C igin
L(ax+pY) = alx+ fLy
sartin1 sagliyorsa L’ye lineer operator denir.
Her kompakt operator sinirli, her sinirli lineer operator siirekli oldugundan her
kompakt lineer operatér tamamen siirekli olur.
Tammm 1.2.6. X ve Y normlu uzaylar olsun. Eger,
i) X, Y “ nin alt uzayi,
ii) Her x e X'i¢in X* ten Y’ye |, =X seklinde tanimlanan | birim operatori
(gdbmme operatoril) siirekli ise, X uzay1 Y uzayma gomiiliir ve bu goémiilme
X =Y
veya X =Y biciminde gosterilir. | birim operatorii lineer oldugundan (ii) kosulu, her
Xxe X i¢in
I, <cl],
olacak sekilde bir ¢>0 sabitinin varligina denktir. Buna ek olarak, eger I birim

operatorii kompakt ise, yani | siirekli ve X uzayina kompakt gomiiliir.

1.3. Siirekli Fonksiyonlar Uzay1

Tamm 1.3.1 Q,R"’ nin agik bir bolgesi olmak iizere,

C’(Q) = {f Q >RV f fonksiyonusUrein}



seklinde tanimlanan kiimeye siirekli fonksiyonlar uzayir denir.Bu uzay; ||, R"'de
tanimlanan norm olmak tzere,

” f ||c°(g) - ?}:g' f (X)| <o

normu altinda bir Banach uzayidir.
Tanmm 1.3.2. f,QcR" bolgesi iizerinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere, her
X,y € Q i¢in
[f(x)—f(y)|<Lx-y]|
olacak sekilde negatif olmayan bir L =L(f) sabiti varsa, f fonksiyonu lipschitz
kosulunu saglar veya Lipschitz-siireklidir denir. Lipschitz-siirekli fonksiyonlarin

olusturdugu fonksiyon smifi C**(Q) ile gosterilir.
1.4. Diferansiyellenebilir Fonksiyon Uzay1

Tanm 14.1. a=(a,,a,,...a,) negatif olmayan e« ’lerin n-bilesenlisi olmak

lizere,a 'ya  ¢oklu-indis denir ve Xa’|0‘|=2?:10‘i mertebeye sahip olan

X(t..... Xy olarak tanimlamir, yani  X* =x/*...X;" olur. Buna gore 1<i<n igin
0 i .

D, =— olmak {izere D“ =D*“D*..D“ olup,D*f(X)= 0T , Ifadesi
oX; OX[*...0X,"

|a| .mertebeden bir diferansiyel operator belirtir.

Tamm 1.4.2. Bir G c R" kiimesinin kapams1 G ve Q,R"’de bir bolge olmak

lizere G < Q ve G kiimesi R" *in kompakt bir alt kiimesi ise bu durum G c— Q supp

f= {XzG: f(x) 7&0} bigiminde tanimlanir. Eger supp f cc Q ise, f fonksiyonu
Q) ’da kompakt destege sahiptir denir.
Tammm 1.4.3. Q,R"’de bir bblge olsun. Negatif olmayan herhangi m tamsayzs1 igin

Q bolgesinde |0¢|S m mertebesine kadar tim D“f kismi tiirevleri siirekli olan

fonksiyonlardan olusan vektor uzayr C™ (Q) ile gosterilir.



C(Q):CO(Q) ve C”(Q):ﬁcm(g) olmak iizere,C,(Q2) ve C~(Q) alt

m=0

uzaylari sirasiyla Q bolgesinde kompakt destege sahip olan c(Q)ve C*(Q)
uzaylarindaki tiim fonksiyonlardan olusur.C”(Q) uzaymin elemanlarna test
fonksiyonu veya diizgiin (smooth) fonksiyon denir. C”(Q) uzaymin Q bolgesindeki
kompakt destege sahip fonksiyonlarindan olusan uzay ise C, (€2) ile gosterilir.

Tamm 1.4.4. Q,R"de acik bir bolge oldugunda, C™(Q) uzayindaki fonksiyonlar
Q bolgesinde siirekli olmayabilir. Dolayisiyla,
Cg () = { f eC"(Q):her x e Q icin D kismi tiirevleri Q'da simrhidur,0 < |a| <m }
fonksiyon uzayi tanimlanirsa, elde edilen bu yeni uzay

|f

—maxsup [D* f () (1.2)

Ce () OS‘a‘SmXEQ
normu altinda bir Banach uzay: olur. C™(Q) uzay1, Q bélgesinde 0 < lo| <m igin D f
kismi tiirevleri smirli ve diizgiin siirekli olan f € C"(Q) fonksiyonlarinda olusur.

Bununla birlikte ; Cm(ﬁ),CQ(Q) uzayinin kapali bir alt uzayr oldugundan

c" (5_2) uzayi da (1.2)’de verilen norma goére bir Banach uzayi olusturur.

Tammm 1.4.5. (Gdteaux Tirevi) X ve Y Banach uzaylari ve f: X —Y bir

fonksiyon olmak tizere, her h € X i¢in

Lh

lim f(x+ah)—f(x) _
A

A0
olacak sekilde bir L sinirh lineer operatorii varsa f'yex e X noktasinda ve h yoniinde
Gdteaux  diferansiyellenebilirdir ~ denir.Bu  durumda L  operatorine f
fonksiyonunun X € X noktasindaki Gdteaux tiirevi denir ve f (X)=L biciminde

gosterilir.Eger bu durum her xe Xigin dogruysa f fonksiyonu Gdteaux

diferansiyellenebilirdir denir.
Teorem 1.4.6. (Ortalama Deger Teoremi) X bir Banach uzayi ve X,h e X olmak
lizere,eger ¢ : X — R fonksiyoneli Gateaux diferansiyellenebilir ise
@ (X+h)—@ (x+th)h
olacak sekilde bir 0 <t <1 sayis1 vardir (Siddiqi, 2004).



Tammm 1.4.7. (Fréchet Tirevi) X ve Y Banach uzaylari ve f:X —Y bir

fonksiyon olmak tizere ,

o) = 00— Lh|
I >0 Ih,

olacak sekilde bir L sinirli lineer operatorii varsa f° ye X e X noktasinda Fréchet

diferansiyellenebilirdir ~ denir.Bu durumda L operatérine f fonksiyonunun
X € X noktasindaki Fréchet tiirevi denir ve f (X) = L seklinde gosterilir.Eger bu durum
herx e X igin dogruysa f fonksiyon Fréchet diferansiyellenebilirdir denir.Ayrica,

f:R" > R" seklinde tammlandiginda f fonksiyonunun X, noktasindaki Fréchet

fl(Xo) :(%‘X—XOJ

]

tirevi

seklinde Jacobian matrisi olarak;
f :R" - R seklinde tanimlandiginda ise f fonksiyonunun X, noktasindaki Fréchet
tiirevi

f'(x,)h=VF(x,) h

seklinde gardient vektorii olarak gosterilir.Burada, R"' deki i¢ carpimdir.Yukaridaki
tanimdan kolayca goriilecegi lizere,eger f fonksiyonu Fréchert diferansiyellenebilir ise o

zaman her h e X ve ¢ > 0igin

Hf (x+h)—f(x)- f'(X)hHY < |l

olacak sekilde bir 6, > 0 sayisi,

h”x < 0 olmak iizere, bulunabilir.

Teorem 1.4.8. X ve Y Banach uzaylari ve f:X —Y bir fonksiyon olmak
tizere,eger f fonksiyonu xe X noktasinda Fréchet diferansiyellenebilirse, f fonksiyonu
xe X noktasinda  siireklidir.Yukaridaki ~ teorem  Gdteaux  diferansiyellenebilir
fonksiyonlar i¢in (genel olarak) gegerli degildir(Siddigi, 2004).

Teorem 1.4.9. Bir fonksiyonun bir noktada Fréchet tiirevi varsa o noktada
Gadteaux tiirevi de vardir ve bu iki tiirev esittir (Siddigi, 2004).
Tanmm 1.4.10. X ve Y Banach uzaylar1 ve f : X — Y bir fonksiyon olmak {izere,

eger f fonksiyonu xe X noktasinda Fréchet diferansiyellenebilir ve f~ Fréchet tiirevi
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xe X noktasinda siirekli ise, f fonksiyonu xe X noktasinda siirekli Fréchet
diferansiyellenebilirdir denir. Eger bu durum X ’deki her eleman i¢in ger¢eklesiyorsa,

bu durumda f fonksiyonu siirekli Fréchet diferansiyellenebilirdir denir ve f  C*(X,Y)

bigiminde gosterilir (Y = R ikensadece f e C*(X) seklindede gosterilelilir) .

1.5. Lebesgue Olciim ve Olgiilebilir Fonksiyon
Tamim 1.5.1. A, R"'nin altkiimelerinin bir sinifi olmak iizere,
i) RV e 1,

i) Ae 4, ise A® € 4 (A®, A'nu timleyenkiimesi),
i) A e 4,i=1.2,.....iken | JA € 4
i=1

kosullar1 saglantyorsa, 4 sinifina bir o — cebir ad1 verilir.
Tanmm 15.2. 4 o —cebir iizerinde tammli x: A—> R™ U {+ oo} fonksiyonu, 4

siifindaki ayrik kiimelerin bir {Al }ieN toplulugunun sayilabilir her birlesimi i¢in

/J(UAJ =2 uA), YANA =0,izk
i=1 i=1
esitligini sagliyorsa, x fonksiyonuna 4 sinifi tizerinde bir 6l¢iim denir.

Tamm 1.5.3. R"’ nin alt kiimelerinin asagida verilen 6zelliklere sahip o -cebiri
olan bir 4 smifinin ve bu 4 sinifi iizerinde bir 4 Ol¢imiiniin varligi kolaylikla
gosterilebilir;

i) R"'deki her acik kiimeye 4 e aittir,

i) Eger Ac B,B e 4ve u(B)=0ise,Ae 4ave u(A)=0dir,
iii) A={xeR" 13, <x <b,,i=12...,N}ise, Ac 1 v w(A) =[] -a) dir.
i=1

iv) xe R" ve Ac 4 iken
x+A={x+y:yeAle AVe u(x+ A) = u(A)
olur,yani g 6lgtimii 6teleme altinda degismezdir.

Bu ozelliklere sahip bir 4 sinifinin elemanlarina R™ ’nin Lebesgue &lgiilebilir

altkiimeleri,  6l¢iim fonksiyonuna, R" *de Lebesgue olciimii ve A€ A igin u (A)
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gosterimine ise A kiimesinin 6l¢iimii denir. Bu tez ¢alismasinda, bir Q — R" bdlgesinin

Lebesgue 6l¢timii |Q| ile gosterilecektir.

Tanmm 1.54. Eger Bc Ac RNve|B|=O ise, A—B kiimesinin her noktasinda

saglanan bir ozellik A kiimesinde hemen hemen her yerde (h.h.h.) gecerli olarak

adlandirilir.
Tamm 1.55. A Olgiilebilir bir kiime olmak tizere, f:A — Bu {+ oo} scklinde
tanimlanan bir f fonksiyonu verilsin. Eger her a € R i¢in
{xe A: f(x)>a}
kiimesi 6lgiilebilir ise, f fonksiyonuna 6l¢iilebilir fonksiyon denir.
Tamim 1.5.6. Eger f fonksiyonu 6l¢iilebilir ve reel degerli ise, 0 zaman f fonksiyonu

her ikisi de &lgiilebilir ve negatif olmayan f* =max{f,0}vef=-min{f0}
fonksiyonlar1 cinsinden f =f" —f seklinde yazilabilir.Bir Q bolgesi iizerinde

tanimlanan .[9 f*(x)dx ve_[ o T~ (X)dx integrallerinden en az biri sonlu olmak iizere,

[a f0dx=[ o (dx-[, F(x)dx
olarak alinsin.
Eger iki integral de sonlu ise f fonksiyonuna Q bolgesinde Lebesgue integrallenebilir
denir. Q bolgesinde Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin olugturdugu fonksiyon
smifi L'(Q) ile gosterilir.

1.6. Lebesgue Uzay1 (L°(Q))

Tamm 1.6.1. Q,R" " de bir bolge ve 1< p < oo olmak iizere,

LP(Q) = {u |u:Q — Rolglebilir fonksiyon; f HJu)|” dx < oo }
seklinde tanimlanan fonksiyon uzayina Lebesgue uzay: adi verilir.
1< p < ooikenLP(Q)uzayl
1
LP(@)]u], o =14, :( [aluf” dx)p (1.3)

normu altinda bir Banach uzay: olur.
Tanmim 1.6.2. € Dbolgesinde Olgiilebilir bir u fonksiyonu i¢in h.h.h.

|U (X)| < M olacak sekilde bir M sabiti varsa, u fonksiyonuna hemen hemen smnirlidir
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b

nun Q

denir.Bu sekilde tanimlanan M sabitlerinin en biiyiikk alt sinirina |U

bolgesindeki esas (essential) supremumu denir €sSSuUp, u(x)| ile gosterilir.
Q bolgesinde hemen hemen sinirli U fonksiyonlarinin olusturdugu uzay L” () olup,bu

uzay

Ju

o = U], = esssuplu(x)
XeQ

normu altinda bir Banach uzay: olur.
P
p-1

olacak sekilde elde edilen p' sayisina p nin eslenigi (conjugate) denir.Buna gore,

1 1 :
Tanmm 1.6.3. 1< p <wolmak iizere, 1< p'<ooVe B-I-F:lveya p=

1<p<ow ve pe(L°(Q)) alinirsa bu durumda her U e L"(Q) igin

o(U) = [ oUOIV)dX

olacak sekilde bir ve LP (©2) bulunabilir.Buna ek olarak,
|V| "' () = |¢|(LP(Q))'

seklinde normlar arasi bir iliski de mevcut olacagindan, LP () = (L°(€Y)"elde

edilir,yani bu iki uzay izomorfiktir. Dolayisiyla elemanlart ¢ok farkli olmasina ragmen,

Banach uzayt olmalar agisindan bu iki uzay ayni kabul edilebilir.
Teorem 1.6.4. (Holder Eysitsizligi) Eger 1< p<oo,Uuel?(Q)ve ve LP (Q) ise, 0
zaman uv e L'(Q2) olur ve
I o UEVOQ[dx <uf V],
esitsizligi saglanir (Adams, 1975).
Teorem 165. |Q|= j o,dx<oovel< p<ooolsun. Eger uel’(Q) ise, bu
durumda u € L*(Q) olur ve

ull, <l |yl
p q

esitsizligi yazilabilir. Dolayisiyla,
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LY(Q) = LP(Q)
stirekli gommesi vardir(Adams,1975).

Tanimm 1.6.6. LP(Q) uzayinda p=2 almarak elde edilen L*(Q) uzayi

(u,v) =J.Qu(x)~\mdx (1.4)
i¢ carpimu altinda Hilbert uzayr olur ( <-’, R™ >de tanimlanan i¢ ¢arpimdir).
Teorem 1.6.7. Eger 1<p<o ise L"(Q) uzayr ayrlabilirdir ve C,(Q) ile

Cr(Q) uzaylart L"(Q) uzayinda yogun olur.Bununla birlikte; L°(Q) uzaymin

yansimali olmasi igin gerek ve yeter kosul 1 < p < oo olmasidir.(Adams, 1975).
1.7. Sobolev Uzaylar1 (W ™" (Q))

Tamm 1.7.1. Q ,R"’ de bir bélge ve 1< p < oo olmak iizere, Q) bélgesinin her bir
kompakt alt kiimesinde p. kuvveti integralleri €2 bolgesindeki biitiin Olgiilebilir
fonksiyonlar uzay1 L EC(Q) ile gosterilir. Bu uzay p=1 i¢in L1|OC Q) seklinde gdsterilen

lokal integrallenebilir fonksiyonlar sinifin1 gosterir.

Tamm 1.7.2. U L', (Q) ve @ coklu-indislisi verilsin.Her @ € Cy (Q) icin

[ avedx= (=) [ ,uD" pdx

1

esitligi saglaniyorsa, Ve L (€2) fonksiyonuna u fonksiyonunun « . zayif tirevi

(distributional derivative) denir. Bununla birlikte v fonksiyonu, u fonksiyonunun

genellestirilimiyg tiirevi olarak da adlandirilir ve v = D“u seklinde gosterilir.

Tamm 1.7.3. Q ,R"’ de bir bélge, m pozitif bir tamsay1 ve 1< p < oo olmak iizere,
W™ (Q)=1{ueL”(Q): D e L’ (Q,0< o <m)}

bi¢iminde tanimlanan uzaya Sobolev uzay: denir.W™P (QQ) uzayi
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; %
Ul :=||u||m,p:( 5> \D“U\P] epen

0<|ar|<m

= max |D%u

0<|al<m

Ju

WP (0) ::”u”m,oo p=c

tanimlanan normlar altinda bir Banach uzay: olur.
Tamm 1.7.4. Q ,R"’ de bir bolge, m pozitif bir tamsay1 ve 1< p <o olmak

uzere,

npNOTMU ile asagida verilen vektor uzaylari tanimlanabilir;

i) {u eC"(QY): ||u||m'p < oo} kiimesinin tanimlanis1 (comletion), H™P(Q) Sobolev
uzay1 olarak tanimlanir,

i) CJ(Q) uzaymmm W™ (Q) deki kapamsi, W,"°(Q) Sobolev uzay: olarak
tanimlanir.

Belirtmekte yarar vardir ki W**(Q)=L"(Q)olup, 1< p <wiken C;(Q) uzay:
L? (Q) uzayinda yogun oldugundan W, (Q) = L?(Q) yazilabilir.Buna ek olarak,

WP (@) & W™ (Q) L (Q)
stirekli gdmmesi de mevcuttur (Adams, 1975).
Teorem 175 Eger 1<p<o ise W™ (Q)uzayr ayrlabilirdir.Ayrica,

1< p<owise W™ (Q)uzay diizgiin konveks ve dolayisiyla yansimali olur (Adams,
1975).
Teorem 1.7.6. Eger 1< p <« ise herhangi bir Q bélgesi igin
W™ (Q)=H™"(Q)
olur.(Adams, 1975).
Teorem 1.7.7. Q,R"’ de bir bolge olsun.Eger 1< p<ow, mp<N Ve
ueW,""(Q) ise

Ju

pP* < C”u”m,p

olacak sekilde bir C(N, m, p) sabiti vardir (Adams, 1975).Burada
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P
p*=9N—mp
+ o0

N > mp
N <mp
seklinde tanimlanan p* sayisina Sobolev kritik kuvveti denir.
Bir Q< R"“ bolgesinde tamimlanan Sobolev uzaylarinin ozelliklerini gogu ve
ozellikle bu uzaylarda verilen gomiilme ozelligi, 2 bolgesinin dizglinliigiine

(regularity) baghidir. Bu tiir 6zellikler, verilen bdlgede saglanan veya saglanmayan

geometrik Ozelliklerden biri olan koni 6zelliginden bahsedilecektir.
Tamm 1.7.8. R" °de B, (X) ve X noktasini igermeyen B, (y) agik yuvarlarini goz
Oniine alalim.
K, =B,(X)n{x+A(z-x):2€B,,(y),A>0}
kiimesine tepe noktast x olan bir sonlu koni adi verilir. Q ,R" ’de acik bir bdlge olmak

lizere,eger Q 'min her X noktas1 bir K, < € konisinin tepesi ise ve biitiin K, konileri

bir sonlu K konisinden izomorfik ve izometrik doniisiimlerle elde edilebiliyorsa, 0
zaman Q bolgesi koni ozelligini saglar denir.
Teorem 1.7.9. (Sobolev Gomme Teoremi) Q ,R" ’de koni 6zelliine sahip acik bir

bolge ,1<m ve 0 < j seklinde ki tamsayilar ve 1< p < o olmak lizere;

)mp <N ise
WITP(Q) < WP(Q), p<q=<q*
yada W™ Q) = LY(Q), p<q<g*
gommesi elde edilir.
i) mp=N ise
WP Q) = WIP(Q), 1< p<o
yada W™ Q) = LY(Q) 1< p<o

gdmmesi elde edilir. Ustelik p=1 olarak alinirsa
WHQ) < CL(Q)
elde edilir(Adams, 2003).
iii) mp > N ise

Wi (Q) = Cl(Q)
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gommesi elde edilir.

Yukaridaki gobmmelerde W yerine W, uzay: alinirsa, Q2 bolgesi tizerinde herhangi
bir kisitlama yapilmaksizin yukaridaki gdmmeler yine gegerli olur.

Teorem 1.7.10. Eger W™"(QQ) <= L%(Q) gommesi baz1 p<qdegerleri i¢in
kompakt ise, 0 zaman | Q| <o dur (Adams, 1975).

Teorem 1.7.11. Eger W™P(QQ) < L'(Q) gémmesi 1< q < p 6zelligini saglayan
baz1 p ve q degerleri i¢in mevcut ise 0 zaman |Q| < oo dur (Adams, 1975).

Teorem 1.7.12. (Rellich-Kondrachov Teoremi) Q ,R"’ de koni 6zelligine sahip
acik bir bolge, Q, < Q smurlt bir alt kiime, 1<m ve 0< j seklinde ki tamsayilar ve

1< p <« olmak iizere;

)mp <N ise

WHTP(Q) < WIP(Q), 1<q<q*
i) mp=N ise

WI™P(Q) = WP (Q,), 1<g<oo
i) mp > N ise

W (0) 5 Cl(€),
WI™P(Q) = Wi(Q,), 1<g<o
gommeleri kompakttir.
Eger Q bolgesi sinirli ise, yukaridaki teoremde Q, =€ alinabilir ve Q bolgesi

RN ’de keyfi bir bolge ise W '*™P(Q) yerine W,/ "™P(Q) konulmasi kosuluyla

yukaridaki gdmmeler kompakt olur (Adams, 2003).
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2. ORLICZ UZAYLARI
2.1. Giris

Tamm 2.1.1. Lebesgue uzaylarina tekrar bakacak olursak 1.béliimde L* (Q2) uzayinin
J‘Q|u(x)|p dx < oo; (2.1)

kosulunu saglayan 6l¢iilebilir fonksiyonlar sinifi oldugu verilmisti. Ayrica

L () uzayindaki norm

1
Jull, = ([ Jueof dx}?, 1< p<co. 2.2)
idi. Eger @ =®(t)=t"alirsak , (2.1) ve (2.2) den sdyle yazabiliriz;

[ @(juC)f)dx <z, (2.3)

ve

Jul, =@ ([, @ (jueal)dx), 2.4)

1
burada @ @ ’nin ters fonksiyondur ve ®@*(t) =t® olarak tanimlanir.

Yukarida bahsedilen @ fonksiyonunun daha genel bir fonksiyonla degistirilebilir. Bunu

gostermek i¢in Once Orlicz siniflarini tanimlamak gerekir.
Tamm 2.1.2. Q ,R" ’nin acik bir alt kiimesi olsun. & = d(t),[0, [ iizerinde taniml1

negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Q bélgesinde h.h.h. tanimli, reel (veya kompleks)

degerli olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi
Lo (Q) (2.5)
ile gosterilir ve Lo (©) kiimesindeki her fonksiyon i¢in
[ @(juCf)dx <o (2.6)
saglanir.

Lo (@) kiimesine Orlicz sinifi denir ve asagidaki gosterim kullanilir

0 (u; @) = IQ®(|u(x)|)dx. 2.7)
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Ornek 2.1.3.
(i) L°(Q) Lebesgue uzay1, p = 1 sartiyla Lo (@) Orlicz uzaylarinin 6zel durumudur.

Burada ®(t) =ct” ve ¢ yerine pozitif keyfi bir sabit yazilir.

(if) @ fonksiyonu asagidaki gibi segilirse

d(t)=t.log"t, t[0,oo[,

burada 1og* t = max(0, logt) dir. ch (Q) ’ye karsilik gelen simf L'(€Q) Lebesgue uzayi
olur.

(iii) D(t) =|sint|, t €[0,00[, yazarsak, dyleyse wx(Q)<ooise Q &lgiilebilir fonksiyon
Lo () "dedir

(iv) N=10=]0][ve dt)=¢' olsun. Lo(Q) de, u(x)= —%Iog x seklinde
yazilir. v(x) = —log x = 2u(x) seklinde yazilmas1 dogru olmaz.
Onceki 6rnegin (iv) sikkinda goriildiigii iizere L¢ (@) ’nin bir vektdr uzayr olmasina

gerek yoktur. Vektdr uzayr olsa bile, |:q> (@) ’nin  normunun nasil olacagi @
fonksiyonunun Tanim 2.1.2 deki tanimindan ag¢ikga anlagilamaz ¢iinkii Tanim 2.1.2 de

@ ters fonksiyonunun varligi hakkinda bir sey sdylenmemistir. Bu nedenle Tanim
2.1.2 de @ fonksiyonlarinin kiimesini sinirlandirmak gerekir.

Not 2.1.4. Bu bolimde ele alinan uzaylarla ilgili temel bilgiler, tanimlar, teoremler
ve ispatlari.A.Kufner, 1977, A.C. Zaanen,M.A.Krasnosel’skii ve J.B. Rutickii

kitaplarinda bulunmaktadir.

2.2. Young fonksiyonu ve Jensen Esitsizligi

Tamm 2.2.1. O(t) = I;¢(s)ds, =) (2.8)

ise @ ye Young fonksiyonu denir.Burada [0,oo[ {iizerinde tanimlanan gercek degerli
@ fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir.

() @ (0)=0;

(i) @(s)>0, s>0 ise;

(iii) ¢ her noktada siireklidir, s = Qise ;
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(iv) @ , [0,00 [ de azalmayandir ;
() o() =2, (yani, lime(s) =),

Young fonksiyonunun 6zellikleri asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 2.2.2. @, [0, o[ ‘de konveks ve siirekli,negatif olmayan,kesinlikle artan

bir Young fonksiyonudur.Diger taraftan;

@ (0)=0, (o) = IMD(t) = oo ; (2.9)
tlir(p$ 0 (2.10)
lim $=oo : (2.11)

D(at) = ad(t) , ac[01] ve t= 0 ise; (2.12)

DB E BO(M)  , pB>1ve t =0  ise; (2.13)

Teorem 2.2.3. @, bir Young fonksiyonu ve u(Q) <o olsun. O zaman I:@(Q)

konveks kiime ve

Lo(Q) = LX(Q) (2.14)

olur.
Not 2.2.4.
fonksiyonu bulunabilir ki
uel(Q), ancak u¢Lo Q).
Boyle bir u fonksiyonu su sekilde olusturulabilir.(2.11.) den t >1(n e N) dir.O halde

(2.14) de verilen esitsizlik kesindir, ¢iinkii € tizerinde Oyle bir u

(2.15)

O(t
o) = 2", n=12,...
tn
olur.
Birbirinden bagimsiz €2, < Q kiimeler segelim , o halde
1
H(Q,) =— u(Q), neN .
t.2
olur.
o0 o0 1
Z u(Q,) =,u(Q).Z:t o < u(Q) oldugunu biliyoruz . Simdi asagidaki
n=1 n=1l -

tanimi yapalim,
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t, , xeQ, n=12,.., Iise
u(x) =
{ , Q disinda .
0 zaman ,
[ Juo|dx= Zt wQ,) = Zt : zn #(Q) = (@) <0,
fakat,

j o(Ju)])dx = Zco(t )u(Q,) = Zt 20
boylece (2.15) de verilen u tanimlanmis olur.

Teorem 2.25. uel’(Q) ve u(Q)<w olsun. UGL@(Q) olacak sekilde bir @

Young fonksiyonu vardir.

p
Ornek (2.26) () p>1. o(t)=t"" ise @(t)z% olur.

(i) o(t)=e"-1 ise d(t)=e'-t-1 olur
(i) ot)=2te" ise d(t)=€" -1 olur

(iv) @)=t fonksiyonu L'(Q) Lebesgue uzayma karsilik gelen bir Young

fonksiyonudur.
(v) ¢ fonksiyonu (3.1.4.) 6rnegindeki (ii) ve (iii) de Young fonksiyonu degillerdir.

Not 2.2.7. M.A.Krasnosel’skil ve J.B. Rutickii ,Young fonksiyonlarin1 daha detayl
bir bicimde incelemislerdir..Baz1 yazarlar Young fonksiyonuna N-fonksyonu
demislerdir. M.A.Krasnosel’skii ve J.B. Rutickii de bdyle demisler.

Not 2.2.8.

d(t)=tlog"t
fonksiyonunu inceleyelim.Ornek (2.1.4.)’iin (i) onciiliiniin bir Young fonksiyonu
oldugu bir oOnceki notta verilmistir.Sonu¢ olarak Jensen esitsizligine deginmemiz

gerekir.

Teorem 2.2.9. @, R de konveks olsun
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(i) u,...,u, e Rvea,,....,a, pozitif sayilar olsun.O halde

o Gt AUy et Uy | < o, ®(,) +a,dUu,) +......+a,d(u,) (2.16)
o ta,+..t+a, o +o,+...ta,
olur.
(i) a=a(x),Q iizerinde tanimli ve h.h.h. pozitif olsun.O halde,
u(x)a(x)dx du(x))a(x)dx
o [240a0dx ) [ @uga(9 217

Iga(x)dx a Iga(x)dx

olur.Negatif olmayan tiim u fonksiyonlarin integrali i¢in (2.17)’ yi kullanacagiz.
((2.16) daki esitsizlige Jensen’s esitsizligi,(2.17)’ye ise Jensen’s integral esitsizligi
denir.)

2.3. Tamamlayici Fonksiyonlar

Tanim 2.3.1. @, ¢ fonksiyonu ile olusturulan bir Young fonksiyonu olsun:

1
O(t) = j @(s)ds. (2.18)
0
yerine yazarsak
Y(t) =sups , t=0, (2.19)
p(s)<t
ve
t
P(t) = joy/(s)ds. (2.20)

¥ fonksiyonuna @ fonksiyonunun tamamlayici fonksiyonu denir.

Not 2.3.2. ¢,[0,00[ da siirekli,kesin artan ise ¥ ve ¢@ " birbirlerinin ters
fonksiyonudurlar.Genel olarak, ¢ ve VY ye karsihikli olarak ters
fonksiyondurlar.Sonug olarak ,¥ , @ nin tamamlayici fonksiyonu ise @ de W nin
tamamlayicit fonksiyonudur. Ayrica @ ve ¥ ye birbirlerinin tamamlayic1 Young
fonksiyonlaridir denir.

Simdi biz Young esitsizligini inceleyecegiz.

2.4. Young Esitsizligi
(W.H.Young, 1912). ® ve ¥ birbirinin tamamlayict Young fonksiyonu olsunlar. O

halde tiim u,v €[0,[ i¢in
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uw = Du)+¥(v) (2.21)
saglanir.Eger,
v=®(u) veya u="Y(v) (2.22)
alinirsa ancak (2.21) deki esitlik saglanir.
p
Ornekler 2.4.1. (i) ®(t) = v ve p>1 igin, tamamlayici fonksiyon,
p
Y(T) :ltq burada q P , yani l+1 =1
q p-1 P qQ
ile tanimlanir.
(i) @(t)=e" —1 fonksiyonu ®@(t)= I; o(s)ds (t>0) yi saglar, burada d(s)=2se*
dir.
w fonksiyonu veya ¥ fonksiyonunun i¢in analitik bir ifade veremiyoruz. Sadece ¥ (t)
nin asimptotik olarak ‘i’(t) =t,/(logt) ye esit oldugu gosterilebilir.
(i) d(t)=e'-t-1 ve W(t)=(+t)log(l+t)—t tamamlayici fonksiyonlardir.

Ornek 2.4.2. ®(t)=tlog"t olsun. O halde ¢ s6yle tanimlanar:

0 ,0<t<lise
o(t) = .
logt+1,t> ise

Asagidaki fonksiyonlar1 yazarsak,

0 ,t=0 ise

Y(t) =<1 ,0<t<1 ise

et t>1 ise
‘P(t)—r (s)ds = t ,0<t<lise
R ettt t>1 ise

®,¥ tamamlayic1 Young fonksiyonlari olur.

Asagidaki teorem Orlicz siniflarinda Holder esitsizligini verir.

Teorem 2.43. ®,¥ tamamlayict Young fonksiyon ¢ifti olsun. Eger

ue Lo (@Q),ve Ly (©) ise

IQ|u(x)v(x)|dx ZSo(u:®)+ oY) (2.23)
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yani uvel'(Q) olur.

2.5. A,-Kosulu

Bu bolimde Young fonksiyonlarinin 6zel bir smifini inceleyecegiz.Bu daha sonra
onemli olacak.

Tanmm 2.5.1. Eger, k>0 ve T = 0 sayilan

o2t) = kd() ,Vt=T  igin (2.24)

olacak sekilde varsa @ Young fonksiyonu A,-kosulunu sagliyor denir ve kisaca
D eA, yazl.

Ornek 252. c¢>0,p>1 ®(t)=c’fonksiyonu k=2, T=0 alimrsa A,-kosulunu
saglar.

Asagidaki Teorem @ fonksiyonunun A,-kosulunu sagladigimi gdsteren Snemli

(yararli) bir kriterdir.

Teorem 2.5.3. @ Young fonksiyonudur ancak ve ancak,

e L)
limsup—=< o 2.25
ise A,-kosulunu saglar.
Ornek 2.5.4. Teorem 2.5.3. ten goriildiigii gibi,
D(t) = (L+t)logl+t) -t
ise ® A, dir.Eger
D(t)=e' —t-1 ve O)=¢" -1
ise ®gA, dir.
Not 2.5.5. ® €A, olsun. Teorem2.53. ten t = T igin,
td (t _ . ,
Ft()) =¢, vyani (log®(t)) = (logt®) (2.26)

oldugunu biliyoruz.Dolayisiyla G, >0 Ve T, >0 dir,syleyse

O@t) = ¢t , t =T, ise
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olur.

Teorem 2.5.6. ¥ , d nin tamamlayict Young fonksiyonu olmak iizere, @ Young

fonksiyonunun A, -kosulunu saglamas i¢in gerek ve yeter kosul

w() = ilP(kot) : t=T (2.27)
2k,

olacak sekilde T, >0 Ve k; >0 sayilarmm bulunmasidir.

Ornek 2.5.7.

- t te[0,1] ise
(P()—{n! te[(n-)L,n[,n=2,3,....ise

2.6. Orlicz Smiflarmin Ek Ozellikleri

Teorem 2.6.1. @, ®, iki Young fonksiyonu ve () <oo olsun ve
O, () = D,(t) , t=7=0 (2.28)
saglansin. O zaman
Lo, () < Lo, (). (2.29)

Teorem 2.6.2.  u(Q) <o ve @, ®, iki Young fonksiyonu olsun. chz Q) < |:¢1(Q)

nin dogru olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
O, (1) = cd,(t), t =T (2.30)

olacak sekilde ¢ >0 ve T >0 sayilarinin bulunmasidir.
Teorem 2.6.3. (i) u(Q) <o olsun. Ancak ve ancak P eA, ise Il@(Q) lineer bir

kiimedir.

(i) u(Q)=co olsunve T=0 ile ® €A, olsun.O zaman Lo (Q) lineer bir kiimedir.
Simdi Young fonksiyonlar i¢in bir siralamay1 gosterecegiz.

Tanim 2.6.4. @,,®, iki Young fonksiyonu olsun.

Dat) = O,ct) , t= T (2.31)
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olacak sekilde c ve T pozitif sabitleri varsa
D,< 0, (2.32)
yazilir. Eger
¢, <D, ve P, <D

ise @, ve D, egdegerdir(denktir) denir.
Ornekler 2.6.5.

(i) t» <r* , 1<p<gq i¢in
(i) t° <17 ([logz|+1) < th p>1 ve here>0

(iif) Her @ Young fonksiyonu, ®(t) fonksiyonu ve @, (t)=® (kt),k >0 ,esdegerdir.

Notlar 2.6.6. Eger ®; < @, ise bu iki fonksiyonun tamamlayic1 fonksiyonlari

sirasiyla ¥y ve ¥, olmak tlizere, ¥, <¥; olur.

Asagida < yerine daha kesin bir siralama belirten olan << yi kullanacagiz.

Tamm 2.6.7. @, @, iki Young fonksiyonu olsun.

KON
Eger 1>0, Ilmﬁzo ise O, << O, olur.
t%wq)z(t)
Ornekler 2.6.8.
(i t°P = t* | 1<p<qg ise

(i) Ayrica, p>1 vetim £>0 ise, t? <« 1t (|Iogt|+1) &K tFFE

Not 2.69. @, <« @, ise @, < ®@,’de saglanir ama tersi icin saglanmaz. Eger
A>0 ise D,(t)=D(At) alirsak O, < O, olur, fakat D, <« ®, saglanmaz.
Not 2.6.10. ¥,,'¥, fonksiyonlari sirasiyla @,,®, fonksiyonlarinin tamamlayici

fonksiyonlar1 olmak iizere, eger @, <<®, ise ¥, « ‘¥ olur.
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@, , ®,’ den daha hizli azaldig1 yerde < yerine << kullanilir. < ve << siralamalari ile

ilgili daha detayli bilgi M.A.Krasnosel’skii ve J.B. Rutickii kitabinda bulabilirisiniz.
2.7. Orlicz Uzaylan

Tanmm 2.7.1. ®,¥ Young fonksiyonlar1 birbirlerinin tiimleyeni olsunlar ve u,

Q < R" h.h.h. 6lgiilebilir fonksiyon olsun.

Jul, =sup |_[uGv(xldx (2.33)

sayis1 igin , ve L, (Q)tim fonksiyonlar {izerinde supremumu vardir. g (v;'¥) =1 ile
gosterilir,u ‘nun Orlicz normu denir.”U” », < olan tim u fonksiyonlarmin kiimesine

Orlicz uzayr denir ve L,(Q) sembolii ile gosterilir. (Orlizc normu Teorem 2.7.3. te

anlatildi.Aksi belirtilmedigi stirece h.h.h. € 1 tiim 6lgiilebilir fonksiyonlar olarak

diislinecegiz.bakiniz agiklama 2.1.2.)

Tarihsel ve terminolojik notlar 2.7.2. Orlicz smiflar1 ve uzaylart 1931 yilinda
W.Orlicz ve Z.Birnbaum tarafindan incelenip tanitildi.Elbetteki ¢esitli 6zel durumlar,
esasen Fourier serisinin toplanabilirlik teorisi ile baglantili olarak 1931°den Once
arastirildi.(Ornegin 1912°de W.H.Young ve digerleri).Literatiirde kullanilan gosterimde
farkliliklar vardir.Ornegin M.A.Krasnosel’skii ve J.B. Rutickil Orlicz simifim L, (Q) ile
Orlicz uzaymm L' (Q) ile gosterdi. A.C. Zaanen ise smifi L, (Q) ile uzay: ise L, ()
ile gostermistir.
(2.23) den asagidaki ifadeyi yazabiliriz.

Jul, 2 e:®)+ en¥) = o @)+1. (2.34)
Dolayistyla u e Lo (©) i¢in ||U|| o <% ve boylece,

Lo (Q) = Lo (Q) (2.35)

olur.

Teorem 2.7.3. L,(Q) (karmasik) bir vektdr uzayr ve (2.33), L, (©2)de bir norm

tanimlar.
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A¢iklama 2.7.4. Bundan sonra aksi belirtilmedikce SUP  yerine sup gosterimini
v,Q(v;¥)<1 \V;

kullanacagiz.

Not 2.7.5. Literatiirde ,yani M.A.Krasnosel’skii ve J.B. Rutickil Orlicz uzaylarimin
biraz degistirilmis tanimini vermislerdir. Eger her v e Ly (Q)igin U.V L (Q) yani

UQ u(x)v(x)dx‘ <0 (2.36)

ise u fonksiyonu € {izerinde tanimh Orlicz uzayma aittir denir. (Burada Orlicz uzayi

£5(€Y) olarak ifade edilecektir)
£:(&) ninnormu ,

Jll, =sup|f, uGvya (237)
olur.
(bakmiz agiklama 2.74) Ancak,(2.33) deki ||, ile (237) deki [ ~farkh
seylerdir.Ciinkii u(x) =0 (a¢C,a=0icinsgna= %a‘ ) igin V,(X)= |v(x)/sgn U(X)| ve
u(x) =0 i¢in V,(X) =V(X) ise asagidaki esitlik saglanir.

_[Q|u(x)v(x)|dx = Ugu(x)vl(x)dx‘

ve (v )= o(W:w) sonucu gikar.
M.A.Krasnosel’skii ve J.B. Rutickii, H|U|H <oo oldugunu ispatladi,dolayisiyla
£:(6Y) <L.(£) olurDiger taraftan uel,(Q) igin C€>0sabit olmak izere

cu € L, () olur.(bakiniz Teorem 2.4.3),boylelikle (3.23) den J.Qu(x)v(x)dx sonludur.

Omegin ue£s(8)).

Sonug olarak her iki tanimda da ayn1 norm ve ayn1 uzay elde edilir.

tq
icin P(t) = E olur; sonug olarak,

Ornek 2.7.6. p > ligin q;(t)zﬂ ve (=
P

lu, =sup jg|u(x)v(x)| dx (2.38)

olur. Burada v e Ly (©) oldugundan asagidaki sekilde yazilir.
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1 g
o(v:¥) —jn|${x)|'d"{ =1
q
Not 2.7.7. ||||p Orlicz normu monotondur.$dyleki; eger u,we L, (Q2) ve tim xeQ

sin [u00)| = o] se Jl, = o, olur

Teorem 2.7.8. @,V tamamlayict Young fonksiyonlart olsunlar. uelo(QQ) Ve
velLo(Q) ise uve L (€2) olurve
Jolueoveopdx = [l vl (2:39)

Not 2.79. (2.39) ta wverilen esitsizlik Holder esitsizligininin  baska bir

versiyonudur.Fakat bu Holder esitsizligi (2.39) ta verilen ifadenin 6zel bir durumu
degildir. Gergekten,eger LP(QQ) ve L'(QQ) Lebesgue uzaylarin, L, (Q2) ve L, (Q)
. i tP t9 1 1
Orlicz uzaylar gibi diisiiniirsek ve ®(t)=—,¥(t)=—(p>1—+==1) alirsak , 0
P q P q
halde (2.39) ta verilen esitsizlik asagidaki gibi olur
J,Ju0ovcosd = P70 |,
bu esitsizlik bilinen Holder esitsizliginden farklidir.

Teorem 2.7.2. @ bir Young fonksiyonu ve u e Lo(Q) ise |ul|, #0 dir. Oyleyse

J'ng[i|u(x)|j dx =1

[l

olur.

2.8. Luxemburg Normu

Tanmm 2.8.1. @ bir Young fonksiyonu ve u , Q fizerinde tanimh Ol¢iilebilir bir

fonksiyon olmak tizere

o, =10t { 1], o lucol i =1}

sayisina U’'nun Luxemburg normu denir.

Not 2.8.2. Eger uel,(Q) ise Teorem 2.7.2. den asagidaki ifade yazilir.

lull, = e (2.40)



Not 2.8.3 ||ull , L, (€2) iizerinde bir normdur.
flull, + Lo

Teorem 2.8.4. ueL,(Q) olsun.O halde,

(i) Q(u;@jémumm , H|u|H®él ise:
i) e |u, . |ul,>1 s
yazilabilir.

Teorem 2.8.5. Her ueL,(Q) i¢in,

flutl, = Nl =2l

olur.Yani H||H(D ve ||||(D normlari esdegerdir.
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(2.41)

Not 2.8.6. Teorem (2.8.4.) ten ||v|| = 1 ise ancak ve ancak ¢(z'¥) = 1 dir.Bu

gercegi kullanarak Orlicz normunu asagidaki gibi ifade edebiliriz.

ul, = sup J.Q|u(x)v(x)|dx

HMH y=1

Ornek 2.8.7. O(t)=t?/p(p>1) icin

H
il ~( 3 e,

p

olur. Ciinkii,

esitsizliginden
,3:’;1\'.’;é
Jueaveojax = g7 [, bl <[, bl
T

gosterimi olur ki bu klasik Holder esitsizliginden baska bir sey degil.

2.9. Orlicz Uzaylarimin Tamhg

Teorem 2.9.1. L,(Q) Orlicz uzay1 bir Banach uzayidir.

2.10. Orlicz Uzaylarinda Yakinsama

L, (Q) Orlicz uzayinda bildigimiz yakinsama,

verilir, yani

(2.42)

(2.43)

||| o Orlicz normlart kosullarinda
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L, (€2) de U, U yani lim|u, —u||, =0.

Tanim 2.10.1.
{u, }::1 , Ly (©) de bir yakimsak dizi ve U e L, (Q) ise asagidaki esitlik yazilabilir.
lim o (e, ~«®) =lim| S(u,(x)-u(x)dc=0. (2.44)

o0

Bu durumda {u,} uel,(Q) fonksiyonuna ® — ortalama yakinsaktir denir.

n=1"'

Not 2.10.2. Eger weL,(Q),|w|, =1 ise o halde (2.41) ve Teorem 2.8.4. ten
asagidaki ifade yazilir.
o(w;@) = |w], . (2.45)
w=u,—U,neN ile (3.44) esitsizligini kullanilarak asagidaki sonucu elde ederiz.
@ yakinsama demek L, (QQ)’ de yakinsama anlamma gelir.Bunun tersini
diisiinmeyecegimizi M.A.Krasnosel’skil ve J.B. Rutickii’ de gosterilmistir..Bu ifade
® € A, kosuluna dayanmaktadir. ® € A, igin her iki yakinsama esdegerdir.

Teorem 2.10.3. @, A, kosulunu saglasm(T =0, x(Q) =« ise).O halde L, (Q) de

U, ,U "’ ya yakinsar ancak ve ancak U, U’ ya ortalama yakinsaktir(mean convergent).

2.11. Aynlabilirlik

Teorem 2.11.1. @, A, kosulunu saglasin (T =0, x(Q) = ise).0 halde L, (€2)
Orlicz uzay: ayrilabilirdir.

Not 2.11.2. @ ’nin A, kosulunu saglamasi tek basina yeterli degildir, ayn1 zamanda
L, (€2) > nin de ayrilabilir olmas: gerekir (bakimz M.A Krasnosel’skii ve J.B. Rutickii

veya W.A.Luxemburg )
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2.12. E,(Q) Uzayr

Aciklama 2.12.1. Aksi belirtilmedikge Q, R"’ nin bos olmayan acik alt kiimesi ve
1(Q) < oo olarak alinacaktir.

Bu agiklamada yeni bir fonksiyon uzayimi tanimlayacagiz.

Tammm 2.12.2.B(Q2),Q2 1iizerinde tanimli tiim smurlt Olgiilebilir fonksiyonlarin
kiimesi olsun. Eg(Q) uzayi, B(Q)’nin |||| o Orlicz normu altinda kapanist olarak

tanimlanir. E,(Q) bir vektdr uzay oldugu agiktir. Oncelikle E,(Q) uzayi ile L,(Q) ve

Lo () uzaylar1 arasindaki iliskiye bakacagiz.
Teorem 2.12.3. Asagidaki ifade saglanir

E,(Q) < Lo (Q) (2.46)
Eger @, A, kosulunu sagliyorsa O halde,
E, ()= Lo () =L, (Q). (2.47)
Not 2.12.4. Eger @ ¢ A, ise,
Ey(Q) & Lao(@) & L(9),

olur. E,(Q) ve L,(€2) vektor uzaylaridir ve Lo (€2) Teorem 2.6.3. e gore lineer bir
kiime degildir.
Teorem 2.12.5. E,(Q2) uzay: ayrilabilirdir.

2.13. Siirekli Dogrusal Fonksiyoneller

Teorem 2.13.1. @, ¥ tamamlayic1 Young fonksiyon g¢ifti olsunlar.V, L, (Q2) *de sabit

bir fonksiyon olmak tizere
F(u) = _[Qu(x)v(x)dx, uel,(Q) (2.48)
formiiliinden L, (€2) ’de siirekli lineer bir F fonksiyoneli tanimlanir ve
i, = I = b, 249

olur. Burada ||F|, F e[L, ()] nin bir normudur.
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Not 2.13.2. (2.49) den hareketle L, () uzaymin [L,(Q)]* nin bir altkiimesi oldugunu
diistinebiliriz. Fakat, genellikle,
Ly (©) # [, (D)]*
dir.

Teorem 2.13.3. @ ’nin A, kosulunu saglamadigini varsayalim. O zaman (2.48) daki
gibi L, (Q) de tanimli siirekli dogrusal bir fonksiyonel oldugunu sdyleyemeyiz.

Teorem 2.13.4. F, E, () de taniml1 smirh dogrusal bir fonksiyonel olsun. O zaman
F(u)= J.Qu(x)v(x)dx, uekE,(Q) (2.50)
olacak sekilde sadece bir vel,(Q) vardir.

Teorem 2.13.5. (2.50) de verilen ifade kullanarak asagidaki esitlikler yazilabilir ki bu
esitlikler Orlicz uzaylar1 ile onlarin dual uzaylar arasindaki iligkileri vermektedir:
Ly (©2) =[E, (D)]* (2.51)

olur.Ayrica

DeA, ise
Ly (@) =[L, (]*
Y eA, ise,
L, (©2) =[Ly (€)]*.
olur.

Teorem 2.13.6. . @, ¥ tamamlayic1 Young fonksiyonlar1 olmak iizere, L,(Q) Orlicz

uzay1 dontsiimludiir(reflexiftir) ancak ve ancak ® ve ¥, A, kosulunu saglar.
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3. DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN VARYASYONEL YAKLASIM
3.1. Temel Kavramlar

Tamm 3.1.1. X bir Banach uzay1 ve J: X — R,C* sinifindan bir fonksiyonel olmak
lizere; Vv e X i¢in
(3'(u).v)=0 (3.2)
esitligini saglayan bir u e X elemanina J fonksiyonelinin bir kritik noktas: denir.Burada
<- ) > , Hilbert uzayindaki i¢ ¢carpimudir.
Tamm 3.1.2. X Banach uzayi ve A: X — X * operatorii verilsin. Eger
A =30
olacak sekilde bir J€C'(X,R) fonksiyoneli varsa A operatoriine varyasyonel denir.

A bir varyasyonel olmak {izere,bir problem
A() =0
seklinde bir fonksiyonel denklem bigiminde yazilabiliyorsa bu probleme varyasyonel

problem denir.

Tamm 3.1.3. X bir Babach uzayi, Q — R" sinirli bir bolge, f:QxR — R siirekli bir
u
fonksiyon ve F(x,u) =j0 f (X,5)ds olmak iizere;
—A U ==div(|Vu["* vu) = f (x,u) (E)

seklinde verilen kismi diferansiyel denklemini diisiiniirsek;bu durumda, J €C*(X,R)

olmak tizere
p
J(u) =J'&dx—IF(x,u)dx
Q p Q

ifadesine (E) denklemine karsilik gelen Euler-Langrange veya enerji fonksiyoneli denir.

N 2
Burada vu=| X M M) gy= 3TN serdindedr
OX, OX,  OXy i\ OX,

JeC'(X,R) fonksiyonelinin tiirevi her u,v e X igin

(J'(u),v) = ’[|Vu|P72 vu -Vvdx—j f (x,u)vdx

seklinde tanimlanir.

Buna gore,her ¢ € CSO () test fonksiyonu igin,
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J‘|Vu|P72 vu ~V¢dx—j f(x,u)pdx =0 (3.2)

Q Q
esitligini saglayan U € X fonksiyonuna (E) denkleminin bir zayif ¢éziimii (weak solution)

veya genellestirilmis ¢oziimii denir.

Sonu¢ 3.1.4. Tanim 3.1.1 ve Tanim 3.1.3 birlikte degerlendirildiginde kolayca
anlagilacagi tizere bir fonksiyonelin kritik noktalar1 ile bu fonksiyonele karsilik gelen

denklemin zay1f ¢oziimleri cakismaktadir.

Not 3.1.5. Bir kismi diferansiyel denklemde goriilen tiim kismi siirekli tiirevlere
sahip ¢ozlime,klasik ¢oziim denir. Bununla birlikte; bir zayif ¢6ziim, denklemdeki bazi

kismi stirekli tiirevlere sahip olmayabilir.

Tanmm 3.1.6. X Banach uzayr ve J:X — R fonksiyoneli verilsin. Eger her
ue Xigin
MOEY
olacak sekilde bir pozitif M € R varsa J fonksiyoneli simirhdir veya iyi tanmimlidir
denir.
Tammm 3.1.7. X Banach uzay1 ve J: X — R fonksiyoneli verilsin. Eger her
ue Xigin
J(Uu*)< J(u)
olacak sekilde u*e Xvarsa u* fonksiyonuna J fonksiyonelinin bir minimumu veya
minimize edicisi denir ve
ir)m(f J(u) = J(u*)
seklinde ifade edilir.
Tammm 3.1.8. X Banach uzay1 ve J:X — Rfonksiyoneli verilsin. Eger her
ue Xigin

it J(u) = —o,sup J (U) = +o
X

oluyorsa J fonksiyoneli iyi tanimli degildir (simirsizdir) denir.

Tamm 3.1.9. X Banach uzayi, J : X — R fonksiyoneli ve (u,) < X dizisi verilsin.

lim J(u) =inf J(u)
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esitligini saglayan (Un) dizisine J fonksiyonelinin bir minimize (edici) dizisi denir.

Tamim 3.1.10. Daha 6nce p-Laplace denklemi
~A U =—div([vu["* vu) =0

seklinde tanimlanmsti. Buna gore p-Laplace denklemine karsilik  gelen

J e C*(X,R) fonksiyoneli
\V4 p
J(u):j&dx
a P

seklinde; bu fonksiyonelin tiirevi de, L = J': X — X * olmak tizere,

(L(u),v)= J.|Vu|p'2 Vu - Vvdx

seklinde tanimlanir. Buna gore L i¢in asagidaki 6nermeler denktir(Fan ve Zhang, 2003).

i) L: X — X * operatorii siirekli, sinirli ve kesin monotondur;

i) L: X — X * operatdrii (S,) kosulunu saglar, yani, eger (U,) < X dizisi i¢in X’de
U, — 2 iken
lim sup(L(u,)—L(u),u, —u)<0

oluyor ise 0 zaman X ’de

olur;

iii) L: X — X * operatorii bir homeomorfizmadir.

Tamm 3.1.11. X bir Banach uzayi olmak iizere; bir (U,) < X dizisi
i) [J(u,)<c,ceR

i) J'(u,)—>0,J"X —> X*
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ozelliklerini sagliyorsa o zaman (u,) dizisine JeC*(X,R)fonksiyonelinin palais-

Smale ((PS)) dizisi denir.

Not 3.1.12. Je c!(X,R)fonksiyonelinin (PS) dizisi bu fonksiyonelin bir minimize

dizisidir. Bu diziler yakinsak bir alt diziye sahipse J i¢in kritik nokta (lar) tiretirler.

Not 3.1.13. Eger Je C*(X,R)fonksiyoneli alttan smirli degilse bu durumda J

fonksiyoneli i¢in bir (PS) dizisinin varligi hakkunda kesin bir sey sdylenemez; ancak

alttan sinirli ise J fonksiyoneli igin bir (PS) dizisi daima bulunabilir.

Tamm 3.1.14. Eger X bir Banach uzay1 ve Je C'(X,R)olmak iizere; J’nin her

(PS) dizisnin yakinsak bir alt dizisi varsa J fonksiyoneli (PS) kosulunu saglar denir.

Not 3.1.15. Eger bir J fonksiyoneli alttan sinirli ve (PS) kosulunu sagliyorsa,

taniml1 oldugu bolgede bir minimuma sahip olur.

Tamm 3.1.16. X bir Banach uzay1 ve J € C*(X,R) olmak iizere;

i) imJ@u)=c,ceR
i) J'(u,)—>0,J:X 5 X*
kosullarini saglayan bir (u,) < X dizisi yakinsak bir alt diziye sahipse J fonksiyoneli

¢ e R seviyesinde (PS), kosulunu saglar denir.

Not 3.1.17. Eger J fonksiyoneli (PS) kosulunu saglarsa her ¢ € Rigin (P S),kosulunu

da saglar.

Tammm 3.1.18. (X’””x) bir Banach uzayr ve JeC'(X,R) olmak iizere; bir
(u,) c X dizisi

i) [J(u,) <c,ceR

i) (L+u, 3°,)) = 0,35 X > X *
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ozelliklerini sagliyorsa o zaman (u,)dizisine Je C'(X,R)fonksiyonelinin Cerami

dizisi denir.Bununla birlikte,eger bu (u,)dizisi yakinsak bir alt diziye sahipse J

fonksiyoneli Cerami kosulunu saglar denir.

Not 3.1.19. Cerami kosulu, (PS) kosulundan daha zayif bir kosuldur. Bu iki kosul
arasindaki temel fark uygulamada ortaya c¢ikar.Yani sinirsiz bir bolge tizerinde
calisilirken (PS) kosulunun saglanmadigir durumlarda Cerami kosulu saglanabilir.Buna

ek olarak,eger ilgili J e C*(X,R) fonksiyoneli alttan sinirli ise bu iki kosul ¢akisir.

Tammm 3.1.20. Q< R“smirl bir bdlge, f: QxR — R siirekli bir fonksiyon ve

F(x,u) =If(x,s)ds olmak tizere;
0

0 < GF (x,u) < f(x,u)u, VxeQ,vue R\{0}
olacak sekilde bir 8 > p(p > 2) pozitif sayis1 varsa f fonksiyonu Ambrosetti-Rabinowitz

kosulunu saglar denir.
Not 3.1.21. Ambrosetti-Rabinowitz kosulu,ilgili Je C*(X,R) fonksiyonelinin (PS)

dizisinin sinirliligini elde etmek i¢in kullanilan olduk¢a 6nemli bir kosuldur.

Tamm 3.1.22. (X , ””x ) bir Banach uzay1 ve J e C'(X,R) olmak iizere;

Jul, > iken J(u)— +wo

oluyorsa J fonksiyoneline coercive fonksiyonel denir.

Tanmim 3.1.23. X bir Banach uzayi, J: X — R fonksiyoneli ve X, = X olacak sekilde
(x,) © X dizisi verilsin.Buna gore; bir x € X eleman igin
J(x) < !]Lnolinf J(x,) (3.3)
esitsizligi saglaniyorsa, J fonksiyoneline x € X noktasinda alttan yari-siireklidir (lower
semi-continuous) denir.Eger yukaridaki esitsizlik X, — X dizisi i¢in gerceklesiyorsa, J

fonksiyoneline x € X noktasinda alttan zayif yari-siireklidir (weakly lower semi-

continuous) denir.

Tamm 3.1.24. O = R agik bir kiime ve f :QxR" — RU {+ o} olmak iizere;
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i) h.h.h. xeQicin & — f(x,&) eslemesi siirekli

i) her £ € R" icin x —» f(x,&) eslemesi dlgiilebilebilir

oluyorsa f fonksiyonu Carathéodory kosulunu saglar denir.

3.2. Varyasyonel Yaklasim

Varyasyonel yaklasim, oOzellikle lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin
analizinde kullanilan ¢ok etkili bir aragtir.Bu yaklasim u bilinmeyen bir fonksiyon ve
F(-) lineer olmayan bir operator olmak iizere,

F(u)=0 (3.4)
seklinde lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin, fonksiyonel analiz
tekniklerinin kullanildigi bazi varyasyonel hesaplamalara (calculus of variations)
dayanir.Su ana kadar, (3.4) tipindeki denklemlerin ¢6ziimiinii veren genel bir teorinin
mevcut olmamasi,varyasyonel yaklasimin 6nemini daha iyi ortaya koymaktadir.

Varyasyonel yaklagim,bir diferansiyel denklemi dogrudan ¢6zmek yerine bu
denklemin ¢oziimlerini ilgili enerji fonksiyonelinin kritik noktalarina veya minimize
dizisine karsilik getirerek bulmay1 amaclayan bir yaklasimdir.Varyasyonel yaklagimda
iki temel yontem kullanilir.

Birincisi klasik metot olarak adlandirilir.Bu metoda gore, (3.4) denklemine karsilik
gelen enerji fonksiyoneli J olmak iizere
F(u)=J'(u) (3.5
esitligi yazilabildiginde (3.4) denklemi
J'(u)=0 (3.6)

haline doniisiir.Bu gosterim sayesinde kolayca goriilecegi tizere,(3.4) denklemini

saglayan U, bilinmeyen fonksiyonlarini bulma problemi, (3.6) denklemini saglayan U,

bilinmeyen fonksiyonlarint bulma problemine doniisecek ve dolayisiyla J(u) enerji
fonksiyonelinin kritik noktalari,(3.4) denkleminin (zayif) ¢6ziimlerine karsilik

gelecektir.Daha agik bir sekilde ifade etmek gerekirse, X bir Banach
uzay1, J : X = R, Q < RV simnrli bir bélge ve F e C*(Qx R", R) olmak iizere,

ou ou ou j

J(u) ZE[F(X,U(X),VU(X))dx, Vu = (aﬁ_xza
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olarak verilen enerji fonksiyonelinin bir diizgiin (smooth) minimumu olan U,

a_l:_ . i a_F =0 u —a_u 3.7
ou Foxlou ) o 3.7

seklinde tanimlanan ve (3.5)’ye karsilik gelen Euler-Lagrange kismi diferansiyel

fonksiyonu

denkleminin bir (zayif) ¢oziimii olacaktir.
Ikinci metod direkt metod olarak adlandirilir.Bu metoda gore, X bir Banach uzay1 ve

(3.4) denklemine karsilik gelen enerji fonksiyoneli J : X — R olmak {izere

J(u)) > inf{J(u):ueX}

olacak sekilde bir (Un) C X dizisi hesaba katilarak

u, —>U, € X ve J(U,) =in£ J(u)
olacak sekilde bir (U, ) alt dizisinin varlig gdsterilir. Bu durumda (u,)dizisi J

fonksiyonelini minimize eder ve (U, ) alt dizisinin yakinsadigi U, degeri de J

fonksiyonelinin bir minimumu (kritik deger) ve dolayistyla (3.6) denkleminin bir (zayif)
¢Oziimii olur.

Belirtmekte yarar vardir ki yukarida bahsedilen yakinsamanin gerg¢eklesebilmesi igin
bir bagka deyisle yakinsak bir alt dizinin varligindan emin olmak icin baz1 kompaktlik
kosullart ((PS) kosulu,Cerami kosulu) ve nispeten daha zayif topolojiler (Dual uzay

tizerinde taniml1 topolojik yapilar) kullanma zarureti dogabilir.
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4.0RLICZ-SOBOLEV  UZAYLARINDA NONLOKAL BiR ROBIN
PROBLEMININ COZUMLERININ ELDE EDILMESI

Bu boliim, tez ¢alismasinin orijinal kismini olusturmakta olup, bu boliimde Robin
smir-deger kosullarina sahip bir nonlokal eliptik denklemin ¢dziimleri varyasyonel
yaklagim ve Ekeland varyasyonel prensibi kullanilarak Orlicz-Sobolev uzaylarinda elde
edilecektir. Daha agikca ifade etmek gerekirse, asagidaki denklemin g¢oziimleri elde
edilecektir:

—M (j (@(Vul) + @(u) dx)(div(a(Vu))Vu) —a(u)u)=2f (u), xe Q,
)

(4.1)

a(Vul) & +b(x)ul” " u=0, xe o,

(4.1) denkleminde Q, R" (N >3) sinirh bir bolge ve Q >nin smir1 6Q  Lipschitz sinira
sahiptir. 7, 6Q daki dis birim vektor, b e L*(0Q) oyleki inf _,,b(x)>0, M, T reel-
degerli siirekli bir fonksiyondur.

(4.1) deki @(t):=a(|t))t fonksiyonu R den R iizerine olan artan bir homeormorfizma
dir. (4.1) denkleminde eger a(t) =|t|p*2 secilirse, P -Laplace Kirchhoff denklemi ve

eger p=p(x), yani a(t):|t|'°(x)_2 olarak secilirse (4.1) denklemi p(x)-Laplace
Kirchhoff denklemine doniisiir. Ek olarak M (t) =1 segilirse (4.1) denklemi p(x) -
Laplace denklemine doniisiir. p, p(x)-Laplace ve Kirchhoff denklemleri farkli
disiplinlerde uygulama alanlarina sahip oldugundan, Ornegin varyasyonel yaklasim,
non-linear potansiyel teorisi, non-Newtonian akigkanlar, imaj isleme, birgok bilim
insan1 tarafindan ¢alisilmistir (bkz. [2,3,4,5,6,7,8,9,11,12,16,17,18]).

(4.1) deki o(t):= a(|t|)t fonksiyonu, bazi1 matematiksel modeller igin asagidaki gibi
verilebilir (bkz. [12]),

(1) Nonlinear elasticity: ¢(t) =(1+t*)* -La >4
(2) Plasticity: ¢(t) =t*(log1+1))”,a>1, >0,

t .
(3) Generalized Newtonian fluids : ¢(t)= [ s™(sin*s)’ds, 0<a <1,5>0.

Orlicz-Sobolev uzaylar ile ilgili detayli bilgi 3.boliimde verilmisti. Asagida, dnce bu
boliimde ihtiya¢ duyacagimiz bazi ek tanim ve teoremlere yer verecegiz daha sonra

temel sonuc¢larimizi ifade edip ispatlayacagiz.
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a:(0,0) — R fonksiyonu

o(0) = {a(|t|)t, t 0, w2)

0, t=0,

seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonunu R °den R {izerine olan artan ve tek olan bir

homeormorfizma yapacak sekilde bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonu igin

D(t) = I;qo(s)ds, B(t) = _[;go‘l(s)ds teR, (4.3)

bigimindeki @ ve onun tamamlayici fonksiyonu @ tanimlansin. @® ve @
fonksiyonlarma N -fonksiyonlar1 da denir ki bu fonksiyonlar 3.bdliimde verilen Young
fonksiyonlariin 6zelliklerini saglayan fonksiyonlardir (bkz [1],[19],[20]).

® ve @ fonksiyonlar1 bize L,(Q) ve Lz(Q) Orlicz uzaylarimi tanimlama imkani

Verir.

Simdi ¢cok 6nemli bir kosulu verecegiz

inf 2 (0() (P() sup ﬂ«;o t>0. (4.4)

1 =
< =i d(t) CI)(t) w0 D(t)

(4.4) kosulu sayesinde, L, () Orlicz uzay

ju()

L (Q)—{u Q — R 6lcilebilir, 3/1>00y|ek|j (= )dx<oo}

u:Q— R olmak tizere

[ @(ueoDdx < oo, (4.5)

biciminde tanimlanan Slgiilebilir fonksiyonlarin denklik siiflari ile ¢akisir ve

Luxemburg normu denilen asagidaki norm altinda Banach uzayi olur.
lu], =inf {k>0 [ q>(|”( )|)dx£1}. (4.6)

Orlicz uzaylarinda Holder esitsizligi asagidaki gibi verilir (bkz [1,16])

_[qudx < 2|ul uel,(Q), Ve Ly (Q).

Ly (Q) ”u”L&,(Q) !

W*'L,(Q) Orlicz-Sobolev uzay:

WL (Q)—{UGL (Q) eL Q),i=1,2,. N}

bigiminde tanimlanir ve
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(4.7)

N
ol =l + 3
i=

normu altinda bir Banach uzayidir. Belirtmekte fayda vardir ki, L,(Q) ve W'L,(Q)

a
OX.

uzaylar1 sirasiyla klasik Lebesgue L°(Q) ve Sobolev uzaylarmda WP(Q)
Tt — % doniistimiiniin - daha genel bir konvex fonksiyon olan @ ile
degistirilmesidir. Daha acgikgasi, eger

ot)=plt]” °t, VteR, p>1

M) =", p=¢"=p
olarak segilirse L, () =L"(QQ) ve W 'L, (Q) =W “"(Q) olur.
Bu bsliimde W'L, =W"® ve L, = L notasyonlarimi kullanacagiz.
Eger Vte[0,00) igin t—>®d(y/t) doniisimii konveks olarak kabul edilirse (4.4)
kosulu ile birlikte bu kosul, L,(Q) ve W'L,(Q) uzaylarinin ayrilabilir reflexive
Banach uzay1 olmalaria imkan verir.

Yardimer Teorem 4.1.1. (bkz. [13]). Q, R" (N >3) smurli bir bélge ve € nin

sinirt 0Q koni 6zellikli Lipschitz sinira sahip olsun. Eger 1<r < p* ise W P(Q) =

L'(Q) gdmmesi kompakttir, burada p < N ise p*;:NN_pdiger durumlarda p*:= -+

dir.
Yardima Teorem 4.1.2 (bkz. [9,13]). Q, R" (N >3) siurh bir bolge ve Q °nm

st 0Q Lipschitz smira sahip olsun. Eger 1<r<p*ise W' ?(Q) = L'(6Q)
gdmmesi kompakttir.

Not 4.1.3. (4.4) kosulu sayesinde W **(Q) Orlicz-Sobolev uzay;, w >» (2 ) klasik
Sobolev uzayina siirekli olarak gomiiliir. Ayrica, W ™*(Q)uzayr L'(Q) Lebesgue
uzayina kompakt olarak gémiiliir. Dolaysiyla 1<T < (p; ise W®(Q) Orlicz-Sobolev
uzayr L'(Q) Lebesgue uzaymna siirekli ve kompakt olarak gomiilir.

Yardimci Teorem 4.1.4. (bkz. [14,18]) p(u) = IQ (@(Vul) + (u]))dx :W*(Q) - R
fonksiyoneline modular denir.Buna gore U ,ueW “*(Q), asagidakiler saglanir:

O Jullf, < o) <ul5 eger ful,, <1
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(i) [ul7y < o) <y, eger ul, >1

(iii) [u, —uf,, >0 p(u, ~u) >0

(iv) Ju, —uf,, == p(u, —u) 5w
@, (4.4) i saglamak iizere Yardimcr Teorem 4.1.4. (iii)-(iv) 6nermeleri, L®(Q)
tizerinde norm ve modular topolojinin cakistigini gosterir ki (4.4) ozelligi asagida
verilen ve A, -kosulu olarak bilinen 6zelligin saglanmasi icin de yeterli bir kosuldur:
Her t €[0,x)

D (2t) < KD(t), tiim t e [0, )

olacak sekilde pozitif bir K sabiti varsa @ fonksiyonu A, —kosulunu saglar denir (bkz.

[18]).
Yardimcar Teorem 4.1.5. (Ekeland Varyasyonel Prensibi) X bir Banach uzay1 ve

| : X > R fonksiyoneli Gateaux tiirevlenebilir, alttan sinirlt ve alt yari-siirekli olsun. Bir
&>0sayis1 ve U, € X fonksiyonu

O )<e+inf®
olacak sekilde verilsin. Bu durumda 6yle bir V, € X fonksiyonu bulunabilir ki

asagidakiler saglanir
6(v,)<6(,)

<é&

VS - u{:‘
le'w.)

W S€

Yardimci Teorem 4.1.5 in bir sonucu olarak asagidaki teorem elde edilir (bkz [10]).
Yardimcr Teorem 4.1.6. X bir Banach uzay1 ve |:X — R fonksiyoneli Gateaux

tiirevlenebilir, alttan sinirli ve alt yari-siirekli olsun.Bu durumda bir U, € X dizisi vardir

ki,

O(,) > c=inf, ® ve ®'(u,) >0 (veya ||®'(Un)||0,vm —0)

(-

olur (bkz [10]).

Tamm 4.1.7. Bir ueW "*(Q) fonksiyonu vveW **(Q) i¢in

~M( j (@(Vul) + D (|u))) dx) jQ (a(Vu)vVu-vu +a(u)uv)dx + Iagb(x) ul” “uvdy = 2 jQ f (u)vdx,
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esitligini sagliyorsa u  fonksiyonuna (4.1) denkleminin bir zayif ¢6ziimii (weak

solution) denir. Burada dy, 0Q {izerindeki dlgiidiir.
(4.1) denklemine karsilik gelen Enerji fonksiyoneli |:W "®(Q)— R asagidaki gibi

tanimlanir

I(u):=M/( jQ (@(|Vu]) + @(|u])dx) + jm%‘)w’ dy—2 jQ F(u)dx,

burada F(u):jo”f(s)ds, M(u):jo”M(s)dsdir. Asagida verilen (F) ve (M)

kosullar1 ve gerekli gobmmeler kullanilarak | e C*(W **(Q)),R), ve | nin tiirevinin
de
(1'(W).v) =M ([ (@(Vul) + D(u])) dx) jg (a(Vul)vu- Vv +a(lufuv)dx
Q

+LQ b(x)|u|p*2uvd7/—ﬂbv|.Q f (u)vdx
oldugu standart metotlar kullanilarak gosterilebilir.
Yukaridaki bilgiler agik¢a gostermektedir ki bir ueW “*(Q) fonksiyonunun (4.1)
denkleminin bir zayif ¢oziimii olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul U’ nun | ’nm bir

kritik noktas1 olmasidir.

Not 4.1.8. W'*(Q) den dual uzay W '*(Q))* asagidaki bi¢gimde tanimlanan
(Au),v) = IQ (a(Vul)vu-vv+a(u)uv)dx,
A operatorii  igin u, ~ueW'(@Q) ve limsup(A(u,),u, —u)<Oiken
u, —>ueW"*(Q)oluyorsa A operatorii (S,) 6zelligini sagliyor denir. Bu tezde elde
ettigimiz temel (orijinal) sonug¢ asagida verilmistir:
Teorem 4.1.9. ¢ ve @ fonksiyonlar yukarida tanimlandig1 gibi olmak tizere;

(M) M:(0,00) —(0,0) bir siirekli fonksiyondur ve 1<m,<m,, a>1 olmak iizere
mt“* <M@Et)<mt*t, vt>0,
esitsizligi saglanacak sekilde m;,m, pozitif sabitleri vardir.
(F) f:Q— R bir siirekli fonksiyondur ve 1<5<(< (po* olmak iizere
et <) <c, ", vt>0,

esitsizligi saglanacak sekilde C,C, pozitif sabitleri vardir.
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Ek olarak 1<s<g< p<ag, kosulu da saglaniyorsa o zaman, dyle bir A*>0 sayisi

bulunabilir ki her A e (0, 4*) igin (4.1) probleminin W **(Q) uzayinda sifirdan farkli bir

¢Ozimii vardir.
Once asagidaki yardimei teoremleri ispatlayacagiz.

Yardimcr Teorem 4.1.10. Oyle bir A* > Osayis1 bulunabilir ki her 2 e (0, 1*) sayis1
icin UeW *(Q) ve ||u|| Lo = O olmak iizere I(u) =7 >0 olacak sekilde 7,5 >0 sayilari

vardir.

Ispat. (F) kosulundan F(u)S%|u|q olur. Ayrica Yardimc1 Teorem 4.1.4. ve

WP(Q) < LY(Q) kompakt gdmmesinde asagidaki esitsizlikler yazilabilir.

() =M (] (@(Vu)+D(u))d) + jm%‘)mr’ dy—A4[ F(u)dx

> ([ (@(Vul) + (uD)dx)” —c,2] ul” 4
o Q Q q

L
> oo, -,
a C,A
> (2 ~u uly - “o Mk
olsun. Simdi
()= Th gt oA

o

fonksiyonunu tanimlarsak, ¥ fonksiyonu 6 =0 da siirekli olur ve W # 0. Eger

Am, ooy
A*= 0% 4.8
2c,a (“48)

olarak tamimlarsak, her A e (0,1*)i¢in Oylebir J,>0 sayist vardir ki ¥ fonksiyonunun

Y (35,) ile ayni isaretli oldugu orijinin her komsulugunda

= 5o’ —(5)>0.
20

esitsizligi saglanir. Sonug olarak her A1e(0,4*) ve ueW'*(Q), ||u||m:5, icin

I(u) >z > 0olur. Ispat biter.
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Yardimer Teorem 4.1.11. Bir cw **(Q), € >0, 8 = 0,fonksiyonu vardir 6yle ki t>0

yeterince kiiciik iken 1(tg) <0 olur.

Ispat: (F) kosulundan F(u)2%|u|sya21hr. Bu durumda O<t<1 ve 1<s<p<g, olmak

lizere asagidaki esitsizlikler yazilabilir

116) <M ([ (@(V(t0)) + D((t)))cx) + LQ%X’IWI" dy -, jQ@dx

< T2 ([ (@(V(t0))) + D((t6)))cx)” +ﬂjmb(x)|6r|p dy - S [ o[ dx
a P s
<max{™e, Lyrr0 (9) - &4 [, [oFax.
a p S 70

Burada ©(0) = (], (®(V(9)) + (&))" + jmipx)w dy . Bu durumda t < -

. A
ve 0<n<mindl, p Cll IQ|9|S dX.  olmak iizere
max{~*%,—3}0(0)s
a p
1(td) <0
elde edilir. Ispat biter.
Ispat.(Teorem 4.1.9. un ispat1) Yardimci Teorem 4.1.10.den &yle bir

B(0;8) = {ueW"*(©):|ul,, <5}

yuvari vardir ki burada | fonksiyoneli alttan simirlidir, dolaysiyla C = infB(O;(g) |
yazabiliriz. Dolaysiyla Yardimc1 Teorem 4.1.11 den
—0< ¢ =infy o 1 <0 (4.9)
yazilabilir. Ayrica Yardime1 Teorem 4.1.10.den
infaB(O;ﬁ) >0 (4.10)
olur. (4.9) ve (4.10) dan
0<e<infygg, | —infags | (4.11)

olur.
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| fonksiyoneli alttan sinirli ve zayif alt yari-siirekli oldugundan Yardimer Teorem 4.1.5.i

uygulayabiliriz. Bu  durumda  1:B(0;6) >R  fonksiyoneli i¢cin  Oyle bir

u, € B(0;8) fonksiyonu vardir ki

I(u,)< infm | +¢& (4.12)
I(u,) <1(U)+¢u-u,l,, uzuy,. (4.13)
(4.11) ve (4.12) den
1(u,) <infggs 1 +e<infy g, I +e<infygq, |

elde edilir ki bu u_ € B(0;5) oldugu anlamina gelir. J:B(0;5) —» R fonksiyoneli

J(u)=1(u)+efu-u,

Lo, (4.14)
bigiminde tanimlanirsa bu J fonksiyonel | fonksiyonelinin bir perturbe fonksiyoneli
olur. Yukaridaki islemler u_ fonksiyonunun J i¢in bir minimum oldugunu gdsterir.

Simdi u=u,+tv, ve B(0;1), fonksiyonunu (4.14) te yazarsak, t >0 yeterince kiigiik iken

I, +tv)—J(u,) (4.15)
t

olur. (4.15) esitsizliginden

I(u, +tv)—1(u,)
t

+e&|v]|,, >0 (4.16)

olur. (4.16) esitsizliginde t — 0 alinirsa
(I',).v)+e|v],, >0 (4.17)

ve (4.17) de v fonksiyonunu —v fonksiyonu ile degistirilirse

—(1'(u,).v)+¢|v|,, >0 (4.18)

elde edilir. (4.17), (4.18) ve I '(Ug)”(wm(g))* =SUP, 1o 0 W norm tanimindan
1,0

I (u,) Wity S € (4.19)

elde edilir.
Ekeland prensibinin bir sonucu olarak (Yardimci Teorem 4.1.6.), (4.12), (4.13) ve

(4.19) ifadeleri | fonksiyonelinin bir (o,) € B(0;6) minimize dizisinin

l(@,) > c=infy, 1 ve I'(0,) =0 (veya |I'(@,)|

iy —0) (4.20)
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olacak sekilde bulunabilecegini sdyler. (4.20) deki yakinsamadan (o) dizisinin W **(Q)
uzayinda sinirli oldugu anlagilir. W '*(Q) refleksif oldugundan () dizisinin bir alt
dizisi (yine o, ile gosterilmek iizere) bulunabilir ki bu alt dizi W **(Q) uzayimdaki bir
fonksiyonuna zayif yakinsar. Ayrica

[V @)ooy = suP_K1'(@n), 0, =)

Hwn ”"Hl,m <1

oldugundan (4.20) den
(I'(w,), @, —®) >0,

elde edilir ki bu

(1(@,), @, @) =M ([ (@(Va,) + Do, ) DX [_(@(Ve, )V, V(a, - ) +a(o,)o,(o, - o) +

[ b0, |*” @, (@, —@)dy = A[_f(e,)(@, —@)dx —0.
W Q)= LP(0Q) ve W(Q)= L%Q) kompakt gdmmelerini, Holder esitsizligini, (F)
kosulunu ve beL*(0Q ) oldugunu goz oniinde bulundurursak

[ b0]@, " @,(@, - @)d7| <[p(x)], -0,

a) .
LPIPD) (o)) | n w|LP (62)

ve

UQ f(0)(o, - a))dx‘ < CZJ.Q“a)n |q—1 (@, - a))dx‘ . “a)n |q_1

— |, 0.

|a)n L9(Q)

Lq/(qfl)(Q)
olur. Bu durumda

M ([ (@(Va,)+D(@,)) )| @(Va, Ve, Vo, -0)+a(o,)o,(@, - o)dx—0
o
olmasi gerekir. Dolaysiyla (M) kosulundan
(M@,), 0, —0) = IQ (a(Vo, Vo, V(o, - o) +a(a,))o, (o, - ®))dx — 0
olmak zorundadir. Ayrica, A operatérii (S,) 6zelligini sagladigindan
o, —>oeW "?(Q) elde edilir. Yani () dizisi | fonksiyonelini minimize eden @

fonksiyonuna W **(Q) uzayinda giiclii yakinsar ki bu @ fonksiyonu | fonksiyonelinin
bir kritik noktas1 ve dolaysiyla (4.1) denkleminin bir zayif ¢6ziimii olur, yani
I(@w)=c<0 Ve 1'(w)=0

olur. Ispat biter.
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Ornek 4.1.12. (4.1) denkleminde M (t) =1, a(t)=t|" “ve f(t)=|t"" olarak secilirse,

1<s< B <q< polmak iizere, (4.1) denklemi

L p-2 p-2 _ p-1
{d|v(|Vu| Vu)+ul" T u =2, xeQ (4.21)

Vu|"* 2 4 b(x)[u]"u=0, xeaQ

on

denklemine doniisiir ki bu denklem Robin sinir kosuluna sahip p-Laplace denklemidir.

Ayrica (4.21) denklemine karsilik gelen Enerji fonksiyoneli Y:W "?(Q) >R,

1 1 A
Y(u) = EIQ (vuf” +|u|p)dx+5jmb(x)|u|" dy—E.fQ|u|ﬂ dx

olup, Teorem 4.1.9. in tiim kosullar1 saglandigindan (4.21) denklemi sifirdan farkli bir

zayif ¢oziime sahiptir.
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