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Furkan ERDEN

MATRIS KONDISYON SAYISINDA BOLGE BUYUKLUGUNUN
ROLU

OZET

Peridinamik, malzemelerdeki catlak ve kiriklari belirlemek igin kullanilan, ba-
sarist bircok uygulamada smanmig olduk¢a etkin bir modelleme yontemidir.
Peridinamigin bagarisi, catlaklar gibi giddetli siireksizlikleri tiirev yerine yerel
olmayan integral operatorii kullanarak modelleyebilmesidir. Peridinamige olan ilgi
son yillarda oldukca artmig, teorik ve uygulamali bir ¢ok aragtirma yapilmigtir.
Peridinamik kullanmilarak elde edilen sayisal ¢oziimlerde ayriklagtirma ilk adim
olusturmaktadir. Ayriklagtirma neticesinde ortaya c¢ikan matrisin kondisyon
sayisi, kullanilan sayisal yontemin yakinsama performansini belirlemektedir. Bu
sebeple kondisyon sayisinda yer alan tiim parametre bagimliliklarinin agik bir
sekilde ortaya ¢ikartilmasi biiyiik énem arz etmektedir. Aksoylu ve Unlu |[3]
kondisyon sayisinin davranigini belirlemis ve kondisyon sayisi i¢in kesirli Sobolev
uzayinin mertebesi s, ufuk o6lciisii 0 ve adim 6lciisii A parametrelerine bagh keskin
bir iist siir elde etmiglerdir ve elde ettikleri simirin keskinligini hem teorik hem
de sayisal olarak ispatlamiglardir. Bu calismamizda, Aksoylu ve Unlu'nun ortaya
cikardigl parametrelere bagimhliklarinin {izerine, bélge biiyiikliigli parametresi
H’a olan bagimliligi ortaya ¢ikarttik.

Anahtar Kelimeler: Bolge biiyiikliigii, kondisyon sayisi, yerel olamayan opera-
torler, peridinamik, bolgelere ayirma.
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Furkan ERDEN

ACT OF DOMAIN SIZE TO CONDITION NUMBER OF MATRIX

ABSTRACT

Peridynamics is used for cracks which occur from materials, and it is a powerful
and challenged method for a lot of applications. Its success is coming from
modeling the discontinuities like cracks with using nonlocal integral operators
instead of derivatives. In the recent years, interest for peridynamics is increasing,
and there are a lot of researches in theory and applications. In peridynamics,
discretization of an equation constitutes the first step in obtaining numerical
solutions of a problem. The condition number resulting from the discretization
determines the convergence performance of the numerical solution of the problem.
For this reason, the studies on understanding and obtaining the condition number
of a discretized peridynamics problem gains importance. Aksoylu and Unlu (2014)
identified the behavior of the condition number and found a sharp upper bound
depending on "regularity of the fractional Sobolev space s, mesh size h and size of
nonlocality 6", and they proved the sharpness of upper bound both in theory and
numerically. In this study, we deduce the dependence of subdomain size H adding
to the results of dependence parameters found by Aksoylu and Unlu (2014).

Keywords: Subdomain size, condition number, nonlocal operators, peridyna-

mics, domain decomposition.
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Semboller

) := Yerel bir tanim kiimesi

Q := Yerel olmayan bir tanim kiimesi
C™(a,b) := (a,b) arasindaki olan tiim m. dereceden siirekli fonksiyonlar kiimesi
k(A) := A matrisinin kondisyon sayisi
|A|l,, == A matrisinin n matris normu
0 := Ufuk olglisii

h := Adim 6lciisii

s := Kesirli Sobolev uzayinin mertebesi
WkP .= Sobolev uzay1

WP .= Kompakt Sobolev uzay

H* := Sobolev uzayi(Hilbert)

HE := Kompakt Sobolev uzayi(Hilbert)
a = Coklu indis

D% := «. dereceden zayif tiirev

X



1. Giris

2000’li yillarda bulunmusg olan peridinamige verilen énem giin gectikce artmak-
tadir. Bu teoriyi ilk ortaya atan Silling [10] olmustur. Peridinamik teorisi, klasik
siirekli ortamlar mekaniginden farklidir. Peridinamik teorisi, parcali diferansiyel
denklemlere bagl olan klasik siirekli ortamlar mekanigi teorisinin aksine integral
operatorlerine baghdir. Catlaklar tizerinde yapilmig olan islemlerde, kismi tii-
revlerin kullanilamadig1 goriilmiistiir. Kismi tiirevler, catlak yiizeyler iizerinde
mevcut olmadiklarindan Otiirii, deformasyon ile ilgili iglemlerde klasik siirekli
ortamlar mekanigi denklemleri kulanilamamaktadir. Peridinamik teorisinde in-
tegral denklemler kullanilabilmektedir, ¢iinkii integral denklemler kismi tiirev
icermezler. Deforme olan yiizeylerde yapilan matematiksel modellemeler, integral
denklemlerle kolayca uygulanabilir hale gelmigtir. Basit bir peridinamik denklemi

ornegi verilecek olursa:

p(x)u(x,t) = /Rf(u(:v’,t) —u(z,t), 2’ —x,x)dVy + b(x,t)

x, R’de bir nokta, ¢ zaman, u yer degistirme vektorii ve p’de deforme olmamig
govdede ki kiitle yogunlugu olsun. Vektor degerli f fonksiyonu x’den x’’e
olan kuvvet yogunlugudur. Bu ve benzer denklemlerle yeni bir tamim ortaya
konuldu: yerel olmayan operatorler. Bu operatérler, Siling’in makalesi gibi bir¢ok
makale [11513] ile birlikte yerel olmayan modellemelerin geligtirilmesine énciilitk
edip, coklu 6lcekli modellemeler ile birlikte kullanilmaya baslandi. Peridinamik

teorisinden bir 6rnek verilecek olursas:



u(z,t) = L(u(z,t)) — b(x),

olmak {iizere lineer yerel olmayan L operatorii

L(u)(x) :== — /mBQ C(x,2') = (u(x') — u(x))dz’

olarak tamimlanmaktadir. Bu tamimda €, R%de sinirh bir bélge olmak iizere,
BRQ) yerel olmayan sinir gostermektedir. Olgiilebilir vektor degerli fonksiyon w,
yer degigtirme alanini simgelemektedir. Cekirdek fonksiyonu olan C', materyalin
fiziksel Ozelligini nitelemektedir. Yerel olmama, 2'(= x) noktasmnin z ile etkile-
simde olabilmesi iizerine ortaya ¢ikmigtir. Boylece ufuk 6l¢iisii tanimlanmigtir.

0 > 0 ufuk 6lciisii olmak {iizere, ufuk dl¢iisi biyikligii,

H, =2 |2 —z|]| <§

seklinde tanimlanmaktadir. Yerel sinir ile yerel olmayan smirlarinin 6énemli bir
farki vardir: Yerel bir bolge d boyutlu ise bélgenin sinir1 d—1 boyutlu olurken, yerel
olmayan bir bolgenin boyutu d iken bu bolgenin sinir1 da d boyutlu olmaktadir. Bu
sebepten dolayr BS) simrinin bir kalinhgi mevcuttur. Biz de bu kalinhigin boyu
ufuk olgisi olarak tammmlanmakta ve ¢ ile gosterilmektedir. Bir bolgenin yerel

olmayan kapanising da,

Q=0n BN

seklinde tanimlanmig olur.

Bu tanimlardan sonra bu tezdeki bulgularla ilgili olan sonlu elemanlar yontemin-
den bahsedilecektir. Sonlu elemanlar yontemi, bilim ve miihendislik alanlarinda
bir¢ok problemde kullanilmaktadir. Sonlu elemanlar analizi, esas itibariyle yapi
miihendisligi ile ilgili problemlerde kullanilmig, giiniimiizde bu miihendislik

alaninda temel rolii oynamaya baglamigtir. Bu teknik, diferansiyel denklemlerde



sayisal ¢oziimler bulunmasinda cok yaygin kullanilmaya baslanarak ve de giinii-
miize kadar gelistirilerek giiclii bir soru ¢ézme yontemi olmustur. Bu tezde bu
yontem derinlemesine kullanilmasa da bu yontemle ilgili birkag kaynaktan [4,/6,
8,09] yararlanilmigtir. Bu yontem, kondisyon sayisina sinir bulurken yararlanilan

bir yéntemdir.

Bu tezdeki islemler, esas itibari ile kondiisyonyon sayisi ile alakalidir. Numerik
analizin bir alani olan fonksiyonun kondisyon sayisi, esas olarak fonksiyona
koyulan degerlerin arasindaki kiiciik farklarin fonksiyonun goriintiisiinii ne kadar
etkiledigini Olcmeye yarar. Boylece, bu sayi ile ¢oziim aranilan denklemlerin
coziimlerindeki hata paymin araligr kolaylikla belirlenmektedir. Bu saymin en
onemli uygulama alanlarindan biri de matrisler iizerindedir. Kondisyon sayis,
matrisler iizerinden yapilan lineer iglemlerde sonuca dair olan yaklagimlarin hata

payim hesaplamada kullanihr. A matrisinin kondisyon sayis1 x(A),

Az =10

denkleminin x ¢oziimiindeki degislikligin miktarimi belirlemede 6nemli bir rol
oynar. Buradaki egitlikte A, n x n’lik bir matris, x n x 1’lik bir bilinmeyen ve
b de n x 1 bir yiik vektoriidiir. Onceden verilmis olan b ne kadar degisir ise
bilinmeyeni de b’de olan degisikligin mikterina ve kondisyon sayisina bagh olarak

degisir. Kondisyon sayisinin tanimi:

Tanimm 1. M tekil olmayan n X n matris olsun. ||-|| matris normu olmak tzere
k(M) = | M| ||M7Y

sayrsina kondisyon sayist denir.

Kondisyon sayisi, matrisin tiim elemanlar: bilindigi takdirde hesaplanabilir. Simdi

kondisyon sayisi 6rnekler ile daha detayh anlatilacak olursa:

Ornek 1. A =

1000 999
olsun.
999 998



o [7998 999
999  —1000

oldugu kolayca bulunur.
ANl = Al = 1999 = [A7 [ = A7,
oldugu icin kondisyon sayist
Koo(A) = k1(A) = (1999)? = 3.996 x 10°
bulunur.

Ornekte ki A matrisinin kondisyon say1si, |-||, matris normuna gére hesaplanacak
olursa ro(A) yaklagik 3.992 x 10° bulunur. Yani kondisyon sayisi, kullanilan norma
bagl degildir. Ayrica A matrisinin kondisyon says1 10° ile orantihdir. Yani Az = b
denkleminde b vektoriindeki az bir degisim z ¢oziimiinde biiyiik degisiklik 10° ile
orantili bir degisiklige yol acar. Bu sebepten dolayr kondisyon sayisi ne kadar
diigiik olursa Az = b denklemindeki b vektoriiniin degismesi x ¢6ziimiinii o kadar

az etkiler.

Ama bu alanda yapilan calismalarda, belirli 6zellikleri bilinen matrislerin kondis-
yon sayilarinin sinirlandirilmast kullanilmigtir. Bu smirlandirmalarda kullanilan
esitsizliklerde matrise bagh degiskenler, bagl olmayan degiskenler, icerigi bilinen
sabitler, bilinmeyen sabitler bulunmaktadir. Aksoylu’nun [3] makalesinde bulunan
direngenlik matrisinin kondisyon sayisina yerel ve yerel olmayan bdéliimlerine ve
integrallenebilir ¢ekirdegin kondisyon sayisina bulunmusg sinirlar vardir. Bu tezde
yapilan ise bulunmus olan esitsizliklerdeki sabitleri biraz daha bilinir kilmaktir.

Bu egitsizlikler tekrar olugturulurken yapilan iglemler 3. béliimde verilecektir.

Bu alanlarla ilgili genel bilgiler verildikten sonra, bu tezin yazilmasinin amaci
verilecek olursa: "Aksoylu’nun [3] makalesinde kondisyon sayisina bulunmus olan
tst swnwrda bulunan sabitlerde, yukarida tanimladigrmiz H degiskeni ne kadar

bulunmaktadir ve bu H degiskenini bu sabitlerin icinden tamamen ayristirabilir



miyiz?" sorusunu cevaplandirmaktir. Bu sorunun tam olarak cevabi 3. boliimde

hesaplamalar sonucunda verilecektir.
Kullanilacak bir ka¢ teorem ve tanima bakilacak olursa:

Norm uzaylar1 bu tezde 6nemli bir rol oynamaktadir. Bu sebepten dolayr norm
uzaylarina biraz deginilecektir. Ornek verilecek olursa, C™[a,b], m < 0 igin bir

1OIT uzayl

[flloe = mazaca<s [ f(x)] [ € C™a,b]

normuna gore bir Banach uzayidir.

Ornek 2. 1 < p < co olmak iizere,

1
m P
_ @||P
=[S
5=0
dondigiimi C™[a,b] wzayina gore bir normdur. Ama C™[a,b] norm uzayr bu
norma gore Banach uzayr degildir. C™[a,b] uzayinin bu norma gére tamlamass,

W™P(a,b) uzayrdir. Bu uzay Sobolev uzaylarina bir drnektir.

Sobelev uzaylar: tanimlanmadan 6nce birkag tanima daha ihitiyag vardir.

Tanim 2. LP uzaylar:, sonlu boyutlu olan fonksiyonlar uzayidir ve

LP(Q)=<f]| | fPr<oocwvefe
/

seklinde tanimlanar.

Tanmm 3. oy, qq,...,q, € ZU{0} olmak dzere,

a = (ag,ag,...,qp)



ifadesine coklu indis denir.

Bir bagka ifade ile a, n boyutlu dogal sayilar kiimesinin(N{}) bir elemanini ifade

eder. Artik Sobolev uzaylar: tanimlanabilir.

Tanim 4. k negatif olmayan bir tamsays ve p € [1, 00| olsun. o ¢oklu indis olmak
tzere, |a| < k olan tim o’lar igin v’nin zayif tirevi D*v varsa ve D* € LP(Q)
ise bu kogullar saglayan tim v € LP(QQ) leri igeren uzaya Sobolev Uzayr denir

ve WP ile gdsterilir.

WkP uzayn,

Jollene) = <| 2 ”Da“”i”(“)> e
P al<
maz,, < D% ooy P =00

normuna gore bir norm uzayi olarak tammlanmaktadir [5]. Ayrica p = 2 igin
Wk2(Q) = H*(Q) olmaktadir. H* ig carpim uzayi,

k
(u,v)gr = Z(Diu, D)2

=0

ic carpimina gore Hilbert uzayidir. WP(Q) kiimesi, C5°(€) kiimesinin kapanigi
olmak iizere W*?() kiimesinin alt kiimesidir. W, (Q) kiimesinin daha genel

tanum verilecek olursa:

Tanim 5. « ¢oklu indis olmak izere Wi (Q) kiimesi,

WiP(Q) = {v | v e WhP(Q), Yo e 00,
Ya € N ve |af <k —1 igin Dyv(x) =0}

seklinde tanimlanar.

p = 2 secildigi takdirde, WJ*(Q) = HE(Q) olmaktadir.



Tanim 6. V = H}(Q) olmak tzere, a(-,-) : V x V — R olan bilinear form

a(u,v):/Vu-Vvdx , Yu,veV
Q

seklinde tanimlanar.

Teorem 1. (Yerel Poincaré, [ [7],Lemma.A14]) Q C R? sinarly bir bélge ve u €

Hl(Q) olmak tzere, 6yle bir Appe, > 0 sayst vardir ki,

Apner [t g2iq) < VUl 20 (1.0.1)
esitsizliging saglar.

Teorem 2. (Yerel Olmayan Poincaré,[ [3], Denk. (8.1)] ) Q C R? simarly bir bélge

ve u € Lao(€2) olmak dzere, dyle bir Apper = Apner (57 A) > 0 sayisy vardr ki,

2
APner HUHLQ(E) < a(u, u)
esitsizliging saglar.
Tanim 7. F vektor uzayr olmak izere, |||, ve |||, normlary denktir ancak ve ancak
cflully < lull, < ez ffull, , VueE

esitsizliklering saglayan c1,co € R > 0 sayilary vardar.

Teorem 3. (Ters Esitsizlik) Q@ C RY sinarly bir bélge ve u € HY(Q) olmak fizere,

oyle bir sabit ¢ > 0 sayist vardir ki,

||VU||L2(Q) sc ||U||L2(Q)

esitsizligini saglar.



Tanim 8. {qﬁl}lj\il kiimest, Viy sonlu boyutlu uzayinin bir bazi olsun. Ayxny =

(a(9j, 9:))nxn € RYN matrisine direngenlik matrisi denir.



2. Alt Bolge Biiyiikliigii

Bu boliimde alt bolge biiyiikliigii ayrintih bir sekilde anlatilip, bu biiyiikliik
ile ilgili iglemlerde kullanilacak bulgular hesaplanacaktir. Alt bolge biyiikligii

tanimlanacak olursa:

Tanim 9. Q herhangi bir bélge olmak idizere, bu kimeyi barindiran en kicik

cemberin yaricapina alt bolge buytkligi denir ve H notasyonu ile gosterilir.

Oncelikle || = H'nin degiskenlerde yaptig1 degisiklikler ve "sapka" kavramimin
ne anlama geldigi detaylh anlatilacaktir. z ile 2’in bulundugu bélge birim ¢emberin
icine taginmig olur. Yani z, Q’y1 ¢evreleyen cemberin yarigapi(H) orani ile
kiiciiltiilmektedir. Boylece 'y1 barmdiran en kiiciik cemberin yaricapt 1 oluyor.
Bu ¢ember ise birim ¢emberdir. x ile 2’in iligkilerine bakildiginda benzer bulgular
elde edilmektedir.

|Z| = 1 ve x = HZ olmak iizere |x| = H bulunmug olur. Aynmi uygulama, ufuk

ol¢iisti(d) ve adim 6lgiisii(h) i¢in yapilacak olursa h = Hh ve § = H$ bulunur.
H ile tekrar yazma, fonksiyonlara da uygulanabilmektedir. u(z)’in gradyam H
ile tekrar diizenlenirse,

V.u(z) = Vyu(Hz) = Va(z)

seklinde bulunur. Bir sonraki adim, normal gradyanda nasil bir degisiklige neden

oldugunun hesaplanmasidir. Oncelikle 1-boyut icin



bulunur. 2-boyutta bir 6rnek iizerinde bakilacak olursa:

Ornek 3. Jacobian déniisiimiing kullanarak d(xy, xs):

H 0

d(zy,20) =d(Hzq1, HZ9) =
(1 2) ( 1 2) 0 H

d(21, 22) = H*d(21, 32)

seklinde hesaplanmas olur.

2-boyuttaki degigiklik d(zy, x5) = H2d(i1, &) seklinde bulunur.
Benzer sekilde n-boyutta bir 6érnek iizerinde incelenecek olursa:

Ornek 4. Jacobian donisimini kullanarak d(x1, xs, ..., Tp):

d(z1, 9, ...y y) =d(HZ1, HZo, ..., HTY)

H 0 --- 0
o H --- 0 o A
=\ ‘ | d(@q, 2, ..y 1)
0 .
o 0 --- H

:Hnd(i'l, Zi'g, ceey Ci'l)

seklinde bulunmus olur.

n-boyuttaki degisiklik d(z, %o, ...,21) = H"d(&#1,29,...,21) seklinde bulunur.

Dikkat edilirse, dx degigikliklerden etkilenmemig olup, sadece icinde bulunan

degigkenler etkilenmigtir. Bunun sebebi, d doniigiimiiniin verilen bolgenin ilk

halindeki iglevi ne ise bolgenin birim ¢ember igine sigdirilmig halindeki iglevi

de odur. Baz1 fonksiyonlar bu degisiklerden etkilenebilir. Bunun 6rnekleri tezin

ilerleyen kisimlarinda gosterilecektir.

10



Gortildiigii gibi alt bolge biiyiikliigi olan H, degigkenlerde ve fonksiyonlarda
boyuta bagl bir birimdir.

(u,u) ve ||u||ig(m’nin benzer gekilde H’a baghligim hesaplanacak olursa:

U [ 2
O(u,u) :/|Vu(x)|2dx:m/ Va(z)| HYdz
) J
. (2.0.1)
— H? / ‘W‘ 4z = H20(a,0)
4
Julls = [ luteo)de = [ a9 Hak = B illq, (202
0 3

Elde edilen bu bilgiler, kondisyon sayisina iist sinir bulunurken kullanilacaktir.

11



3. Kondisyon Sayisinin Ust Siniri

Simdiye kadar kondisyon sayisi, iist sinir bulmak icin kullanilacak birkac materyal
ve bolge biiyiikliigii tanitildi. Bu béliimde, bulunmus olan sonuglar ve bu
sonuclarla ilgili islemler bulunmaktadir. U¢ ana béliimden olugsmaktadir. Bu
tic boliim, farkli bagliklar altinda verilecek olmasina ragmen benzer sonuclar

icermektedir.

3.1 Yerel Bolim

Bu béliimde sirast ile Poincaré esitsizligi ve ters doniigiim, alt bolge biiyiikliigiine(H )
bagl olarak tekrar yazilacak ve ardindan yerel boliimiin kondisyon sayisinin iist

sinir1 H’a bagh olarak tekrar hesaplanacaktir. Oncelikle  := Q olarak secilecek
olursa, Poincaré egitsizliginden ((1.0.1)),

~ ~

bulunur. Notasyonda kolaylik olmasi i¢in ¢;(€2) = (¢pper(€2)—1) denilirse, caligilan

boyut 1 oldugu i¢in d = 1 almr. (2.0.1), (2.0.2)) lar1 kullanmlirsa,
Cl(Q)H_d HU”iQ(Q) < H*(u, u)
o (Q)H™ ||u||iQ(Q) < H'YY(u,u) (3.1.1)
() H [ull2, < t(u, )

12



elde edilmis olur. Ters yaklagim esitsizligi, benzer sekilde alt bolge biiytikliigiine (H )
bagh olarak yazildiginda, tekrar Q := Q olarak secilerek, adim dlciisii(h) icin

vapilan h = Hh doniigiimii, (2.0.1) ve (2.0.2) esitlikleri yukaridaki esitsizlige

uygulanirsa(d = 1),

0@, @) + |l ) < e2(Dh2 [[all}, 0
(i, 1)) < (A2 |17 ,0) — 17,0
i, 1) < ex( QR [all}, 0 (3:1.2)
H 0 (u,u) < co(QH"h " |Jul|7, q
C(u,u) < (R [}, q)

elde edilmig olur. (3.1.1)) ve (3.1.2) de bulunan iki sonug¢ ayn: esitsizlikte yazilirsa,

= o) (Q)H ||u||iz(9) < l(u,u) < oo(Qh ||U||2LQ(Q)

L, ile Il arasindaki h’a bagh

2 ~ 2
HuHLQ(Q) =~ pf HUHeQ(Q)

norm denkligi de kullanilirsa, (d = 1) olmak iizere,

er(QH2h ez ||ullf, o) < Llu,u) < (AR ey ||ullp g

iki tarafta da £(u,w) ||u\|§2(9) ile boliintirse,

bulunmusg olur. c3 ve ¢4 norm esitliginden gelmektedir. Norm esitsizliginden gelen
bu sabitler (2’ya bagli degillerdir, yani H carpani icermemektedirler. Boylece

kondisyon sayisinin iist siniri
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CQC4h_1
- C103h1H72
< H?*h™?

olacak sekilde h ve H’a bagli bulunur ve esitsizlikte bulunan c;, ¢y, c3 ve ¢4

sabitleri H ve h’larin ikisine de bagl degildir.

3.2 Yerel Olmayan Boliim

Yerel Olmayan direngenlik matrisi'nin kondisyon sayisi i¢in bulunan {ist sinir,

H’a bagh olarak tekrar yazilacaktir. Aksoylu’nun [3| makalesinde

(b Jull}, 5, < alu,u)

— 8(212 — 1) L9 e (9 8(1—1s), _
<G ss—(2—2s) 2 2 _
< elsy {5(1 oG 29)" ° 55 0y el

esitsizligi bulunmaktadir. Gosterimde kolaylik olmasi icin

Cog@E o) 8(1—s)
T s0-29B3-25) 0 T 3s

seklinde sabitler ile tekrar yazilacak olursa,

(@ |lull}, g < alu,u) < EAQh {esh™57C7) — e 57} |lull; g
bulunur. Bu egitsizlikte bolge degistirilerek, yani Q=0 secilerek, h = Hﬁ, §=Hé
degisiklikleri de goz oniinde bulundurularak yukaridaki esitsizlik tekrar yazilacak

olursa,



bulunur. Burada

a(t,w)’y1 H’a bagh olarak tekrar yazilsin.

. 1-s (a(z) —a(@)” . . ..
a(u, w) 123 dydz
5223 Qf

T Qnla—g<s

Jd—s u(r) —u(y))? . _ (3.2.2)
= H 52— 23/ / ( ‘(:C>_y‘1-<‘r22) H™?dydz
Q ﬁrﬂx—y\gé
= > q(u,u)

a(a,a)’yu (3.2.1)) esitsizliginde yerine yazilirsa ve (d = 1) alinirsa,

(HH |l

SE(Q)H_lh{ Hsh 25H2 256 (2— 28)+C H2 2}H 1||U||

g@>3MM| < a(@, d)

< H'a(a,u)

2(Q)

2(92)

2s 2s 172—2s (2—2s) 2 2 3
h{cHh H>267@72) 4 e g2V H- ||u||L(Q)

bulunur. Tekrar L, ile I arasindaki h’a bagh

2 ~ 2
HUHLZ(Q) = p! HU”eQ(Q)
norm denkligi kullanilirsa, (d = 1) ve ¢, ¢o norm denkliginden gelen H’a baglh

olmayan sabitler olmak iizere,

o H P erh? |[ul?, 5 < al@, i)

< Q) {e h B2 4 H%672) Hoh? |ul|? =
bulunur. Her taraf ||u|® =. ile béliintirse,
£2(Q)

15



@ H e < D ) {esh 2 H?6~C72) 4 e H?672} H 3¢oh?

— 2
HquQ(ﬁ)

olur. Boylece kondisyon sayisinin {iist siniri,

AQ) {cr h 2 H27C72) 4 ¢ H2572} H-3 ¢, h?
= 3 2

Q(Q) H- Cgh

e(Q)ey {e h™26% + ¢}

(Q)es

5_2H2

olacak sekilde bulunmug olur. En bagta iglemlere baglarken kullandigimiz |[3]
makalesinde bulunmug olan kondisyon sayisinin iist sinir1 ile simdi bulunan bulgu

alt alta yazilirsa,

-0 2s §2s

w(K) < 0(2) c1 {e h™96% + c_}572
c(€2) €2
= 5 —25 §2s

K(K) < C(E) H2cl {C+h 6% + C_}(S_Q
() “

olur. Yapilan iglemlerde sadece esitlikler kullanildig1 igin {istte bulunan iki st

smir birbirine esittir. Z@ sabiti sadece (ﬁ) bolgesine bagh oldugu i¢in igerisinde H
c(Q)
bulunmamaktadir. Aksoylu'nun makalesinde bulunmusg olan kondisyon sayisinin

iist sinirinda bulunan (Q; sabitinin igerisindeki tiim H’lar bulunup ¢arpan olarak

yazilmigtir. Boylece sinmirda bulunan sabitlerin icerigi daha bilinir hale getirilmig
oldu.

3.3 Integrallenebilir Cekirdek

Bu béliimde, Aksoylu’nun |3] makalesinde bulunmug olan yerel olmayan boliimde

integrallenebilir ¢ekirdegin kondisyon sayisinin iist sinirint1 H degigkeni eklenerek
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tekrar hesaplanacaktir. Oncelikle iist siir1 bulunan esitsizlik hatirlanacak olursa:

(b ull? @ < ) < e(Q)(5672 — 6hd )k |[ul|? & (3.3.1)

Bu esitsizlik, bolge degistirilerek yazicalak olursa, Q) := Q secildiginde,

c@half] o < bla @) <e@)(56°2 ~ 6hd ) |lull}
bulunur. b(4, @)’ yu H’a bagh olarak tekrar yazilirsa,
b(a,0) = i/ / (a(z) — a(g))?dydz
: % 4 7)) dy

Q anji—g|<d
3

_ 3 2 _ 2 7—2d

—wos [ ] ) - )P My

Q0 |z—y|<d
= 37 %p(u, u)

bulunur. b(4, @)nun H ile tekrar yazilmus hali, h = Hh ve § = H¢ degisiklikleri

ve (2.0.1), (2.0.2) esitlikleri kullamilarak, (3.3.1)) esitsizligi tekrar yazilacak
olursa(d = 1),

(O H2h|ull}, ) < H'b(u,u) < e(Q)(5H22 — 6H hH* 6 *)H 2h[u]l},
bulunur. Ly ile [y arasindaki A’a bagh

2 ~ 2
||u||L2(Q) = p¢ ||U||z2(9)

norm denkligi kullamrsa(d = 1), ¢3 ve ¢4 norm denkliginden gelen sabitler olmak

izere,
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ZDII>

c(QH esh® ||ullg, i) < H'b(u,w)
Q) GH — 6H RH?6 ) H 2Ry ||ull}, g

(
< o(Q)(5H?% — 6hH?5 ) H*h%ey ||u]},

IN

<l
IA
o

u)

— 2
() H h’es HUHzQ(Q)

s

bulunur. Her taraf Hu||?2 @ ile boliintirse,

b(u, u)

< e(Q)(5H22 — 6hH25%)H *h2c,
||U||z2(sz)

<l

c(QHh%cy <

olur. Boylece kondisyon sayisinin {ist siniri,

Amae _ C(Q)H2572(5 — 6h6™1) H—3 c3h?
. = =3, 12
Amin @) H3 cih

=

IN

IN

olacak sekilde bulunmug olur. En basgta islemlere baglanirken kullanilan Ak-
soylu'nun makalesinde bulunmus olan kondisyon sayisinin iist sinir1 ile siist

kisimda elde edilmis bulguyu alt alta yazarsak,

w(K) < @ ca{5—6ho '} .
(@

K(K) < (2) c3 {5 — 6hd~ 1}H2§*2
() “

olur. Yapilan iglemlerde sadece esitlikler kullamldigy i¢in iistte bulunmus olan

iki list smir birbirine esittir. E(—E) sabiti sadece (5) bolgesine bagh oldugu icin
<(€)

ierisinde H bulunmamaktadir. Aksoylu’nun makalesindeki denklemde bulunmug

E<—2; sabitinin icerisindeki tiim

olan kondisyon sayisinin iist siirinda bulunan
c
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H’lar bulunup carpan olarak yazilmistir. Boylece sinirda bulunan sabitin icerigi

daha bilinir hale getirilmigtir.

19



4. SONUC

Bu boliime kadar bulgular, nasil bulunduklari ve bulurken neler kullanildig:
gosterildi. Bu tezin amaci [3] makalesinde bulunmusg olan kondisyon sayisinin
tist sinirinda, alt bolge bilyitikligi(H )niin roliinii gostermek idi. H'nin bolgeye,
fonksiyonlara, degiskenlere ve sabitlere ne kadar etkisi oldugu, bunlarin igerisinde
hangi miktarlarda bulundugu arastirildi ve hesaplandi. Bu bulgular yerel ve
yerel olmayan direngenlik matrislerinin kondisyon sayisinin iist sinirini1 yeniden
hesaplamada kullanildi. En 6nemlisi de H degiskeni, kondisyon sayilarmin iist
sinirlarinda bulunan degiskenlerden ve sabitlerden tamamiyle ayrigtirilmig oldu.
Yerel olmayan integrallenebilir ¢cekirdek de dahil toplam {i¢ béliimde simirdaki tiim
alt bolge biiyiikliigii katsayr miktarmin H? oldugu, bir baska deyisle kondisyon
sayisinin sinirimin. H? ile orantil oldugu bulundu. Alt bélge biiyiikligi(H) ne
kadar degistirilirse, karesi oraninda kondisyon sayisinin da degistigi goriildii. Kon-
disyon sayisinin daha fazla simirlanmasi istenildiginde, alt bélge biiyiikliigiiniin
kiiciiltiilmesi, kondisyon sayisinin sinirimi kiiciiltecektir; diger bir sdylemle iglem
yapilan bolge daha fazla alt bolgeye ayrildiginda alt bolge biiyiikliigii azalacak,
dolayist ile kondisyon sayisinin iist sinir1 da kiigiilecektir. Bu sonug, islemlerin
bilgisayar hesaplamalar: ile yapildigi problemlerin daha kolay ¢oziilmesine yarar
saglamaktadir. Ozellikle deforme olmus yiizeylerde catlaklarla ilgili giiniimiizde
kullanilan bilgisayarlarin kapasitesini agacak hesaplamalar yapilmak istediginde,
bu hesaplamalar kiiciik bolgelere ayrilip yapilmaktadir. Islem yapilmak istenen
bolge, kiiciik bolgelere ayrildiginda ise kondisyon sayisinin ne kadar etkilenecegi,
bolgelere ayirma yontemi ile ilgili arastirmalara katki saglayici niteliktedir. Bu
tezdeki sonuclar 1-boyutlu bolgeler icin olup benzer bulgularin 2 ve daha fazla

boyutlar i¢in de gecerli olup olmadig aragtirmaya aciktir. Cok boyutlu bolgeler

20



icin bulunacak sonuclar, miihendislik ve de bilim uygulamalar: icin son derece

yararl olabilecek yaklagimlari ve modellemeleri ortaya cikaracaktir.
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