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�EK�LLER�N L�STES�

Bu çal�³mada kullan�lan baz� simge ve k�saltmalar�n aç�klamalar� a³a§�da sunul-

mu³tur.

Simgeler Aç�klama

[zn] Katsay� operatörü

rez Rezidü operatörü

C Kompleks say�lar cismi

N Do§al say�lar kümesi

C [[t]] Kompleks katsay�l� kuvvet serilerinin kümesi

o(f(t)) f(t) kuvvet serisinin mertebesi∑
Toplam notasyonu

(f ◦ g)(t) = f(g(t)) f ve g fonksiyonlar�n�n bile³kesi

C ((t)) Kompleks katsay�l� Laurent serilerinin kümesi

Rez(f ; z0) f nin z0 daki rezidüsü

Γ Kompleks düzlemde e§ri

D D nin kapan�³�

D′ D-{0}

x



1. G�R��

Bir kuvvet serisi fonksiyon olarak dü³ünüldü§ünde, bu fonksiyonun bile³ke

i³lemine göre tersinin katsay�lar�n� bulmak her zaman kolay de§ildir. Ancak

baz� durumlarda Lagrange-Bürman formülü olarak adland�r�lan yöntemle bu

katsay�lar� elde edebiliriz. Bu tezde Lagrange-Bürman formülü tan�t�lm�³ ve baz�

problemler yöntemin uygulamas� olarak verilmi³tir.

Bu amaçla tezimizin 2. bölümünde, gerekli olan temel kavramlar tan�mlanm�³ ve

kompleks analizden baz� teoremler verilmi³tir.

3. bölümde ilk olarak Lagrange-Bürman formülü (yada k�saca Lagrange) ifade

edilmi³ ve bu teoreme denk olan farkl� sonuçlar verilmi³tir. Ayr�ca teoremin,

birbirlerinden farkl� yöntemler kullanan dört ispat� yap�lm�³t�r. En son verilen

cebirsel ispatta Lagrange-Bürman formülünün bir genelle³tirilmesi ispatlanm�³t�r.

4. bölümde Lagrange-Bürman formülünün kombinatoryal ve nümerik problem-

lerde kullan�m� örneklerle gösterilmi³tir.
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2. TEMEL B�LG�LER

2.1 Kuvvet Serileri

∀n ∈ N için fn ∈ C olmak üzere,

f(t) =
∞∑
k=0

fkt
k = f0 + f1t+ f2t

2 + ...+ fnt
n + ...

ifadesine t belirsizine göre kompleks katsay�l� bir kuvvet serisi denir. Kompleks

say�lar cismi üzerinde tan�ml� bütün kuvvet serilerinin kümesini C [[t]] ile

gösterelim. Bu bölümde, C [[t]] üzerinde toplama ve çarpma i³lemlerini

tan�mlayacak, bu i³lemlerle birlikte C [[t]] nin cebirsel özelliklerini inceleyece§iz.

Tan�m 2.1.1 f(t) =
∑∞

n=0 fnt
n ve g(t) =

∑∞
n=0 gnt

n iki kuvvet serisi olsun. Bu

durumda,

f(t)± g(t) =
∞∑
n=0

(fn ± gn)tn

dir.

Tan�m 2.1.2 f(t) =
∑∞

n=0 fnt
n ve g(t) =

∑∞
n=0 gnt

n iki kuvvet serisi olsun. Bu

durumda C [[t]] üzerinde çarpma i³lemi,

f(t) · g(t) =
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

fkgn−k

)
tn

olarak tan�mlan�r.
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Yukar�da tan�mlanan çarpma i³lemine Cauchy çarp�m� ad� verilir. Ayr�ca

tan�mlanan bu i³lemlere göre;

0 = 0 + 0t+ 0t2 + ...+ 0tn + ...

ve

1 = 1 + 0t+ 0t2 + ...+ 0tn + ...

elemanlar�na s�ras� ile toplama ve çarpma i³lemine göre C [[t]] nin etkisiz

elemanlar� denir. Tan�mlad�§�m�z i³lemlerle birlikte C [[t]], birimli ve de§i³meli

bir halka yap�s�na sahip olur. �imdi C [[t]] nin cebirsel özelliklerini daha detayl�

inceleyebilmek için baz� kavramlar�n tan�mlar�n� ve özelliklerini verece§iz.

Tan�m 2.1.3 (Katsay� Operatörü) ∀ f(t) ∈ C [[t]] için,

[tn]
∞∑
k=0

fkt
k = fn

olarak tan�mlad�§�m�z [ ] operatöre katsay� operatörü ad� verilir. Özel olarak

[t0] f(t) ifadesi için L(f) gösterimini kullanaca§�z.

Katsay� operatörünün baz� bilinen özelliklerini hat�rlatal�m. f(t), g(t) ∈ C [[t]] ve

α, β ∈ C olmak üzere;

[tn] (αf(t) + βg(t)) = α [tn] f(t) + β [tn] g(t),

[tn] tf(t) =
[
tn−1

]
f(t),

[tn] f ′(t) = (n+ 1)
[
tn+1

]
f(t),

[tn] f(t)g(t) =
n∑
k=0

[
tk
]
f(t)

[
tn−k

]
g(t),

[tn] f(g(t)) =
∞∑
k=0

(
[
yk
]
f(y)) [tn] g(t)k

d�r.

Tan�m 2.1.4 (Bir Kuvvet Serisinin Mertebesi) f(t) ∈ C [[t]] ve f(t) 6= 0

olmak üzere, f(t) nin mertebesi o(f) ile gösterilir ve

o(f) = min {n : [tn] , fn 6= 0 ve n ∈ N}

olarak tan�mlan�r.
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f(t) ∈ C [[t]] nin mertebesi o(f(t)), f(t) nin C [[t]] de çarpma i³lemine göre tersinin

olup olmad�§�na dair bize bilgi verir. �imdi mertebe ile ilgili önemli bir sonucu

verece§iz.

Teorem 2.1.1 f(t), g(t) ∈ C [[t]] , f(t) 6= 0 ve g(t) 6= 0 olsun. Bu durumda

o(f(t)g(t)) = o(f(t)) + o(g(t))

dir.

�spat: s, r ≥ 0 olmak üzere o(f(t)) = s ve o(g(t)) = r olsun. Dolay�s�yla fi, gj
∈ C olmak üzere;

f(t) =
∞∑
k=s

fkt
k = fst

s + fs+1t
s+1 + ...+ fnt

n + ...

ve

g(t) =
∞∑
k=r

gkt
k = grt

r + gr+1t
r+1 + ...+ gnt

n + ...

³eklinde yaz�labilir. Burada,

f(t)g(t) = (fst
s + fs+1t

s+1 + ...+ fnt
n + ...)(grt

r + gr+1t
r+1 + ...+ gnt

n + ...)

=

(
fst

s +
∞∑

k=s+1

fkt
k

)(
grt

r +
∞∑

k=r+1

gkt
k

)

= fsgrt
s+r + fst

s

∞∑
k=r+1

gkt
k + grt

r

∞∑
k=s+1

fkt
k +

∞∑
k=s+1

fkt
k

∞∑
k=r+1

gkt
k

(2.1.1)

³eklinde yaz�labilir. (2.1.1) e³itli§inin sa§�ndaki en küçük dereceli terimin fsgrts+r

oldu§u görülmektedir. Mertebenin tan�m�ndan dolay�

o(f(t)g(t)) = s+ r = o(f(t)) + o(g(t)) (2.1.2)

sonucu elde edilir. Böylece ispat tamamlan�r.

Teorem 2.1.1 den elde edece§imiz a³a§�daki sonuç bize, bir f(t) ∈ C [[t]] kuvvet

serisinin hangi durumda çarp�msal tersinin bulundu§unu söyler.
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Sonuç 2.1.1 f(t) ∈ C [[t]] olsun. f(t) nin C [[t]] de çarp�msal tersinin bulunmas�

için gerek ve yeter ko³ul o(f(t)) = 0 olmas�d�r.

�spat: f(t) ∈ C [[t]] kuvvet serisinin, C [[t]] de g(t) gibi bir çarp�msal tersi varsa,

bu durumda f(t)g(t) = 1 olmal�d�r. Aç�kça o(1) = 0 oldu§undan, bu durumda

o(f(t)g(t)) = o(1) = 0 olmal�d�r. Teorem 2.1.1 göz önüne al�n�rsa;

o(f(t)) = o(g(t)) = 0

olmas� gerekti§i sonucuna ula³�r�z. o(f(t)) = 0 olsun. Bu durumda mertebe

tan�m�ndan aç�kça f0 6= 0 d�r. f(t) nin çarp�msal tersini g(t) kabül etti§imizi

hat�rlatal�m. Bu durumda g0f0 = 1 olmas� gerekti§ini biliyoruz. Bu e³itlikten

hareketle ∀n ∈ N için,
n∑
k=0

fkgn−k = 0 (2.1.3)

denkleminden g0, g1, ..., gn, ... katsay�lar�n� elde edebiliriz. Böylece,

g(t) =
∞∑
k=0

gkt
k = g0 + g1t

1 + ...+ gnt
n + ...

kuvvet serisini elde etmi³ oluruz. Böylece ispat tamamlan�r.

Mertebe ile ilgili di§er bir sonucu da a³a§�da veriyoruz.

Teorem 2.1.2 f(t), g(t) ∈ C [[t]] ve o(g(t)) > 0 olsun. Bu durumda

o(f(g(t))) = o(f(t))o(g(t))

dir.

�spat: r > 0 olmak üzere o(f(t)) = s ve o(g(t)) = r olsun. Dolay�s�yla fi, gj ∈ C
olmak üzere,

f(t) =
∞∑
k=s

fkt
k = fst

s + fs+1t
s+1 + ...+ fnt

n + ...

ve

g(t) =
∞∑
k=r

gkt
k = grt

r + gr+1t
r+1 + ...+ gnt

n + ...

5



³eklinde yaz�labilir. Burada

f(g(t)) =
∞∑
k=s

fkg(t)k = fsg(t)s + fs+1g(t)s+1 + ...+ fng(t)n + ... (2.1.4)

dir. Hipotezden dolay� o(g(t)) > 0 oldu§undan,

o(g(t)s) < o(g(t)s+1) < o(g(t)s+2) < ...

e³itsizli§ine ula³�r�z. Aç�kça g(t)s = gsrt
sr + ... yaz�labilece§inden dolay� (2.1.4) de

en küçük dereceli terim fsg
s
rt
sr dir. Mertebenin tan�m�ndan,

o(f(g(t))) = sr = o(f(t))o(g(t))

bulunur.

Mertebenin bu özelli§i kullan�larak a³a§�daki sonucu elde ederiz. Sonucu

vermeden önce,

t = 0 + 1t+ 0t2 + ...+ 0tn + ...

nin bile³ke i³lemine göre etkisiz eleman oldu§unu hat�rlatal�m.

Sonuç 2.1.2 f(t) ∈ C [[t]] ve o(f(t)) > 0 olsun. f(t) nin C [[t]] de bile³ke

i³lemine göre tersi varsa o(f(t)) = 1 dir.

�spat: g(t) ∈ C [[t]] olmak üzere, (g ◦ f) (t) = g(f(t)) = t olsun. Bu durumda,

Teorem 2.1.2 den

o(g(f(t)) = o(g(t))o(f(t)) = o(t) = 1

elde edilir. o(g(t))o(f(t)) = 1 e³itl§inden, o(f(t)) = 1 ve o(g(t)) = 1 sonucuna

ula³�r�z.

Mertebe ile ilgili verdi§imiz bu bilgilerden sonra, C [[t]] nin cebirsel yap�s� ile ilgili

a³a§�daki teoremi ifade ve ispat edebiliriz.

Teorem 2.1.3 C [[t]] bir taml�k bölgesidir.
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�spat: Daha önce, C [[t]] nin birimli ve de§i³meli bir halka oldu§una de§inmi³tik.

Böylece, C [[t]] nin taml�k bölgesi oldu§unu göstermek için C [[t]] nin s�f�r bölensiz

oldu§unu ispatlamam�z yeterlidir. Bunun için f(t), g(t) ∈ C [[t]] ve f(t) 6= 0,

g(t) 6= 0 olmak üzere, f(t)g(t) = 0 oldu§unu varsayal�m. s, r ≥ 0 do§al say�lar�

için o(f(t)) = s ve o(g(t)) = r olsun. f(t) ve g(t) kuvvet serilerini,

f(t) =
∞∑
k=s

fkt
k = fst

s + fs+1t
s+1 + ...+ fnt

n + ...

ve

g(t) =
∞∑
k=r

gkt
k = grt

r + gr+1t
r+1 + ...+ gnt

n + ...

biçiminde ifade edelim. Varsay�m�m�zdan dolay� f(t)g(t) = 0 oldu§undan,

f(t)g(t) çarp�m�nda fsgrts+r = 0 e³itli§i sa§lanmal�d�r. fsgrts+r = 0 olmas� için

gerek ve yeter ko³ul fsgr = 0 olmas�d�r. Bu durumda, C nin bir cisim olmas�ndan

dolay� fs = 0 veya gr = 0 d�r. Ancak her iki durumda da f(t), g(t) ∈ C [[t]] nin

mertebelerinin seçimi ile çeli³iriz. Böylece varsay�m�m�z yanl�³t�r ve C [[t]] nin bir

taml�k bölgesi oldu§u sonucunu elde ederiz.

2.2 Kompleks Analizden Baz� Bilgiler

Burada verece§imiz bilgiler, Lagrange inversiyon formülünün analitik ispat�nda

kulland�§�m�z kavramlar ve teoremler hakk�nda olacakt�r. Ayr�ca rezidü operatörü

ve özelliklerinden de bahsedece§iz.

2.2.1 Tekillik

Tan�m 2.2.1 Bir f fonksiyonu, 0 < |z − z0| < R delinmi³ diskinde analitik fakat

z0 ∈ C de analitik olmas�n. Böyle bir z0 noktas�na f fonksiyonunun bir izole

tekil noktas� denir.

z0 ∈ C, f fonksiyonun tekil noktas� ise f, z0 da Laurent serisi olarak adland�r�lan

bir seri aç�l�m�na sahiptir. A³a§�da bu tür serilerle ilgili baz� teoremler ve

özelliklerden bahsedece§iz.
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2.2.2 Laurent Serileri

Teorem 2.2.1 f fonksiyonu, r < |z − z0| < R bölgesinde analitik olsun. Bu

durumda f fonksiyonu,

f(z) =
∞∑
j=0

aj (z − z0)j +
∞∑
j=1

a−j (z − z0)−j (2.2.1)

³eklinde, her iki serinin de r < |z − z0| < R de yak�nsak ve her kapal� r <

ρ1 ≤ |z − z0| ≤ ρ2 < R bölgesinde düzgün yak�nsak oldu§u bir seri aç�l�m�na

sahiptir. Ayr�ca C, r < |z − z0| < R bölgesinde bulunan ve z0 noktas�n�n C nin

iç bölgesinde yer ald�§� pozitif yönlü, basit kapal� bir e§ri olmak üzere ∀j ∈ Z için

aj =
1

2πi

∮
C

f(ζ)dζ

(ζ − z0)j+1

dir.

z0 tekil noktas�, teoremde verilen seri aç�l�m�nda, negatif indisli katsay�lar�n

durumuna göre s�n��and�r�l�r.

Tan�m 2.2.2 f , z0 da izole tekil noktaya sahip olsun ve 0 < |z − z0| < R de

(2.2.1) ³eklinde Laurent serisine aç�ls�n.

1. ∀j > 0 için a−j = 0 ise z0 kald�r�labilir tekil noktad�r.

2. Bir n > 0 tamsay�s� için a−n 6= 0 fakat ∀j > n için a−j = 0 ise z0, n.

mertebeden kutup noktas�d�r.

3. Sonsuz say�da negatif indisli terim için a−j 6= 0 ise z0 bir esas tekil noktad�r.

(2.2.1) aç�l�m�na f fonksiyonunun z0 civar�nda Laurent serisi denir. Burada

verdi§imiz genel tan�ma ra§men tezimizde sadece sonlu say�da negatif indisli

terime sahip olan Laurent serileri ile ilgilenece§iz.
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Bu ³ekildeki kompleks katsay�l� bütün Laurent serilerinin kümesini C ((t)) ile

gösterelim. Böylece her f(t) ∈ C ((t)) bir m do§al say�s� için

f(t) =
∞∑

j=−m

fjt
j (2.2.2)

³eklinde ifade edilebilir. Art�k C ((t)) üzerinde toplama ve çarpma i³lemlerini

tan�mlayabiliriz. Bu tan�mlar�m�zda genelli§i bozmadan m ≥ n oldu§unu

varsayaca§�z.

Tan�m 2.2.3 f(t) =
∑∞

j=−m fjt
j, g(t) =

∑∞
j=−n gjt

j iki Laurent serisi olsun. Bu

durumda, −m ≤ j < −n olacak ³ekildeki j tamsay�lar� için gj = 0 olarak kabul

edilirse;

f(t)± g(t) =
∞∑

j=−m

(fj ± gj)tj

dir.

Tan�m 2.2.4 f(t) =
∑∞

j=−m fjt
j, g(t) =

∑∞
j=−n gjt

j iki Laurent serisi olsun. Bu

durumda C ((t)) üzerinde çarpma i³lemi,

f(t) · g(t) =
∞∑

j=−m−n

(
j∑

k=0

fkgj−k

)
tj

olarak tan�mlan�r.

(2.2.2) den dolay� bir f(t) ∈ C ((t)) Laurent serisi için tm f(t) ∈ C [[t]] ve

o(tmf(t)) = 0 olacak ³ekilde m ∈ N vard�r. o(tmf(t)) = 0 olmas� nedeni ile

Sonuç 2.1.1 bize tmf(t)g(t) = 1 olacak ³ekilde g(t) ∈ C [[t]] bulundu§unu söyler.

Bu durumda, f(t) (tmg(t)) = 1 oldu§undan, tmg(t), f(t) nin çarp�msal tersidir.

Böylece her f(t) ∈ C ((t)) Laurent serisinin C ((t)) içerisinde bir çarp�msal terse

sahip oldu§unu göstermi³ oluruz. Ayr�ca buradan elde etti§imiz bir ba³ka sonuç

da f(t) 6= 0 ³eklindeki her f(t) ∈ C ((t)) için, f(t) ∈ C [[t]] veya 1
f(t)
∈ C [[t]]

oldu§udur. Bu sonucu kullanarak mertebe tan�m�n� ve özelliklerini Laurent

serilerine genelle³tirece§iz. Bu amaçla, bir an için Sonuç 2.1.1 in Laurent serileri

için tutarl� oldu§unu varsayal�m. Bu durumda

0 = o(1) = o

(
f(t)

1

f(t)

)
= o

(
1

f(t)

)
+ o (f(t))
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elde ederiz. Böylece, f(t) kuvvet serisi olmayan bir Laurent serisi ise, o (f(t)) =

−o
(

1
f(t)

)
dir. Burada 1

f(t)
bir kuvvet serisi olaca§�ndan, o

(
1
f(t)

)
, Tan�m 2.1.4 de

verilen ³ekilde bulunur.

2.2.3 Rezidü Kavram�

Tan�m 2.2.5 f fonksiyonu bir z0 noktas�nda izole tekilli§e sahip ise, f nin z0

civar�nda Laurent serisine aç�l�m�nda 1
z−z0 �n katsay�s�na, f nin z0 noktas�ndaki

rezidüsü denir. f nin z0 noktas�ndaki rezidüsü;

Rez(z0) veya Rez(f ; z0)

ile gösterilir.

A³a§�daki teorem bize kutup noktalar�nda bir fonksiyonun rezidülerini hesapla-

mak için bir yöntem verir.

Teorem 2.2.2 f fonksiyonu, z0 noktas�nda n. mertebeden kutup noktas�na sahip

olsun. Bu durumda

Rez(f ; z0) = lim
z→z0

1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1
[(z − z0)nf(z)]

dir.

Basit kapal� bir e§rinin iç bölgesinde f fonksiyonunun rezidülerini bilmek, f nin bu

e§ri boyunca kompleks integralini hesaplamam�zda bize kolayl�k sa§lar. A³a§�da

verece§imiz teorem bu olgu ile ilgilidir.

Teorem 2.2.3 (Cauchy Rezidü Teoremi) Γ pozitif yönlü, basit kapal� bir e§ri

ve f , Γ e§risinin iç bölgesindeki z1, z2, ..., zn noktalar� haricinde Γ e§risinin iç

bölgesinde ve Γ e§risinin üzerinde analitik olsun. Bu durumda∫
Γ

f(z)dz = 2πi
n∑
j=1

Rez(zj)

dir.
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Tan�m 2.2.6 ∀ f(t) ∈ C ((t)) için

f(t) =
∞∑

j=−m

ajt
j

olmak üzere

rez [f(t)] = rez

[
∞∑

j=−m

ajt
j

]
= a−1

³eklinde tan�ml�

rez : C ((t)) −→ C

fonksiyonuna rezidü operatörü denir.

Özellikle Lagrange inversiyon formülü için verdi�gimiz ikinci ispat�m�zda analitik

bir fonksiyonun tersinin hangi durumlarda yine analitik olaca§�n� ifade ede-

bilmemiz gerekecektir. Bu amaçla, a³a§�daki teoremleri hat�rlatmakta fayda

görüyoruz.

Teorem 2.2.4 (Rouche Teoremi) E§er f ve h, basit kapal� bir C e§risinin

içinde ve üzerinde analitik ve C nin her noktas�nda |h(z)| < |f(z)| ise bu durumda

f ve f + h, C e§risinin iç bölgesinde ayn� say�da köke sahiptirler.

Teorem 2.2.5 D kompleks düzlemde bir bölge ve f : D −→ C fonksiyonu 1− 1

ve analitik olsun. Bu durumda f−1 : f(D) −→ D analitiktir.

2.3 Vektör Uzaylar� ve Operatörler

C ((t)) Laurent serileri kümesi, üzerinde tan�mlad�§�m�z toplama i³lemi ile

birlikte C üzerinde vektör uzay�d�r. C ((t)) üzerindeki bu yap�, Lagrange

inversiyon formülü için verece§imiz cebirsel ispatta bu yap�ya ait baz� kavramlar�

kullanaca§�z.

Tan�m 2.3.1 V ve W , C üzerinde iki vektör uzay� olsun. (· | ·) : V ×W −→ C
dönü³ümü, her x, x1, x2 ∈ V , y, y1, y2 ∈ W ve her α, β ∈ C için
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1. (x1 + x2 | y) = (x1 | y) + (x2 | y)

2. (x | y1 + y2) = (x | y1) + (x | y2)

3. (αx | y) = α(x | y)

4. (x | βy) = β̄(x | y)

³artlar� sa§lan�rsa, (· | ·) dönü³ümüne bir bilineer form denir.

Tan�m 2.3.2 Φ, C ((t)) üzerinde bir operatör olsun. Φ nin e³leni§i olan Φ∗

operatörü ∀ f, g ∈ C ((t)) için

(Φf | g) = (f | Φ∗g)

olacak ³ekilde tan�mlan�r.
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3. LAGRANGE �NVERS�YON

FORMÜLÜ

Bu bölümde Lagrange inversiyon formülü ifade edilecek ve baz� denk sonuçlar

verilecektir. Teorem 3.1.1 in ifadesi, elementer, analitik ve cebirsel ispatlar [7]

den al�nm�³t�r. Ayr�ca Sonuç 3.1.1 ve 3.1.2 nin ifade ispatlar� için de [7] den

yararlan�lm�³t�r. Rezidü de§i³mezli§ine ba§l� olarak sunulan ispat için ise [1] den

faydalan�lm�³t�r.

3.1 Teoremin �fadesi ve Baz� �spatlar

Teorem 3.1.1 f, g ∈ C[[z]] ve o(g) = 1 olsun. Bu durumda h ◦ g = f olacak

³ekilde bir h ∈ C[[z]] vard�r ve h serisinin katsay�lar�

h0 = L(f)

ve ∀m > 0 için

hm =
1

m
rez[f ′(z)g(z)−m] = rez[f(z)g′(z)g(z)−m−1]

ile verilir.

Teoremi ispatlamadan önce Lagrange inversiyon formülünün de§i³ik ifade edili³

biçimlerinden baz�lar�n� verece§iz.
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o(g) = 1 ³art�ndan dolay� g(z) = z
e(z)

ve o(e) = 0 olacak ³ekilde bir e(z) ∈ C [[z]]

bulunur. Böylece g(z) = z
e(z)

yazd�§�m�zda ilk teoremimizin de§i³ik bir ifadesi

olan a³a§�daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.1.1 (Kesirli Durum) f, e ∈ C[[z]], o(e) = 0 ve g(z) = z
e(z)

olsun. Bu

durumda h ◦ g = f olacak ³ekilde bir h ∈ C[[z]] vard�r ve h serisinin katsay�lar�,

h0 = L(f)

ve ∀m > 0 için,

hm =
1

m

[
zm−1

]
f ′(z)e(z)m = [zm] f(z)g′(z)e(z)m+1

ile verilir.

A³ag�daki sonuç, Lagrange inversiyon formülünün, fonksiyonel e³itlikleri çözerken

kulland�§�m�z ve Teorem 3.1.1 e e³de§er oldu§unu gösterece§imiz denk bir

ifadesidir.

Sonuç 3.1.2 (Kapal� Form) G ∈ C[[z]] ve o(e) = 0 olmak üzere G(z) =

ze(G(z)) fonksiyonel e³itli§i sa§lans�n. Bu durumda her f ∈ C[[z]] için cm =

[zm] f(G(z)) katsay�lar�,

c0 = L(f) (3.1.1)

ve ∀m > 0 için,

cm =
1

m

[
zm−1

]
f ′(z)e(z)m (3.1.2)

ile verilir.

�spat: Öncelikle Teorem 3.1.1 i kullanarak kapal� form için verilen e³itliklerin

do§ru oldu§unu gösterelim. g(z) = z
e(z)

olacak ³ekilde g ∈ C[[z]] tan�mlarsak

g(G(z)) = z e³itli§ini elde ederiz. Böylece g, G'nin sol tersidir. C[[z]] de bile³ke

i³lemine göre her sol ters ayn� zamanda sa§ ters oldu§undan G(g(z)) = z e³itli§ini
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buluruz. Bu esitlikte her iki taraf�n�n f kuvvet serisi ile bile³kesini al�rsak (f ◦G)◦
g = f yada h = f ◦G kabul edersek h( z

e(z)
) = f(z) elde ederiz. Bu son e³itlikten

Sonuç 3.1.1 i kullanarak (3.1.1) ve (3.1.2) ile verilen katsay�lara ula³�r�z.

�imdi Sonuç 3.1.2 yi kullanarak Sonuç 3.1.1 i elde edelim. o(e) = 0 olmak üzere

f, e ∈ C[[z]] verilsin ve g(z) = z
e(z)

olsun. g(z) = z
e(z)

ifadesi kapal� formda verilen

fonksiyonel e³itlikle birlikte g(G(z)) = z yi verir. Sonuç 3.1.2 yi uygularsak

f(G(z)) =
∑
cmz

m aciliminda z yerine g(z) yazdigimizda f(z) =
∑
cmg(z)m

aç�l�m�n� elde ederiz. Bu katsay�lar ise h(g(z)) = f(z) olacak ³ekildeki Sonuç

3.1.1 de verilen h ∈ C[[z]]'nin katsay�lar�d�r.

3.2 Elementer �spat

A³a§�da ifade ve ispat�n� verece§imiz lemmay� Teorem 3.1.1 in elementer ispat�nda

kullanaca§�z.

Lemma 3.2.1 g ∈ C[[z]] ve o(g) = 1 olsun. Bu durumda
g′(z)

g(z)n+1
Laurent serisi

için, rez
[ g′(z)

g(z)n+1

]
= δn,0 d�r.

�spat: Burada n 6= 0 için
g′(z)

g(z)n+1
serisi − 1

n
g(z)−n Laurent serisinin türevidir.

Bir Laurent serisinin türevinin rezidüsü 0 oldu§undan n > 0 için iddia do§rudur.

n = 0 için o(e) = 0 olmak üzere g(z) = z
e(z)

yazarsak g′(z)
g(z)

= 1
z
− e′(z)

e(z)
elde ederiz.

e′(z)
e(z)

bir kuvvet serisi oldu§undan rezidüsü 0 d�r. Böylece

rez
[g′(z)

g(z)

]
= 1 = δ00 (3.2.1)

bulunur.

Art�k Lagrange inversiyon formülünün (Teorem 3.1.1) elementer ispat�n�

yapabiliriz.
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�spat: h(z) nin tan�m�ndan f(z) =
∑

n≥0 hng(z)n dir. Her iki taraf�n türevini

al�r ve m > 0 olmak üzere g(z)m ile bölersek,

f ′(z)g(z)−m =
∑
n≥0

nhn
g′(z)

g(z)m−n+1

elde ederiz. Lemma 3.2.1 den e³itli§in her iki taraf� göz önüne al�n�rsa

rez[f ′(z)g(z)−m] = rez

[∑
n≥0

nhn
g′(z)

g(z)m−n+1

]
= mhm

elde edilir. Di§er taraftan f(z)g(z)−m çarp�m�n�n türevini al�rsak,

(f(z)g(z)−m)′ = f ′(z)g(z)−m −mf(z)g(z)−m−1

bulunur. Her iki taraf�n rezidüsü hesaplan�rsa, Lemma 3.2.1 den

1

m
rez[f ′(z)g(z)−m] = rez[f(z)g′(z)g(z)−m−1]

elde ederiz. O halde ∀m > 0 için,

hm =
1

m
rez[f ′(z)g(z)−m] = rez[f(z)g′(z)g(z)−m−1]

dir. Son olarak o(g) = 1 ve h ◦ g = f oldu§unu kullanarak

h0 = h(0) = h(g(0)) = f(0) = L(f)

e³itli§ine ula³�r�z.

3.3 Rezidü De§i³mezli§ine Ba§l� Bir �spat

Lagrange inversiyon formülünün bir di§er ispat�nda a³a§�daki lemmadan

yararlanaca§�z. Verece§imiz ikinci ispatta Sonuç 3.1.1 in gösterimlerini

kullanacak ve Lagrange inversiyon formülü için iki farkl� ifade elde edece§iz.

Lemma 3.3.1 G(z) =
∑

j≥−m ajz
j , u(z) =

∑
j≥0 bjz

j ve b1 6= 0 olsun. Bu

durumda rez[G(u(z))u′(z)] = rez[G(z)] dir.
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�spat: G(z) =
∑

j≥−m ajz
j oldu§unu ve rezidünün lineerlik özelli§ini kullanarak;

rez[G(u(z))u′(z)] = rez

[
∞∑

j=−m

aju(z)ju′(z)

]
=

∞∑
j=−m

ajrez[u(z)ju′(z)] (3.3.1)

yazabiliriz. ∀j 6= −1 için u(z)ju′(z) = 1
j+1

(u(z)j+1)′ ve g(z) bir Laurent serisi

olmak üzere rez[g′(z)] = 0 oldu§undan, j 6= −1 iken,

rez[u(z)ju′(z)] = rez

[
1

j + 1
(u(z)j+1)′

]
= 0 (3.3.2)

d�r. j = −1 olmas� durumunda ise Lemma 3.2.1 den,

rez[u(z)−1u′(z)] = 1 (3.3.3)

dir. Böylece (3.3.1), (3.3.2) ve (3.3.3) den

rez[G(u(z))u′(z)] = rez

[
∞∑

j=−m

aju(z)ju′(z)

]
=

∞∑
j=−m

ajrez[u(z)ju′(z)]

=
∞∑

j=−m,j 6=−1

ajrez[u(z)ju′(z)] + a−1rez[u(z)−1u′(z)]

= a−1

= rez[G(z)]

sonucunu elde ederiz.

Art�k Lagrange inversiyon formülü için farkl� bir ispat daha verebiliriz.

�spat: (Teorem 3.1.1) o(g(z)) = 1 oldu§undan g(z), orjinin bir kom³ulu§u

içerisinde analitik ve 1-1 dönü³ümdür ve bu nedenle Teorem 2.2.4 den dolay�

g−1(z) de bu kom³ulukta analitiktir. Bu durumda z, g(z) nin kuvvetleri cinsinden

seriye aç�labilir. Böylece f(z) ∈ C[[z]] oldu§undan;

f(z) = f(0) +
∞∑
n=1

hng(z)n

olacak ³ekilde hn ∈ C katsay�lar� vard�r. Burada türev alarak;

f ′(z) =
∞∑
n=1

nhng(z)n−1g′(z)
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elde ederiz. �imdi

G(z) =
∞∑
n=1

nhnz
n−1

olsun. o(g(z)) = 1 olmas� nedeni ile g(z) = z
e(z)

olacak ³ekilde o(e(z)) = 0 ³art�n�

sa§layan bir e(z) ∈ C[[z]] vard�r. Böylece Lemma 3.2.2 den

rez

[
f ′(z)e(z)r

zr

]
= rez

[
f ′(z)

g(z)r

]
= rez

[
G(g(z))g′(z)

g(z)r

]
= rez

[
G(z)

zr

]
= rhr

(3.3.4)

dir. Di§er taraftan f ′(z)e(z)r fonksiyonunun z = 0 civar�nda Taylor serisi,

∞∑
n=0

zn

n!

[
dn

dzn
(f ′(z)e(z)r)

]
z=0

kullan�larak

rez

[
f ′(z)e(z)r

zr

]
=

1

(r − 1)!

[
dr−1

dzr−1
(f ′(z)e(z)r)

]
z=0

bulunur. Burada (3.3.4) den

hr =
1

r!

[
dr−1

dzr−1
(f ′(z)e(z)r)

]
z=0

sonucuna ula³�l�r. Böylece

f(z) = f(0) +
∞∑
n=1

g(z)n

n!

[
dn−1

dzn−1
(f ′(z)e(z)n)

]
z=0

(3.3.5)

aç�l�m�n� elde edilir. Ayr�ca g(z) = z
e(z)

e³itli§i z − g(z)e(z) = 0 olarak yeniden

düzenlenir ve bu e³itli§in her iki taraf�nda türev al�n�rsa,

1− g′(z)e(z)− g(z)e′(z) = 0

elde edilir. Bu son e³itlikten ise

g′(z) =
1− g(z)e′(z)

e(z)

elde edilir. (3.3.5) da her iki taraf�n z ye göre türevi al�n�rsa;

f ′(z) =
∞∑
n=1

g(z)n−1

(n− 1)!
g′(z)

[
dn−1

dzn−1
(f ′(z)e(z)n)

]
z=0
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bulunur. Burada g′(z) yerine
1− g(z)e′(z)

e(z)

yaz�ld�§�nda,

f ′(z)e(z)

1− g(z)e′(z)
=
∞∑
n=1

g(z)n−1

(n− 1)!

[
dn−1

dzn−1
(f ′(z)e(z)n)

]
z=0

=
∞∑
n=0

g(z)n

n!

[
dn

dzn
(f ′(z)e(z)n+1)

]
z=0

(3.3.6)

e³itli§ine ula³�l�r. (3.3.5) de [
dn−1

dzn−1
(f ′(z)e(z)n)

]
z=0

ifadesi incelenirse, f ′(z)e(z)n ∈ C[[z]] oldu§u görülür. Bu durumda

f ′(z)e(z)n =
∞∑
k=0

akz
k

olacak ³ekilde ak ∈ C katsay�lar� vard�r. Son e³itlikte n ≥ 1 iken her iki taraf�n

(n− 1) defa türevi al�n�rsa;

dn−1

dzn−1
(f ′(z)e(z)n) =

∞∑
k=n−1

k(k − 1)...(k − n+ 2)akz
k−n+1

= (n− 1)!an−1 +
∞∑
k=n

k(k − 1)...(k − n+ 2)akz
k−n+1

elde edilir. Böylece,[
dn−1

dzn−1
(f ′(z)e(z)n)

]
z=0

= (n− 1)!an−1

=
[
tn−1

]
(n− 1)!f ′(t)e(t)n

bulunur. Buldu§umuz bu son e³itlikle birlikte (3.3.5) yeniden düzenlenirse,

f(z) = f(0) +
∞∑
n=1

g(z)n

n!

[
dn−1

dzn−1
(f ′(z)e(z)n)

]
z=0

= f(0) +
∞∑
n=1

g(z)n

n!

[
tn−1

]
(n− 1)!f ′(t)e(t)n

= f(0) +
∞∑
n=1

g(z)n

n

[
tn−1

]
f ′(t)e(t)n (3.3.7)
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e³itli§ine ula³�r�z. (3.3.7) de, 1
n

[tn−1] f ′(t)e(t)n katsay�s�n�n ise, Sonuç 3.1.1 de

katsay�lar için verilen ifadelerle ayn� oldu§u görülür. Benzer ³ekilde (3.3.6)

formülü de
1

n!

[
dn

dzn
(f ′(z)e(z)n+1)

]
z=0

= [tn] f ′(t)e(t)n+1

e³itli§inden faydalan�larak

f ′(z)e(z)

1− g(z)e′(z)
=

∞∑
n=0

g(z)n

n!

[
dn

dzn
(f ′(z)e(z)n+1)

]
z=0

=
∞∑
n=0

g(z)n [tn] f ′(t)e(t)n+1 (3.3.8)

olarak ifade edilebilir. Son olarak, f ′(z)e(z) = F (z) yaz�l�rsa bu formül

F (z)

1− g(z)e′(z)
=
∞∑
n=0

g(z)n [tn]F (t)e(t)n (3.3.9)

halini al�r.

3.4 Analitik ispat

Öncelikle bu ispatta kullanaca§�m�z bir lemmay� verelim.

Lemma 3.4.1 (Terslenebilir Serilerin Yerel Tekli§i) D ⊂ C orjini içeren

bir disk, D, D nin kapan�³� ve D′ = D−{0} olsun. E§er g, D üzerinde analitik,

g(0) = 0 ve her z ∈ D′ için g(z) 6= 0 ise orjini içeren bir E ⊂ C diski vard�r ve

g : D → E birebir ve örtendir.

�spat: Her z ∈ D′ için g(z) 6= 0 oldu§undan M = min {|g(ζ)| : ζ ∈ ∂D} s�f�rdan
farkl�d�r. E, yar�çap� M olan orjin merkezli disk olsun. ω ∈ E alal�m. Tan�mdan

dolay� her ζ ∈ ∂D için

|ω| < M ≤ |g(ζ)|

d�r. Burada Ψ(z) = g(z) ve Ψ0(z) = −ω alarak Rouche Teoremini uygularsak,

Ψ(z) = g(z) ve Ψ(z) + Ψ0(z) = g(z) − ω fonksiyonunun D de ayn� say�da köke
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sahip oldu§unu görürüz. Ancak kabulümüzden dolay� g(z) nin D de tek bir kökü

vard�r ve ω, E nin key� bir eleman� oldu§undan her ω ∈ E için g(z) − ω, E de

tek bir köke sahiptir. Böylece g(z), E de 1− 1 ve örtendir.

Bu lemma yard�m� ile Lagrange inversiyon formülünün analitik ispat�n� verebiliriz.

Elementer ispatla kar³�la³t�r�ld�§�nda analitik ispat�n daha zahmetli oldu§u

görülecektir. Fakat analitik kuvvet serileri, yak�nsakl�k disklerindeki herhangi

bir noktada hesaplanabilen analitik fonksiyonlar olduklar�ndan, bu ispatla elde

edece§imiz sonuç daha kuvvetlidir.

�spat: (Analitik �spat)D ⊂ C Lemma 3.3.1 deki gibi bir disk ve f, g D üzerinde

analitik olsun. Lemma 3.3.1 den dolay� g : D → E birebir ve örten olacak ³ekilde

orjin merkezli bir E ⊂ D diski vard�r. γ, D nin s�n�r� olan, saat yönünün tersine

yönlendirilmi³ e§ri olmak üzere ∀ω ∈ E için

ĥ(ω) =
1

2πi

∮
γ

f(ζ)
g′(ζ)dζ

g(ζ)− ω

olarak tan�mlayal�m. Rezidü teoreminden bu integralin sonucu f(ζ) g′(ζ)
g(ζ)−ω nin

singüler noktalar�ndaki rezidülerinin toplam�na e³ittir. Ancak g : D → E birebir

ve örten oldu§undan, sabit bir ω ∈ E için tek singüler nokta z = g−1(ω) d�r.

Böylece z, 1. mertebeden kutup noktas� oldu§undan;

ĥ(ω) = lim
ζ→ z

[
(ζ − z)(f(ζ)

g′(ζ)

g(ζ)− ω
)

]
= lim

ζ→ z
(ζ − z)(f(ζ)

g′(ζ)

g(ζ)− ω
) = f(z)

elde edilir. g(z) = ω oldu§unu kullanarak ĥ(g(z)) = f(z) elde ederiz ki bu

g−1 : E → D, 1− 1 ve örten oldu§undan bütün z ∈ D ler için geçerlidir. Böylece

D üzerinde, ĥ ve Teorem 3.1.1 in ifadesinde belirtilen h ◦ g = f olacak ³ekildeki

h için ĥ = h dir.

Bir önceki lemmadan ∀ω ∈ E ve ∀ζ ∈ D için
∣∣∣ ω
g(ζ)

∣∣∣ < 1 oldu§unu biliyoruz.

Böylece yukar�daki integrali D in s�n�r� ∂D üzerinde

f(ζ)
g′(ζ)

g(ζ)

1

1− ω
g(ζ)

= f(ζ)
g′(ζ)

g(ζ)

(
1 +

ω

g(ζ)
+

ω2

g(ζ)2
+ ...

)
yak�nsak geometrik serisi ³eklinde açabiliriz. Ayr�ca bu seri düzgün yak�nsak

oldu§undan terim terim integrallenebilirdir. Böylece h(ω) için

h(ω) = h0 + ω + h2ω
2 + ...
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³eklindeki kuvvet serisi gösterimini elde ederiz ki burada hm katsay�lar� ∀m ∈ N
için

hm =
1

2πi

∮
γ

f(ζ)
g′(ζ)dζ

g(ζ)m+1
(3.4.1)

olarak elde edilir. Bu integralin tek singüler noktas� g(ζ) n�n tek kökü olan ζ = 0

d�r. Burada rezidü teoremi kullan�larak ∀m ∈ N

hm = rez[f(z)g
′
(z)g(z)−m−1]

olarak bulunur. hm ler için verdi§imiz bu ifade Teorem 3.1.1 de verdi§imiz

formüllerden ikincisidir. hm katsay�lar� bu ikinci formda ifade edildi§inde, Lemma

3.2.1 i kullanarak
h0 = rez[f(z)g′(z)g(z)−1]

= L(f)

buluruz.

Lagrange inversiyon formülünün ikinci formunu elde etmek için (3.3.1) integraline

k�smi integasyon yöntemini uygulayaca§�z. m = 0 için h0 = L(f) oldu§unu

biliyoruz. O halde ∀m > 0 için,

hm =
1

2πim

∮
γ

f(ζ)(g(ζ)−m)′dζ

=
1

2πim

∮
γ

f ′(ζ)g(ζ)−mdζ (3.4.2)

elde ederiz. (3.4.2) integralini ise ∀m > 0 için,

hm =
1

m
rez[f ′(z)g(z)−m]

olarak yazabiliriz. Bu ise Lagrange inversiyon formülünün Teorem 3.1.1 de elde

etti§imiz ilk halidir.

3.5 Cebirsel �spat

Cebirsel bir bak�³ aç�s� ile Lagrange inversiyon formülünü inceledi§imizde, elde

etti§imiz katsay�lar�n asl�nda f ∈ C [[t]] kuvvet serisini, {gm(z)} baz vektörlerinin
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lineer birle³imi olarak yazmaya çal�³t�§�m�zda ihtiyaç duydu§umuz katsay�lar

oldu§unu görürüz. Böylece, e§er (· | ·) bilineer formu, {gm(z)} baz vektörleri

ortonormal olacak ³ekilde seçilirse, f(z) =
∑

cmgm(z), gm(z) ile bilineer olarak

çarp�ld�§�nda (f | gm(z)) = cm elde edilir. Fakat {gm(z)}, (· | ·) bilineer formuna
göre ortonormal de§ilse, {g∗m(z)} biortonormal baz� seçildi§inde bu kez cm

katsay�lar� için, (f | g∗m(z)) = cm geçerlidir ve baz� durumlarda biortonormal baz

asl�nda e³lenik özde§er probleminin özvektörleri olarak ortaya ç�kar.

Lagrange inversiyon formülünün Teorem 3.1.1 deki ifadesinde g belirli bir kuvvet

serisi olmak üzere, gm(z) = g(z)m oldu§unu ve f nin kuvvet serisi olmas� ile

birlikte o(g) = 1 ³art�n�n sa§lanmas� ³eklinde k�s�tlamalar�m�z bulundu§unu

burada hat�rlatal�m. Ancak verece§imiz genelle³tirilmi³ Lagrange inversiyon

formülünün ifadesinde, f ve g nin belirli ³artlar� sa§lamakla birlikte herhangi

iki Laurent serisi olabilece§ini görece§iz. Böylece Teorem 3.1.1 den daha genel

bir sonuç elde edece§iz. Bunun için öncelikle amac�m�za uygun bir bilineer

form seçmemiz gerekmektedir. A³a§�daki basit sonuç, arad�§�m�z bilineer formu

vermektedir.

Teorem 3.5.1 (· | ·) : C ((t)) × C ((t)) −→ C olmak üzere, (f | g) = L(f · g)

³eklinde tan�mlanan (· | ·), C ((t)) üzerinde bir bilineer formdur.

�imdi genelle³tirilmi³ Lagrange inversiyon formülünü ifade edelim.

Teorem 3.5.2 f ∈ C ((z)) , o(f) = m0 ve her m ≥ m0 tamsay�s� için

o(gm) = m olmak üzere, gm ∈ C ((z)) olsun. C ((z)) üzerinde bir Φ operatörü,

λm ∈ C özde§erleri birbirlerinden farkl� olacak ve Φgm = λmgm özde§er problemi

sa§lanacak ³ekilde tan�mlans�n. E§er

f(z) =
∑
m≥m0

cmgm(z)

ise, g∗m ∈ C ((z)) , e³lenik özde§er problemi olan

Φ∗g∗m = λmg
∗
m
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e³itli§inin çözümü olmak üzere, ∀m ≥ m0 için

cm = (f | g∗m)

dir.

�spat: m, n ≥ m0 tamsay�lar� key� sabitler olsunlar. Φgm = λmgm e³itli§ini g∗n
ile bilineer olarak çarparsak,

(Φgm | g∗n) = λm (gm | g∗n) (3.5.1)

elde ederiz. Benzer ³ekilde Φ∗g∗n = λng
∗
n, gm ile bilineer olarak çarp�l�rsa,

(gm | Φ∗g∗n) = λn (gm | g∗n) (3.5.2)

bulunur. E³lenik operatörün tan�m�ndan, (3.5.1) ve (3.5.2) te sol tara�ar

e³ittir. Bu ise bize, λm (gm | g∗n) = λn (gm | g∗n) sonucunu verir. Kabulümüzden

dolay� özde§erler farkl� oldu§undan (gm | g∗n) = δm,n dir. Ba³ka bir deyi³le g∗m
özvektörlerinden olu³an {g∗m} baz�, {gm} baz�na göre biortonormaldir. Böylece

∀m ≥ m0 için

(f | g∗m) =
∑
n≥m0

cn (gn | g∗m) =
∑
n≥m0

cnδm,n = cm

dir.

Lagrange inversiyon formülünü, Teorem 3.1.1 deki ³ekliyle elde etmek için yukarda

verdi§imiz teoremde bahsi geçen Φ operatörünü uygun biçimde seçmemiz gerekir.

Böylece Teorem 3.1.1 in ispat�n� bahsetti§imiz cebirsel yöntemi kullanarak

yeniden yapabiliriz.

�spat: (Teorem 3.1.1) Herm ≥ m0 do§al say�s� için gm(z) = g(z)m ve o(f(z)) =

m0 olsun. o(g(z)) = 1 oldu§undan o(gm) = m dir. Ayr�ca f nin bir kuvvet serisi

oldu§u kabulünden dolay� m0 ≥ 0 d�r. E§er h ◦ g = f ise

m0 = o(f) = o(h ◦ g) = o(h)o(g) = o(h)

elde edilir. Böylece

f(z) =
∑
m≥m0

cmgm(z)
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olarak yaz�labilir. Di§er taraftan

g′m(z) = (g(z)m)′ = mg(z)m−1g′(z) = mg(z)m
g′(z)

g(z)
(3.5.3)

dir. Her a ∈ C ((z)) için Φa = g(z)
g′(z)

a′ olarak tan�mlans�n. Bu durumda

her m ≥ m0 do§al say�s� için λm = m olmak üzere Φgm = λmgm e³itli§i

geçerlidir. Böylece genelle³tirilmi³ Lagrange inversiyon formülü olarak verdi§imiz

teoremde bahsedilen Φ∗g∗m = λmg
∗
m e³lenik özde§er probleminin çözümü olan

g∗m ler kullan�larak cm = (f | g∗m) ³eklinde cm katsay�lar� elde edilir. �imdi bu

e³lenik operatörü bulal�m. Bunun için öncelikle her a ∈ C ((z)) için Ma(z) =

m(z)a(z) ³eklinde tan�ml�M çarp�m operatörünün e³leni§ini elde edelim. E³lenik

operatörün tan�m�n� kullan�rsak, her a, b ∈ C ((z)) için

(Ma | b) = L(ma)b = La(mb) = (a |Mb)

sonucuna ula³�r�z. Bu ise bize çarp�m operatörünün e³leni§inin kendisi oldu§u

sonucunu verir. �kinci olarak ise her a ∈ C ((z)) için D̄a(z) = za′(z) olarak

tan�mlad�§�m�z normalle³tirilmi³ türev operatörünün e³leni§ini hesaplayal�m.

Burada türev için çarp�m kural�n� ve bir Laurent serisinin türevinin rezidüsünün

s�f�r oldu§u bilgisini kullanarak a, b ∈ C ((z)) için

0 = LD̄(ab) = L(D̄a)b+ La(D̄b) =
(
D̄a | b

)
+
(
a | D̄b

)
elde ederiz. Böylece (

D̄a | b
)

=
(
a | −D̄b

)
ba³ka bir ifade ile D̄∗ = −D̄ sonucuna ula³�r�z. Bununla birlikte M çarp�m

operatörünü, her a ∈ C ((z)) için

Ma(z) =
g(z)

zg′(z)
a(z)

olarak tan�mlarsak Φ operatörünüMD̄ ³eklinde ifade edebiliriz. Böylece çarp�m�n

e³leni§i kural�ndan

Φ∗ =
(
MD̄

)∗
= D̄∗M∗ = −D̄M

dir. Ula³t�§�m�z sonuçlara göre e³lenik özde§er problemi

−D̄Mg∗m(z) = mg∗m(z)
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³eklindedir. Mg∗m(z) = g̃m(z) olsun. Bu durumda özde§er problemi,

(g̃m(z))′ = −mg̃m(z)
g′(z)

g(z)
(3.5.4)

diferansiyel denklemine dönü³ür. Bu e³itlik gm(z) için elde etti§imiz (3.5.3)

diferansiyel denklemi kar³�la³t�r�l�rsa (3.5.4) ün çözümünün g̃m(z) = g(z)−m

oldu§u görülür ve böylece

g∗m(z) = M−1g(z)−m = zg(z)−m−1g′(z)

bulunur. Bu durumda cm katsay�lar� ise

cm = (f | g∗m) = Lzf(z)g(z)−m−1g′(z)

= rez
[
f(z)g(z)−m−1g′(z)

]
³eklinde elde edilir.
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4. UYGULAMALAR

4.1 Katalan Say�lar�

Rosenkranz [7] Katalan say�lar� için aç�k bir formülasyon elde etmi³tir.

Bu bölümde bu formülasyon örnek olarak verilecektir. Bir kombinatoryal

problem olarak, de§i³meli fakat birle³meli olmayan bir çarpma i³leminde

x1, x2,..., xn gibi n tane sembolün çarp�m� kaç farkl� ³ekilde hesaplan-

abilir sorusunu ele alal�m ve bu say�y� Cn ile gösterelim. Örnek

olarak n = 4 için C4 = 5 dir ve olas� bütün çarpma yol-

lar�, ((x1x2)(x3x4)), (((x1x2)x3)x4), ((x1(x2x3))x4), (x1((x2x3)x4)), (x1(x2(x3x4)))

olarak listelenebilir. Bu örneklerden de görülebilece§i gibi x1, x2,..., xn

sembollerinin her geçerli çarp�m�, X1 ve X2 s�ras� ile k ve n− k sembolün geçerli

çarp�mlar� olmak üzere (X1X2) olarak yaz�labilir. Tek bir sembol için geçerli

çarp�mlar�n say�s� C1 = 1 dir. Ayr�ca C0 = 0 al�rsak bu bize

C0 = 0, C1 = 1,

∀n > 1 için Cn =
n∑
k=0

CkCn−k

rekürans ba§�nt�s�n� verir. Bu rekürans ba§�nt�s�n� kullanarak Cn say�lar�n�n

üreteç fonksiyonu olan

C(z) =
∞∑
n=0

Cnz
n
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kuvvet serisinin

C(z) =
∞∑
n=0

Cnz
n = 0 + z +

∞∑
n=2

Cnz
n = z +

∞∑
n=2

(
n∑
k=0

CkCn−k

)
zn

= z +
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

CkCn−k

)
zn = z + C(z)2

fonksiyonel e³itli§ini sa§lad�§�n� görürüz.

Bu fonksiyonel e³itlik elementer metodlarla da çözülebilir ancak biz burada

Lagrange inversiyon formülünün kapal� formunu kullanaca§�z. Öncelikle C(z)

üreteç fonksiyonunun

G(z) =
∞∑
n=2

Cnz
n−1

olmak üzere C(z) = z + zG(z) ³eklinde ifade edilebilece§ini belirtelim. Böylece

C(z) = z + C(z)2 e³itli§inde C(z) yerine z + zG(z) yaz�l�rsa gerekli i³lemlerden

sonra G(z) = z(G(z) + 1)2 elde edilir ve e(z) = (z + 1)2 ³eklinde tan�mlan�rsa,

G(z) = z(G(z) + 1)2 e³itli§i, G(z) = ze(G(z)) halini al�r. f(z) = z olmas�

durumunda Lagrange inversiyon formülünün kapal� formunu uygularsak G(z)

fonksiyonunun katsay�lar� G0 = L(f) = L(z) = 0 ve

∀n > 0 için Gn =
1

n

[
zn−1

]
(z + 1)2n =

1

n

(
2n

n− 1

)
bulunur.

Ayr�ca C(z) = z(G(z) + 1) ifadesi bize

∞∑
n=0

Cnz
n = z + z

∞∑
n=0

Gnz
n = z +

∞∑
n=0

Gnz
n+1

z +
∞∑
n=1

Gn−1z
n = 0 + z +

∞∑
n=2

Gn−1z
n

e³itli§ini verir. Bu durumda C0 = 0, C1 = 1 ba³lang�ç ko³ullar�n� dikkate al�rsak,

∞∑
n=2

Cnz
n =

∞∑
n=2

Gn−1z
n
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e³itli§inden ∀n > 1 için,

Cn = Gn−1 =
1

n− 1

(
2n− 2

n− 2

)
=

1

n

(
2n− 2

n− 1

)
sonucu elde edilir.

4.2 Abel Özde³li§i

Rosenkranz [7] Abel özde³li§i için Lagrange inversiyon formülünü kullanarak bir

ispat vermi³tir. Bu özde³lik, kombinatorikte kar³�la³t�§�m�z önemli özde³liklerden

biridir ve 1826 y�l�nda Niels Hendrik Abel taraf�ndan bulunmu³tur. Burada [7]

den yararlanarak bu özde³li§in bir ispat�n� verece§iz. Öncelikle Abel özde³li§inin

ifadesinin ∀n ∈ N için,

(x+ y)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
x(x+ ak)k−1(y − ak)n−k

oldu§unu belirtelim. �spat�m�zda temel �kir, f(z) = exz ve g(z) = z
eaz

için Sonuç

3.1.1 i kullanmak olacakt�r. Ayr�ca bu durumda e(z) = eaz oldu§una dikkat

edilmelidir. Böylece

exz =
∞∑
n=0

hn
z

eaz

yaz�l�rsa, hm katsay�lar�, Sonuç 3.1.1 kullan�larak

h0 = L(f(z)) = 1 =
x(x+ a0)0−1

0!
,

ve ∀n > 0 için,

hn =
1

n
[zn−1]f ′(z)e(z)n =

1

n
[zm−1]xexzeanz

=
x

n
[zn−1]e(an+x)z

=
x

n
[zn−1]

∑ (x+ an)k

k!
zk

=
x(x+ an)n−1

n!
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olarak elde edilir. Böylece;

exz =
∞∑
n=0

x(x+ an)n−1

n!
e−anzzn (4.2.1)

e³itli§ine ula³�l�r. (4.2.1) de her iki taraf eyz ile çarp�l�rsa;

exzeyz =
∞∑
n=0

x(x+ an)n−1

n!
eyze−anzzn =

∞∑
n=0

x(x+ an)n−1

n!
e(y−an)zzn

bulunur. Bu son e³itlikte

e(y−an)z =
∞∑
k=0

(y − an)k

k!
zk

oldu§u dikkate al�n�rsa,

exzeyz =
∞∑
n=0

x(x+ an)n−1

n!
(
∞∑
k=0

(y − an)k

k!
zk)zn

=
∞∑
n=0

x(x+ an)n−1

n!
zn

∞∑
k=0

(y − an)k

k!
zk

=
∞∑
n=0

(
n∑
k=0

x(x+ ak)k−1

k!

(y − an)n−k

(n− k)!
)zn

elde ederiz.

exzeyz = e(x+y)z =
∞∑
n=0

(x+ y)n

n!
zn

seri aç�l�m�n� da göz önünde bulundurursak

n∑
k=0

x(x+ ak)k−1

k!

(y − ak)n−k

(n− k)!
=

(x+ y)n

n!

e³itli§ine ula³�r�z. Son ifadede her iki taraf n! ile çarp�l�rsa, gerekli düzenlemeden

sonra Abel özde³li�gi olan

n∑
k=0

(
n

k

)
x(x+ ak)k−1(y − ak)n−k = (x+ y)n

sonucunu elde ederiz.
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4.3 Bir Ters Fonksiyon Örne§i

Bu bölümde, Rosenkranz [7] taraf�ndan Lagrange-Bürmann formülünün basit bir

uygulamas� olarak verilen örnek sunulacakt�r. g(z) = ze−az olmak üzere h(g(z))

= z olacak ³ekilde h(z) fonksiyonunun kuvvet serisine aç�l�m�ndaki katsay�lar�

bulal�m. Bu durumda, f(z) = z ve e(z) = eaz için Sonuç 3.1.1 den,

h(z) =
∞∑
n=0

hnz
n

olacak ³ekildeki hn katsay�lar�, h0 = L(f(z)) = L(z) = 0 ve ∀n > 0 için,

hn =
1

n
[zn−1]f ′(z)e(z)n

=
1

n
[zn−1]eanz

=
(an)n−1

n!

dir. Böylece

h(z) =
∞∑
n=0

(an)n−1

n!
zn

aç�l�m�n� elde ederiz.

4.4 Üstel Serinin Tersi

Rosenkranz [7] Lagrange inversiyon formülünü kullanarak, g(z) = ez − 1 olmak

üzere h(g(z)) = z e³itli§ini sa§layan h fonksiyonunun katsay�lar�n� hesaplam�³t�r.

Bu bölümde örnek olarak bu uygulama verilecektir. Bu durumda, Teorem 3.1.1

de f(z) = z al�nmas� gerekti§i aç�kt�r ve yine Teorem 3.1.1 e göre

h(z) =
∞∑
n=0

hnz
n

olarak kabul edersek h0 = L(f(z)) = L(z) = 0 ve ∀n > 0 için,

hn =
1

n
rez

[
g(z)−n

]
=

1

n
rez

[
(ez − 1)−n

]
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dir. Böylece problemimiz (ez − 1)−n nin rezidüsünün hesaplanmas�na dönü³ür.

�imdi bu rezidüleri hesaplayal�m. n = 1 iken

rez
[
(ez − 1)−1] = rez

[(
z +

z2

2!
+
z3

3!
+ ...

)−1
]

= rez

[(
z

(
1 +

z1

2!
+
z2

3!
+ ...

))−1
]

= rez

[
1

z

(
1 +

z1

2!
+
z2

3!
+ ...

)−1
]

= 1

sonucuna ula³�r�z. E�ger n ≥ 1 ise

1

n
D (ez − 1)−n = − (ez − 1)−n−1 ez

= (−1)n−1 (1− ez)−n−1 ((1− ez)− 1)

= (−1)n−1 (ez − 1)−n + (−1)n (ez − 1)−n−1

dir. Son e³itli§i ve bir Laurent serisinin türevinin rezidüsünün 0 oldu§u sonucunu

kullanarak,

0 = rez

[
1

n
D (ez − 1)−n

]
= rez

[
(−1)n−1 (ez − 1)−n + (−1)n (ez − 1)−n−1]

= −rez
[
(−1)n−1 (ez − 1)−n

]
+ rez

[
(−1)n (ez − 1)−n−1]

elde ederiz. Böylece

rez
[
(−1)n−1 (ez − 1)−n

]
= rez

[
(−1)n (ez − 1)−n−1]

e³itli§ine ula³�r�z. Bu durumda

(−1)rez
[
(ez − 1)−n

]
= rez

[
(ez − 1)−n−1]

dir ve rez
[
(ez − 1)−1] = 1 sonucu kullan�larak, tümevar�mla ∀n > 0 için

hn =
1

n
rez

[
(ez − 1)−n

]
=

(−1)n+1

n
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bulunur. Sonuç olarak, g(z) = ez − 1 olmak üzere h(g(z)) = z e³itli§ini sa§layan

h fonksiyonunu

h(z) =
∞∑
n=0

hnz
n

=
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
zn

dir ve elde etti§imiz bu seri log(1 + z) fonksiyonunun z = 0 civar�nda Taylor

aç�l�m�d�r.

4.5 Konvolüsyon Örnekleri

Riordan [6] Vandermonde konvolüsyonunun bir genelle³tirmesini ve bir

konvolüsyon özde³li§ini vermi³tir. Bu örnekler uygulama olarak verilecektir.

y = (x−1)x−β olsun. x = 1+z dönü³ümü yaparsak, y = z(1+z)−β e³itli§ini elde

ederiz. �imdi, g(z) = z(1 + z)−β olarak tan�mlayal�m. Bu durumda o(g(z)) = 1

dir. Böylece, f(z) = (1 + z)α ve e(z) = (1 + z)β olmak üzere, Lagrange inversiyon

formülünün (3.2.6) ifadesini kullanarak,

xα = (1 + z)α = f(0) +
∞∑
n=1

g(z)n

n!

[
dn−1

dzn−1
(f ′(z)e(z)n)

]
z=0

= 1 +
∞∑
n=1

αg(z)n

n

(
α + βn− 1

n− 1

)
=
∞∑
n=0

yn
α

α + βn

(
α + βn

n

)
.

elde ederiz. Benzer ³ekilde,

xγ =
∞∑
n=0

yn
γ

γ + βn

(
γ + βn

n

)
(4.5.1)

ve

xα+γ =
∞∑
n=0

yn
α + γ

α + γ + βn

(
α + γ + βn

n

)
dir.

An(α, β) =
α

α + βn

(
α + βn

n

)
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olarak tan�mlan�rsa xαxγ = xα+γ e³itli§inden,

An(α + γ, β) =
n∑
k=0

Ak(α, β)An−k(γ, β)

³eklinde Vandermonde konvolüsyonunun bir genellemesine ula³�r�z.

Bir di§er özde³li§e ise (3.2.7) y� kullanarak elde etti§imiz

xα+1

(1− β)x+ β
=
∞∑
n=0

yn
(
α + βn

n

)
(4.5.2)

e³itli§inden hareketle ula³abiliriz. Burada benzer ³ekilde,

xγ+1

(1− β)x+ β
=
∞∑
n=0

yn
(
γ + βn

n

)
dir. Böylece,

xα+γ+2

((1− β)x+ β)2 =
xα+1

(1− β)x+ β

xγ+1

(1− β)x+ β
(4.5.3)

=
∞∑
n=0

yn
(
α + βn

n

) ∞∑
n=0

yn
(
γ + βn

n

)

=
∞∑
n=0

yn

(
n∑
k=0

(
α + βk

k

)(
γ + β (n− k)

n− k

))
d�r. Ayr�ca (4.5.3) deki çarp�m�,

xα+γ+2

((1− β)x+ β)2 =
xα+γ+1

(1− β)x+ β

x

(1− β)x+ β

³eklinde de yazabiliriz. Burada ise (4.5.2) den,

x

(1− β)x+ β
=
∞∑
n=0

yn
(
βn

n

)
ve

xα+γ+1

(1− β)x+ β
=
∞∑
n=0

yn
(
α + γ + βn

n

)
dir. Böylece,

xα+γ+2

((1− β)x+ β)2 =
xα+γ+1

(1− β)x+ β

x

(1− β)x+ β

=
∞∑
n=0

yn
(
α + γ + βn

n

) ∞∑
n=0

yn
(
βn

n

)

=
∞∑
n=0

yn

(
n∑
k=0

(
α + γ + βk

k

)(
β (n− k)

n− k

))
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buluruz. O halde,

∞∑
n=0

yn

(
n∑
k=0

(
α + βk

k

)(
γ + β (n− k)

n− k

))

=
∞∑
n=0

yn

(
n∑
k=0

(
α + γ + βk

k

)(
β (n− k)

n− k

))

oldu§undan

n∑
k=0

(
α + βk

k

)(
γ + β (n− k)

n− k

)
=

n∑
k=0

(
α + γ + βk

k

)(
β (n− k)

n− k

)
sonucuna ula³�r�z.

4.6 Fibonacci Say�lar�

K�l�ç ve Prodinger [3] baz� çift toplamlar� Lagrange inversiyon formülünü

kullanarak elde etmi³lerdir. Bu bölümde bu sonuçlar uygulama olarak

verilecektir. f0 = 0, f1 = 1 olmak üzere, n ≥ 1 için fn+1 = fn + fn−1 rekürans

ba§�nt�s� ile tan�mlan�r. φ = 1+
√

5
2

ve φ = 1−
√

5
2

olarak al�n�rsa, n ≥ 0 olmak

üzere, Fibonacci say�lar� için

fn =
φn − φn

φ− φ
e³itli§i yaz�labilir. Bu örne§imizde, Fibonacci say�lar� ile ilgili baz� özde³likleri,

Lagrange inversiyon formülünü kullanarak ispatlayaca§�z. �lk olarak, n > 0 olmak

üzere, ∑
0≤i,j≤n

(
n+ i

2j

)(
n+ j

2i

)
(4.6.1)

toplam�n� göz önüne alal�m. Aç�kça,

[
z2j
]

(1 + z)n+i =

(
n+ i

2j

)
dir. Ayr�ca,

S =
n∑
i=0

(1 + z)n+i

(
n+ j

2i

)
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olarak kabul edersek,

S =
n∑
i=0

(1 + z)n+i

(
n+ j

2i

)
=

n∑
i=0

(1 + z)n+ i
2

(
n+ j

i

)
1 + (−1)i

2

=

[(
1 +
√

1 + z
)j+n

+
(

1−
√

1 + z
)j+n] (1 + z)n

2

dir. Di§er taraftan

(
1 +
√

1 + z
)j+n

+
(

1−
√

1 + z
)j+n

=

j+n∑
k=0

(
j + n

k

)(√
1 + z

)k
+

j+n∑
k=0

(
j + n

k

)(√
1 + z

)k
(−1)k

=

b j+n
2 c∑

k=0

(
j + n

2k

)(√
1 + z

)2k

olmas� nedeni ile S ile gösterilen toplamda z nin derecesi en fazla j+n
2

+n olabilir.

j > n durumunda ise
j + n

2
+ n < j + n < 2j

dir. Bu nedenle j > n iken

[
z2j
]((

1 +
√

1 + z
)j+n

+
(

1−
√

1 + z
)j+n)

(1 + z)n = 0

d�r. Böylece (4.6.1) toplam� için∑
0≤i,j≤n

(
n+ i

2j

)(
n+ j

2i

)
=

∑
j≥0

[
z2j
] (

1 +
√

1 + z
)j+n (1 + z)n

2

+
∑
j≥0

[
z2j
] (

1−
√

1 + z
)j+n (1 + z)n

2

=
∑
j≥0

[
zj
] (

1 +
√

1 + z
) j

2
+n (1 + z)n

2

1 + (−1)j

2

+
∑
j≥0

[
z2j
] (

1−
√

1 + z
)j+n (1 + z)n

2
(4.6.2)
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geçerlidir. (4.6.2)de ilk toplam� hesaplamak için öncelikle,∑
j≥0

[
zj
] (

1 +
√

1 + z
) j

2
+n

(1 + z)n (4.6.3)

ifadesini inceleyelim. F (z) =
(
1 +
√

1 + z
)n

(1 + z)n ve e(z) =
√

1 +
√

1 + z

olmak üzere (4.6.3) toplam� ∑
j≥0

[
zj
]
F (z)e(z)j (4.6.4)

³eklindedir. Lagrange inversiyon formülünün (3.3.9) ifadesinde,

g(z) =
z

e(z)
=

z√
1 +
√

1 + z

olarak tan�mlan�rsa, ∑
j≥0

[
tj
]
F (t)e(t)jg(z)j =

F (z)

1− g(z)e′(z)
(4.6.5)

e³itli§ini elde ederiz. E§er

g(z) =
z

e(z)
=

z√
1 +
√

1 + z
= 1

ise (4.6.5) toplam� (4.6.4) toplam�na e³it olur. Böylece, g(z) = 1 ise,

z√
1 +
√

1 + z
= 1

dir ve bu e³itlik düzenlenirse (
z2 − 1

)2
= z + 1

denklemine ula³�l�r. Bu denklemden ise z0 = −1, z1 = 0, z2 = φ = 1+
√

5
2

ve

z3 = φ = 1−
√

5
2

kökleri bulunur. Ancak bu köklerden sadece z2 = φ = 1+
√

5
2

z√
1 +
√

1 + z
= 1

e³itli§ini sa§lar. Bu durumda,∑
j≥0

[
zj
] (

1 +
√

1 + z
) j

2
+n

(1 + z)n =
∑
j≥0

[
zj
]
F (z)e(z)j

=
F (φ)

1− g(φ)e′(φ)

= 2

(
1− 1√

5

)(
7 + 3

√
5

2

)n

(4.6.6)
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dir. Benzer ³ekilde,

g(z) =
z

e(z)
=

z√
1 +
√

1 + z
= −1

iken, z = −1 elde edilir. Böylece,∑
j≥0

[
zj
] (

1 +
√

1 + z
) j

2
+n

(1 + z)n (−1)j

=
∑
j≥0

[
zj
]
F (z)e(z)j (−1)j

=
F (−1)

1− g(−1)e′(−1)

= 0 (4.6.7)

d�r. Sonuç olarak (4.6.6) ve (4.6.7) den (4.6.2) ifadesideki ilk toplam;

1

2

(
1− 1√

5

)(
7 + 3

√
5

2

)n

olarak elde edilir. Son olarak (4.6.2) ifadesindeki∑
j≥0

[
z2j
] (

1−
√

1 + z
)j+n

(1 + z)n (4.6.8)

toplam�n�,

∑
j≥0

[
z2j
]
zj+n

(
1−
√

1 + z

z

)j+n
(1 + z)n =

∑
j≥0

[
zj
]
zn
(

1−
√

1 + z

z

)j+n
(1 + z)n

olarak düzenlersek, F (z) =
(
1−
√

1 + z
)n

(1 + z)n ve

e(z) =
1−
√

1 + z

z

olmak üzere, (4.6.8) toplam�n� ∑
j≥0

[
zj
]
F (z)e(z)j

biçiminde yazabiliriz. Böylece,

g(z) =
z

e(z)
=

z
1−
√

1+z
z

= 1 (4.6.9)
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olmas� durumunda (4.6.8) toplam�∑
j≥0

[
tj
]
F (t)e(t)jg(z)j

toplam�na e³ittir. (4.6.9) e³itli§i düzenlenirse,(
z2 − 1

)2
= z + 1

denklemine ula³�l�r. Bu denklemden ise z0 = −1, z1 = 0, z2 = φ = 1+
√

5
2

ve

z3 = φ = 1−
√

5
2

kökleri bulunur. Ancak bu köklerden sadece z3 = φ = 1−
√

5
2

z
1−
√

1+z
z

= 1

e³itli§ini sa§lar. �imdi, Lagrange inversiyon formülünün (3.3.9) ifadesinden

(4.6.8) toplam�, g(z) = 1 olmak üzere,∑
j≥0

[
z2j
] (

1− 2
√

1 + z
)j+n

(1 + z)n =
∑
j≥0

[
zj
]
F (z)e(z)j

=
∑
j≥0

[
tj
]
F (t)e(t)jg(z)j

=
F (φ)

1− g(φ)e′(φ)

=

(
1 +

1√
5

)(
7− 3

√
5

2

)n

(4.6.10)

dir. (4.6.6) ve (4.6.10) den arad�§�m�z toplam�

1

2

[(
1− 1√

5

)(
7 + 3

√
5

2

)n

+

(
1 +

1√
5

)(
7− 3

√
5

2

)n]

=
φ4n−1 − φ4n−1

√
5

= f4n−1

olarak buluruz.

Burada ikinci örnek olarak, ∑
1≤i,j≤n+1

(
n+ i

2j − 1

)(
n+ j

2i− 1

)
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toplam�n� inceleyece§iz. Benzer ³ekilde,[
z2j−1

]
(1 + z)n+i =

(
n+ i

2j − 1

)
dir ve

R =
n+1∑
i=1

(1 + z)n+i

(
n+ j

2i− 1

)
olarak kabul edersek,

R =
n+1∑
i=1

(1 + z)n+i

(
n+ j

2i− 1

)
=

∑
i≥0

(1 + z)n+ i+1
2

(
n+ j

i

)
1− (−1)i

2

=

[(
1 +
√

1 + z
)j+n

−
(

1−
√

1 + z
)j+n] (1 + z)n+ 1

2

2

elde ederiz. Ayr�ca (
1 +
√

1 + z
)j+n

−
(

1−
√

1 + z
)j+n

=

j+n∑
k=0

(
j + n

k

)(√
1 + z

)k
−

j+n∑
k=0

(
j + n

k

)(√
1 + z

)k
(−1)k

=

b j+n+1
2 c∑

k=1

(
j + n

2k − 1

)(√
1 + z

)2k−1

(4.6.11)

dir. �imdi j > n+ 1 ve j + n = 2m olsun. Bu durumda j > m > n dir. Böylece

2j − 1 > 2m− 1 = m+m− 1 ≥ m+ n

elde edilir. Di§er taraftan j + n = 2m halinde (4.6.11) den dolay�[(
1 +
√

1 + z
)j+n

−
(

1−
√

1 + z
)j+n] (1 + z)n+ 1

2

2

ifadesinde z nin mertebesi m+n dir. Ancak j > n+1 durumunda 2j−1 > m+n

oldu§undan

[
z2j−1

] [(
1 +
√

1 + z
)j+n

−
(

1−
√

1 + z
)j+n] (1 + z)n+ 1

2

2
= 0
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olur. Benzer ³ekilde j > n+ 1 ve j + n = 2m+ 1 durumunda da[(
1 +
√

1 + z
)j+n

−
(

1−
√

1 + z
)j+n] (1 + z)n+ 1

2

2

ifadesinde z nin mertebesi m + n dir. Bununla birlikte j + n = 2m + 1 iken

j > m+ 1 > m > n oldu§undan

2j − 1 > 2 (m+ 1)− 1

= 2m+ 1

= m+ 1 +m

> m+ n

dir. Böylece j > n+ 1 ve j + n = 2m+ 1 halinde de

[
z2j−1

] [(
1 +
√

1 + z
)j+n

−
(

1−
√

1 + z
)j+n] (1 + z)n+ 1

2

2
= 0

bulunur. Bu durumda,∑
1≤i,j≤n+1

(
n+ i

2j − 1

)(
n+ j

2i− 1

)

=
n+1∑
j=1

[
z2j−1

] (
1 +
√

1 + z
)j+n (1 + z)n+ 1

2

2

−
n+1∑
j=1

[
z2j−1

] (
1−
√

1 + z
)j+n (1 + z)n+ 1

2

2

=
∑
j≥1

[
z2j−1

] (
1 +
√

1 + z
)j+n (1 + z)n+ 1

2

2

−
∑
j≥1

[
z2j−1

] (
1−
√

1 + z
)j+n (1 + z)n+ 1

2

2

=
∑
j≥1

[
zj
] (

1 +
√

1 + z
) j+1

2
+n (1 + z)n+ 1

2

2

1− (−1)j

2

−
∑
j≥1

[
z2j−1

] (
1−
√

1 + z
)j+n (1 + z)n+ 1

2

2
(4.6.12)

sonucuna ula³�r�z. (4.6.12) de ilk toplam� hesaplamak için,∑
j≥1

[
zj
] (

1 +
√

1 + z
) j+1

2
+n

(1 + z)n+ 1
2 (4.6.13)
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ifadesini inceleyelim. F (z) =
(
1 +
√

1 + z
)n+ 1

2 (1 + z)n+ 1
2 ve e(z) =

√
1 +
√

1 + z

olmak üzere (4.6.13) toplam� ∑
j≥0

[
zj
]
F (z)e(z)j

biçimindedir. Önceki örne§imizde izlenilen yolu kullanarak, g(z) = z
e(z)

³eklinde

g(z) fonksiyonunu tan�mlayal�m.∑
j≥0

[
tj
]
F (t)e(t)jg(z)j (4.6.14)

toplam�nda, e§er g(z) = z
e(z)

= 1 ise (4.6.14) toplam� (4.6.13) toplam�na e³ittir.

Böylece, g(z) = 1 ise,
z√

1 +
√

1 + z
= 1

dir ve bu e³itlik düzenlenirse (
z2 − 1

)2
= z + 1

denklemine ula³�l�r. Bu denklemden ise z0 = −1, z1 = 0, z2 = φ = 1+
√

5
2

ve

z3 = φ = 1−
√

5
2

kökleri bulunur. Ancak bu köklerden sadece z2 = φ = 1+
√

5
2

z√
1 +
√

1 + z
= 1

e³itli§ini sa§lar. Bu durumda Lagrange inversiyon formülünün (3.3.9) ifadesinden,

∑
j≥1

[
zj
] (

1 +
√

1 + z
) j+1

2
+n

(1 + z)n+ 1
2 =

∑
j≥0

[
zj
]
F (z)e(z)j

=
F (φ)

1− g(φ)e′(φ)

= 2

(
1− 1√

5

)
α4n+2 (4.6.15)

elde ederiz. Benzer ³ekilde g(z) = z
e(z)

= −1 ise z = −1 dir. Böylece,

∑
j≥1

[
zj
] (

1 +
√

1 + z
) j+1

2
+n

(1 + z)n+ 1
2 (−1)j =

F (−1)

1− g(−1)e′(−1)

= 0 (4.6.16)
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d�r. �imdi (4.6.12)de ikinci toplam� hesaplamak için∑
j≥1

[
z2j−1

] (
1−
√

1 + z
)j+n

(1 + z)n+ 1
2

ifadesini ele alal�m. ∑
j≥1

[
z2j−1

] (
1−
√

1 + z
)j+n

(1 + z)n+ 1
2

=
∑
j≥1

[
z2j−1

]
zj+n

(
1−
√

1 + z

z

)j+n
(1 + z)n+ 1

2

=
∑
j≥0

[
zj
]
zn+1

(
1−
√

1 + z

z

)j+n
(1 + z)n+ 1

2 (4.6.17)

dir. Burada, F (z) = z
(
1−
√

1 + z
)n

(1 + z)n+ 1
2 ve e(z) = 1−

√
1+z
z

olmak üzere

(4.6.17) toplam�, ∑
j≥0

[
zj
]
F (z)e(z)j

³eklindedir. O halde,

g(z) =
z

e(z)
=

z
1−
√

1+z
z

= 1 (4.6.18)

olmas� durumunda (4.6.17) toplam�∑
j≥0

[
tj
]
F (t)e(t)jg(z)j

toplam�na e³ittir. (4.6.18) e³itli§i düzenlenirse,(
z2 − 1

)2
= z + 1

denklemine ula³�l�r. Bu denklemden ise z0 = −1, z1 = 0, z2 = φ = 1+
√

5
2

ve

z3 = φ = 1−
√

5
2

kökleri bulunur. Ancak bu köklerden sadece z3 = φ = 1−
√

5
2

z
1−
√

1+z
z

= 1

e³itli§ini sa§lar. Lagrange inversiyon formülünün (3.3.9) ifadesinden arad�§�m�z

sonuç,
F (φ)

1− g(φ)e′(φ)
= −

(
1 +

1√
5

)
φ

4n+2
(4.6.19)
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dir. Böylece (4.6.15) ve (4.6.19) dan∑
1≤i,j≤n+1

(
n+ i

2j − 1

)(
n+ j

2i− 1

)
=

1

2

((
1− 1√

5

)
φ4n+2 +

(
1 +

1√
5

)
φ

4n+2
)

= f4n+1

sonucu elde edilir.

4.7 Polinomlar

Hare, Prodinger ve Shallit [2] p(x) = xm−xm−1− ...−x− 1 polinomunun pozitif

kökü için bir sonsuz toplam elde etmi³lerdir. Ayr�ca buna ba§l� baz� sonuçlarda

bulunmu³tur. �imdi bu örnekler uygulama olarak verilecektir. p(x) = xm −
xm−1 − ...− x− 1 polinomunun bir tek pozitif kökünün oldu§unu bilinmektedir.

Bu kökü, αm ile gösterilsin ve ayr�ca βm = 1
αm

olsun. Bu örne§imizde, αm, βm
ve 1

2−αm
için seriler elde edece§iz. Kolayl�k aç�s�ndan αm = α ve βm = β olarak

alaca§�z.

4.7.1 β için bir seri

α, p(x) = xm − xm−1 − ... − x − 1 polinomunun bir kökü oldu§undan, αm =

αm−1+αm−2+...+α+1 dir. Her iki taraf (1−α) ile çarp�l�rsa, (1−α)αm = 1−αm

ve dolay�s�yla, αm+1 − 2αm + 1 = 0 elde ederiz. Ayr�ca β = 1
α
oldu§undan

β = 1
2

+ 1
2
βm+1 dir. �imdi

e(z) =

(
z +

1

2

)m+1

olsun ve g(z) = z
e(z)

fonksiyonunu tan�mlayal�m. Bu durumda f(z) = z olmak

üzere Lagrange inversiyon formülünün (3.3.9) ifadesinden

z =
∞∑
n=1

g(z)n

n!

[
dn−1

dzn−1
(e(z)n)

]
z=0
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d�r. Burada

dn−1

dzn−1
(e(z)n) =

dn−1

dzn−1

(
z +

1

2

)(m+1)n

=

(
(m+ 1)n

n− 1

)
(n− 1)!

(
z +

1

2

)mn+1

dir. Ayr�ca

g(z) =
z

e(z)
=

1

2

ise z = β − 1
2
bir çözümdür. Bu durumda z = β − 1

2
ve g(z) = z

e(z)
= 1

2
de§erleri

z =
∞∑
n=1

g(z)n

n!

[
dn−1

dzn−1
(e(z)n)

]
z=0

e³itli§inde yerlerine yaz�l�rlarsa

β − 1

2
=

∞∑
n=1

1

n!

(
1

2

)n(
(m+ 1)n

n− 1

)
(n− 1)!

(
1

2

)mn+1

=
1

2

∞∑
n=1

1

n

(
(m+ 1)n

n− 1

)
1

2(m+1)n
.

serisini elde ederiz. Böylece

β =
1

2
+

1

2

∞∑
n=1

1

n

(
(m+ 1)n

n− 1

)
1

2(m+1)n

dir.

4.7.2 α için bir seri

αm+1 − 2αm + 1 = 0 e³itli§i αm(α − 2) + 1 = 0 olarak yeniden düzenlenirse,

2− α = α−m bulunur. Burada,

e(z) =
(

1− z

2

)−m
ve g(z) = z

e(z)
olsun. E§er g(z) = 2−m ise z = 2− α

g(z) =
z

e(z)
= 2−m
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bir çözümdür. Ayr�ca

dn−1

dzn−1
(e(z)n) =

dn−1

dzn−1

(
1− z

2

)−mn
=

(
(m+ 1)n− 2

n− 1

)
(n− 1)!

(
1

2

)n−1 (
1− z

2

)−mn−n+1

dir. �imdi f(z) = z olmak üzere Lagrange inversiyon formülünün (3.3.9)

ifadesinden

2− α =
∞∑
n=1

2−mn

n

(
(m+ 1)n− 2

n− 1

)(
1

2

)n−1

elde edilir. Böylece,

α = 2− 2
∞∑
n=1

1

n

(
(m+ 1)n− 2

n− 1

)
1

2(m+1)n

dir.

4.7.3 1/ (2− α) için bir seri

Bu örne§imizde

1

2− α
= 2m − m

2
− 1

2

∞∑
n=1

1

n

(
(m+ 1)n

n+ 1

)
1

2(m+1)n

oldu§unu ispatlayaca§�z. Öncelikle

S(w) = −1

2

∞∑
n=1

1

n
wn
[
tn+1

]
(1 + t)(m+1)n .

tan�mlayal�m. Burada y = 1
2m+1 için

S

(
1

2m+1

)
= −1

2

∞∑
n=1

1

n

(
(m+ 1)n

n+ 1

)
1

2(m+1)n

dir. Bu durumda

S

(
1

2m+1

)
=

1

2− α
− 2m +

m

2

oldu§unu göstermek yeterlidir. 2− α = α−m e³itli§i tekrar düzenlenirse

2

α
− 1 = α−m−1
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e³itli§ini elde ederiz.

e(z) = (1 + z)m+1 , f ′(z) = −e(z)−2

ve w = z
e(z)

olsun. O halde

w =
z

e(z)
=

1

2m+1
(4.7.1)

ise (4.7.1) e³itli§i için z = 2
α
− 1 bir çözümdür. Lagrange inversiyon formülünün

(3.2.8) ifadesinden

f(z) = f(0) +
∞∑
n=1

wn

n

[
tn−1

]
f ′(t)e(t)n

dir. Son e³itlikte w ye göre türev alarak,

d

dw
f(z) =

dz

dw
f ′(z) =

∞∑
n=1

wn−1
[
tn−1

]
f ′(t)e(t)n

elde ederiz. w = z
e(z)

oldu§unu dikkate al�rsak

dz

dw
=

e(z)2

e(z)− ze′(z)

dir. Böylece;

e(z)2

e(z)− ze′(z)
f ′(z)

=
∞∑
n=1

wn−1
[
tn−1

]
f ′(t)e(t)n

=
[
t0
]
f ′(t)e(t) + w [t] f ′(t)e(t)2 +

∞∑
n=1

wn+1
[
tn+1

]
f ′(t)e(t)2e(t)n.

sonucuna ula³�r�z. f ′(z) = −e(z)−2 oldu§undan

− 1

e(z)− ze′(z)
= −1−

∞∑
n=1

wn+1
[
tn+1

]
e(t)n

dir. Di§er taraftan

S ′(w) = −1

2

∞∑
n=1

wn−1
[
tn+1

]
(1 + t)(m+1)n

47



dir ve bu e³itlikten,

2w2S ′(w) = 1− 1

e(z)− ze′(z)

elde ederiz. Böylece

S ′(w) =
1

2w2
− 1

e(z)− ze′(z)

e(z)2

2z2

ve

S(w) = − 1

2w
−
∫

1

e(z)− ze′(z)

e(z)2

2z2
dw

= − 1

2w
−
∫
e(z)− ze′(z)

e(z)2

1

e(z)− ze′(z)

e(z)2

2z2
dz

= − 1

2w
+

1

2z
+ C

dir. �ntegrasyon sabiti olan C de§eri, S(0) = 0 oldu§undan,

C =
1

2
lim
w→0

[
1

w
− 1

z

]
=

1

2
lim
z→0

e(z)− 1

z

=
1

2
lim
z→0

(1 + z)m+1 − 1

z

=
m+ 1

2

olarak bulunur. Bu durumda

S(w) = − 1

2w
+

1

2z
+
m+ 1

2

dir. Böylece w = 1
2m+1 ve z = 2

α
− 1 için

S

(
1

2m+1

)
=

1

2− α
− 2m +

m

2

e³itli§ine ula³�l�r.

4.8 Cardano Formülleri

Rosenkranz [7] genel bir kübik denklemin bir kökü için seri aç�l�m� elde etmi³tir.

Burada bu uygulama verilmektedir. Kübik bir denklem, a, b, ve c kompleks

katsay�lar olmak üzere

x3 + ax2 + bx+ c = 0
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formundad�r. Ancak her durumda bu denklem z = x+ a
3
dönü³ümü yap�larak,

z3 + 3pz + 2q = 0 (4.8.1)

formuna indirgenebilir. Burada, p ve q katsay�lar�

p =
b

3
+
a2

9
, q =

a3

27
− ab

6
+
c

2

e³itlikleri ile verilir. �talyan matematikçi Cardano 1545 te (4.8.1) in köklerinden

bir tanesi için

z0 =
3

√
−q +

√
p3 + q2 +

3

√
−q −

√
p3 + q2

e³itli§ini vermi³tir. Biz ise burada köklerden birine yak�nsayan bir seri elde

edece§iz. Öncelikle g(z) = z3 +3pz olarak kabul edersek problemimiz g(z) = −2q

denklemini çözmeye dönü³ür. E§er g(z0) = −2q ve g(z) fonksiyonunun tersi

g−1(z) ise arad�§�m�z çözüm olan z0 için z0 = g−1(−2q) e³itli§i geçerlidir. Böylece

g−1(z) =
∞∑
n=0

cnz
n

olacak ³ekilde cn katsay�lar�n� bulursak

z0 = g−1(−2q) =
∞∑
n=0

cn(−2q)n

serisini elde ederiz. Teorem 3.1.1 de f(z) = z al�nd�§�nda cn katsay�lar�, c0 =

L(f(z)) = L(z) = 0 ve ∀n > 0 için,

cn =
1

n
rez

[
g(z)−n

]
=

1

n
rez

[(
z3 + 3pz

)−n]
=

1

n

[
zn−1

] [(
z2 + 3p

)−n]
dir. Ayr�ca

(
z2 + 3p

)−n
=

∞∑
k=0

(
−n
k

)
z2k

(3p)n+k

=
∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)
(−1)k

(z)2k

(3p)n+k
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aç�l�m�n� kullanarak n nin çift olmas�durumunda cn = 0 ve n nin tek

olmas�durumunda ise

cn = c2m+1 =

(
3m

m

)
(−1)m+1

2m+ 1

(2q)2m+1

(3p)3m+1

sonuçlar�n�elde ederiz. Bu durumda

z0 = g−1(−2q) =
∞∑
k=0

(
3k

k

)
(−1)k+1

2k + 1

(2q)2k+1

(3p)3k+1

dir.

4.9 Cebirsel bir e³itlik

Rosenkranz [7] n. dereceden özel bir e³itli§in bir kökü için elde edilen seri aç�l�m�

burada uygulama olarak verilecektir. Burada, n pozitif bir tamsay� ve a, b ∈ C
olmak üzere, (z + a)n = bz e³itli§inin köklerinden birine yak�nsayan bir seri elde

edece§iz. Öncelikle

g(z) =
z

(z + a)n

³eklinde g(z) fonksiyonunu tan�mlarsak problemimiz,

g(z) =
1

b

e³itli§inin çözümüne dönü³ür. o(g(z)) = 1 oldu§undan g−1(z) mevcuttur. Böylece

g(z0) =
1

b

ise arad�§�m�z çözüm olan z0 ∈ C için

g−1(
1

b
) = z0

geçerlidir. E§er f(z) = z ise Lagrange inversiyon formülü kullan�larak g−1(z) nin

katsay�lar� cm ler

c0 = L(f) = 0
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ve ∀m > 0 için

cm =
1

m
rez

[
f ′(z)

(z + a)

zm

mn]
=

1

m
rez

[
(z + a)

zm

mn]
=

(
mn

m− 1

)
a

m
a(n−1)m

dir. Bu durumda arad�§�m�z çözüm olan z0 ∈ C,

z0 = g−1(
1

b
) =

∑
m=1

(
mn

m− 1

)
a

m

(
a(n−1)

b

)m
³eklinde bir seri toplam� olarak yaz�labilir.

4.10 Ters Ba§�nt�lar

Rosenkranz [7] tarafÄ±ndan baz� ters ba§�nt�lar için genel bir form ve uygulamas�

verilmi³tir. Bu bölümde bu teoremi, ispat�n� ve binomial ters ba§�nt�y� uygulama

olarak verece§iz. Bir ters ba§�nt� çiftinin genel formu, ∀m ∈ N için

am =
m∑
n=0

αmnbn ⇔ bm =
m∑
n=0

βmnan

³eklindedir. Burada αmn ve βmn katsay�lar�, s�ras� ile sonsuz boyutlu alt üçgensel

A ve B matrislerinin girdileri olarak dü³ünülebilir. Böylece a = (a0, a1,...) ve

b = (b0, b1,...) dizilerinden ba§�ms�z olarak AB = I e³itli§i sa§land�§�nda αmn ve

βmn katsay�lar�n�n bir ters çift olu³turdu§u görülür.

A³a§�da verece§imiz teorem bize bu katsay�lar�n geni³ bir ailesini verir.

Teorem 4.10.1 f(z) mertebesi 0, g(z) ve h(z) ise mertebeleri 1 olan kuvvet

serileri olsunlar. Bu durumda

αmn = rez
[
f(z)g(z)nh(z)−m−1h′(z)

]
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ve

βmn = rez
[
f(z)−1h(z)ng(z)−m−1g′(z)

]
katsay�lar� bir ters çift olu³turur.

�spat: Teorem 3.1.1 de f(z) yerine f(z)g(z)n ve g(z) yerine h(z) yaz�l�rsa m > 0

için hm = αmn oldu§u görülür. Benzer ³ekilde f(z) yerine f(z)−1h(z)n al�n�rsa

bu kez hm = βmn elde edilir.

m = 0 ve n > 0 olmas� durumunda, h(z) ve g(z) kuvvet serilerinin mertebelerinin

1 olmas� kabulünden dolay� Lemma 3.2.1 den

α0n = rez
[
f(z)g(z)nh(z)−1h′(z)

]
= 0

ve

β0n = rez
[
f(z)−1h(z)ng(z)−m−1g′(z)

]
= 0

d�r.

E§er m = n = 0 ise yine Lemma 3.2.1 den

α00 = rez
[
f(z)h(z)−1h′(z)

]
= L(f(z))

ve

β00 = rez
[
f(z)−1g(z)−1g′(z)

]
= L(g(z))

bulunur. Böylece

f(z)g(z)n =
∞∑
m=0

αmnh(z)m (4.10.1)

ve

f(z)−1h(z)n =
∞∑
m=0

βmng(z)m (4.10.2)

dir.
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Ters ba§�nt� özelli§ini göstermek için (4.10.1) e³itli§ini βnk ile çarpar ne n

üzerinden toplam al�rsak, e³itli§in sol taraf�nda, (4.10.2) den dolay�

f(z)
∞∑
n=0

βnkg(z)n = f(z)f(z)−1h(z)k

= h(z)k

elde edilir. Ayn� i³lemi (4.10.1) nin sa§ taraf�nda da uygulan�rsa

h(z)k =
∞∑
m=0

(
∞∑
n=0

αmnβnk

)
h(z)m

e³itli§ine ula³�l�r ve buradan ise

∞∑
n=0

αmnβnk = δm,k

sonucu bulunur. Benzer ³ekilde (4.10.2), αnk ile çarp�l�p n üzerinden toplam

al�n�rsa, (4.10.1) e³itli§inden dolay�

f(z)−1

∞∑
n=0

αnkh(z)n = f(z)−1f(z)g(z)k

= g(z)k

elde edilir. (4.10.2) e³itli§inin sa§ taraf�nda ise ayn� i³lemlerle

∞∑
m=0

(
∞∑
n=0

βmnαnk

)
g(z)m

toplam�n� elde ederiz. E³itlikten dolay�

∞∑
m=0

(
∞∑
n=0

βmnαnk

)
g(z)m = g(z)k

ve
∞∑
n=0

βmnαnk = δm,k

dir.

Son olarak

αmn = rez
[
f(z)g(z)nh(z)−m−1h′(z)

]
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e³itli§inde n > m ise αmn = 0 oldu§unu gösterece§iz. Öncelikle h(z) mertebesi

1 olan bir kuvvet serisi oldu§u için h(z) = zk(z) olacak ³ekilde mertebesi 0 olan

bir k(z) kuvvet serisi vard�r. Böylece

h(z)−m−1 =
1

zm+1
k(z)−m−1

dir ve k(z) nin mertebesi 0 oldu§undan k(z)−m−1 de bir kuvvet serisidir. Ayr�ca

f(z)g(z)n nin mertebesi, Teorem 2.1.1 den dolay� n dir. Böylece, u(z) mertebesi 0

olan bir kuvvet serisi olmak üzere, f(z)g(z)n = znu(z) sa§lanacak ³ekilde u(z) ∈
C [[t]] vard�r. Bu durumda

αmn = rez
[
f(z)g(z)nh(z)−m−1h′(z)

]
= rez

[
zn

zm+1
k(z)−m−1u(z)

]
dir ve n > m oldu§undan

αmn = rez

[
zn

zm+1
k(z)−m−1u(z)

]
= 0

d�r. Benzer i³lemler uygulanarak n > m durumunda βmn = 0 oldu§u da

gösterilebilir. Sonuç olarak A = [αmn] ve B = [βmn] nin alt üçgen matris olduklar�

görülür.

�imdi teoremimizi uygulamas� olan bir örne§i verelim.

4.10.1 Binomial Ters Ba§�nt�

Burada αmn =
(
m+p
n+p

)
katsay�lar� ile bir ters çift olu³turacak ³ekilde βmn

katsay�lar�n� hesaplayaca§�z. αmn katsay�s�n�

αmn =

(
m+ p

n+ p

)
=

(
m+ p

m− n

)
= rez

[
(1 + z)m+p z−m+n−1

]
³eklinde yazabiliriz. Bu durumda

f(z)g(z)nh(z)−m−1h′(z) = (1 + z)m+p z−m+n−1
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e³itli§inin sa§lanmas� için g(z) = z ve h(z) = (1 + z)−1 z olarak seçersek, h′(z) =

(1 + z)−2 ve f(z) = (1 + z)p+1 bulunur. Elde edilen bu fonksiyonlar, βmn için

verilen

βmn = rez
[
f(z)−1h(z)ng(z)−m−1g′(z)

]
e³itli§inde yerlerine yaz�l�rsa

βmn = rez
[
(1 + z)−p−1 (1 + z)−n znz−m−1

]
= rez

[
(1 + z)−n−p−1zn−m−1

]
=

(
−n− p− 1

m− n

)
= (−1)m−n

(
m+ p

m− n

)
bulunur.

Özel olarak p = 0 de§eri için∑
(−1)k−n

(
m

k

)(
k

n

)
= δm,n

elde edilir.
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