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OZET

Bu tezde Lagrange-Biirmann inversiyon formiilii (veya sadece Lagrange) olarak
bilinen ve 0zel olarak mertebesi bir olan kuvvet serilerinin bilegke iglemine
gore tersini bulmakta kullandigimiz y6ntem tanitilmig, bu amagla bazi temel
konularda da bilgiler verilmigtir. Tez kapsaminda, Lagrange-Burmann inversiyon
formiiliiniin farkli yontemlerle elde edilen ispatlar:1 sunulmus ve formiiliin uygu-
landig1 bircok kombinatorik ve niimerik problem, 6érnek olarak verilmigtir.
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Halit OZTURK

LAGRANGE-BURMANN TERS CEVIRME FORMULU VE
KOMBINATORIKTE UYGULAMALARI

ABSTRACT

In this thesis, the method known as Lagrange-Biirmann inversion formula (or just
Lagrange) is introduced which is used for obtaining the compositional inverse of
a power series of order one and also fundamental issues are considered. As part of
the thesis proofs of the formula are given which are obtained by different methods

and many numerical and combinatorial problems are considered as examples.
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SEKILLERIN LISTESI

Bu calismada kullanilan bazi simge ve kisaltmalarin agiklamalar: agagida sunul-

mugtur.
Simgeler Aciklama
[2"] Katsay1 operatorii
rez Rezidii operatorii
C Kompleks sayilar cismi
N Dogal sayilar kiimesi
CI[t]] Kompleks katsayili kuvvet serilerinin kiimesi
o(f(t)) f(t) kuvvet serisinin mertebesi
> Toplam notasyonu
(fog)(t) = flg(t)) f ve g fonksiyonlarinin bilegkesi
C((t)) Kompleks katsayili Laurent serilerinin kiimesi
Rez(f; 20) f nin zy daki rezidiisii
r Kompleks diizlemde egri
D D nin kapanisi
D' D-{0}



1. GIRIS

Bir kuvvet serisi fonksiyon olarak diigiiniildiigiinde, bu fonksiyonun bilegke
islemine gore tersinin katsayilarini bulmak her zaman kolay degildir. Ancak
baz1 durumlarda Lagrange-Biirman formiilii olarak adlandirilan yontemle bu
katsayilar: elde edebiliriz. Bu tezde Lagrange-Biirman formiilii tanitilmis ve bazi

problemler yontemin uygulamasi olarak verilmigtir.

Bu amagla tezimizin 2. boliimiinde, gerekli olan temel kavramlar tanimlanmig ve

kompleks analizden bazi teoremler verilmigtir.

3. boliimde ilk olarak Lagrange-Biirman formiilii (yada kisaca Lagrange) ifade
edilmis ve bu teoreme denk olan farkli sonuclar verilmistir. Ayrica teoremin,
birbirlerinden farkli yontemler kullanan doért ispati yapilmigtir. En son verilen

cebirsel ispatta Lagrange-Biirman formiiliiniin bir genellestirilmesi ispatlanmigtir.

4. boliimde Lagrange-Biirman formiiliiniin kombinatoryal ve niimerik problem-

lerde kullanimi 6rneklerle gosterilmigtir.



2. TEMEL BILGILER

2.1 Kuvvet Serileri

Vn € N igin f,, € C olmak iizere,
ft)= kat’“ = fo+ fit+ fot> 4+ ..+ ful "+ ...
k=0

ifadesine ¢ belirsizine gore kompleks katsayili bir kuvvet serisi denir. Kompleks
sayllar cismi iizerinde tanimli biitiin kuvvet serilerinin kiimesini C[[t]] ile
gosterelim.  Bu bolimde, C[[t]] fiizerinde toplama ve c¢arpma islemlerini

tanimlayacak, bu iglemlerle birlikte C [[¢]] nin cebirsel 6zelliklerini inceleyecegiz.

Tanim 2.1.1 f(t) = > 7 ful™ ve g(t) = >_0°, gut™ ki kuvvet serisi olsun. Bu

durumda,
F6) £g(t) =D (fatga)t"
n=0
dir.

Tanmim 2.1.2 f(t) = > 7 fat™ ve g(t) = > 7, gut™ ki kuvvet serisi olsun. Bu

durumda C[[t]] dzerinde ¢carpma islemi,

1) -9ty =3 (Z fkgn_k> tn

n=0

olarak tanimlanr.



Yukarida tanimlanan c¢arpma iglemine Cauchy carpimi adi verilir.  Ayrica

tanimlanan bu iglemlere gore;
0=0+0t+0t+..+0t" +
ve
1=1+0t+02+ ... +0t" +

elemanlarina sirasi ile toplama ve carpma iglemine gére C|[t]] nin etkisiz
elemanlar1 denir. Tanimladigimiz iglemlerle birlikte C[[t]], birimli ve degigmeli
bir halka yapisina sahip olur. Simdi C[[t]] nin cebirsel 6zelliklerini daha detaylh

inceleyebilmek icin bazi kavramlarin tanimlarini ve ézelliklerini verecegiz.

Tamim 2.1.3 (Katsayr Operatori) ¥V f(t) € C[[t] igin,

("] it =
k=0

olarak tansmladigumaz || operatire katsayn operatorii adu verilir. Ozel olarak

[t9) f(t) ifadesi i¢in L(f) gosterimini kullanacagiz.

Katsay1 operatoriiniin bazi bilinen 6zelliklerini hatirlatahm. f(t), g(t) € C[[t]] ve

a, f € C olmak iizere;

"] (af(t) + Bg(1)) = a[t"] f(t) + 5[t"] 9(t),
[t tf(t) [t” ),
[ f1() = (n+ 1) "] £

n

"] F()g(t) = Z (] () [t 9(),

k=0

dir.

Tanmim 2.1.4 (Bir Kuvvet Serisinin Mertebesi) f(t) € C[[t]] ve f(t) # 0

olmak tzere, f(t) nin mertebesi o(f) ile gdsterilir ve

o(f) =min{n: [t"], fn # 0 ven € N}

olarak tanimlanir.



f(t) € C[[t]] nin mertebesi o( f(t)), f(t) nin C [[¢]] de carpma islemine gore tersinin
olup olmadigina dair bize bilgi verir. Simdi mertebe ile ilgili 6nemli bir sonucu

verecegiz.

Teorem 2.1.1 f(t),g(t) € C[[t]] , f(t) # 0 ve g(t) # 0 olsun. Bu durumda

o(f(t)g(t)) = o(f (1)) + o(g(t))

dir.

Ispat: s,7 > 0 olmak iizere o(f(t)) = s ve o(g(t)) = r olsun. Dolayisiyla f;, g;

€ C olmak iizere;

FO) =" fut® = ft + fort™™ + 4 ful"
k=s

ve
oo

g(t) =Y grt* = got" + gt 4 gt +
k=r

seklinde yazilabilir. Burada,

f)g(t) = (fot® + forrt* T+ o ful™ + ) (gt + Grgrt™ ™ 4 gat™ L)

= <f3t8+ > fkt’“) (grtw > gﬂ’“)

k=s+1 k=r+1
= Lt ft5 D gt gt” Y it Y At D gt
k=r+1 k=s+1 k=s+1 k=r+1

(2.1.1)

seklinde yazilabilir. (2.1.1) esitliginin sagindaki en kii¢iik dereceli terimin f,g,t5*"

oldugu goriilmektedir. Mertebenin tanimindan dolay:
o(f(t)g(t)) = s + 1= o(f(t)) + o(g(t)) (2.1.2)
sonucu elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 2.1.1 den elde edecegimiz agagidaki sonug bize, bir f(¢) € C[[t]] kuvvet

serisinin hangi durumda ¢arpimsal tersinin bulundugunu séyler.



Sonug 2.1.1 f(t) € C[[t]] olsun. f(t) nin C|[t]] de carpymsal tersinin bulunmas:
icin gerek ve yeter kosul o(f(t)) = 0 olmasidr.

Ispat: f(t) € C[[t]] kuvvet serisinin, C [[t] de g(¢) gibi bir carpimsal tersi varsa,
bu durumda f(¢)g(t) = 1 olmahdir. Agik¢a o(1) = 0 oldugundan, bu durumda
o(f(t)g(t)) = o(1) = 0 olmahdir. Teorem 2.1.1 g6z niine alinirsa;

olmasi gerektigi sonucuna ulasiriz. o(f(t)) = 0 olsun. Bu durumda mertebe
tanimindan agikga fo # 0 dir.  f(¢) nin ¢arpimsal tersini g(t) kabiil ettigimizi
hatirlatalm. Bu durumda gofy = 1 olmasi gerektigini biliyoruz. Bu egitlikten

hareketle Vn € N icin,
> fignr =0 (2.1.3)
k=0

denkleminden g, 91, ..., gn, ... katsayilarin elde edebiliriz. Boylece,

gt) => gt" = go+ gut" + ..+ gat" + ...
k=0

kuvvet serisini elde etmis oluruz. Boylece ispat tamamlanir. m

Mertebe ile ilgili diger bir sonucu da asagida veriyoruz.

Teorem 2.1.2 f(t),g(t) € C[[t]] ve o(g(t)) > 0 olsun. Bu durumda

dir.

Ispat: r > 0 olmak iizere o(f(t)) = s ve o(g(t)) = r olsun. Dolayisiyla f;,g; € C

olmak tizere,

FO) =D fut® = fo + fort™™ 4 ful"
k=s

ve

g(t) = ngtk =gt + gr+1t"+1 + o gt + ...
k=r



seklinde yazilabilir. Burada

Z Fog®F = F.g(8)° + forg(®)™ + o+ fag®)" + .. (2.1.4)
dir. Hipotezden dolay1 o(g(t)) > 0 oldugundan,

o(g(t)”) < o(g(1)™™") < olg(t)"™**) < ...

esitsizligine ulagiriz. Acikga g(t)° = g5t*" + ... yazilabileceginden dolay1 (2.1.4) de

en kiiciik dereceli terim f,¢;t*" dir. Mertebenin tanimindan,

o(f(g(t))) = sr = o(f(t))o(y(t))
bulunur. m

Mertebenin bu o6zelligi kullanilarak asagidaki sonucu elde ederiz.  Sonucu
vermeden Once,

t=0+1t+02+ ...+ 0t" +

nin bilegke islemine gore etkisiz eleman oldugunu hatirlatalim.

Sonug 2.1.2 f(t) € C[[t]] ve o(f(t)) > 0 olsun. f(t) nin C[[t]] de bileske

islemine gore tersi varsa o(f(t)) =1 dir.

Ispat: ¢(t) € C[[t]] olmak iizere, (go f) (t) = g(f(t)) = t olsun. Bu durumda,
Teorem 2.1.2 den

elde edilir. o(g(t))o(f(t)) = 1 esitlginden, o(f(t)) = 1 ve o(g(t)) = 1 sonucuna
ulagiriz. =
Mertebe ile ilgili verdigimiz bu bilgilerden sonra, C [[¢]] nin cebirsel yapist ile ilgili

agsagidaki teoremi ifade ve ispat edebiliriz.

Teorem 2.1.3 C/[[t]] bir tambk bolgesidir.



Ispat: Daha 6nce, C[[t]] nin birimli ve degismeli bir halka olduguna deginmistik.
Béylece, C [[t]] nin tamlik bolgesi oldugunu gostermek igin C [[¢]] nin sifir bélensiz
oldugunu ispatlamamiz yeterlidir. Bunun i¢in f(¢), g(t) € C|[[t]] ve f(t) # 0,
g(t) # 0 olmak {izere, f(t)g(t) = 0 oldugunu varsayalim. s, > 0 dogal sayilari
icin o(f(t)) = s ve o(g(t)) = r olsun. f(t) ve g(t) kuvvet serilerini,

Ft) = ST fth = ft + forat T fut
k=s
ve

g(t) =Y grt* = got" + grat™ 4 gt +
k=r
bi¢iminde ifade edelim. Varsayimimizdan dolayr f(t)g(t) = 0 oldugundan,

f(®)g(t) carpiminda fyg,t57" = 0 egitligi saglanmahdir. f,g,t°™" = 0 olmasi igin
gerek ve yeter kosul fsg. = 0 olmasidir. Bu durumda, C nin bir cisim olmasindan
dolay1 f; = 0 veya g, = 0 dir. Ancak her iki durumda da f(t), g(t) € C[[t]] nin
mertebelerinin se¢imi ile ¢eligiriz. Boylece varsayimimiz yanhstir ve C [[¢t]] nin bir

tamlik bolgesi oldugu sonucunu elde ederiz. m

2.2 Kompleks Analizden Bazi Bilgiler

Burada verecegimiz bilgiler, Lagrange inversiyon formiiliiniin analitik ispatinda
kullandigimiz kavramlar ve teoremler hakkinda olacaktir. Ayrica rezidii operatorii

ve oOzelliklerinden de bahsedecegiz.

2.2.1 Tekillik

Tanim 2.2.1 Bir f fonksiyonu, 0 < |z — 29| < R delinmis diskinde analitik fakat
z0 € C de analitik olmasin. Bdyle bir zy noktasina f fonksiyonunun bir izole

tekil noktas: denir.

zg € C, f fonksiyonun tekil noktasi ise f, z; da Laurent serisi olarak adlandirilan
bir seri agilimina sahiptir. Asagida bu tiir serilerle ilgili bazi teoremler ve

ozelliklerden bahsedecegiz.



2.2.2 Laurent Serileri

Teorem 2.2.1 f fonksiyonu, v < |z — 29| < R bélgesinde analitik olsun. Bu

durumda f fonksiyonu,
f(z) = Zaj (z — z) + Za,j (2 — 29)~’ (2.2.1)
§=0 j=1

seklinde, her iki serinin de r < |z — z)| < R de yakinsak ve her kapali r <
p1 < |z =20 < p2 < R bélgesinde dizgin yakinsak oldugu bir seri agilimina
sahiptir. Ayrica C, r < |z — zo| < R bélgesinde bulunan ve zy noktasinin C' nin
i1¢ bolgesinde yer aldign pozitif yonli, basit kapaly bir egri olmak tizere ¥j € 7 i¢in

1 74 f(Q)d¢

= om

(C - Zo)jH

J
dir.

zo tekil noktasi, teoremde verilen seri aciliminda, negatif indisli katsayilarin

durumuna gére siiflandirilir.

Tamim 2.2.2 f, zy da izole tekil noktaya sahip olsun ve 0 < |z — z)| < R de
(2.2.1) seklinde Laurent serisine agilsin.
1. Vj > 0 i¢in a_j = 0 ise 2y kaldvrilabilir tekil noktadur.

2. Bir n > 0 tamsayist i¢in a_, # 0 fakat V5 > n i¢in a_; = 0 ise 2z, n.

mertebeden kutup noktasidar.

3. Sonsuz sayda negatif indisli terim icin a_; # 0 ise zy bir esas tekil noktadur.

(2.2.1) agilmina f fonksiyonunun z civarinda Laurent serisi denir. Burada
verdigimiz genel tamima ragmen tezimizde sadece sonlu sayida negatif indisli

terime sahip olan Laurent serileri ile ilgilenecegiz.



Bu sekildeki kompleks katsayili biitiin Laurent serilerinin kiimesini C((¢)) ile

gosterelim. Béylece her f(t) € C((t)) bir m dogal sayis1 icin

f&y=">" ft (2.2.2)

j=—m
seklinde ifade edilebilir. Artik C((¢)) tizerinde toplama ve ¢arpma iglemlerini
tanimlayabiliriz. Bu tanimlarimizda genelligi bozmadan m > n oldugunu

varsayacagiz.

Tamm 2.2.3 f(t) =372 fit/, g(t) = Y32 gt/ iki Laurent serisi olsun. Bu
durumda, —m < j < —n olacak sekildeki j tamsayilar: icin g; = 0 olarak kabul

edilirse;
[o.¢]

F@) £g(t) = > (f;+g)¥

j=—m

dir.

Tamm 2.2.4 f(t) =37 fit/, g(t) = Y72 _ gt/ iki Laurent serisi olsun. Bu

durumda C ((t)) duzerinde ¢arpma islemd,

f(t) - g(t) = Z ( fkgjk> t/

j=—m—-n

olarak tanimlanr.

(2.2.2) den dolay1 bir f(t) € C((¢t)) Laurent serisi igin t™ f(t) € C][[t]] ve
o(t"f(t)) = 0 olacak sekilde m € N vardir. o(t™f(t)) = 0 olmasi nedeni ile
Sonug 2.1.1 bize t™ f(t)g(t) = 1 olacak gekilde ¢(t) € C[[t]] bulundugunu soyler.
Bu durumda, f(¢) (t"g(t)) = 1 oldugundan, t™g(t), f(t) nin ¢arpimsal tersidir.
Boylece her f(t) € C((t)) Laurent serisinin C ((¢)) igerisinde bir ¢arpimsal terse
sahip oldugunu gostermis oluruz. Ayrica buradan elde ettigimiz bir bagka sonug

da f(t) # 0 seklindeki her f(t) € C((t)) i¢in, f(¢t) € C][[t]] veya ﬁ e Cl[t]]
oldugudur. Bu sonucu kullanarak mertebe tanimini ve 6zelliklerini Laurent
serilerine genellegtirecegiz. Bu amagla, bir an i¢in Sonug 2.1.1 in Laurent serileri

icin tutarh oldugunu varsayalim. Bu durumda

0=o0) =0 (101555 ) =055 ) +or(0)



elde ederiz. Boylece, f(t ) kuvvet serisi olmayan bir Laurent serisi ise, o (f(t)) =
(f(t)) dir. Burada b1r kuvvet serisi olacagindan, o < G )> Tanmim 2.1.4 de

verilen gekilde bulunur.

2.2.3 Rezidu Kavrami

Tanim 2.2.5 f fonksiyonu bir zy noktasinda izole tekillige sahip ise, f nin z
civarida Laurent serisine agiliminda ﬁ wn katsaysina, f nin zg noktasindaksi

rezidist denir. f nin zy noktasindaki rezidisi;
Rez(zy) veya Rez(f; zo)

ile gasterilir.

Agagidaki teorem bize kutup noktalarinda bir fonksiyonun rezidiilerini hesapla-

mak i¢in bir yoéntem verir.

Teorem 2.2.2 f fonksiyonu, zo noktasinda n. mertebeden kutup noktasina sahip

olsun. Bu durumda

Re(f ) — Tim ——— 4"

[(z = 20)" f(2)]

dir.

Basit kapali bir egrinin i¢ bolgesinde f fonksiyonunun rezidiilerini bilmek, f nin bu
egri boyunca kompleks integralini hesaplamamizda bize kolaylik saglar. Agagida

verecegimiz teorem bu olgu ile ilgilidir.

Teorem 2.2.3 (Cauchy Rezidii Teoremsi) ' pozitif yonli, basit kapale bir ejri
ve f, ' egrisinin i¢ bolgesindeki z1, zo, ..., z, noktalary haricinde T egrisinin i¢

bolgesinde ve I' egrisinin tzerinde analitik olsun. Bu durumda

/f(z)dz = 2mi iRez(zj)
r 7=1
dar.

10



Tamim 2.2.6 V f(t) € C((t)) i¢in

o0

ft)y=">" a;t
olmak tizere o
rez[f(t)] = rez [Z ait’ | =a_,

seklinde taniml

rez: C((t)) — C

fonksiyonuna rezidi operatdri denir.

Ozellikle Lagrange inversiyon formiilii icin verdigimiz ikinci ispatimizda analitik
bir fonksiyonun tersinin hangi durumlarda yine analitik olacagini ifade ede-
bilmemiz gerekecektir. Bu amacgla, asagidaki teoremleri hatirlatmakta fayda

goriyoruz.

Teorem 2.2.4 (Rouche Teoremi) Eger [ wve h, basit kapals bir C egrisinin
i¢inde ve tzerinde analitik ve C nin her noktasinda |h(2)| < |f(2)| ise bu durumda

f ve f+ h, C egrisinin i¢ bolgesinde ayni sayrda koke sahiptirler.

Teorem 2.2.5 D kompleks diizlemde bir bolge ve f: D — C fonksiyonu 1 — 1
ve analitik olsun. Bu durumda f~': f(D) — D analitiktir.

2.3 Vektor Uzaylar1 ve Operatorler

C((t)) Laurent serileri kiimesi, iizerinde tanimladigimiz toplama iglemi ile
birlikte C iizerinde vektor uzayidir. C((¢)) iizerindeki bu yapi, Lagrange
inversiyon formiilii i¢in verecegimiz cebirsel ispatta bu yapiya ait bazi kavramlar

kullanacagiz.

Tanimm 2.3.1 V ve W, C dzerinde iki vektor uzayr olsun. (-|-):V xW — C
donisimi, her x, x1, xo €V |y, y1, yo € W ve her a, 5 € C i¢in
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1 (r1+ o |y) = (21 | y) + (22| y)
2. (x| +y2) = (x| 1) + (2| yo)
3. (ax |y)=alz|y)

4. (x| By) =Bz | y)

sartlary saglamirsa, (- | -) dondgimine bir bilineer form denir.

Tamim 2.3.2 &, C((t)) dzerinde bir operatér olsun. ® nin eslenigi olan O

operatori ¥ f, g € C((t)) igin

(@flg)=(f|9"9)

olacak sekilde tanimlanar.
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3. LAGRANGE INVERSIYON
FORMULU

Bu boliimde Lagrange inversiyon formiilii ifade edilecek ve baz denk sonuclar
verilecektir. Teorem 3.1.1 in ifadesi, elementer, analitik ve cebirsel ispatlar [7]
den almmigtir. Ayrica Sonug 3.1.1 ve 3.1.2 nin ifade ispatlari icin de [7] den
yararlanilmigtir. Rezidii degismezligine bagh olarak sunulan ispat i¢in ise [1] den

faydalanilmagtar.

3.1 Teoremin Ifadesi ve Bazi Ispatlar

Teorem 3.1.1 f, g € C[[z]] ve o(g) = 1 olsun. Bu durumda ho g = f olacak

sekilde bir h € C[[z]] vardwr ve h serisinin katsayilars

ho = L(f)

ve Vm > 0 i¢in

ile verilir.

Teoremi ispatlamadan 6nce Lagrange inversiyon formiiliiniin degisik ifade edilig

bi¢imlerinden bazilarini verecegiz.
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o(g) = 1 sartindan dolay1 g(z) = —% ve o(e) = 0 olacak gekilde bir e(z) € C|[[z]]

e(z)

bulunur. Boylece g(z) = Pel yazdigimizda ilk teoremimizin degigik bir ifadesi

olan agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.1 (Kesirli Durum) f,e € C[[z]], o(e) =0 ve g(z) = =&y Olsun. Bu

durumda ho g = f olacak sekilde bir h € C[[z]] vardir ve h serisinin katsayilars,

ve Ym > 0 i¢in,
Ry =

ile verilir.

Asagidaki sonuc, Lagrange inversiyon formiiliiniin, fonksiyonel egitlikleri ¢zerken
kullandigimiz ve Teorem 3.1.1 e egdeger oldugunu gosterecegimiz denk bir

ifadesidir.

Sonug 3.1.2 (Kapali Form) G € C[[z]] ve o(e) = 0 olmak tzere G(z) =
ze(G(z)) fonksiyonel esitligi saglansin. Bu durumda her f € Cl[z]] i¢in ¢, =
[2™] f(G(z)) katsayilar,

co = L(f) (3.1.1)

ve Ym > 0 i¢in,

(277 f(2)e(z)™ (3.1.2)

ile verilir.

ispat: Oncelikle Teorem 3.1.1 i kullanarak kapali form icin verilen esitliklerin
dogru oldugunu gosterelim. g¢(z) = =y olacak gekilde g € C[[z]] tamimlarsak
9(G(2)) = =z esitligini elde ederiz. Boylece g, G'nin sol tersidir. C][z]] de bilegke

islemine gore her sol ters ayni1 zamanda sag ters oldugundan G(g(z)) = z esitligini
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buluruz. Bu esitlikte her iki tarafinin f kuvvet serisi ile bileskesini alirsak (foG)o
g = f vada h = f o G kabul edersek h(ﬁ) = f(2) elde ederiz. Bu son egitlikten
Sonug 3.1.1 i kullanarak (3.1.1) ve (3.1.2) ile verilen katsayilara ulagiriz.

Simdi Sonug 3.1.2 yi kullanarak Sonug 3.1.1 i elde edelim. o(e) = 0 olmak iizere
f,e € C[[z]] verilsin ve g(z) = =y olsun. g(z) = =y ifadesi kapah formda verilen
fonksiyonel esitlikle birlikte g(G(z)) = z yi verir. Sonug¢ 3.1.2 yi uygularsak
f(G(2)) = > emz™ aciliminda z yerine g(z) yazdigimizda f(z) = > ¢ng(2)™
agithmini elde ederiz. Bu katsayilar ise h(g(z)) = f(z) olacak gekildeki Sonug
3.1.1 de verilen h € C[[z]]'nin katsayilaridir. m

3.2 Elementer ispat

Agagida ifade ve ispatini verecegimiz lemmay1 Teorem 3.1.1 in elementer ispatinda

kullanacagiz.

9 (2)

Laurent serisi
+1
gz)"

Lemma 3.2.1 g € C[[z]] ve o(g) = 1 olsun. Bu durumda

/
icin, rez [%} = 0p, dor.

/

Ispat: Burada n # 0 icin serisi —=g(z)™" Laurent serisinin tiirevidir.

9
g<z)n+1
Bir Laurent serisinin tiirevinin rezidiisii 0 oldugundan n > 0 i¢in iddia dogrudur.

n =0 igin o(e) = 0 olmak iizere g(2) = ;&; yazarsak Z;,((j)) =1_ i,((j)) elde ederiz.
i((zz)) bir kuvvet serisi oldugundan rezidiisii 0 dir. Boylece
g’(Z)]
rez[ — 1 = oy 3.2.1
9(2) (321)

bulunur. =

Artik Lagrange inversiyon formiiliiniin (Teorem 3.1.1) elementer ispatini

yapabiliriz.
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Ispat: A(z) nin tammmdan f(z) = > 0 ng(2)" dir. Her iki tarafn tiirevini

alir ve m > 0 olmak iizere g(2)™ ile bolersek,

(Nl = S 92
f( )g( ) Z hng(z)m_n+1

n>0

elde ederiz. Lemma 3.2.1 den esitligin her iki tarafi géz 6niine alinirsa

rez[f'(2)g(z)™™] = rez [Z nhnﬂl = mhp,

= g<z)mfn+1

elde edilir. Diger taraftan f(z)g(z)™™ carpiminin tiirevini alirsak,

(f(2)g(2)™) = f'(2)g(2)™™ = mf(2)g(z) """

bulunur. Her iki tarafin rezidiisii hesaplanirsa, Lemma 3.2.1 den

L el f'(2)9(2)™) = rezlf(2)d'()g(2) ™"

m

elde ederiz. O halde ¥Ym > 0 icin,

esitligine ulagiriz. m

3.3 Rezidii Degismezligine Bagl Bir Ispat

Lagrange inversiyon formiiliiniin bir diger ispatinda asagidaki lemmadan
yararlanacagiz. Verecegimiz ikinci ispatta Sonu¢ 3.1.1 in gosterimlerini

kullanacak ve Lagrange inversiyon formiilii i¢in iki farklh ifade elde edecegiz.

Lemma 3.3.1 G(z) = >_.. , a;2) , u(z) = 350027 ve by # 0 olsun. Bu
durumda rez[G(u(2))u'(2)] = rez[G(z)] dir.
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Ispat: G(z) =3 i>—m ;% oldugunu ve rezidiiniin lineerlik 6zelligini kullanarak;

=—m

rez|G(u(z))u'(z)] = rez LZ aju(z)ju’(z)] = Z arezlu(z)’u/'(2)]  (3.3.1)

j=—m

j%(u(z)j“)’ ve g(z) bir Laurent serisi

olmak iizere rez[¢’(z)] = 0 oldugundan, j # —1 iken,

vazabiliriz. Vj # —1 i¢in u(z)v/(z) =

. 1 .
rezlu(z)’u'(z)] = rez [j 1 (u(z)’™) } 0 (3.3.2)

dir. j = —1 olmasi durumunda ise Lemma 3.2.1 den,
rezfu(z) '/ (2)] = 1 (3.3.3)

dir. Boylece (3.3.1), (3.3.2) ve (3.3.3) den

rez[G(u(z))u'(2)] = rez LZ aju(z)ju'(z)] = Z ajrez[u(z)u'(2)]

= Z a;reziu(z)u’ (2)] + a_yrez[u(z) "'/ (2)]
j=—m A1
= rez[G(2)]

sonucunu elde ederiz. m
Artik Lagrange inversiyon formiilii i¢in farkli bir ispat daha verebiliriz.

ispat: (Teorem 3.1.1) o(g(z)) = 1 oldugundan g(z), orjinin bir komsulugu
icerisinde analitik ve 1-1 doniigiimdiir ve bu nedenle Teorem 2.2.4 den dolay1
g~1(2) de bu komsulukta analitiktir. Bu durumda z, g(2) nin kuvvetleri cinsinden

seriye agilabilir. Boylece f(z) € C[[z]] oldugundan;

F(2) = FO)+ ) hag(2)"

olacak sekilde h, € C katsayilar1 vardir. Burada tiirev alarak;

F2) =3 nhag(z)"g (2)
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elde ederiz. Simdi
= Z nhy, 2"
n=1

olsun. o(g(z)) = 1 olmasi nedeni ile g(z) = o olacak sekilde o(e(z)) = 0 sartini
saglayan bir e(z) € C[[z]] vardir. Boylece Lemma 3.2.2 den

e R o R

dir. Diger taraftan f’(z)e(z)" fonksiyonunun z = 0 civarinda Taylor serisi,

> &[]

n=0

z=0

kullanilarak

e [LY] L[4 FEen)]

Z'f‘

bulunur. Burada (3.3.4) den

sonucuna ulagilir. Boylece

0+ 3 4 [ e 535)

z

agihmini elde edilir. Ayrica g(z) = Pel esitligi z — g(z)e(z) = 0 olarak yeniden

diizenlenir ve bu egitligin her iki tarafinda tiirev alinirsa,

1—g'(z)e(z) —g(z)e'(z) =0
elde edilir. Bu son egitlikten ise

1 —g(2)e'(z)

g(z) = o)

elde edilir. (3.3.5) da her iki tarafin z ye gore tiirevi alinirsa;

=S H ) [ et

(n—

n=1 2=0
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bulunur. Burada ¢'(z) yerine

yazildiginda,
f'(z)e(z) = g(z)"t [ar? Aol )"
L—g(2)e(z) Z (n— 1)l [dzn—1<f< Jel(2) >]
=2 g(:!)” {%(f’(z)e(z)"ﬂ)} . (3.3.6)

egitligine ulagihir. (3.3.5) de

ifadesi incelenirse, f'(z)e(z)™ € C[[z]] oldugu goriiliir. Bu durumda

f'(z)e(z)" = Z apz®

olacak sekilde a;, € C katsayilar1 vardir. Son egitlikte n > 1 iken her iki tarafin

(n — 1) defa tiirevi alimirsa;

e = 3 klk— 1) (k—n+ Qb

k=n—1

= (n—Dla,_1 + Z E(k —1)...(k —n+2)apz" !
k=n

elde edilir. Boylece,

dn—l .
Lo Eel] = e
= [t"] (n =) f (De(t)"
bulunur. Buldugumuz bu son esitlikle birlikte (3.3.5) yeniden diizenlenirse,

fo) = s+

n!
— . M n—1 / n
= f0)+> - [t f/(t)e(t) (3.3.7)
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esitligine ulagirnz. (3.3.7) de, = [t"7!] f'(t)e(t)" katsaywismm ise, Sonu¢ 3.1.1 de
katsayilar i¢in verilen ifadelerle aymi oldugu goriiliir. Benzer gekilde (3.3.6)
formiilii de .
§ @] = et

egitliginden faydalanilarak

f/(z)e Z) _ Z g(z)n [%(f/(z)e(z)n+l)

n!

L—g(z)e'(z) <= nl »
= D 9@ [t f e (3.3.8)

olarak ifade edilebilir. Son olarak, f’(z)e(z) = F(z) yazilirsa bu formiil

CFE) NS ey
e ~ 2 9 B F @ 3.39)

halini alir. =

3.4 Analitik ispat

Oncelikle bu ispatta kullanacagimiz bir lemmay1 verelim.

Lemma 3.4.1 (Terslenebilir Serilerin Yerel Tekligi) D C C orjini i¢eren
bir disk, D, D nin kapanist ve D' = D — {0} olsun. Eger g, D fizerinde analitik,
9(0) =0 ve her z € D' igin g(2z) # 0 ise orjini igeren bir E C C diski vardir ve
g : D — FE birebir ve értendir.

Ispat: Her z € D' icin g(z) # 0 oldugundan M = min {|g(¢)| : ¢ € D} sifirdan
farkhdir. E, yaricapt M olan orjin merkezli disk olsun. w € E alalim. Tanimdan
dolay1 her ¢ € 9D igin

wl < M < |g(¢)]

dir. Burada U(z) = g(2) ve Wy(z) = —w alarak Rouche Teoremini uygularsak,

U(z) = g(z) ve VU(z) + ¥Yo(2) = g(z) — w fonksiyonunun D de aym sayida koke
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sahip oldugunu goriiriz. Ancak kabuliimiizden dolay1 g(z) nin D de tek bir kdkii
vardir ve w, E nin keyfi bir elemani oldugundan her w € F i¢in g(z) — w, E de

tek bir koke sahiptir. Boylece g(z), E de 1 — 1 ve ortendir. m

Bu lemma yardimi ile Lagrange inversiyon formiiliiniin analitik ispatini verebiliriz.
Elementer ispatla kargilagtirildiginda analitik ispatin daha zahmetli oldugu
goriilecektir. Fakat analitik kuvvet serileri, yakinsaklik disklerindeki herhangi
bir noktada hesaplanabilen analitik fonksiyonlar olduklarindan, bu ispatla elde

edecegimiz sonug¢ daha kuvvetlidir.

ispat: (Analitik ispat) D C C Lemma 3.3.1 deki gibi bir disk ve f, g D fizerinde
analitik olsun. Lemma 3.3.1 den dolay1 g : D — E birebir ve orten olacak gekilde
orjin merkezli bir £ C D diski vardir. 7, D nin sinir1 olan, saat yoniiniin tersine
yonlendirilmis egri olmak {izere Vw € E i¢in

oy 1 9'(¢)d¢

olarak tanimlayalim. Rezidii teoreminden bu integralin sonucu f(¢)-2<

9(Q)—w
singiiler noktalarindaki rezidiilerinin toplamina egittir. Ancak g : D — FE birebir

nin

ve orten oldugundan, sabit bir w € F i¢in tek singiiler nokta z = ¢ !(w) dir.

Boylece z, 1. mertebeden kutup noktasi oldugundan;

- — lim . & = lim (¢ — 2 &
hw) = Jim (= 5=)| = m (€=U 7

elde edilir. ¢(z) = w oldugunu kullanarak h(g(z)) = f(z) elde ederiz ki bu
g ' E— D,1—1 ve drten oldugundan biitiin z € D ler icin gecerlidir. Béylece

) )= f(2)

D iizerinde, h ve Teorem 3.1.1 in ifadesinde belirtilen h o g = [ olacak gekildeki
h icin h = h dir.

w

9(©)
Boylece yukaridaki integrali D in sinir1 0D iizerinde

GO 1O W
IO go1== =190 (s st

yakinsak geometrik serisi geklinde acabiliriz. Ayrica bu seri diizgiin yakinsak

Bir 6nceki lemmadan Vw € E ve V( € D i¢in

< 1 oldugunu biliyoruz.

oldugundan terim terim integrallenebilirdir. Boylece h(w) igin

h(w) = ho +w + hng + ...
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seklindeki kuvvet serisi gosterimini elde ederiz ki burada h,, katsayilar1 Ym € N

icin
1 9'(Q)d¢

olarak elde edilir. Bu integralin tek singiiler noktasi ¢(¢) nin tek kokii olan ¢ =0

dir. Burada rezidii teoremi kullanilarak Vm € N

hin = rez[f(2)g (2)g(2) ™" "]
olarak bulunur. h,, ler icin verdigimiz bu ifade Teorem 3.1.1 de verdigimiz
formiillerden ikincisidir. h,, katsayilar: bu ikinci formda ifade edildiginde, Lemma
3.2.1 i kullanarak
ho = rez(f(2)g'(2)9(2) ]
= L(f)

buluruz.

Lagrange inversiyon formiiliiniin ikinci formunu elde etmek i¢in (3.3.1) integraline
kismi integasyon yontemini uygulayacagiz. m = 0 igin hy = L(f) oldugunu
biliyoruz. O halde ¥m > 0 i¢in,
1
2mim
1
2mim

i — 7ffxcd<g<<>—”ﬁ'd<

L%f@M@)mM (3.4.2)

elde ederiz. (3.4.2) integralini ise ¥m > 0 i¢in,

i = —rez(f'(2)g(2) ™)

m

olarak yazabiliriz. Bu ise Lagrange inversiyon formiiliiniin Teorem 3.1.1 de elde

ettigimiz ilk halidir. m

3.5 Cebirsel Ispat

Cebirsel bir bakig agist ile Lagrange inversiyon formiiliinii inceledigimizde, elde

ettigimiz katsayilarin ashnda f € C[[t]] kuvvet serisini, {g,,(2)} baz vektorlerinin
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lineer birlesimi olarak yazmaya calistigimizda ihtiya¢ duydugumuz katsayilar
oldugunu goriiriiz. Bdylece, eger (- |-) bilineer formu, {g¢,,(z)} baz vektorleri
ortonormal olacak gekilde segilirse, f(z) = Z CmGm(2), gm(2) ile bilineer olarak
carpildiginda (f | gm(2)) = ¢, elde edilir. Fakat {g,,(2)}, (- | ) bilineer formuna
gore ortonormal degilse, {g’ (z)} biortonormal baz secildiginde bu kez ¢,
katsayilar i¢in, (f | g}, (2)) = ¢m gegerlidir ve bazi durumlarda biortonormal baz

aslinda eslenik 6zdeger probleminin 6zvektorleri olarak ortaya cikar.

Lagrange inversiyon formiiliiniin Teorem 3.1.1 deki ifadesinde g belirli bir kuvvet

m

serisi olmak iizere, g,,(z) = ¢g(2)™ oldugunu ve f nin kuvvet serisi olmasi ile
birlikte o(g) = 1 sartinin saglanmasi seklinde kisitlamalarimiz bulundugunu
burada hatirlatalim. Ancak verecegimiz genellestirilmis Lagrange inversiyon
formiiliiniin ifadesinde, f ve g nin belirli sartlar1 saglamakla birlikte herhangi
iki Laurent serisi olabilecegini gorecegiz. Bdylece Teorem 3.1.1 den daha genel
bir sonu¢ elde edecegiz. Bunun icin Oncelikle amacimiza uygun bir bilineer
form se¢memiz gerekmektedir. Asagidaki basit sonug, aradigimiz bilineer formu

vermektedir.

Teorem 3.5.1 (- |-) : C((t)) x C((t)) — C olmak izere, (f|g) = L(f - g)

seklinde tanwmlanan (- | -), C((t)) tzerinde bir bilineer formdur.
Simdi genellegtirilmis Lagrange inversiyon formiiliinii ifade edelim.

Teorem 3.5.2 f € C((z)), o(f) = mo ve her m > mgy tamsayise igin
o(gm) = m olmak tzere, g,, € C((2)) olsun. C((z)) dzerinde bir ® operatiri,
Am € C ozdegerleri birbirlerinden farkly olacak ve ®¢,, = M\ngm 6zdeger problemsi

saglanacak sekilde tamimlansin. Eger

J()= ) cngn(2)

m>mg

ise, g, € C((2)), eslenik dzdeger problemi olan
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esitliginin ¢cozimii olmak tzere, Ym > my t¢in

cm = (f | gm)

dir.

Ispat: m, n > my tamsayilar keyfi sabitler olsunlar. ®g,, = \,,g,, esitligini g

ile bilineer olarak carparsak,

(PG | gn) = Am (9 | 93) (3.5.1)

elde ederiz. Benzer sekilde ®*g = \,g;, gn, ile bilineer olarak carpilirsa,

(gm | 27g,) = A (gm | 97) (3.5.2)

bulunur.  Eglenik operatoriin tanmmindan, (3.5.1) ve (3.5.2) te sol taraflar
egittir. Bu ise bize, Ay, (gm | 65) = M\ (gm | g) sonucunu verir. Kabuliimiizden
dolay1 6zdegerler farkhi oldugundan (g, | ¢) = 0m., dir. Bagka bir deyigle ¢,
ozvektorlerinden olugan {g’ } baz, {g,} bazina gore biortonormaldir. Bdylece
VYm > my igin
Flam) =D enlgnlgn) = cnbmn=cm
n>mo n>mo

dir. m

Lagrange inversiyon formiiliinii, Teorem 3.1.1 deki sekliyle elde etmek i¢in yukarda
verdigimiz teoremde bahsi gecen ® operatériinii uygun bicimde se¢cmemiz gerekir.
Boylece Teorem 3.1.1 in ispatini bahsettigimiz cebirsel yontemi kullanarak

yeniden yapabiliriz.

ispat: (Teorem 3.1.1) Her m > my dogal sayist icin g,,(z) = g(2)™ ve o(f(2)) =
mg olsun. o(g(z)) = 1 oldugundan o(g,,) = m dir. Ayrica f nin bir kuvvet serisi

oldugu kabuliinden dolay1 mg > 0 dir. Eger ho g = f ise

mo = o(f) = o(h o g) = o(h)o(g) = o(h)

elde edilir. Boylece



olarak yazilabilir. Diger taraftan

m m— md (2
) = (0" = mg(e)" g () = m" L (35
dir. Her a € C((2)) i¢in ®a = 5/((?)“/ olarak tamimlansin. Bu durumda
her m > mgy dogal saywsi i¢in \,, = m olmak iizere ®g,, = \,g, esitligi

gecerlidir. Boylece genellegtirilmis Lagrange inversiyon formiilii olarak verdigimiz
teoremde bahsedilen ®*g’ = \,g; eslenik 6zdeger probleminin ¢oziimii olan
gt ler kullamlarak c,, = (f | ¢%,) seklinde ¢,, katsayilar1 elde edilir. Simdi bu
eslenik operatorii bulalim. Bunun i¢in 6ncelikle her a € C((2)) i¢in Ma(z) =
m(z)a(z) seklinde tanimhi M ¢arpim operatériiniin eglenigini elde edelim. Eglenik

operatoriin tanimim kullanirsak, her a, b € C((2)) i¢in
(Ma | b) = L(ma)b = La(mb) = (a | Mb)

sonucuna ulagiriz. Bu ise bize carpim operatoriiniin egleniginin kendisi oldugu
sonucunu verir. Ikinci olarak ise her a € C((2)) i¢in Da(z) = za'(z) olarak
tanimladigimiz normallegtirilmis tiirev operatoriiniin eslenigini hesaplayalim.
Burada tiirev i¢in carpim kuralimi ve bir Laurent serisinin tiirevinin rezidiisiiniin

sifir oldugu bilgisini kullanarak a, b € C ((2)) i¢in
0 = LD(ab) = L(Da)b+ La(Db) = (Da | b) + (a | Db)

elde ederiz. Boylece
(Da|t) = (a] ~Db)

bagka bir ifade ile D* = —D sonucuna ulagiriz. Bununla birlikte M carpim

operatoriinii, her a € C((z)) i¢in

Ma(z) = Zi]gfi) a(z)

olarak tanimlarsak ® operatoriinii M D seklinde ifade edebiliriz. Béylece carpimin
eslenigi kuralindan
®* = (MD)" = D*M*=—-DM

dir. Ulagtigimiz sonuglara gore eglenik 6zdeger problemi

—DMg;, (2) = mg;,(2)

25



seklindedir. Mg?,(2) = gm(z) olsun. Bu durumda 6zdeger problemi,

(Gm(2))" = —=mGm(2) (3.5.4)

diferansiyel denklemine doniigiir. Bu esitlik g,,(z) igin elde ettigimiz (3.5.3)
diferansiyel denklemi kargilagtirihrsa (3.5.4) iin ¢oziimiiniin g,,(2) = g(z)™™

oldugu goriiliir ve boylece

gi(2) = M7 1g(2)™™ = 2g(2) " g/ (2)

bulunur. Bu durumda c,, katsayilar: ise

e = (flgn) = Lzf(2)9(2) "¢ (2)
= rez [f(2)g(2)""'g'(2)]

seklinde elde edilir. m

26



4. UYGULAMALAR

4.1 Katalan Sayilar:

Rosenkranz [7] Katalan sayilari igin agk bir formiilasyon elde etmigtir.
Bu bdliimde bu formiilasyon ornek olarak verilecektir. Bir kombinatoryal
problem olarak, degismeli fakat birlesmeli olmayan bir carpma igleminde
x1,To,...,T, gibi n tane semboliin c¢arpimi ka¢ farkh gekilde hesaplan-
abilir sorusunu ele alalim ve bu sayiy1 C, ile gosterelim. Ornek
olarak n = 4 i¢cin Cy = 5 dir ve olast biitiin carpma yol-
lary, ((z122)(w324)), (((2122)23)24), (21(20223))74), (21 ((2273)24)), (21 (22(2374)))
olarak listelenebilir. Bu o6rneklerden de goriilebilecegi gibi x4y, z5..., 2,
sembollerinin her gecerli carpimi, X; ve X sirasi ile k ve n — k semboliin gecerli
carpimlart olmak iizere (X;X5) olarak yazlabilir. Tek bir sembol i¢in gegerli

carpimlarin sayis1t C; = 1 dir. Ayrica Cy = 0 alirsak bu bize
Co=0,C1 =1,

Vn > 1 ic¢in C,, = Z CrChri

k=0

rekiirans bagintisini verir. Bu rekiirans bagintisin1 kullanarak C), sayilarinin

irete¢ fonksiyonu olan

C(z) = Z Cp2"

n=0
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kuvvet serisinin

Zoz —0+2+ZC’Z _z+;(§_:ck - k)
+;<ch nk)z =2+ C(z)?

fonksiyonel egitligini sagladigini goriiriiz.

Bu fonksiyonel egitlik elementer metodlarla da c¢oziilebilir ancak biz burada
Lagrange inversiyon formiiliiniin kapali formunu kullanacagiz. Oncelikle C/(z)

iirete¢ fonksiyonunun
[e.e]
= E Cpz"t
n=2

olmak iizere C'(z) = z + zG(z) seklinde ifade edilebilecegini belirtelim. Boylece
C(z) = z + C(2)? egitliginde C(z) yerine z + 2G(z) yazilirsa gerekli iglemlerden
sonra G(z) = z(G(z) + 1)? elde edilir ve e(z) = (2 + 1)? seklinde tanimlanirsa,
G(z) = 2(G(z) + 1)? esitligi, G(z) = ze(G(2)) halini alir. f(z) = z olmasi
durumunda Lagrange inversiyon formiiliiniin kapali formunu uygularsak G(z)

fonksiyonunun katsayilar1 Gy = L(f) = L(z) = 0 ve

[271] (2 4 1) = l( 2n )

Vn > 0 i¢in G,, =

S|

bulunur.

Ayrica C(z) = z(G(z) + 1) ifadesi bize

i Cnz" =2+ zi Gn2" =z + i G,z
n=0 n=0 n=0
z+ i Gpo12" =0+ 2+ i G_12"
n=1 n=2

egitligini verir. Bu durumda Cy = 0, C; = 1 baglangi¢ kosullarim dikkate alirsak,

oo o0
n n
E OnZ = E Gn— 12
n=2 n=2
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egitliginden Vn > 1 igin,

sonucu elde edilir.

4.2  Abel Ozdesligi

Rosenkranz |7] Abel 6zdesligi igin Lagrange inversiyon formiiliinii kullanarak bir
ispat vermigtir. Bu 6zdeslik, kombinatorikte karsilagtigimiz 6nemli 6zdegliklerden
biridir ve 1826 yilinda Niels Hendrik Abel tarafindan bulunmugtur. Burada [7]
den yararlanarak bu 6zdesligin bir ispatin verecegiz. Oncelikle Abel 6zdesliginin
ifadesinin Vn € N igin,

n

(@+y)" =) (Z) 2(z + ak)* L (y — ak)"

k=0

oldugunu belirtelim. Ispatimizda temel fikir, f(z) = e** ve g(z) = =% i¢in Sonug

3.1.1 i kullanmak olacaktir. Ayrica bu durumda e(z) = e* olduguna dikkat

edilmelidir. Boylece

n=0

yazilirsa, h,, katsayilari, Sonu¢ 3.1.1 kullanilarak

z(x + a0)'!
0!

ve Vn > 0 igin,

1 1
h —— n—17 g/ n__ m—1 Tz _anz
o= ST Eela) = = e
_ E n—17 (an+z)z
e
T (z +an)* ,
=
z(z +an)" !
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olarak elde edilir. Boylece;
o0 —1
Z 2z + an)” — e (4.2.1)

n=0

esitligine ulagilir. (4.2.1) de her iki taraf e¥* ile carpilirsa;

°S) n—1l oo
U7 Y% — § l’(l’ + an) eYZ gmanz ,n § :L‘ o + (I’I'L (y an)zzn

n=0 n=0

bulunur. Bu son egitlikte

oldugu dikkate alinirsa,

R

elde ederiz. o
T oY% — e(z+y)z _ Z (I + y) P
n=0

seri acilimini da g6z oniinde bulundurursak

" x(x 4 ak) T (y —ak)" R (24 y)"
2 k! y(n AT n!y

k=0

egitligine ulagirz. Son ifadede her iki taraf n! ile carpilirsa, gerekli diizenlemeden
sonra Abel 6zdesgligi olan

n

> (Z) (@ +ak)" Ny — ak)"" = (v 4+ y)"

k=0

sonucunu elde ederiz.
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4.3 Bir Ters Fonksiyon Ornegi

Bu béliimde, Rosenkranz [7] tarafindan Lagrange-Biirmann formiiliiniin basit bir
uygulamasi olarak verilen 6rnek sunulacaktir. g(z) = ze~** olmak tizere h(g(z))
= 2z olacak gekilde h(z) fonksiyonunun kuvvet serisine agilimindaki katsayilari

bulalim. Bu durumda, f(z) = z ve e(z) = € igin Sonug 3.1.1 den,

h(z) = Z hpz"

n=0
olacak gekildeki h,, katsayilart, hy = L(f(z)) = L(z) = 0 ve Vn > 0 igin,
1 - n
h = =[z" 7' (2)e(2)

n
1 n—17 janz

= E[Z )

B (an)nfl

ol

dir. Boylece

acillimini elde ederiz.

4.4 Ustel Serinin Tersi

Rosenkranz [7] Lagrange inversiyon formiiliinii kullanarak, g(z) = e* — 1 olmak
tizere h(g(z)) = z esitligini saglayan h fonksiyonunun katsayilarini hesaplamigtir.
Bu boliimde 6rnek olarak bu uygulama verilecektir. Bu durumda, Teorem 3.1.1

de f(z) = z alinmas: gerektigi agiktir ve yine Teorem 3.1.1 e gore

h(z) = i hp2"
n=0

olarak kabul edersek ho = L(f(z)) = L(z) = 0 ve ¥n > 0 igin,

hy, = %rez [9(z)™"]
= %rez (e —1)7"]



dir. Boylece problemimiz (e* — 1) nin rezidiisiiniin hesaplanmasma doniigiir.

Simdi bu rezidiileri hesaplayalim. n = 1 iken

rez [(e* — 1)_1} = rez

(-3
e ( (1+_+_2+.._))1]

= rez
= 1
sonucuna ulagiriz. Eger n > 1 ise
1 z —n z —n—1 z
—D(e* —1) = —(ef—1) e
n

= () A=) =) - )
= (-D)"N(E =)+ (=DM (=)

dir. Son esitligi ve bir Laurent serisinin tiirevinin rezidiisiiniin 0 oldugu sonucunu

kullanarak,

0 = rez [%D (e — 1)_”1
= rez[(=)"(e =) (1) (e = )]
e (1) (e - ) s [(-17 (€ - )]

elde ederiz. Boylece
re (<1t (e = )] = rez (1) (€ =) ]
egitligine ulagiriz. Bu durumda
(=Drez [(e* —1)7"] =rez [(e” — 1)_"_1]

dir ve rez [(e* — 1)_1} = 1 sonucu kullamlarak, tiimevarimla Vn > 0 i¢in

hy, = %rez (e —1)"] = (_12%1
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bulunur. Sonug olarak, g(z) = e* — 1 olmak iizere h(g(z)) = z esitligini saglayan

h fonksiyonunu

o0

h(z) = Zhnz”
n=0

0 (L1l

n=1

dir ve elde ettigimiz bu seri log(1l + z) fonksiyonunun z = 0 civarinda Taylor

acilimidir.

4.5 Konvoliisyon Ornekleri

Riordan [6] Vandermonde konvoliisyonunun bir genellegtirmesini ve bir
konvoliisyon 6zdegligini vermigtir. Bu ornekler uygulama olarak verilecektir.
y = (r—1)z7% olsun. = = 1+ z déniisiimii yaparsak, y = z(1+2) 7 esitligini elde
ederiz. Simdi, g(z) = z(1 + z)~? olarak tamimlayalim. Bu durumda o(g(z)) = 1
dir. Béylece, f(z) = (14 2)® ve e(z) = (1+ 2)” olmak iizere, Lagrange inversiyon

formiiliiniin (3.2.6) ifadesini kullanarak,

= (142 = fO) + > g(zl)”

n

dn_l / n
)

n=1
L ag(z)" (a+pn—1
=1 7
+; n ( n—1

_Do . a+ fn
—Zy a+ﬂn( n )

n=0

elde ederiz. Benzer sekilde,

PNy (v 451
x ;y 7+5n( " (4.5.1)
ve .
aty n O[_'_fy Oé‘i"}/‘i‘ﬁn
v ;y a—l—’y—l—ﬁn( n
dir. 5
« o+ pn
A pumy
)= (V)
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olarak tammmlanirsa %27 = x*17 esitliginden,

A(a+7,8) = ZAk JAn—k(7, B)

seklinde Vandermonde konvolusyonunun bir genellemesine ulagiriz.

Bir diger dzdeglige ise (3.2.7) y1 kullanarak elde ettigimiz

(1— ) + B Z (CHBH) (452)

egitliginden hareketle ulasabiliriz. Burada benzer sekilde,

e v+ fn
(1-Bz+8 Z ( )

dir. Boylece,

gt xott 1 )
(1-Bz+8)?  (1-Ba+p(l-PB)z+p (4.5.3)

BB

n

_ iyn (; a—;ﬁ(;c) (wf(_nk_ k)))

n

dir. Ayrica (4.5.3) deki ¢arpimu,

xa+7+2 xa+'y+1 T

(U=Ba+ )7 (T=AatBI-Ba+d
seklinde de yazabiliriz. Burada ise (4.5.2) den,

a2 ()

potyFl a+vy+ 06n
(e EDN (A

ve

dir. Boylece,

patt2

(1-B)z+8)° (1-Bz+B8(1-p




buluruz. O halde,

—on [N (@ BRY (v + B (n—k)

Zy (Z(ak >(7 n—nk: >>
B L= (a+y+BEN (B(n—k)
- Zoy (k:o( & )( n—k >>

oldugundan

i (a :;ﬁk) <7 +5(_nk— k:)) _ ”O (a + 7k+ ﬁk:) <6 fzn__/p)

k=0 k=

sonucuna ulagiriz.

4.6 Fibonacci Sayilari

Kilig ve Prodinger [3] bazi ¢ift toplamlar1 Lagrange inversiyon formiiliinii
kullanarak elde etmiglerdir. Bu bélimde bu sonuclar uygulama olarak
verilecektir. fy = 0, fi = 1 olmak iizere, n > 1 i¢in f,.1 = f, + f._1 rekiirans

-5

bagintisi ile tanimlanir. ¢ = %5 ve ¢ = 1 > olarak almirsa, n > 0 olmak

tizere, Fibonacci sayilari icin

=
”"¢—$

egitligi yazilabilir. Bu 6rnegimizde, Fibonacci sayilar ile ilgili baz1 6zdeslikleri,

Lagrange inversiyon formiiliinii kullanarak ispatlayacagiz. Ilk olarak, n > 0 olmak

= ()0

0<i,j<n

iizere,

toplamini goz Oniine alalim. Acgikca,

] (142" = (n;; 2)
dir. Ayrica,
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olarak kabul edersek,

S = Z(1+2)+ ( y )
=0

dir. Diger taraftan

(1+vite) " (1-vite) " = 5 (j *”) (vitz)'

olmasi nedeni ile S ile gdsterilen toplamda z nin derecesi en fazla ﬁT" -+ n olabilir.
7 > n durumunda ise .

J+n . .

. +n<j+n<2)

dir. Bu nedenle j > n iken
Esd ((1 +V1+ z>j+n + (1 —V1+ z)j+n> (1+2)"=0

dir. Boylece (4.6.1) toplami icin

£ ()0 - penleurey ey

0<i4,j<n j=0

(Vi) a+z)

>0 2
— Z 7] <1 +1+ z) #n (1 +2z)n Lt (2_1)J

P (- vire) T

, 2
j=>0

36



gegerlidir. (4.6.2)de ilk toplami hesaplamak i¢in 6ncelikle,
. Iin
SE(1+vITe)T e (4.6.3)
Jj=0
ifadesini inceleyelim. F(z) = (1+v1+2)" (14+2)" ve e(z) = V1++1+2
olmak iizere (4.6.3) toplami
Z [27] F(z)e(z)’ (4.6.4)
Jj=0
seklindedir. Lagrange inversiyon formiiliiniin (3.3.9) ifadesinde,

z z

9(z) = e(z) Vit vitz

olarak tanimlanirsa,

S ] F)e(tyglz)y = — (4.6.5)

2 [— (=) )

esitligini elde ederiz. Eger
z z
e(z) V1+Vi+z

ise (4.6.5) toplam (4.6.4) toplamina esit olur. Boylece, g(z) =1 ise,

z

S ——
1++v1+4+2

dir ve bu esitlik diizenlenirse

(z2—1)2:z—|—1

denklemine ulagihir. Bu denklemden ise zp = —1, 2y = 0, 20 = ¢ = =52 ve
23 =¢) = %5 kokleri bulunur. Ancak bu koklerden sadece zo = ¢ = 1+2\/5
oy
1+v1+z

egitligini saglar. Bu durumda,

ST (1 +V1+ z> o 1+2)" = Y [F] F(2)e(z)

520 520
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dir. Benzer gekilde,

iken, z = —1 elde edilir. Boylece,

Z [27] (1 +V1+ z) o (1+2)" (-1
= Z (/] F(2)e(2) (~1)
"~ re
1—g(=1)e'(-1)
- 0 (4.6.7)

dir. Sonug olarak (4.6.6) ve (4.6.7) den (4.6.2) ifadesideki ilk toplam;

-3 (2

olarak elde edilir. Son olarak (4.6.2) ifadesindeki

) (1- Vi) T asey (16.5)
toplamini, 7
Z [2%7] 20t (¥)Hn (14— Z (7] 2" (¥)j+" (14 2)"

olarak diizenlersek, F'(z) = (1 —v1+2)" (14 2)" ve

1—-+v1+2
ofz) = -1 E2
olmak iizere, (4.6.8) toplamim
Z [27] F(2)e(z)’
j=0
bi¢iminde yazabiliriz. Boylece,
z z
g(z) = ) = = | (4.6.9)



olmasi durumunda (4.6.8) toplami

Y [F]F(t)e(tYg(z)

Jj=0

toplamina egittir. (4.6.9) esitligi diizenlenirse,

(2 -1) =241

denklemine ulagihr. Bu denklemden ise zg = —1, 21 = 0, 20 = ¢ = 1+2‘/5 ve
23 =¢ = %5 kokleri bulunur. Ancak bu kéklerden sadece 23 = ¢ = 1_2‘/5
Z —
1-Vitz

esitligini saglar. Simdi, Lagrange inversiyon formiiliiniin (3.3.9) ifadesinden

(4.6.8) toplami, g(z) = 1 olmak iizere,

Z [sz] (1 — 1+ z)ﬂn (1+2)" = Z [zj} F(2)e(z)?

J=0 Jj=0

dir. (4.6.6) ve (4.6.10) den aradigimiz toplami

0= (27) 05 ()]

4An—1

¢4n71 . a
V5

== f4n—1
olarak buluruz.

Burada ikinci 6rnek olarak,

X o))

1<i,j<n+1
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toplamini inceleyecegiz. Benzer gekilde,

A= (1 71)

25 —1
dir ve . e
r S0 (51)
olarak kabul edersek,

R = ek 1 n+i n+]
= D> (1+2) % — 1

=1

= S (142 ("lﬂ> - é—l)i

>0

= vy (e vy ]

elde ederiz. Ayrica

(1+viee) " (- vie)

SRy
—z (77 (Vi)

_ i <é7kt”1) (m)QH (4.6.11)

dir. Simdi 7 > n+1 ve j +n = 2m olsun. Bu durumda j > m > n dir. Boylece
27—=1>2m—-1=m+m—-1>m+n

elde edilir. Diger taraftan j + n = 2m halinde (4.6.11) den dolay1

1
Jj+n Jj+n 1 nts
[(14—\/1—1—,2) - (1—\/14—2) ] %
ifadesinde z nin mertebesi m+n dir. Ancak j > n+1 durumunda 2j—1 > m+n
oldugundan
n—l—%

1) [(1 vizs) - (1 m)”"} SR UL
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olur. Benzer gekilde 7 > n+ 1 ve j +n =2m + 1 durumunda da

[(1 Vi) (1- my*”} a +2z>"+%

ifadesinde 2 nin mertebesi m + n dir. Bununla birlikte 7 +n = 2m + 1 iken
7 >m+1>m > n oldugundan
2j—1 > 2(m+1)—1
= 2m+1
= m+1+m

> m—4+n

dir. Boylece j > n+ 1 ve 7 +n = 2m + 1 halinde de

20 (1 vIF) - (1= viEE) a2

bulunur. Bu durumda,

Z 2j—1)\2i—1
1<4,5<n+1

ey
- ém (1+viFs) T 02 ;W 1=y
) > (1= Vi) oy (1612

sonucuna ulagiriz. (4.6.12) de ilk toplami hesaplamak igin,

pREd (1 +v1+ z) . (1+2)"2 (4.6.13)

j21
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1
ifadesini inceleyelim. F(z) = (1+vI+2)" 2 (1+2)" 2 vee(z) = V1+ VI + 2
olmak iizere (4.6.13) toplam

Z [27] F(z)e(z)
Jj=0
bicimindedir. Onceki érnegimizde izlenilen yolu kullanarak, g(z) = ﬁ seklinde

g(z) fonksiyonunu tanimlayalim.

Y [P E@)e(ty (=) (4.6.14)

720

toplaminda, eger g(z) = oy = Lise (4.6.14) toplami (4.6.13) toplamina egittir.
Baylece, g(z) = 1 ise,
z

S ——
1+vV1+2

dir ve bu esitlik diizenlenirse

(22—1)2:z+1

denklemine ulagilir. Bu denklemden ise zp = —1, 2 = 0, 290 = ¢ =

23 =¢ = %5 kokleri bulunur. Ancak bu koéklerden sadece zo = ¢ = Ltv5

VI1+VI+z

esitligini saglar. Bu durumda Lagrange inversiyon formiiliiniin (3.3.9) ifadesinden,

=1

S (1+viTe) " e = Y [F] Py

i  F(g)
1L —g(p)e' (o)

= 2 (1 - %) a2 (4.6.15)

elde ederiz. Benzer gekilde g(z) = o = —Llise z = —1 dir. Boylece,

F(=1)
1—g(=1e'(-1)
=0 (4.6.16)

SO (14 vITz) Tt 1y =

Jj=1
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dir. Simdi (4.6.12)de ikinci toplami hesaplamak i¢in

> (1-viE)

Jj=1

ifadesini ele alalim.

> ) (1) o
j>1
j+n
_ Z [2%71] 24 (1 - Zl + Z) (14 2)"
j=1
o
= Y[ (%) (14 2)"7 (4.6.17)
j=0

dir. Burada, F(z) = 2 (1—vI+2)" (1 + z)n+% ve e(z) = X2 olmak iizere
(4.6.17) toplam,

seklindedir. O halde,

z z
9(z) = ) - A =1 (4.6.18)
olmasi durumunda (4.6.17) toplami
YT F(®etyg(z)
Jj>0
toplamina egittir. (4.6.18) esitligi diizenlenirse,
(-1 =241
denklemine ulagilir. Bu denklemden ise zyp = —1, 21 = 0, 20 = ¢ = 1+2‘/5 ve

23 =¢) = %5 kokleri bulunur. Ancak bu koklerden sadece z3 = ¢ = 1’2‘/5

: 1
1—/1+z
z

egitligini saglar. Lagrange inversiyon formiiliiniin (3.3.9) ifadesinden aradigimiz

L)e_ _ (1 + %) i (4.6.19)

sonug,
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dir. Boylece (4.6.15) ve (4.6.19) dan

n—+t n+] . 1 _L An+2 L —4n—+2
géﬂ(%—l)(%—l) = 5((1-) o (4 5)7)

= f4n+1
sonucu elde edilir.
4.7 Polinomlar
Hare, Prodinger ve Shallit [2| p(z) = 2™ — 2™ ! — ... — z — 1 polinomunun pozitif

kokii icin bir sonsuz toplam elde etmiglerdir. Ayrica buna bagh baz sonuclarda

bulunmugtur. Simdi bu 6rnekler uygulama olarak verilecektir. p(z) = 2™ —

2™ ! — .. — 2 — 1 polinomunun bir tek pozitif kokiiniin oldugunu bilinmektedir.

Bu kokii, a, ile gosterilsin ve ayrica 3, = O% olsun. Bu 6rnegimizde, a,,, B
m

1
2—am

ve icin seriler elde edecegiz. Kolaylik acisindan «,, = a ve [3,, = 3 olarak

alacagiz.

4.7.1 [ igin bir seri

a, p(z) = 2™ — 2™ ! — .. — z — 1 polinomunun bir kdkii oldugundan, o™ =
a™  +am™ 2+ +a+1dir. Her iki taraf (1—«) ile carpilirsa, (1—a)a™ = 1—a™
ve dolayisiyla, ™™ — 2a™ + 1 = 0 elde ederiz. Ayrica 3 = é oldugundan

B =1+ipm dir. Simdi
1 m+1
e(z) = (z + 5)

olsun ve g(z) = (57 fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda f (2) = z olmak

lizere Lagrange inversiyon formiiliiniin (3.3.9) ifadesinden

= M )]

n=1
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dir. Burada

dn1 . Jqn—1 1 (m+1)n
a1 ) = (’"*5)

_ <<”;+_11> “) (n—1)! (z + %)mnﬂ

dir. Ayrica
(2) z 1
)= — = —
J e(z 2
ise z =0 — % bir ¢oziimdiir. Bu durumda z = 3 — % ve g(z) = ﬁ = % degerleri
)t fat
=Y A e

n=1

esitliginde yerlerine yazilirlarsa

ﬁ_% - i%(%)(“’;tlf”) (n—1)! (%)”‘"*1

serisini elde ederiz. Bdylece

dir.

4.7.2 « icin bir seri

a™tt —2a™ 4+ 1 = 0 egitligi o™ (o — 2) + 1 = 0 olarak yeniden diizenlenirse,

2 — a = a ™ bulunur. Burada,

=3

ve g(z) = 5 olsun. Eger g(z) =27 ise 2 =2 -«



bir ¢oziimdiir. Ayrica

dn—1 . qr1 2\ —mn
e = o (1-3)
(m+1)n—2 " 2\ —mn—n+1
- (= (1 - —)
( no1 )G >
dir. Simdi f(z) = 2z olmak iizere Lagrange inversiyon formiiliiniin (3.3.9)
ifadesinden )
=27 ((m41)n—2\ [1\"
2—a= =
“ HZ:; n ( n—1 ) <2)

elde edilir. Boylece,

dir.

4.7.3 1/(2 — «) igin bir seri

Bu 6rnegimizde

1:2m_@_1i3 (m+1)n\ 1
2 —« 2 24=np\ n+1 )2mihn

n=1
oldugunu ispatlayacagiz. Oncelikle

I =1
S(w) _ _5 Z Hwn [tn-i-l] (1 + t)(erl)n ‘

n=1

tanimlayahm. Burada y = 574 icin

1 Ie=1/(m+1)n\ 1

n=1

1 1 m
S = S JL g Bp—
(2m+1> 2 -« + 2

oldugunu gostermek yeterlidir. 2 — a = o~ ™ egitligi tekrar diizenlenirse

dir. Bu durumda




egitligini elde ederiz.
e(z) = (L+2)"", f'(z) = —e(2)7?

ve w = olsun O halde

z 1
== 4.7.1
w 6(2) oam+1 ( )

ise (4.7.1) egitligi i¢in 2z = % — 1 bir ¢ozlimdiir. Lagrange inversiyon formiiliiniin
(3.2.8) ifadesinden

[e.e]

w n— n
+Zn [t f/()e(t)

dir. Son egitlikte w ye gore tiirev alarak,
—f( ) = Zw [t f (@e(t)”

elde ederiz. w = ﬁ oldugunu dikkate alirsak

dir. Boylece;

e(2)?
e(z) — z¢'(2)

= > W[ f()e(t)”

n=1

/(%)

=[] F@e@) +w[t] f/(Oe)® + > w1 f(D)e(t)e(t)".
sonucuna ulaginz. f'(z) = —e(z)~? oldugundan

e = e ey

dir. Diger taraftan

:——Zw [t"F1] (1 + ¢y on
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dir ve bu esitlikten,

1
2 2/ — 1 e
w S (w) e(z) — ze'(z)
elde ederiz. Boylece
| 1 e(z)?
§(w) = w?  e(z) — ze/(z) 222
ve
B 1 1 e(2)?
Sw) = 2w _/e(z) —ze'(z) 222 dw
1 / e(z) — ze'(2) 1 e(z)2d
2w e(z)2  e(z) —ze(z) 222 ©
1 1
o “Sw + 2 +C

dir. Integrasyon sabiti olan C' degeri, S(0) = 0 oldugundan,

1 {1_1] Loe(z)—1

C = glmis -2 =zim——
_ —lim( + 2) 1
2 2—0 z
B m+1
n 2

olarak bulunur. Bu durumda
1 1 m—+1
Sw) = =5t

. . . 1 o 2 . .
dir. Boylece w = 557 ve 2 = 2 — 1 igin

1 1 m
S = —2M 4 —
(2’”“) 2 —« + 2

egitligine ulagilir.

4.8 Cardano Formiilleri

Rosenkranz 7] genel bir kiibik denklemin bir kokii i¢in seri a¢ilimi elde etmigtir.
Burada bu uygulama verilmektedir. Kiibik bir denklem, a, b, ve ¢ kompleks
katsayilar olmak iizere

2* +ar? +br+c=0
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formundadir. Ancak her durumda bu denklem z = x + § doniigiimii yapilarak,
24 3pz+2¢=0 (4.8.1)

formuna indirgenebilir. Burada, p ve ¢ katsayilar:

a® ab ¢

6+2

w| o
©o| 8§
)
\]

p:

esitlikleri ile verilir. Italyan matematik¢i Cardano 1545 te (4.8.1) in koklerinden

bir tanesi i¢in

z = f/—q+ p3+q2+\3/—q— P +q
esitligini vermigtir. Biz ise burada koklerden birine yakinsayan bir seri elde
edecegiz. Oncelikle g(z) = 2 +3pz olarak kabul edersek problemimiz g(z) = —2¢
denklemini ¢ozmeye doniigiir. Eger g(zp) = —2¢ ve g(z) fonksiyonunun tersi

g~ 1(2) ise aradigimiz ¢oziim olan 2 i¢in 29 = g~ (—2q) egitligi gegerlidir. Boylece
g =) =) et
n=0

olacak gekilde ¢, katsayilarini bulursak

20 = g 2q = Z Cn

n=0

serisini elde ederiz. Teorem 3.1.1 de f(z) = z alindiginda ¢, katsayilari, ¢y =
L(f(2)) = L(z) = 0 ve Vn > 0 igin,

1

Cn = —rTez [9(z)™"]

B TN PR
= nrez [(z +3pz) }

dir. Ayrica

(=" +3p) " =
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acilimini kullanarak n nin cift olmasidurumunda ¢, = 0 ve m nin

olmasidurumunda ise

3m) (=)™ (290>

Cn = Com+1 = (m 2m i 1 <3p)3m+1

sonuclarinielde ederiz. Bu durumda

w=oc2n =3 (V) ()" (20

o 2k+ 1 (3p)3k’+1

dir.

4.9 Cebirsel bir esitlik

tek

Rosenkranz |7] n. dereceden 6zel bir esitligin bir kokii i¢in elde edilen seri agilimi

burada uygulama olarak verilecektir. Burada, n pozitif bir tamsay1 ve a, b € C

olmak iizere, (z + a)” = bz esitliginin koklerinden birine yakinsayan bir seri elde

edecegiz. Oncelikle
(2) = ——=
A (2 +a)"

seklinde g(z) fonksiyonunu tanimlarsak problemimiz,

esitliginin ¢ziimiine doniisiir. o(g(z)) = 1 oldugundan ¢g~!(z) mevcuttur. Béylece

1
9(20) = b
ise aradigimiz ¢6ziim olan zy € C i¢in
1
-102y —
g b) <0

gegerlidir. Eger f(z) = z ise Lagrange inversiyon formiilii kullanilarak ¢=1(2) nin

katsayilar1 ¢, ler
co=L(f)=0

20



ve Vm > 0 i¢in

e = ez [ f’(z)wmn]

Zm
1 mn
= —rez [(z—f—a) }
m 2m

_ ( mn )ga(n_nm
m—1/m

dir. Bu durumda aradigimiz ¢oziim olan zy € C,

w=r =2 () e (50)

m=1

seklinde bir seri toplami olarak yazilabilir.

4.10 Ters Bagintilar

Rosenkranz |7] tarafAgndan bazi ters bagintilar icin genel bir form ve uygulamasi
verilmistir. Bu béliimde bu teoremi, ispatini ve binomial ters bagintiy1 uygulama

olarak verecegiz. Bir ters baginti ¢iftinin genel formu, Vm € N i¢in

m m
Am = Z O-/mnbn = bm = Z anan
n=0 n=0

seklindedir. Burada ay,, ve 8,., katsayilari, sirasi ile sonsuz boyutlu alt ticgensel
A ve B matrislerinin girdileri olarak diigiiniilebilir. Béylece a = (ag, a1,...) ve
b = (b, b1,...) dizilerinden bagimsiz olarak AB = [ esitligi saglandiginda «,,, ve

Bmn katsayilarmin bir ters cift olusturdugu goriiliir.

Asagida verecegimiz teorem bize bu katsayilarin genis bir ailesini verir.

Teorem 4.10.1 f(z) mertebesi 0, g(z) ve h(z) ise mertebeleri 1 olan kuvvet

serilert olsunlar. Bu durumda

Qmn = ez [f(2)g(2)"h(2) "1 ()]

ol



B = rez [f(2) " h(2)"g(2) ™" g'(2)]

katsayilary bir ters cift olusturur.

Ispat: Teorem 3.1.1 de f(z) yerine f(z)g(z)" ve g(z) yerine h(z) yazilirsa m > 0
i¢in A, = @, oldugu goriiliir. Benzer gekilde f(z) yerine f(z)~'h(z)"™ alnirsa
bu kez h,, = B, elde edilir.

m = 0 ve n > 0 olmasi durumunda, h(z) ve g(z) kuvvet serilerinin mertebelerinin

1 olmas1 kabuliinden dolay1 Lemma 3.2.1 den
aon = rez [f(2)g(2)"h(2) 7' (2)] = 0

ve

dir.

Eger m = n = 0 ise yine Lemma 3.2.1 den

g = rez [f(z)h(z)_lh’(z)]
= L(f(2))

ve

Boo = rez[f(2)'g(2)"'g(2)]

bulunur. Béylece

F@)g(2)" = amnh(2)" (4.10.1)
FETRE" =Y Bung(2)™ (4.10.2)
dir.

02



Ters bagmti Ozelligini gostermek igin (4.10.1) esitligini [, ile ¢arpar ne n

lizerinden toplam alirsak, esitligin sol tarafinda, (4.10.2) den dolay

F(2)) Bug(z)" = f(2)f(2) " h(=)*
= h(2)"

elde edilir. Ayni iglemi (4.10.1) nin sag tarafinda da uygulanirsa

hz)F =) (Z @mnﬂnk> h(z)™
m=0 \n=0
esitligine ulagilir ve buradan ise

o)
E amnﬁnk - 5m,k

n=0

sonucu bulunur. Benzer gekilde (4.10.2), ayy ile carpihp n iizerinden toplam

alinirsa, (4.10.1) esitliginden dolay1

FETY awh(z)" = f(2)7 f(2)g(2)*
= g(2)*

elde edilir. (4.10.2) esitliginin sag tarafinda ise ayni iglemlerle

Z ( 5mnank> g(z)m

m=0

toplamini elde ederiz. Esitlikten dolay1

Z < anOénk> g(z)™ = g(z)k

m=0
ve
)
E anank = 5m7k’
n=0
dir.
Son olarak

Qmn = ez [f(2)g(2)"h(2) "1 ()]
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esitliginde n > m ise ay,, = 0 oldugunu gosterecegiz. Oncelikle h(z) mertebesi
1 olan bir kuvvet serisi oldugu i¢in h(z) = zk(z) olacak sekilde mertebesi 0 olan
bir k(z) kuvvet serisi vardir. Boylece

1
Zm—i—l

h(z) " = o k(z)

dir ve k(z) nin mertebesi 0 oldugundan k(z)~™"! de bir kuvvet serisidir. Ayrica
f(2)g(2)" nin mertebesi, Teorem 2.1.1 den dolay1 n dir. Béylece, u(z) mertebesi 0
olan bir kuvvet serisi olmak tizere, f(z)g(2)" = 2z"u(z) saglanacak gekilde u(z) €
C[[t]] vardir. Bu durumda

Qmn = ez [f(2)g(2)"h(z) " H(2)]

n

— rez [Ziﬂk(z)_m_lu(z)}

dir ve n > m oldugundan

o z" —m—1
O, = TEZ Lmﬂk(Z) u(z)]
= 0

dir. Benzer iglemler uygulanarak n > m durumunda (,,, = 0 oldugu da
gosterilebilir. Sonug olarak A = [a,,] ve B = [5,,,] nin alt {iggen matris olduklar

goriiliir. m

Simdi teoremimizi uygulamasi olan bir 6rnegi verelim.

4.10.1 Binomial Ters Baginti

m-+p

. +p) katsayilar1 ile bir ters cift olusturacak sekilde 0G,,,

Burada oy, = (

katsayilarini1 hesaplayacagiz. a,,, katsayisini

O = (m +p) = (m +p> =rez [(1+ Z)™P Zm

n-+p m-—n

seklinde yazabiliriz. Bu durumda

F(2)g(2)"h(z) ™" W (2) = (1 + 2)""P 27!
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esitliginin saglanmas: icin g(z) = z ve h(z) = (1 + 2) " z olarak secersek, #'(z) =
(1+2)% ve f(z) = (1 + 2)?*! bulunur. Elde edilen bu fonksiyonlar, £, icin

verilen
Brn = rez [f(2) ' h(2)"g(2) " g/ (2)]

egitliginde yerlerine yazilirsa

an = rez [(]_ + Z)_p_l (]_ + Z)_n an—m—1j|

- r{g 1+ Z>Sp1znmq
_ (m-p-1
- (i)

bulunur.

Ozel olarak p = 0 degeri icin

elde edilir.
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