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Orsan Kilicer

YEREL SINIR SARTLI YEREL OLMAYAN PROBLEMLERIN
1 BOYUTTAN 2 VE 3 BOYUTA GENISLETILMESI

OZET

Peridinamik (PD), siirekli ortamlar mekaniginin yerel olmayan bir geniglemesi ol-
makla birlikte, yonetici operatorii olarak integral temelli konvoliisyonu ihtiva eder.
R™de, perdinamik teorinin yonetici operatorii, klasik (yerel) operatoriin sinirl bir
fonksiyonudur [2]. 1D’de, Aksoylu ve digerleri |[1] peridinamik formulasyonunu,
Hilbert bazlarimi temel alan bir konvoliisyon operatoriinii kullanarak sinirli bir
bolge icin genellestirdiler. Burada Hilbert bazlari sonsuz bir toplam vermektedir.
Boylelikle, yerel siir kogullari, klasik operatoriin sinir sartlarina uygun olarak
bulunan Hilbert bazlar1 yardimiyla, yerel olmayan teorilere uygulanabilmig oldu.

Sonsuz toplamin integral gosterimi, uygun bir niimerik hesaplamaya izin verdigi
icin olduk¢a kullamighdir. Bu tezde, [1]'in sonuglari 2D ve 3D’ye genigletilmig
ve anti-periyodik ve periyodik sinir kogullarini saglayan yonetici operatorlerin

integral gdsterimleri bulunmustur.

Neumann ve Dirichlet sinir kogullarinin integral gosterimi karmagiktir. Bunun
yerine, 1D’de, anti-periyodik ve periyodik sinir kogullar1 ve fonksiyonun ¢ift ve tek
pargalar1 kullanilarak Neumann ve Dirichlet sinir kogullart bulundu [1]. Burada,
'basit’ (simple) denilen konvoliisyonlar kullanildi. Bu tezde, bu yapilar 2D ve
3D’ye genisletildi. Ek olarak, yonetici fonksiyonlarin agik formlar: verildi.

Anahtar Kelimeler: Yerel olmayan teori, operatér teori, 6z bazlar, kon-

voliisyon.
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Orsan Kilicer

EXTENSION OF NONLOCAL PROBLEMS
WITH LOCAL BOUNDARY CONDITIONS
FROM 1 DIMENSION TO 2 AND 3 DIMENSIONS

ABSTRACT

Peridynamics (PD), a nonlocal extension of continuum mechanics, employs an
integral based convolution as the governing operator. In R" Beyer et al. |[2]
showed that the PD governing operator is a bounded function of the classical
(local) operator. In 1D, Aksoylu et al. [1] generalized the PD formulation to
a bounded domain using a convolution operator based on Hilbert bases, which
gives rise to an infinite sum. This way, local Boundary Conditions (BCs) are
incorporated to nonlocal theories through Hilbert bases of the classical operator
with the chosen BC.

An integral representation of the infinite sum is very useful, as it allows for a
convenient numerical implementation. We extend the results in [1] to 2D and
3D and provide integral representations of the governing operators employing
antiperiodic and periodic BC.

Direct integral representations of the Neumann and Dirichlet BCs are involved.
Instead, in 1D, a construction, called as simple convolution, was given [1] to
obtain Neumann BC and Dirichlet BC, using antiperiodic and periodic BC. We
also extend this construction to 2D and 3D. In addition, we provide explicit
expressions of the corresponding regulating functions.

Keywords: Nonlocal theory, operator theory, eigenbasis, convolution.
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1. GIRIS

Baz1 doga olaylarini agiklayabilmek i¢in yerel olmayan teorilerin gelismesi gerek-
mektedir. Fizik alaninda, yerel olan nokta parcacik kurami olaylar: iyi acik-
layamamaktadir.  Tiim temel fizik teoremleri yereldir.  Yerel teoriler ile
kiyaslandiginda yerel olmayan teorilerin formiile edilmesi daha cok alternatif
icermektedir. Ancak, deney ile uyusan yerel olmayan teori insa etmek, yerel

olana kiyasla daha zordur.

Klasik dalga egitligi dalga olaymin ancak bir kismini agiklayabilmektedir. Self-
adjoint operatorlerin fonsiyonel analizini kullanarak elde edilecek daha basarih
bir model insa etmek daha mantiklidir. Ornek olarak klasik operatoér olan A
yerine onun uygun bir fonksiyonu f(A)’nin kullanilmas: verilebilir. Bu yaklagimin
avantajlarindan birisi, A’da saglanan her bir simetri 6zelligi, f(A) igin de
korunmaktadir. f fonksiyonuna ’'dizenleyici (requlating) fonksiyon’ denmektedir
[1]. Sonug olarak, oteleme, déndiirme ve bunun gibi klasik simetrilere gore
degismemesi gerekli 6zellikler korunmaktadir. Diizenleyici fonksiyonun se¢imi

aragtirma konusudur.

Tezin yazar1 yerel teorilerin ¢oézemedigi bazi olaylar1 ¢ozebilen yerel olmayan
teoriler ile ilgilenmektedir. Kirik ilerlemesi [3] ve viskoelastik soniimlenme [4],
peridinamik ve parcgali tiirevler ile modellenmigtir. Bu iki teorem de yerel olmayan
teoridedir. Benzer operatorler yerel olmayan difiizyon [5, 6, 7|, popiilasyon
modelleri [8, 9], goriintii igleme [10, 11|, parcacik sistemleri [12] ve faz gegisi
[13, 14| gibi uygulamalarda kullanilmaktadir.

Katilardaki stabil durumun kalkmasi ardindan dalga olugur. Dalga denklemi,

deformasyonun evrimi konusundaki temel teoremdir. Klasik elastisite teorisi,



malzemelerin kirik ve catlaklarinin biiyiimesine karsi direnclerini karakterize
eden ve modelleyen bagarili bir modeldir. Silling [3] kirk ve ¢atlaklarin di-
namigini tahmin edebilen, siirekli otamlar mekaniginin yerel olmayan geniglemesi
olan peridinamik teoriyi geligtirmigtir. Peridinamik yerel olmayan bir teori
oldugundan, yerel sinir kogullarinin peridinamik teoriye uygulanamayacak olmasi
diigiiniinlebilir. Ancak Aksoylu ve digerleri [1] bu iddianin dogru olmadigini
gosterdi.

Tez, su sekilde ilerlemektedir (1D {izerine her ¢aliyma iki makaleden almtidir

1, 2|):

Boliim (2.1)’de Hilbert uzaylar iizerinde konvoliisyonlar tanimlandi. Bu kon-
voliisyonlar tizerine calisildi. “Dizenleyici (regulating) fonksiyon’ tamimlanda.

Hilbert uzaylarindaki konvoliisyonlar, Hilbert bazlar1 yardimiyla yazildi.

Bolim (2.2)’de, Aksoylu ve digerleri [1|, hangi sartlar altinda ¢6ziimlerin sinir
sartlarin1 sagladigini buldular.  Hilbert-Schmidt operatorleri sinir gartlarini
saglama konusunda 6nemli bir rol oynar. Hilbert-Schmidt kogsulu sayesinde
gerceklenen diizgiin yakinsaklik 6zelliginden dolayi, limitlerin yer degisimi giin-
deme gelmektedir. Bundan dolayi, smir kogullart saglanmaktadir. Ayrica,
Hilbert-Schmidt 6zelligi girdinin ’dizginlestirmesini (smoothing)’ saglar. Bu
durum, L?deki bir fonksiyonun, simirda siirekli olan bir fonksiyona gotiiren bir
fonksiyonun olmasi demektir. Tiirev iceren durumda da ek sartlar ileri siirerek,
diizgiin yakinsaklik saglanir. Bu da limitlerin yer degistirmesine gotiiriir. Sonug

olarak, tiirev iceren sinir kogullar1 da saglanmig olur.

Bolim (2.3)’de, 1D’de, periyodik, antiperiyodik, Neumann ve Dirichlet sinir
kogullar1 gosterildi. periyodik ve antiperiyodik sinir sartlarinda, soyut konvoliisy-
onlarin integral gosterimleri gorece direkttir. Ancak, Neumann sartinda, bu
gosterim ‘yari-dalga’ simetrisine ihtiyag duyar ki bu biraz karigiktir. Dirichlet
sartinda, gosterim integral formunun limitleri gseklindedir. Neumann ve Dirichlet
siir gartlar i¢in ‘basit (simple)’ konvoliisyonlar verilmigtir. Bu konvoliisyonlar
mikromodiiliis fonksiyonunun periyodik ve antiperiyodik genislemesi ile baglan-
tilidar.



Bolim (3)’de, 2D ve 3D’de periyodik ve antiperiyodik smir gartlarinin soyut
konvoliisyonlar1 verilmistir. 1D’den 2D ve 3D duruma c¢ikmak icin, 1D’deki
oz fonksiyonlarin tensér carpimlart kullanildi. 2D’ye ¢ikmak igin, periyodik ve
antiperiyodik sinir gartlari icin sirasiyla, ¢ekirdek fonksiyonu C’nin z ve y yoniinde
periyodik ve antiperiyodik genislemeleri yapildi. 3D’ye ¢ikmak i¢in, periyodik ve
antiperiyodik sinir gartlari icin sirasiyla, cekirdek fonksiyonu C’nin z, y ve z

yoniinde periyodik ve antiperiyodik geniglemeleri yapildi.

Bolim (4)’de, programlama icin yardimei olacak periyodik genigleme haritas,

sirasiyla 2D ve 3D igin verildi.

Bolim (5)’de, Neumann ve Dirichlet sinir kogullar i¢in, 2D ve 3D’de, basit
konvoliisyonlar verildi. Bu basit konvoliisyonlar, mikromodiiliis fonksiyonun

periyodik ve antiperiyodik geniglemelerine baghdir.



2. SINIRLI BOLGELERDE YAPI

Siirh bolgelerde, Beyer ve digerleri [2]|, peridinamigin, klasik operatér A’nin

yonetici fonksiyonu olan f(A)’y1 kullandigim buldular:
fptet)s = [ Cly-alale.t) - ulyt)dy

- (/ C(y)dy) u(z,t) — / Clx —y)uly, t)dy.

Banach cebiri yapist korunarak, sinirli bélgelerdeki konvoliisyonlarin genellegtirmesi,
L'(R™)’deki fonksiyonlara uygulanabilir mi? Aslinda, bdyle bir genellegtirmenin

periyodik fonksiyonlara uygulanabildigi bilinmektedir.

2.1 Hilbert Uzaylarindaki Konvoliisyonlar

Simirsiz bolgelerde, Beyer ve digerleri [2| yonetici fonksiyonun, klasik yonetici
operator olan Laplace operatoriiniin bir fonksiyonu oldugunu buldular. Bundan
dolay1, sinirh bolgelerde, yonetici fonksiyonu denk gelen klasik (lokal) operatoriin
fonksiyonu cinsinden diigiinmek dogaldir. Bu durum, yerel olmayan durumlar

icin yerel sinir kogullarinin uygulanmasini ortaya cikarir.

Kolayhk icin, klasik operatorii, uygun simir kosullarini iceren Laplace oper-
atoriiniin bir kat1 olarak sectiler. Sinirhi bolgelerde, periyodik, anti-periyodik,
Neumann ve Dirichlet gibi sinir kosullarinda, Laplace operatoriiniin spektrumu
piir olarak ayriktir. Ek olarak, her bir sinir kosula denk gelen 6z fonksiyonlar

olan eglar’n direkt olarak hesapladilar. Burada, kisaltma olarak p, a, N, D



harfleri kullanildi. Bunlara karsihk gelen sinir kogullar: sirasiyla: Periyodik, anti-
periyodik, Neumann ve Dirichlet’dir. Bu 6z fonksiyonlar Hilbert bazi olustururlar

(tam ortonormal baz). Genigletilmis konoliisyon operatorii su sekilde tanimlanir:

Corpc =Y (ex]C) (ex|u) ex. (2.1)
Burada:

1
(eln) = [ eilyulu)dy.
1
(Coziilen yerel olmayan dalga denklemi su gekildedir:
u(z,t) == o(Apc)u(z,t) =0, z€(-1,1),t€[0,T].

Burada: T > 0, ¢ : 0(Agc) — R smurh bir fonksiyondur ve Agc, spektrumu
o(Agc) olan klasik (lokal) bir operatordiir. Ornegin, (2.1)’deki konvoliisyon ¢ —
C'xgc yonetici fonksiyonunu ifade eder. Burada, ¢ uygun bir sabittir. Diizenleyici

fonksiyon ¢ : 0(Agc) — R su gekilde ifade edilir:
©(Agc) := ¢ — C xpc .
w’nun Hilbert bazi cinsinden gosterimi su sekildedir:

u= Z (ex|u) eg.

Béylelikle su sonuca ulagilir:

(c— Crsc)u =Y [c— (e C)] {exlu) ex =D oA (exlu) e

Burada, (A, ex) klasik operatoriiniin 6z ¢iftlerini gosterir.



2.2 Operatorlerin ve Siir Kosgullariin Diizgiin-

lestirici Fonksiyonlari

Motivasyon olarak, [—1, 1] arahginda tanmiml u = X[_1/21/2) + 1'nun Dirichlet 6z

fonksiyon genislemesi 6rnek verilebilir.

o0

u = Z (ep|u) €p.

1

N

> (eRlu) e}

1
fonksiyonu [ iizerinde sonsuz kere diferansiyellenebilmesine ragmen ve de Dirichlet

sinir kogullarini saglamasina ragmen, u ne siireklidir ne de siir kogullarini saglar.
Bu durum su sorunun sorulmasina sebep olur: Hangi durumlarda ¢oziim sinir

kogullar1 saglanir?

2.2.1 Tirev igermeyen Sinir Kosullarinin Saglanmasi

Aksoylu ve digerlerinin [1] makalelerinde, bu sorunun cevabu verildi. Bu durumda,
Hilbert-Schmidt 6zelligi diizgiin yakinsaklik argiimanini giindeme getirir. Bu

ozellikle, simir kogullar: icin limitlerin yer degistirmesi uygulanabilir.

Theorem 1 (Bir Operatoriin Diizgiinlestirici Fonksiyonlar:1 ) ¢, K > 0,
n € N* olsun. Q C R" bos olmayan, swmrl ve agik bir kiime olsun. A,
LA4(Q) iizerinde yogun tanwymly (densely-defined), lineer ve self-adjoint olan ve piir
nokta spektrumuna sahip (pure point spectrum) bir operator olsun. Pir nokta

sprektrumu ozelligi ile Hilbert bazi olan oz fonksiyonlar tanimlanabilir:

(%)keN*.

Ozel olarak, tim k € N*lar icin, eylara karsibk gelen 6z degerlere Ny, denilsin.
Ayrica, Q-0 acik ve swmrl olsun ve tim k € N*ler icin, e, bazi é, €

C(Q, C)larin ksitlamis olsun ve su kosulu saglasin:

éx]]oo < K.



Son olarak, f € Ug(o(A),C), u € LA(Q) ve b : R — LZ(Q) siirekli olsun. Bu

durumda su durum gecerlidir:

1. f(A) Hilbert-Schmidt’dir ancak ve ancak
(1F ) ) ke

toplanabilirdir.

2. f(A) Hilbert-Schmidt ise, f(A)’'mn Q tizerinde ve de Q’man tim limit x
noktalary i¢in stirekls bir genislemesi vardar.

lim[f(A)ul(y) =D F(0) (exlu) (ilgi er(y))-

y—x
k=1

2.2.2 Tirev igeren Sinir Kosullarinin Saglanmasi

Aksoylu ve digerleri [1] piir nokta sprektruma sahip olan operatorlerin tiirev
iceren sinir kogullarimi incelediler. f(A)'nin 6z degerleri iizerinde tanimlanan ek
sontimleme sartlari ile, diizgiin yakinsaklik durumu elde edilmektedir. Bu diizgiin

yakinsalik durumu, limitlerin tiirevlerde de yer degistirmesini saglamaktadir.

Theorem 2 (Bir Operatoriin Diizgiinlegtirici Fonksiyonlar: IT) Tirev i-
cermeyen teoremin kabullerine ek olarak, 2 = 1, Q = T olsun. Ayrica I ve
1/'\, R'nin bos olmayan araliklary olsun. Ek olarak, f(A) Hilbert-Schmidt olsun.
Ayrica, tim k € N* icin e, tirevlenebilir olsun ve tirevlerinin ? tzerinde stirekls

€}, fonksiyonlary olsun. Son olarak,

(lleklloof (M) ¥ ren-

toplanabilir olsun.

Bu halde, f(A)u € C*(I,C) ve I’'mn tiim x limit noktalars igin

lim[f(A)ul(y) = Z J (e (ex|u) (}/gfglc er(y))

lim[f(A)ul'(y) = > FO (erlu) (lim ¢, (y)

gecerlidir.



2.3 1D’deki Cesitli Simir Kosullarr icin Tanim-

lanan Konvoliisyonlar

Hilbert bazlarinin se¢imi genellegtirilmig konvoliisyonu belirler. Bu konvoliisyona
kanonikal’ (canonical) konvoliisyon denmigtir |1|. Dirichlet ve Neumann durum-
larinda, soyut konvoliisyonun integral forma bagi direkt degildir. Obiir taraftan,
periyodik ve antiperiyodik sinir kogullarinda, bu bag direktir. Bu durumlarda,

mikromodiil fonksiyonunun periyodik ve antiperiyodik geniglemesi gereklidir.

Neumann ve Dirichlet sinir kogullarinda, Aksoylu ve digerleri [1]| "basit’ (simple)
dedikleri ek bir konvoliisyon iizerine caligtilar. Bu konvoliisyonlar, periyodik
ve antiperiyodik smir kosullarindan esinlendi. Cift mikromodiil fonksiyonu ile
tanimh cift ve tek girdi fonksiyonlarimin kullanildigi, periyodik ve antiperiyodik
sinir kogullarinin konvoliisyonlarinin belirli kombiansyonlari, Neumann ve Dirich-

let sinir kosullarini dikte eder.

2.3.1 Periyodik Sinir Kosullari

A, : D(A,) — L&(I) operatorii su sekilde tanimlanir:
D(A,): ={ue C*I,C): lim,, ;u(x) = lim, ,; u(x),
lim, , ;v (x) = lim,_, _; u/(x)}.

Ayrica,
1
Apu = ——u”.
T

A,, 6zdegerleri agagidaki gibi tanimlanan piir ayrik bir spektrum o(A,)’a sahiptir:
o(A,) = {k*: k e N}

Her bir k € Z icin, k? 6z degerine karsihik gelen normalize edilmis 6z fonksiyonlar

su gekilde tanimlanir:

Sonug olarak, (ex)rez, L(I)'de bir Hilbert bazidir. Ayrica 0, basit bir 6z degerdir.



Kanonikal Konvoliisyon ve integral Gosterimi

Bu konuda, *,, LZ(I)’de tanimh soyut konvoliisyondur ve (ex)gez bazina baghdur.

Cift C € L*(I) ve ¢ € R i¢in su esitlik tanimhdir:
1t
Cx,u)(r) = — Cy(x — y)u(y)dy.
(o) = [ Cla =iy

Burada, ép, C’nin R {izerindeki periyodik fonksiyona geniglemesidir. Agagidaki

baglantilar yazilabilir:

~

Clz)=C(zx+2), VzxeR

ve

2.3.2 Antiperiyodik Simir Kosgullar:

A, : D(A,) — L&(I) operatorii su sekilde tanimhdir:

D(A,): ={ue C¥I,C): lim,, ju(r) = —lim,_; u(x),

lim, , 4/ (z) =—lim,, ;4 (x)}

ve

1
Aau = —FU

"

A, piir ayrik bir spektruma o(A,) sahiptir. o(A,) su sekilde tanimhdar:
1
o(A,) ={(k+ 5)2 : k e N}

Her bir k € Z i¢in, (k + 1)? 6z degerlerine karsihk gelen normalize edilmig 6z

fonksiyonlar su sekildedir:
ieiﬂ(k—&—%)%c.

ex(z) = 7

Sonug olarak, (ex)rez, LA(I)'de taniml bir Hilbert bazidir.



Kanonikal Konvoliisyon ve integral Gosterimi

Bu konuda, *,, LZ(I)’de tanimh soyut konvoliisyondur ve (e, )rez bazina baghdir.

Cift C € L*(I) ve ¢ € R i¢in su esitlik tanimhdir:
R
(i) = = [ Cule =ty

Burada, (ja, C’nin R iizerindeki antiperiyodik fonksiyona geniglemesidir. Agagi-

daki baglantilar yazilabilir:

~ N

Clx)=-C(z+2), VreR

ve

2.3.3 Neumann Sinir Kosullar:

Ay : D(Ay) = L4(I) operatorii su sekilde tanimlanir:

D(Ay) :={u € C*(I,C) : lim v/(x) = limv/(x) = 0}

z——1 rz—1
ve

4
Ayu = ——2u".
T
Ay, 6zdegerleri agagidaki gibi tanimlanan piir ayrik bir spektrum o(Ay)’a sahiptir

(burada 6z degerler basittir):
o(Ay) = {k*: k € N}.

Her bir k& € N i¢in, k? 6z degerine karsilik gelen normalize edilmis 6z fonksiyonlar
su gsekilde tanimlanir:

\/Li’ itk=20

cos(mk(x +1)/2), if k#0.

ex(x) =
Sonug olarak, (ex)ren, L&(I) de bir Hilbert bazidur.
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2.3.3.1 Basit Konvoliisyon ve integral Gosterimi

C € L*(I) cift, w € LA(I) ¢ift, z € I ve k € N* olsun. Bu durumda su esitlik
gecerlidir:

C*puzz<ek|C (ehluy, e Z(pl ) (ex|u),

kEZ

Burada, ¢ € B(o(Ax),C) su sekilde tanimhdir:

0, k € N tek ise
<e£/2|C>2, k € N ¢ift ise

<P1(k2) =

ve

C * <;1ft - §01<AN>

Burada, ortogonal projeksiyon Py : LZ(I) — LZ(I), her h € L4(I) i¢in, su
sekilde tamimlidir:
1
Fanh = §(h + ho (—idy)).

Ek olarak, ¢ift C' € L*(I), tek u € L&(I), z € I ve k € N durumlan igin su esitlik
gecerlidir:

C*au:Z(ek|C (ex]u), ngg ) {ex|u),

kEZ

Burada, @2 € B(c(Ay),C) su sekilde tanimhdir:

) 0, k € N* cift ise
p2(k7) =
<e?k71)/2|6’>2 , ke N* tek ise

and
C *q -Ptek - 902<AN)

Ortogonal projeksiyon P : L2(I) — L4(I), tiim h € L2(I) igin, tammu goyledir:

1 .
P(;ifth = §(h —ho (—Zd[)),

11



2.3.3.2 Kanonikal Konvoliisyon ve integral Gosterimi

Mikromodiil fonksiyonu, C', su gekilde yazilabilir:
C =0C,+Cs.

Burada:

| =

Ci(z) = S[C(lz]) + C(A = |2)],  Cal2) ¢=%[C(\$!)—C(1—\w!)]-

~ DN

Cl ve CQ € L%(I
z € 10,1/2] i¢in:

cifttir. "Yari-dalga’ 6zelligi denilen 6zellige sahiptir. Yani, tiim

Ci(1—2) = F[O(1 — ) + O~ |1~ )] = [C(~ 2) + O@)] = Ci(a),
Co(1— 1) = [O(1 — ) ~ €~ 1 — )] = [0~ 2) — O(a)] = ~Co(a).

Sonug¢ sudur:

Copule) = Y (exlC)y (exlu)y ex(2)

Burada: \/_ )
2—-1 .
5 /1 CT(y)dy +

2L i

-1

2.3.4 Dirichlet Sinir Kosullari

Ap : D(Ap) — LA(I) operatorii su sekilde tanimlanir:

D(Ap) == {u € C*(I,C) : lim u(z) = limu(z) = 0}

r——1 rz—1

ve



Ap, 6zdegerleri agagidaki gibi tanimlanan piir ayrik bir spektrum o(Ap)’a sahiptir
(6z degerler basittir):
o(Ap) = {k* : k € N}.

Her bir k € N* i¢in, k? 6z degerine karsilik gelen normalize edilmis 6z fonksiyonlar
su sekilde tanimlanir: L
. km
er(z) = sm(7(:v +1)).

2.3.4.1 Basit Konvoliisyon ve integral Gosterimi

C e L*(I) cift, w € LA(I) tek, = € I ve k € N* olsun. Asagidaki baglant

yazilabilir:

C*puzz<ek]0 (ehluy, e :Z<p1 ) (ex|u),

kEZ

Burada, ¢ € B(o(Ap),C) su sekilde tanimhdir:

0, k € N* tek ise
<€Z/2|C>2, k € N* ¢ift ise

p1(k?) =

ve

C *p Pk = 901(AD)~
Ayrica, ¢ift C € L*(I), ¢ift u € LA(I), x € I ve k € N igin su esitlik gegerlidir:

C*au:Z(ek|C (ep|u), Zgog ) (ex|u),

kEZ

Burada, ps € B(o(Ap), C) su sekilde tanimhidir:

0, k € N* is even

(e‘(lkfl)/2|0)2, k € N* is odd

@2(’?2) =

ve

C *q Peven = WQ(AD)
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2.3.4.2 Kanonikal Konvoliisyon ve integral Gosterimi

Cift C icin su esitlik gecerlidir:

(Crou)(x) =) (elC), (erlu)y ex()

keN*
1 [t — 1 [P —
= 5/ PC,(x — y)u(y)dy + 5/ PC(—x — y)u(y)dy
-1 -1
1

= /_1 (Ca — PCL)(x — y)uly)dy + % /_1 (Ca — PCL)(—2 — y)uly)dy.

Burada, éa, C’nin R iizerindeki 2-antiperiyodik geniglemesini gostermektedir.

Ayrica, P asagida verilen uzayin kapaniginin ortogonal projeksiyonudur:
Span({eqy1 : 1 € N}).

1653, PC’nin R iizerindeki 2-antiperiyodik geniglemesidir.

2.3.4.3 Kanonikal Gosterimde Kullanilan Projeksiyonun Go6sterimi

u € LZ(I) igin,

Pu— Tim sin[m(n 4 5)(id; + 1)] sin[m(n + 1) (id; + 1)] . %[u o (—idy)

T—00 sin[m(id; + 1)]

yazilabilir. Burada, *, [ iizerinde taniml integral konvoliisyonudur ve limit L(QC(I )

tizerinde uygulanir.
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3. 2D VE 3D ICIN SOYUT
KONVOLUSYONLAR

3.1 2D’de Periyodik Sinir Kosullar1 icin Soyur

Konvoliisyon

2D’de, I x I = [—1,1] x [—1,1] iizerinde sinir deger kogullarini saglayan yerel

operator su sekilde tanimlanir:

-1
Au = ?(um—i-uyy).

Periyodik sinir kosullar1 su sekilde tanimlanabilir:

lim u(z,y) = lim u(z, y), Jim u(z,y) = limu(z, y),
aslinfll uac(xa y) = iliq U:v(xv y)v ylilill Uy(l‘7 y) = ilgq Uy(l‘7 y)

Oz fonksiyonlar 1D’dekilerin tensoér carpimi ile bulunabilir:

1 .1 1
en(z,y) = ex(z)e(y) = Eemmﬁemy = §€m(m+ly)~ (3.1)

Soyut konvoliisyon, (3.1)’da verilen A’nin Hilbert bazi kullamlarak bulunabilir:

Copulz,y) = > {enlC) (enlu) en(z,y). (3.2)

k€7
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Terimler toplamda yazilir:

C xpu(z,y)

> (en|C) (enlu) ex(z, y)

kl€Z

(52 culena)” (ulCY eutssDfus)

<Z<y> (Clew) (s, 1)ufs, 1)

<Z ez, v)" (Clew)} euls, Dlu(s, )

- (32 {leu. 1o () = (Dbt a0

5 G ()~ (s >>}ru<st>>

/ / po((z,y) — (s,t))u(s,t)dsdt
~1J-1

16



(3.2) egitligini integral gosterimine baglamak icin, toplamdaki her bir terim

hesaplanir:
er (v, y)" (Clew) = ex(z) er(y)” (Clew)
= /_1 _lek(x)*el(y)*C’*(s,t)ek(s)el(t)dsdt

= / er(—x)e(—y)C* (s, t)ex(s)e (t)dsdt

C*(s,t)ex(s — x)e(t — y)dsdt

\L\H

1+x

Ak

Cp (s, t)er(s — a:)ds} et —y)dt

==

—14x

A~

C'p (s + x, t)ek(s)ds} et —y)dt

—

==

o=
— =~ AN

@ﬂs+moq@—wﬁ}%@ms

I+y

Cp2"(s+x,t)et — )dt} ex(s)ds

|
—

—

—1+y

Coo'(s 4zt + y)el(t)dt} ex(s)ds

|\

1

==
—_

~

Cpo(x — s,y —t)e(—t)ex(—s)dsdt

==
==

~

el(t) er(s)" Cpa*(x — s,y — t)dsdt

==

— T

==

~

eri(s,1) Cra*((z,y) — (s,t))dsdt

NNNN\\‘\‘\‘\

[ay
—_

(e, ) [Coa™((,9) = ()

C’nin x yoniindeki 2-periyodik geniglemesi su gekilde tanimlanir:

N[~ N~ NI~ N~ N~ N N N N N

Cp(l’,y) = ép(l‘—i—Q,y), T C R? y € [_17 1]7
Cp(x>y) = C(.ﬁlﬁ,y)7 VS [_171]a ) € [_17 1]

C’nin y yoniindeki 2-periyodik geniglemesi su gekilde tanimlanir:

C’p72(x,y) = C*p(x,y+2), re[-1,1, yeR,

~

Cpﬂ(x?y) = ép(m7y) = C(xay)v YIS [_17 1]7 ye [_17 1]' (33)

(3.3) esitligindeki C‘p,Q de, C’nin bir geniglemesidir.
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3.2 3D’de Periyodik Smir Kosullar1 icin Soyut

Konvoliisyon
3D’de, I x I = [—1,1] x [-1,1] x [-1,1] {izerinde periyodik simir kogullarini

saglayan yerel operator su sekilde tanimlanir:
Au = ?(um + Uyy + Usy).

Periyodik sinir kogullar: su sekilde tanimlanabilir:

= limu(z,y, 2),

( )
lim u(x,y,2) = limu(z,y,z),
y——1 y—1
lim u(z,y,2) = limu(z,y, 2),
lim u,(z,y,2) = limu.(z,y,z2),
z——1 z—1
lim uy(z,y,2) = limu,(z,y,=2),
y—1
( )

= limu,(x,y,2).
z—1

Oz fonksiyonlar, 1D’dekilerin tensér carpimlari ile bulunur:

1 1 1 1

tkmx ilmry imrz _ eiﬂ'(kx—l—ly—l—mz)

lem($7y, Z) = ek(x)el<y)6m(z) = Ee \/56 \/56 2\/5 :
(3.4)

Soyut konvoliisyon, (3.4)’da verilen A'nin Hilbert baz1 kullanilarak bulunabilir:

Cxpu(x,y, z) = Z {(erim|C) (exim|u) exm (T, y, 2). (3.5)

k1 mezZ
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Terimler toplamda yazilir:

Copul,y,2) = Y {erm|C) (extm|u) exim(z,y, 2)

k,lmeZ
Z rim (T, Y, 2 €kzm\0> erim (8,1, w)|u(s,t,w))
k,l,m€eZ
= < Z eklm(xa Y, Z)* <C|6klm> eklm(s,t,w)|u(s,t,w)>
k,lm€eZ
= < Z <{€klm(I7 Y, ’Z)* <C|eklm>} eklm(su ta UJ)|U(8, tv w)>>
k,l,meZ
1

53 2 {(etn (. )Cps™ (@5 2) = () eaam(s.tw) } lu(s, t,w))

= f<{ 3 ((@,2) - <stw>>}|u<s,t,w>>

-5 / 1 / 1 / Cpa(a:2) = (5.t w)u(s, b w)dsdd
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(3.5) esitligini integral gosterimine baglamak icin, toplamdaki her bir terim

hesaplanir:

erim (T, Y, 2)" (Clewm) = ex(z) er(y) em(2)™ (Clexim)

ex(z) e (y) em(2)"C™ (s, t,w)ex(s)e(t)em(w)dsdtdw

—_

(=) em(—2)C% (s, t, w)er(s)er(t)em (w)dsdtdw

('b
S
—
|
8
N~—
Qo

I I
—
—

—_

1 1 1
= — C*(s,t,w)er(s — x)e)(t — y)em(w — 2)dsdtdw
| [ [ et =t - e -2
1 1 1 o
= —— C, (s, t,w)e s—xds}e t—ylen(w — z)dtdw
55 AL G twents s et = et - 2)
1 1 1 o
= — C + z,t, d t—y)e,(w — 2)dtd
A /_1 b (s +x,t,w)ek(s) s}el( y)em(w — z)dtdw
1 1 1 o
- C, (s+ x,t, t—y)dt m(w — z)dsd
A /_1 b (s+z,t,w)e(t —y) }ek(s)e (w — z)dsdw
1 1 1 4y

Cp,Q*(S +z,t, w)el(t — y)dt} ek(s)em(w — z)dsdw

—

—1+y

—_

1

[y

~

Cp,Q*(S +z,t+vy, w)el(t)dt} €k(8)6m(w — z)dsdw

I
- <)
'\'\‘\‘\L\'\'\'\'\
'\'\‘\‘\L\'\'\'\'\
— A A A A

2v2J 1/ /1
1 1l 1
= NG / Cp2* (s +x,t+y,w)e,(w— z)dw} ex(s)dsdt
11 U
1 11 14z
= — Cps™(s+a,t +y,w)en,(w — 2)dw p eg(s)e(t)dsdt
2v2 )1 ) /—1 .
1 1 1 1+A
= NG Crs*(s+x,t+y,w+ z)em(w)dw} ex(s)e(t)dsdt
1J-1 W
1 111
= Wi / / Cps (s +x,t+y,w+ 2)en(w)eg(s)e(t)dsdtdw
—1J-1J4
1 b

Cps'(x — s,y —t,z —w)e(—t)ex(—$)em(—w)dsdtdw

==

[\
»—S
[\

~

el(t) ep(s) em(w) Cps™(x — s,y — t, 2 — w)dsdtdw

==
==

~

€klm(8, t? w)*prg*((l’, Y, Z) B (87 t7 w))dsdtdw

I
-3

—_
|
—_

—_

[\
»—S
[\

N

{erim ()| Cps™((2,9,2) = ()

S
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C’nin x yoniindeki 2-periyodik geniglemesi su gekilde tanimlanir:

~ ~

DTy, z) = Clz+2,y,2), 2eR, ye[-1,1], ve z € [-1,1]
Vx,y,z) = Cleyy,z), ze€l-1,1], ye [-1,1], z € [-1,1].

C'nin y yéniindeki 2-periyodik genislemesi z € [—1,1], y € R ve z € [—1,1] icin
su sekilde tanimlanir:

~ ~

OP72(J:7 Y, Z) = Cp,Q(I7 y+ 27 Z)

Ayrica, z € [—-1,1], y € [-1,1] ve z € [—1,1] igin gu egitlik gecerlidir:

~

Cpalw,y) = Cylw,y,2) = Clx,y, 2). (3.6)

~ ~

(3.6) esitligindeki C'po de, C’nin bir geniglemesidir. C)o'nin z yoniindeki 2-

periyodik geniglemesi z € [—1,1], y € [-1,1] ve z € R i¢in su gekilde tanimlanir:
ép,3<x7 Y, Z) = CA’p,3(l’7 Yy, 2+ 2)

Ayrica, x € [-1,1], y € [-1,1] ve z € [—1, 1] i¢in agsagidaki esitlik gecerlidir:

Cps(x,y,2) = Cpalz,y, 2) = Cpx,y, 2) = C(x,y, 2). (3.7)

(3.7) esitligindeki CA'p73 de, C’nin bir geniglemesidir.

3.3 2D’de Anti-Periyodik Sinir Kosullar: i¢in So-

yut Konvoliisyon

2D’de, I x I = [—1,1] x [—1,1] iizerinde anti-periyodik smir deger kosullarini
saglayan yerel operator su sekilde tanimlanir:
—1
Au = F(um—i-uyy),

Anti-periyodik siir kosullar: su sekilde tanimlanabilir:

xll}I_HU(ZE,y) = —ilgiu(x,y), y1_1>II_11U(ZE,y> = _ZlJligu(x?yL
lim u,(x,y) = — lim u,(x,y), lim u,(x,y) = —limu,(x,y).
z——1 z—1 y——1 y—1
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Oz fonksiyonlar 1D’dekilerin tensér carpimi ile bulunabilir:

1 i(k+1)mx 1 i(l-l—%)wy _ 1 in((k+1)z+(14+1)y)

en(x,y) =ep(T)e = —e\" 2" —e = —e 2 2797, 3.8
k(T y) k(@)e(y) V2 V2 5 (3.8)
Soyut konvoliisyon, (3.8)’da verilen A'nin Hilbert bazi kullanmilarak bulunabilir:

Crgulz,y) =Y (enlC) (enlu) ez, y). (3.9)

kleZ

Terimler toplamda yazilir:

C xqu(z,y) = Z (er|C) (er|u) er(z, y)

kIEZ

= (D enl@ y) (enlC)" enls, t)]u(s, 1))

k€7

= (> enla,y)" (Clew) ex(s, t)|uls, 1)

kl€Z

= (> Henlz,y)" (Clew)} enls, D)luls, 1))

= LU el N0 — () ewals 1)} uls, 1)

kIEZ

= 2 G () — (5.0 }luls, 1)
= / / Cas((x,y) = (s,1))u(s, t)dsdt
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(3.9) esitligini integral gosterimine baglamak icin, toplamdaki her bir terim

hesaplanir:

ex(r,y)" (Clew)

Il

Q
ol
—~

S
~

“er(y)" (Clew)

ex(z) e(y) C* (s, t)ex(s)e(t)dsdt

[aery

T
—

—_

[aery

==

—x)el(—y)C* (s, t)ex(s)e (t)dsdt

—
®
o
—~

i
‘\
—_ —

C*(s,t)ex(s — x)e(t — y)dsdt

Ll

14z

Ak

—— — = =
—

‘\
Jun
+
8

—_
—_

C. (s +x, t)ek(s)ds} el(t —y)dt

\HL\

’—‘»—A

éa*(s +z,t)e(t — y)dt} en(s)ds

—1+y

—
|\

1

==
—_

~

~

el(t) er(s) Cua(x — s,y — t)dsdt

==
==

~

ex1(s,6)" Cuo™((z,y) — (s,t))dsdt

'\'\'\'\\\L\‘\‘\

—_
—_

(e, N Caz" (2,9) = ()

N = N~ N N=R NN~ N~ N N = N = N

C’nin x yoniindeki 2 anti-periyodik geniglemesi su gekilde tanimlanir:

Cu(,y)
Cu(,y)

= _Oa<x+27y>7 .CUER, y e [_171]7
= C(z,y), xzel[-1,1, yel-1,1].

C,’nin y yoniindeki 2 anti-periyodik geniglemesi su gekilde tanimlanir:

éa,?(x> y)

~

CG,Q(xa y)

—éavg(m,y +2), zel[-1,1], y€eR,
éa(xay) = C(l’,y) T [_17 1]7 ye [_171]

(3.10) esitligindeki éa,2 de, C’nin bir geniglemesidir.

23

Ca (s,t)er(s — m)ds} el(t —y)dt

C (s 4z, t)e(t — )dt} ex(s)ds
Cas*(s +x,t + y)el(t)dt} ex(s)ds

Coo"(x — s,y — t)e(—t)ex(—s)dsdt

(3.10)



3.4 3D’de Anti-Periyodik Sinir Kosullar: i¢in So-

yut Konvoliisyon

3D’de, I x I =[—1,1] x [-1,1] x [—1, 1] {izerinde anti-periyodik sinir kogullarini
saglayan yerel operator su sekilde tanimlanir:

Au = ?(um + Uyy + Usz),

Anti-periyodik sinir kogullart su sekilde tanimlanabilir:

zlif{ll u(iL’, Y, Z) = — il_% u(x> Y, 2)7 ylif{ll u(x, Y, Z) = - 21}_% u(x, Y, 2)7
lim u(z,y,z) = — limu(z,y, 2),

z——1 z—1
xli>rl—11 Ug(,y, 2) = —9131_1% ug(,y, z),yli;rgl uy(x,y, 2) = —11/1_r>r% uy(,y, 2),
Zl_l)IEll uy(z,y,2) = — igr% uz(z,y,2).

Oz fonksiyonlar, 1D’dekilerin tensor carpimlari ile bulunur:

6klm<x7 Y, Z) = €k+%(ﬂf)€l+%<y)€m+%(2)

_ ik L i ym L

V2 V2 V2

_ L i herarbyrma )z (3.11)

22

Soyut konvoliisyon, (3.11)’da verilen A'nin Hilbert baz1 kullanmlarak bulunabilir:

Corgu(,y,2) = Y (extm|C) (ehimlu) exim(z,y, 2). (3.12)

k,,meZ
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Terimler toplamda yazilir:

Cxqu(z,y,2) = Z (erim|C) (erimlu) exim (2, y, 2)

k,l,m€eZ
= ( Z Crim (2,9, 2)* (erim|C)* erim (s, t, w)|u(s, t,w))
k,l,m€eZ
= < Z eklm(xa Y, Z)* <C|€klm> eklm(57 tv U))|U(S, tv UJ))
k,l,m€eZ
- < Z <{ek:lm(x7 Y, Z)* <C‘eklm>} eklm<57 tu ’UJ)‘U(S, t7 U))>>
k,l,meZ

~
~
~

— % <k7%2 {<eklm(.’ NCH (2,9, 2) — (4,+,)) @klm(s,t,w)} lu(s, t,w))
— 1 <{éa,3*((a;,y,z) — (s,t,w))} |u(s, t,w))

2v2
= % /_11 /_11 /_11 éa,g((a:,y,z) — (s,t,w))u(s,t,w)dsdtdw
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(3.12) esitligini integral gosterimine baglamak ic¢in, toplamdaki her bir terim

hesaplanir:

erim (T, Y, 2)" (Clerm) = ex(x) er(y) em(2)” (Clexim)

er(z) e(y) em(2) C* (s, t,w)ex(s)e(t)em(w)dsdtdw

—_
[y

er(—x)el(—y)em(—2)C" (s, t,w)ex(s)e(t)em(w)dsdtdw

I
—
—
—

|
—

|
—

|
r—\h

—

Il

C*(s,t,w)ex(s — x)e(t — y)ey,(w — z)dsdtdw

PR

[\

[\
==
==

~

Cu (s, t,w)en(s — x)ds} el(t —y)em(w — 2)dtdw
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==
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==
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C, (s + .1, w)ek(s)ds} el(t —y)em(w — z)dtdw

==
—
==

]

Co (s+z,t,w)e(t — )dt} en(s)em(w — 2)dsdw
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[y
[y

14y R

Co2"(s+x,t,w)e(t — )dt} er(s)em(w — 2)dsdw

—— = =
\|\
=

H
H

71+y

Cas*(s+z,t +, w)el(t)dt} er(s)em(w — z)dsdw

[y
[y

==
N
==

Clas*(s+ 2, t +y, w)em(w — z)dw} ex(s)dsdt

—— —= =
\\\
—

1 142z R
= — Cos™ (s +x,t+y,w)em,(w— z)dw} er(s)ey(t)dsdt
\/_ —1J-1 Wt
1 1 1
= — / Cas™(s+a,t+y,w+ z)em(w)dw} er(s)e(t)dsdt
2v2 ) U
1 1ol
= — Cos*(s+x,t+y,w—+ 2)e,(w)eg(s)e(t)dsdtdw
| ][ e att s emadan
1 1ol
= — / Cos™(x — s,y —t,z2 —w)e)(—t)er(—s)en,(—w)dsdtdw
2v2 ) Ja
1 1 R
= — / el(t) er(s) em(w) Cos™(z — s,y — t, 2 — w)dsdtdw
2v2 )
1 1 M R
= —— / erim (s, t,w) Cous*((z,y, 2) — (s,t,w))dsdtdw
2Vv2 )
1 A *
= ﬁ (€ktm (s ) Cas™ (z,9,2) — (7))
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C’nin x yoniindeki 2 anti-periyodik geniglemesi su gekilde tanimlanir:

éa(xaya 2) = _éa(x+27yvz)7 2SS Ra y e [_171]a z € [_17 ]-]7
Colz,y,2) = Clx,y,2), v €[-1,1], y€[-1,1], z € [-1,1].

C'nin y yoniindeki 2 anti-periyodik geniglemesi 2 € [=1,1], y € R ve z € [—1,1]

icin su gekilde tanimlanir:

A A

Coo(x,y,2) = —Cao(z,y + 2, 2).

Ayrica, x € [-1,1], y € [-1,1] ve z € [—1, 1] i¢in agsagidaki esitlik gegerlidir:

N

Ca,z(Ly,Z) = éa<x7yv Z) = C’([I),y,Z) (313)

(3.13) esitligindeki C’ag de, C’nin bir geniglemesidir. CA'ag’nin z yoniindeki 2 anti-
periyodik geniglemesi z € [—1,1], y € [-1, 1] ve z € R i¢in su gekilde tanimlanir:

éa,g(l', y,z) = —éa’g(CC, Y,z +2).
Ayrica, x € [-1,1], y € [-1,1] ve z € [—1, 1] i¢in su esitlik gerceklenir:

éa,3(x7 Y, Z) = _Ca,Q(xv Y, Z) = éa($7 Y, Z) = C(SL’, Y, Z)' (314)

(3.14) esitligindeki C'y 5 de, C"nin bir geniglemesidir.
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4. PROGRAMLAMA ICIN
YARDIMCI OLACAK
PERIYODIK GENISLEME
HARITASI

4.1 2D Periyodik Genisleme Haritasi

(x,y) € [-1,1] x [-1,1] oldugundan dolay1, hesap yapilan bolge (z,y) — (s,t) €
[—2,2] x [-2,2] =: I x I olacaktir. Burada, I x I iizerinde periyodik genislemeyi
yapabilmek icin 9 adet alt bolge kullanilacaktir:

NE: 1,2, yell,2  Cyla,y)=Clz—2,y—2)
N : € [-1,1], yel,2]  Cylwy)=Cla,y—2)
NW € [-2,-1], yel,2]  Cyla,y) =Clz+2,y—2)
E: [1 2,  yel[-11  Cylzy) =Clz—2y)
Ctr € [-1,1], yel-1,1]  Cylz,y) = Clzy)
W € [-2,-1], yel-1,1]  Cylz,y) = Clz+2,y)
SE: [1 2], ye[-2,—1] Co(z,y) == C(z — 2,y +2)
S: e[-1,1],  yel[-2-1 GCyz,y)=Clr,y+2)
SW: e[-2,-1, wyel[-2-1] GCya,y):=Cle+2,y+2)
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4.2 3D Periyodik Genisleme Haritasi

—~ —~ —~ —
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_
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Burada, I x I x I iizerinde periyodik geniglemeyi yapabilmek i¢in 27 adet alt
bolge kullanilmigtir. (z,y,2) € [—1,1] x [-1,1] x [—1,1] oldugundan dolay,
hesap yapilan bolge (z,y,2) — (s,t,w) € [-2,2] x [-2,2] x [-2,2] =: IxIxI

olacaktir.
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4.3 1D ve 2D icin Periyodik ve Anti-Periyodik

Genigleme Orneginin Grafikleri

[—1,1]’de tamiml, 6rnek y = 2 — 2% ¢ekirdek fonksiyonunun grafigi agagida
verilmigtir:

25

0.5+

-1 0 1

Sekil 4.1: Cekirdek Fonksiyon

Cekirdek fonksiyonunun [-2,2] araligima periyodik ve anti-periyodik geniglemesi

agagidaki grafiklerdeki gibi olur:

25 25

Sekil 4.2: (a) Periyodik ve (b) Anti-Periyodik Genisleme
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[—1, 1] x[=1, 1]’de tamimli, 6rnek 2—22—y? ¢ekirdek fonksiyonunun grafigi asagida

verilmigtir:

00
| o ~05

Sekil 4.3: Cekirdek fonksiyon
Cekirdek fonksiyonunun periyodik geniglemesinin gosterimi ve eg yiikselti egrisi

agagidaki gibidir (Burada periyodik genigleme [—2,2] x [—2, 2] araliginda tanim-
lidur):

4 M&
WI%Z

b)

77N

T2 .

—~

Sekil 4.4: (a) Periyodik Genigleme ve (b) Es Yiikselti Egrisi
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Sekil 4.5: (a) Anti-Periyodik Genigleme ve (b) Eg Yiikselti Egrisi

Benzer sekilde, cekirdek fonksiyonunun anti-periyodik geniglemesinin gdsterimi
ve eg yiikselti egrisi yukaridaki gibidir (Burada anti-periyodik genigleme [—2, 2] x
[—2,2] araliginda tanimhdir):
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5. 2D VE 3D ICIN BASIT
KONVOLUSYON

5.1 2D’de Neumann Sinir Kosullar1 icin Basit

Konvoliisyon

Periyodik ve Neumann sinir kogullari i¢in 6z fonksiyonlar sirasiyla sunlardir:

1, 1
€h = 56”(’””‘”) = §(cos(7r(k:z: +1y)) +isin(m(kx + ly))

ve

, kvel=0
cos(mk(x +1)/2) cos(ml(y +1)/2), k veyal#0 '

Kullanilacak operator:

N =

ek,l<x7 y) =

—4
Ayu = —QAu
T

dir ve bu operatore karsilik gelen 6z degerler k% + [?°dir.
k veya [ € N* i¢in su durum gegerlidir:

eonot = (—1)* cos(kmx) cos(imy). (5.1)
Gift C € L*(I x I), ¢ift w € L*(I x I), #, y € I, k veya | € N* icin asagidaki

egitlik saglanir:
<6Z,z|c>2 = (efk7l|0)2 = <6Z,4|C>2 = <€€k,71’0>2

1 /1
= 3 / / cos(mkx) cos(mly)C(x, y)dydz.
—1J-1
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Ayrica, yukaridaki egitlik C'nin ¢ift olmasi ve siniis fonksiyonunun tek olmasindan

saglanir. Simdi,

(ehlu), = %/_1 /_l(cos(wkx) cos(mly)) u(z, y)dydx

1 1 1
= 5/ / cos(mkx) cos(mly)u(z, y)dydx. (5.2)
—1J1
Yukarida, cosiniis fonskiyonlari reel olduklarindan yukaridaki egitlik saglanir.
Ayrica:
11
(62k,21|u>2:/ /(—1)k+lcos(7rk’x)cos(ﬁly)u(x,y)dyd:c (5.3)
1/
esitligi, (5.1)’den ve tamimdan saglanmir. (5.2) ve (5.3)’den asagidaki esitlik
saglanir:
-1 k+l1
(W), = T (el (5.4)

k veya | # 0 i¢in agagidaki egitlik gerceklenir:
<6i,z|0>2 <€§,z|u>2 6£,l + <€Iik,z|c>2 <€Iik,z|u>2 elik,z‘F
(€, i|C), (er alw), ef _y + (e2y |C), (ely ylu), el =
<€Z,z‘0>2 (eiﬂu)Q (ei,l + egk,l + ei,—z + elik,—l)'
Burada,
1
ey tel e ey, = i(cos(w(k:x +1y)) + isin(m(kx + ly)))
1
+ §(cos(7r(—k:1: +1y)) + isin(n(—kz + ly))
+ (cos(m(kx —ly)) + isin(m(kx — ly))
1
+ é(cos(w(—k:x —ly)) + isin(n(—kz — ly)))
1
= 5(2 cos(m(kx + ly)) + 2 cos(m(kx — ly))
= 2cos(mkx) cos(mly). (5.5)

Yukaridaki esitlik siniis fonksiyonunun tek olmasindan ve cosiniis fonksiyonun cift

olmasimdan kaynaklanir. (5.1)’den gu sonug elde edilir:
epytel e el = (—1)* 291 21. (5.6)
(5.6), (5.4) ve (5.1) esitliklerinden gu sonug gergeklenir:

(e |C), (ex lu), (e, + ey +ep  +ely ) = (e, |C), (earalu), eana. (5.7)
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Simdi,

o0

Capu= Y ([0, (ehlu),ehy =D (1), (ehylu), eh,
klE€Z k=1
o0 o0
+ Z <€Z,fz|0>2 <€i,4|u>2 ei,fz + Z <€]ik,z|0>2 <e€k,l|u>2 ezik,l
k=1 k=1
oo
+ Z (€4, |O), (el ylu), €7y
k=1

k=1
+ <6]170|C>2 <€}170|U>2 (el +elip)
+ <€g,1‘0>2 (eg,1|u>2 (68,1 + 68,71) + <€g,0‘0>2 <eg,0|u>2 eg,o (5.8)

saglanir. Burada,

o o0
Z <6£J|C>2 (ezl|u)2(e£’l—|—e€k’l) + Z ekl|0 ek,l|u>2<ei,4+€€k,4)
k=1 Py
o0
- Z (€4 a|C), (eani|u) eom2 (5.9)
k=1

(5.7) esitligi tarafindan saglanir. Ayrica,

<611),0|C>2 <611),0|U>2 (611),0 + ezi1,0) = <ez1),0|0>2 <€270|“>2 €2,0 (5.10)

ve
(€6,11C), (et lu)y (6,1 + €5,1) = (€0,11C), (eolu); o (5.11)

esitliklerine ulagilir. ef, = 1/2 ve epo = 1/2 tanimdan geldiginden, ey, = eop

egitligi saglanir. Sonug olarak,
(€0,01C), (ebolu), €60 = (€0,0IC), (€00lte); €00 (5.12)
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saglanir. (5.8), (5.9), (5.10), (5.11) ve (5.12) esitliklerinden su sonuca ulagilir:

[e.9]

C*pu= Z <€Z7l|0>2 <€2k,21|u>262k,2l-

k,1=0

Cift k ve [ igin bir fonksiyon tanimlanir:

oo o0
CHpu= Z <€1€,z|0>2 <€2k,21|u>2e2k,2l = Z o1 (K, %) {exalu), exy-
ke, 1=0 k=0

Burada, ¢; € B(o(Ay),C) su sekilde tanimlanir:

k veyal tek ise
o1(K*, 1) =
<ei/2,1/2|0>2 k vel ¢ift ise

ve

C * Pg]ft (bl (AN)

Burada, ortogonal projeksiyon Py : LE&(I x I) — LA(I x I), tiim h € LA(I x I)
icin, su sekilde ifade edilir:

1
Paah =5 (h -+ ho (~idy))
Ayrica, ¢ift C € L*(I x I) ve tek u € LE, z, y € I, k,l € N igin:
(erC), = / / mlkt3)ee H%)yC(IB, y)dxdy
1 1
= —/ / cos((k + =)mx) cos((I + =)my)C(x, y)dzdy
2 ). ), 2 2
saglanir ve su esitlik gerceklenir:
. IR 1 , 1
(efilu), = ) sin((k + E)mc) sin((l + i)ﬂy)u(:c, y)dxdy. (5.13)
~1J-1
Simdi,
1 1
(e2p1lu), / / sin((k + 2)7T$) sin((! + 2)7Ty) u(z,y)dzdy (5.14)
saglanir. (5.13) ve (5.14) egitlikleri ile benzer mantikla gu sonuglara ulagilir:
<e%,l|u>2 = - <€Cik71,l‘u>2 == <€i,7171‘u>2 = <€(ik71,7171’U>2~
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Burada, asagidaki sonug gerceklendiginden dolay,
1 1
nrnain = (1) sin((b+ )mr) sin((1 + 5)my) (5.15)

Su sonuca ulagilir:

1 1
(eant1,2041]1) / / 1A sin((k + 2) )sm((l—l—?wy)udwdy. (5.16)

(5.16) ve (5.13) esitliklerinden gu sonuca ulagihir:

(_1)k+l+1

9 <€2k+1,21+1|u>2 . (517)

(€filu), =
Asagida daha sonra kullanilacak olan dort esitlik yazilmigtir:
€kl
=5 ((cos(m(k + p)x +a(l+ 3)y) + isin(m(k + 5z + 7l + 3)y))

a
Cr—1-1

= 3 ((cos(m(k + )z —7(l+ 3)y) + isin(r(k + 3)e =7+ 3)y)) ,

ety 1y
= % ((cos(—ﬂ(k + %)$ +7(l+ %)y) + isin(—m(k + %)x +7(l+ %)y)) ,

a
€ k—1,-1-1

=3 ((cos(w(k + 3z +a(l+3)y) —isin(—n(k+ Lo +7(l+ %)y)) .
Bu esitliklerden su sonuca ulasilir:
a a a a . 1 . 1
€y = €y — €y ety = —2sin(m(k + §)x) sin(7(l + i)y) (5.18)
(5.18) ve (5.17) egitliklerinin yardimiyla ve k ve [ € N igin su sonuglar gerceklenir:

<€Z,I|C>2 <€Z,l|“>2 s T <eik71,l|0>2 <€ik71,l|u>2 Ry
+ (€ —i-11C), (e iru), e g+ (€21 i |C)y (e g —iaw), €21 i
en|C), (ehalu), (e —€2p1y — €k g +elp 1 121)

= (ex
= (=) <€Z,Z|C>2 (€ak+1,2141|C)y sin(m(k + %)x) sin(7(l + %)y)
= (e}

€k, z|C> (€ak+1,2141 ‘C>2 €2k+1,21+1-
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Son egitlik (5.15)’den gelmigtir. Sonug olarak,
CHqu = Z (exa|C), (erilu), ek, = Z (€l C), (erlu), ek,
k,IEZ ke, 1=0
+ Z <€(ik—1,l|0>2 <€ik—1,l|u>2 ety 1y
ke, 1=0
+ Z (e —1-11C), (e —i—a|u), ek
e, 1=0

~

<eik71,7171‘c>2 <€ik71,7171‘u>2 6gk71,7171

0
=0

k,l
00

<ek l|C>2 <62k+1,2l+1 ’U>2 62/c—|—1,2l—&—1
b
k,l=0

= D (K 17) (eralu)yen

k,1=0

gergeklenir. Burada, ¢y € B(o(Ay), C) su sekilde ifade edilir:

ok 12) 1= k veya [ cift ise
<e?k71)/27(l71)/2|0>2 k ve [ tek ise.

Ayrica, C'x, P, = ¢o(Ay) olup, burada, ortogonal projeksiyon Py, : LA(I X ) —

LA(I x 1), tiim h € LA(I x I) igin, su sekilde ifade edilir:

P = = (h— ho (—idy)).

1
2

5.2 3D’de Neumann Smir Kosgullar1 icin Basit

Konvoliisyon

Periyodik ve Neumann sinir kogullari i¢in 6z fonksiyonlar sirasiyla sunlardir:

1 . 1
el = ——_eimlketlytmz) — _— (cog(n(kx + ly + mz)) + isin(n(kz + ly + mz
L= 575 g eos(n(le + 1y + mz)) + isinn(lo + by + )
ve
. #57 k,lvem=20

erim(T,y,2) = ,
cos(mk(x +1)/2) cos(ml(y + 1)/2) cos(ml(z +1)/2), k,l veyam # 0
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Kullanilacak operator:
—4
Ayu = —zAu
s

dir ve u operatore karsilik gelen 6z degerler k2 + 12 + m?'dir.

k, [ veya m € N* i¢in su durum gecerlidir:

(_ 1>k+l+m

€2k 20 2m = cos(kmx) cos(lmy) cos(mmz). (5.19)

Gift C e LA(Ix I x I),giftue L2 (I x I x 1), z,y, 2 €I, k, | veya m € N* igin
agagidaki egitlik saglanir:

<€Z,l,m’O>2 = <e€k,l,m‘0>2 = <6£,717m|0>2 = (621,%\0)2 = <6£,7l,7m|0>2
= (e}ik,—l,m|C>2 = <e]ik;,z,—m|0>2 = <€}ik7—l,—m|C>2

; /1/1/1
= — cos(mkx) cos(mly) cos(mmz)C(z,y, 2)drdydz.
375 | [ costahe) costaty) cos(rma) ey, 2)

Ayrica, yukaridaki egitlik C'nin ¢ift olmasi ve siniis fonksiyonunun tek olmasindan

saglanir. Simdi,
1 1,1 pl
er . u :—/ / / cos(mkx) cos(mwly) cos(mmz)) u(x, y, z)dydrdz
anli), = 575 [ ] ] (costmbe) costriy) cos(m:)ur.. )
1 1,1 pl
——/ / / cos(mkx) cos(mly) cos(mmz)u(x, y, z)dydxdz. (5.20)
2v2 Jo1 )

Yukarida, cosiniis fonskiyonlar1 reel olduklarindan yukaridaki egitlik saglanir.

Ayrica:

1 1 g1
<62k72l,2m|u>2:/ / / (=)™ cos(rka) cos(mly) cos(mmz)udV.  (5.21)
—1J-1J4

esitligi, (5.19)’den ve tamimdan saglamir. (5.20) ve (5.21)’den agagidaki esitlik

saglanir:
(_ 1 ) k+l4+m

<€Z,l7m’u>2 = T <62k,2l,2m’u>2 . (5.22)
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k, I veya m # 0 icin agagidaki esitlik gerceklenir:

<6£lm|0> <6Zlm|u>2 ei,l,m+<eyik,zm|c> <egklm|u> 6Zik,l,m

+ (e, _1ml O, <6£,—l,m|u>2 en _1m T (7 _1ml O, (€ h _imlu u), et im
+ (er, m|C>2 <€£,l,—m’u>2 htm T <e—k,l,—m’0>2 <€—k,z,—m|u>2 e i —m
+(er 1. m|C>2 <€i,71,7m|u>2 1 m T <@Zik,fz,7m|0>2 <€Zik,fl,7m|u>2 e i m
= (h 1OV, (eh ), (€ 1 € h o T €8 1
+ €t Tt T tmm g € ) (5.23)
Burada,

D D D D D D V4 V4
Chim T € pim T Chtm T Chim T Ch—tm T € ki om T € i T €k 1

= L (cos(m(ke + Iy + m2)) + isin(r(kz + by +mz))

2v2

+ 2\1/5 (cos(m(—kx + ly + mz)) + isin(n(—kzx + ly + mz)))
+ L 5 (cos(m(kx — ly + mz)) + isin(mw(kx — ly + mz)))

202
+ % (cos(m(kx + ly — mz)) + isin(m(kr + ly — mz)))

+ % (cos(m(kx — ly — mz)) + isin(w(kx — ly — mz)))
1
22
+ b (cos(m(—kx — ly + mz)) + isin(m(—kz — ly + mz)))

22

+ b (cos(m(kx + ly + mz)) — isin(m(kz + ly + mz)))

2v2

= V2(cos(m(kz + ly)) cos(mmz) + cos(m(kx — ly)) cos(mmz))
= 22 cos(mkzx) cos(mly) cos(mmz).

(cos(m(—kx + ly — mz)) + isin(n(—kz + ly — mz)))

Yukaridaki esitlik siniis fonksiyonunun tek olmasindan ve cosiniis fonksiyonun cift

olmasimdan kaynaklanir. (5.19)’den gu sonug elde edilir:

D D D D D D D D
Chim T € pim T Chtim T Chi—m T Ck—tmm T € kiom T €k —im T €k _1—m

= (—1)k+l+m2\/§62k’21,2m. (524)
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(5.24), (5.22) ve (5.23) esitliklerinden gu sonug gergeklenir:

<€k,z,m|C>2 (e bt )2 (ei im T e’y 1 m) + <€Z,l,m|0>2 <€Z,l,m|u>2 (6271,171 + ei,l,fm)

)

JIm
+(€h1ml Oy (R pmludy (€ 1 €000 )
<ek,l,m’0>2 <€£,l,m’ > (e” € k—im T e—k,—l,—m)
= (€h1m|C), (€2r,212m 1) €28 20, 2m- (5.25)
Simdi,
oo
C *p U= Z <e£,l,m’0>2 <€Z,l,m|u>2 6i,l,m = Z <€i,l,m‘c>2 <ei,l,m|u>2 6i,l,m
k,l,meZ k,l,m=1
+ Z & 1ml Oy (€ p i ml) €71
k,l,m=1
o0
+ Z <€i,71,m|0>2 <€i,71,m|u>2 o tm
k,z,m—l
+ Z 6k,l, ml <€£,l,—m‘u>2 ei,z,_m
k,l,m=1
(0@
+ Z <€£,—l,—m‘c>2 <€§,_l,_m|U>2 ei,—l,—m
k,l,m=1
o0
+ Z <611k,z,fm|0>2 <ezik,l,fm|u>2 e ji—m
k,l,m=1
o0
+ Z € im C>2 <€€k,—l,m|u>2 €k —lm
k,l,m=1
o0

klm=1
+ <6117,0,0’C>2 <€]1D,0,0’U>2 (€100 + € 100) T (€01 0lC), (ep10lu), (€510 + €0 10)
+ <6€70’1|C>2 <€g,0,1|u>2 (68,0,1 + 68,0 1)
+ <6117,1,0|C>2 <611),1,0|U>2 (611),1 otei_10t ezi1 1,0 T e71,71,0>
+ <€€,0,1’C>2 <6110,0,1|u>2 (o1 +elo 1 +eior+elio )
+ <€€71’1|C>2 <eg’171|u)2 (68,1 pFeo_11tenn1t+en_11)
+ <eg,0,0|0>2 <@8,0,0|U>2 68,0,0 (5.26)
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saglanir. Burada,

o0

Z <€Z,l,m|0>2 <6£,l,m|u>2 (ei,z,m + elik,l,m + ei,fl,m + 6£,1,7m>
k,l,m=1

o
+ Z <€£,l,m’0>2 <€Z,l,m|u>2 (otm T gm0 )
k,l,m=1

o0

= Z (€h1.mlC), (€2k,202m 1), €2k.2.2m (5.27)

k,l,m=1

(5.25) esitligi tarafindan saglanir. Ayrica,

<611),0,0|C>2 <€I1),0,0|“>2 (ef,o,o + 6221,0,0) = <€€,0,0|C>2 (€2,0,0/1), €200,
<€8,1,0|C>2 <€g,1,0‘u>2 (68,1,0 + 60,71,0) = <611),0,0‘C>2 <€0,2,0|U>2 €0,2,0,
<€€,0,1‘C>2 <€g,0,1‘u>2 (€001 T+ €0o_1) = (eg7071\0>2 (€002|u), €002,
<611),1,0|C>2 <€I1),1,0|U>2 (6117,1,0 + e11),—1,0 + 6111,1,0 + ezi1,—1,0)

U)y €2,0,2 (5.28)

ve

<€g,1,1|0>2 <eg71,1|u)2 (68,1,1 + 610),1,—1 + eg,—m + 68,—1,—1) = <€8,1,1|C>2 (60,2,2|U>2 €0,2,2

(5.29)

|H

esitliklerine ulasilir. e = 55 ve eoo0 = tanimdan geldiginden, ef,, =

2V2
€0,0,0 esitligi saglanir. Sonug olarak,
<€870,0|C>2 <€g,0,0|u>2 eg,o,o = <€g,0,0|0>2 <€0,0,0|U>2 €0,0,0 (5.30)

saglanir. (5.26), (5.27), (5.28), (5.29) ve (5.30) esitliklerinden su sonuca ulagilir:

(o)

C*pu= Z (ei,z,m|0>2 (eak,21,2m 1) 5 €2k 21,2m-

k,l,m=0

Gift k, [ ve m igin bir fonksiyon tanimlanir:

(e.] o0
Copu= (e}, |C), (eanaiam|u)y eonanom = > (K 12,m%) (expm|ts)y €xim.
k,l,m=0 k,l,m=0
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Burada, ¢ € B(o(Ay), C) su sekilde tanimlanir:

k,l veya m tek ise
O, 12, m?) = '

<€£/2,l/2,m/2‘c>2 k,l ve m ¢ift ise
ve

C *p Pgift = d)(AN)
Burada, ortogonal projeksiyon Py @ LE(I x I x I) — LE(I x I x I), tiim h €
LA(I x I) i¢in, su sekilde ifade edilir:

1 :
Pgifth = §<h +ho (—Zd[))

Ayrica, ¢ift C € LA(I x I x I) ve tek uw € L2, x, y ve z € I, k, | ve m € N igin:

(1mlC)y
- ﬁi f—11 f—11 f_11 e_m(mé)%_m(”%)ye_m(er%)ZC(x, y, z)dzdydz
= ﬁi fjl f,ll f,ll cos((k + 1)mx) cos((l + 3)my) cos((m + 3)7z)Cdrdydz
saglanir ve su esitlik gergeklenir:
{€kpmlu),
i

=3 /_1/_1/_1 sin((k + %)mc) sin((I + %)Wy) sin((m + %)ﬂz)udv. (5.31)

Simdi,

<egk—l,l,m’u>2 (5.32)
= 2%@ fil fil sin((k + 3)mz) sin((1 + 3)7y) sin((m + 3)72)u(x, y, z)dedydz.

saglanir. (5.31) ve (5.33) esitlikleri ile su sonuglara ulagilir:

<€Z’,l,m|u>2 = - <egk—1,l,m|u>2 = - <ez,—l—1,m|u>2 = - <6g,l,—m—1|u’>2
= - <€ik—1,—z—1,—m—1|u>2 = <eik—1,—l—1,m|u>2

= <egk71,l,fmfl|u>2 = <6Z,7171,7m71|u>2-

Burada, asagidaki sonug gergeklendiginden dolayt,

) 1 ) 1 ) 1
€2kt 12041 2mt1 = (=D gin (k4 i)ms) sin((1 + 5)7Ty) sin((m + 5)7rz), (5.33)
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su sonuca ulagilir:

(€2k41,2041,2m41]1)4 (5.34)

= S S S (DR sin((k + 3)me) sin(1 + §)my) sin((m + §)72)udedyd:.

(5.35) ve (5.31) esitliklerinden gu sonuca ulagihr:

1

_ ktl+m+1
(€kamlu), = (1) ﬁ (€okt1,2041,2m+1 1), - (5.35)
Su egitlik gerceklenir:
ez,z,m - 6%,—1—1,m - e(ik—l,z,m - ei,l,—m—l - eik—l,—l—l,—m—l

a a a
Tl T e 1 —me1 T €k i1, —m—1

= —2v2isin((k + %)ﬂ'l‘) sin((l 4+ %)Wy) sin((m + %)7?2)

(5.36)

(5.36) ve (5.35) egitliklerinin yardimiyla ve k, [ ve m € N igin su sonuglar

gerceklenir:

<€Z,z,m|c>2 <€%,l,m|u>2 eﬁ,l,m

+ <€gk71,l,m|c>2 <egk71,l,m’u>2 ek 1m

€t 1.mlC) g (ki1 m W)y €5 11 m
<€%7l,—m—1|c>2 <eZl—m—1’u>2 GZ,L —m—1

<€ik—1,—l—1,m|0> (. 1,—1— 1m|u> ety 1,—1-1,m

<€gk71,l,7m71|0> (e 1,l,—m— 1’“>2 —k—1,l,—m—1

ez,—l—l,—m—1’0>2< k,—l—1,—m— 1’U>2€k —-1,—-m—1

e bt 1,-m-11C)y (

(€5 1.m|C)y (R 1 m|u)

+ (et |C)y (Chpml W)y (—€hs 1 €84 i + €t 1)

+ €k 1m|C), (€k1mlu), (ek

a
9 6—k—1,—l—1,—m—1|u>2 6—k—1,—l—1,—m—1

a a a
9 (ek,l,m € k—1lm — ek,flfl,m>

a
1 €k—1—1,—m—1 — 6-k-1,—1—1,—m—1)

3

2

= <€Z,l,m|c>2 <62k+1,2l+1,2m+1|c>2 €2k+1,21+1,2m+1-
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Son egitlik (5.33)’den gelmigtir. Sonug olarak,

Corgu = Y {ehnlC), (ef 1mlt)y €fpm
k,l,m€eZ
o0

= Z <€Zk—1,l,m|0>2<€ik—1,l,m‘u>26(ik—1,l,m
k,l,m=0
[o@)

+ Z <ez,7171,m|c>2 <€Z,7Zfl,m‘u>ge%,fl71,m
k,l,m=0
o0
D D (S Y Vo) W O Y ) S P
k,l,m=0
o0

+ Z (€t —1m1mlC)y (e i)y €t 11
k,l,m=0
o

+ Z (P Y @) IR (C NPl IR |1 It S S
k,l,m=0
o0
+ Z <€g,—1—1,—m—1|0>2 <6Z,—l—1,—m—1|u>2ez,—l—l,—m—l
k,l,m=0
o0

+ Z <€ik—l,—l—1,—m—1‘0>2<€Zk—1,—l—1,—m—1‘u>2egk—l,—l—l,—m—l
k,l,m=0
o

- Z 1/)(]{;27 l2> m2) <€k,l,m

k,l,m=0

U>2 €k,lm

gergeklenir. Burada, ¢ € B(o(Ay), C) su sekilde ifade edilir:

k,l veya m cift ise
B2, m?) = e
<e?k71)/2’(171)/2’(m71)/2\C)Q k,l, ve m tek ise.

Ayrica, C *, Py, = ©¥(Ay) olup, burada, ortogonal projeksiyon Py : LA(I x I x
I) = LA(I x I x I), tiim h € LA(I x I x I) igin, su sekilde ifade edilir:

R&ek = (h — ho(—ld[)) .

1
2
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5.3 2D’de Dirichlet Sinir Kosullar: icin Basit Kon-

voliisyon

Bu kisimda, basit konvoliisyonu bulma icin, operator tanimlanip, bu operator
tizerinden 06z fonksiyonlar ve 6z degerler elde edilecektir. Operatér asagidaki
esitlikte verilmigtir:

Apu = —%Au.

Burada, u € WZ(I x I,C) olmaktadir. Ap, piir ayrik bir spektruma sahiptir ve
basit 6z degerleri vardir:
o(Ap) = {k* + 1% : k,l € N*}.
Bu o6zdegerlere kargilik gelen normalize edilmis 6z fonksiyonlar, agagida ver-
ilmigtir: " l
. m . L
eri(2,y) = sin(—-(z + 1)) sin(-(y + 1)).

Diger sinir kogullarinda, anti-periyodik ve periyodik sinir kogullarina denk gelen
oz fonksyionlar gosterildi. Bu 06z fonksiyonlar iizerinden islemler yapilacaktir.

Dirichlet sinir kogulu i¢in ve k veya [ € N* olmak iizere agagidaki egitlik gecerlidir:

eorar = (—1)*sin(krz) sin(lmy). (5.37)

Cift C € L*>(I x I), ¢ift w € L*>(I x I), zve y € I, k veya | € N* i¢in agagidaki

esitlikler saglanir:

<6£,z|0>2 = <€Iik,z|c>2 = (62,4\C>2 = <€Iik,fl|c>2

1 ot
= 5/ / cos(mkz) cos(nly)C(x,y)dydz (5.38)
~1J-1
ve
<€£,l’u>2 = _<€€k,l’u>2:_<ez,—l’u>2:<egk,—l’u>2
—1)kHi+1
= %@21@,2”“)2-

Sonug olarak, k ve [ € N* icin gu esitlik gecerlidir:

ezvl — e‘ﬁk’l — ei}_l + ezikv_l = —2(sin(mkz) sin(mly)). (5.39)
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(5.39), (5.37) ve (5.38) esitliklerinden gu sonug elde edilir:

<6Z,z|0>2 <6§,1|U>2 ei,l + <€]ik,l|c>2 <€]ik,z|u>2 e’iw
+ <€Z,—Z|C>2 <€Z,—z|u>2 ei,—z + <e€k,—l‘0>2 (efk7_1|u)2 egk,—l
<6i7110>2 <€Z,z‘u>2 (ei,z - 651@,1 - ei,—z + elik,_z)

= —2(e},|C), (e} |u), (sin(mkz) sin(wly))

= (€O, (earalu), 2x.2

Sonug olarak,

Copu = Z <€Z,z|0>2 <€Z,l|u>2 ei,l
klEZ
(o)

= Z (€4a|C), (ean|u) e2n,2

k=1

= > (k1) (enalu)y e

k=1

elde edilir. Burada, ¢, € B(o(Ap), C su sekilde ifade edilir:

(K2 12) k veya | € N* tek ise
1\~ =

(e§/2’1/2|(])2 k ve | € N* ¢ift ise,
ve

C *p Ptek - 1/}1<AD)

Ayrica, ¢ift C € L*(I x I) ve gift uw € L%, x, y € I, k,l € Nigin:

<€Z,Z|O>2 = <€Cik—1,z|0>2 = <€Z,—l—1’0>2 = <€(ik:—1,—l—1|c>2
(_1)k+l "
- T 9 <€2k+1,2z+1|0>2
<€Z,1|U>2 = <€Zk—1,l|u>2 = <€%,—1—1|U>2 = <€ik—1,—l—1‘u>2
(_1)k+l

- T 9 <€gk+1,21+1 |u>2 (5.40)
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egitlikleri gecerlidir. Buradan,

<6Z,Z|C>2 <€Z,z|u>2 €r, + <€(ik—1,z|0>2 <eik—1,l|u>2 ety 1y

<€i,+1|0>2 (6%,471IU>2 62,7171

<€le:—1,—l—1’c>2 <6Zk—1,—l—1’u>2 eik—L—l—l

= (er|CO), (epalu), (e, + ety e +ely 1)

2(ef,10), (el cos(n(k + ) cos(a(l + )

+ 4

= <€Z,J|C>2 (€2k+1,2041 ()5 €2k 41,2141

esitligi, (5.40) yardimiyla elde edilir. Sonug olarak,

Cxqu = > (ef,|C), (ef lu), et
klcZ
o0

= Z <€Z,l\c>2 <€2k+1,2l+1’U>2 €2k+1,2141
k,1=0

= > (kK + 1) (exalu)y ey

k=1

gegerlidir. Burada, vy € B(o(Ap), C) su sekilde ifade edilir:

k veya | € N* ¢ift ise

1/]2(]{72’ l2) = ¥y G
<€((1k—1)/2,(l—1)/2|0>2 k ve | € N* tek ise

ve

C *, Pgift = ¢2(AD)-

5.4 3D’de Dirichlet Sinir Kosullar: icin Basit Kon-

voliisyon

Bu kisimda, basit konvoliisyonu bulma icin, operator tanimlanip, bu operator
izerinden 6z fonksiyonlar ve 6z degerler elde edilecektir. Operatér agagidaki
esitlikte verilmigtir:

Apu = —iAu,

T2
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Burada, u € WE(I x I,C) olmaktadir. Ap, piir ayrik bir spektruma sahiptir ve

basit 6z degerleri vardir:
o(Ap) = {k* + > +m?: k,l ve m € N*}.

Bu 6zdegerlere kargilik gelen normalize edilmis 6z fonksiyonlar, asagida ver-

ilmigtir:
.k . dm . mm
Cham(2,,2) 1= sin( (@ + 1)) sin( -y + 1)) sin( (= + 1))

Dirichlet sinir kosulu i¢in ve k, [ veya m € N* olmak iizere agagidaki esitlik

gecerlidir:

eoratom = (—1)" ™ sin(krx) sin(lry) sin(mmz). (5.41)

Gift C e LA(I x I xI), teku e L2 (I xI x 1), z,yvez €I, k, | veyam € N*
icin agagidaki egitlikler saglanir:
<€£,l,m’0>2 = <egk,l,m’C>2 = <€Z,—l,m|c>2 = <6£,z,—m’C>2
= <egk,—l,m|0>2 = <egk,l,—m’0>2 = <ei,—l,—m’0>2 = <e}ik,—l,—m‘c>2

1/1/1/1
= —= cos(mwkx) cos(mly) cos(mmz)C(x,y, z)dydrdz.
55| costka) costriy) cos(ama)C (. 2)

ve
<€Z,z,m|u>2 = - <€€k,l,m|u>2 == <€z,—z,m|u>2 == <GZ,Z,_mIU>2
= <€Iik,—l,m’u>2 = <€Iik,z,—m|u>2 = <e§,—l,—m|u>2 == <€Iik,—l,—m’u>2
(_1)k‘+l+mi

= 2—\/§ <62k72l72m|u>2 . (542)

Sonug olarak, k, [ ve m € N* i¢in su esitlik (5.41) yardimiyla gegerlidir:

D D D p
€ kim ~ Ch—tm — Chki-m T €k _im

6z,l,m
+ e m e = i m
= —2V2isin(rka) sin(nly) sin(mmz)

= (=) ok 21.9m- (5.43)
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Sonug olarak, (5.43) ve (5.42) esitliklerinde su sonug elde edilir:

a Q9
[N}
S~ S~
9]
3
CI
S
~
[N}
—~
—~
|
—_
SN—
x>
+
+
3
+
—
[\}
5
~.
Q
Do
ol
IS
o
3
SN—

Buradan, agagidaki sonug gerceklenir:

C *pU= = Z <ei,l,m|c>2 <€i,l,m|u>2 6£,l,m
k,l,m€eZ
oo

= Z <€Z,l,m|0>2 <€2k,2l,2m‘u>262k,21,2m
k,l,m=1
o

== Z 71(]{;27 l27 TTL2) <ek,l,m|u>2 €Llm-

k,l,m=1

v € B(o(Ap), C) su sekilde tanimlanir:

k,l veya m € N* tek ise
1 (k* 12, m?) =

<€i/2,l/2,m/g|c>2 k,l ve m € N* ¢ift ise
ve

C *p Ptek = Vl(AD)
Ayrica, ¢ift C € LA (I x I x I) ve ¢ift u € L2, x, y ve 2 € I, k, | ve m € N igin:
<€%,l,m|0>2 = <e(ik:—1,l,m C>2 = <6%,—l—1,m|c>2 = <€Z,z,—m—1lc>2
= <€ik—1,—l—1,m|0>2 = <€ik—1,l,—m—1|0>2

= <€Z,7171,7m71|0>2 = <egk71,7171,7m71’0>2

ve

<€Z,l,m’u>2 = <€gk—1,l,m‘u>2 = <€z,—1—17m’u>2 = <€i,l,—m—1’u>2

:<e
{

|

k—1,—l—1,m|u>2 = <egk—1,l,—m—1|u>2

62,471,7%1!% = <egk71,7171,7m71’u>2
(—1)ktitm
= W (okt1,2141.2m+1]U), (5.44)

ol



Esitlikleri gecerlidir. Simdi, su sonuca ulagilir:

a a a
€k lm € h—1im T Ch—i—1m

_|_

a a
T Chl—m—1 T € i m T € k1 —m—1
_'_

a a
€k —1—1,—m—1 T €_p—1,—1—1,—m—1

= 2V2cos(m(k + %)x) cos(m(l + %)y) cos(m(m + %)z)

(=M 28 2e90 41 2141 241 (5.45)

(5.44) ve (5.45) egitliklerinin yardimi ile gu egitlige varilr:

+ (O y (Chpml )y (€Lt 11 + €k 1t —me1)
+ <ez,l,m|c 2 <ei,l m|u 2 (6%,—l—1,—m—1 + egk—l,—l—l,—m—l)
= (e} 1m|C), (€f 1m0}y (1) 2V 2651 11 2141 2mt)
= <€Z,l,m’C>2 <62k+1,2l+1,2m+1|u>2 €2k+1,21+1,2m+1-
Sonug olarak:
C *q U = = Z <€Z,l,m|C>2 <ez,l,m|u>2 6i,l,m
k,l,meZ
(e.)
= Z <€Z717m|0>2 <€2k+1,25+1,2m+1|U>2€2k+1,25+1,2m+1
k,l,m=0
(o)
= Z Y2 (k% 12, m?) (ermlu)y exim
k,l,m=0

esitligi elde edilir. 75 € B(0(Ap), C) su sekilde tanimlidir:

(k2 12 2) k,l veya m € N* ¢ift ise
Yo (k?, 17, m*) =

<6?k—1)/2,([—1)/2,(m—1)/2|O>2 k,l ve m € N* tek ise
ve

C #4 Pty = 72(Ap).
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6. SONUC

Bu tez, peridinamik yoOnetici operatoriin, R" iizerinde klasik yo6netici oper-
atoriintin simirli bir fonksiyonu oldugu sonucu bulunan makalenin [1] yardimiyla
ortaya ¢ikmigtir. Peridinamik operatorii konvoliisyon icermektedir. Bu tezde, adi
gecen makalenin 1D icin sonuclart yazildi. Soyut konvoliisyonlar, Neumann ve
Dirichlet sinir kogullar1 hari¢, 2D ve 3D’ye genellegtirildi. 2D ve 3D’deki sinirh
bolgedeki klasik operatoriin 6z bazlar yardimiyla konvoliisyonlar genellegtirildi.
Periyodik, anti-periyodik, Neumann ve Dirichlet sinir kogullar1 calisildi. Periyodik
ve anti-periyodik sinir kogullarinda, soyut konvoliisyonlarin integral gosterimleri,
2D ve 3D igin de 1D’de oldugu gibi direkttir. 2D ve 3D igin, periyodik
ve anti-periyodik simir kosullarinin konvoliisyonlar1 kullanilarak, ek integral
konvoliisyonlar iiretildi. Bunlara kisaca ‘basit (simple)’ konvoliisyon dendi. Bu
konvoliisyonlarin belirli bir kombinasyonu Neumann ve Dirichlet sinir kogullarini

sagladi.

R™ iizerinde diizgiin katsayilari olan bir operator piir ayrik spektruma sahiptir.
Bu durum uzay icin 6z bazlarin bulumasimi saglar. Diizenleyici fonksiyonlar,
problemin altinda yatan fizigi anlamak icin 6nemlidir. Fiziksel problemler icin
yaratilacak diizenleyici fonksiyonlar iyi bir aragtirma konusudur. Ayrica, 2D
ve 3D icin, Neumann ve Dirichlet sinir kogullarinin soyut konvoliisyonlarinin
hesaplanmasi acik bir problemdir. Ek olarak, bu elde edilen veya edilecek olan
soyut konvoliisyonlarla ilgili 2D ve 3D’de niimerik hesaplamalar da gelecekteki

arastirma konularindan birisidir.
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