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OZET

Bu tezde, tiimér hiicrelerini iceren bir HIV enfeksiyon modeli verilmekte ve bu
model analiz edilmektedir. Modelde, dort popiilasyon bulunmaktadir: tiimor
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denklemler kullanilarak ifade edilmistir. Ilk olarak HIV, tiimér ve bagisiklik
sistemi etkilesimi {izerinde durulmustur. Takiben, ¢6ziimiin pozitifliginden
bahsedilmis ve modelin denge noktalar1 belirlenerek bu denge noktalarinin
kararlilik analizi yapilmigtir. Son olarak; elde edilen analitik sonuglar, niimerik
caligmalar ile desteklenerek, biyolojik acidan yorumlanmigtir.
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ANALYSIS

ABSTRACT

In this study, we propose a mathematical model of HIV infection with tumor
cells. 'We model the interaction between tumor cells, helper T cells, infected
helper T cells and virus cells by using a nonlinear dynamical system approach
which gives rates of change of the four cell populations in the body. First,
we prove the positivity of the solution, as desired in any population dynamics.
Then, we analyze the local asymptotic stability of equilibrium points of the HIV
infection model. In the end, we support our theoretical results by some numerical

simulations.
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TESEKKUR
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Bugiin buraya gelmemi, ben olmami saglayan ve her durumda yanimda olan, her
kosulda desteklerini ve sicakliklarini sirtimda hissettigim hayatimdaki en degerli
varliklara, sevgili anne ve babama ise biitiin fedakarliklar1 ve emekleri i¢in; beni

ozenle biiylitmeye calistiklari i¢in sonsuz tesekkiirlerimi ve giikranlarimi sunarim.

Son olarak ise bu siirecte elimden tutan, sonsuz anlayis ve sabir gésteren, her tiirlii
destek icin bana kapisini acan Erdem KARAHISARLI’ya hayatimda bu denli var
oldugu igin ¢ok tesekkiir ederim. Onun destekleri ve tegvikleri olmasaydi bu

caligma tamamlanamazdi.
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1. GIRIS

1.1 Biyolojik Bilgiler

1.1.1 Bagisiklik Sistemi

Icinde yasadigimiz diinya mikrobiyal yapidadir. Yani temas edilen her yerde
ve solunan havada mikroplarla kargilagihr. Insan viicudu béyle bir ortamda
siirekli bakteri, mantar, parazit ve viriis saldirilarina maruz kalir. Bu saldirilara
karsi kendini savunmasi gerekir. Bu savunma, askeri savunma sistemine benzer.
Viicut, yapisina giren yabanci maddeleri tespit edip onlarla savasir. Bu savasi ise
bagigiklik sistemi yiiriitiir. Bagigiklik sistemini olugturan organlar: lenf bezleri,
bademcikler, timiis, karaciger, dalak, kemik iligi ve lenftir. Bagigiklik sisteminin
gorevi viicutta hastaliga neden olan organizmalar1 ve tiimorleri belirleyip yok

etmektir.

Bagigiklik sisteminde, spesifik ve spesifik olmayan olmak {izere iki cesit direng
mekanizmas1 vardir. Spesifik olmayan mekanizmadaki ilk asama, deri, vii-
cut tarafindan fiiretilen mukus benzeri salgilardan olusurken, ikinci asamanin
savunma elemanlar1 iltihap, ates ve bazi tip beyaz kan hiicreleridir. Spesifik
olan mekanizma bagigiklik sisteminin verdigi asil tepkiler olarak diigiiniilebilir.

Bu mekanizmanin savunma elemanlar: ise 6zellesmig lenfositler ve antikorlardir.



Nasil Caligir?

Canlinin yapisina yabanci olan her yapiya antijen adi verilir. Canl, ilk olarak
koruyucu organlar1 yardimiyla bu antijenlerin viicuda girmesini engeller. Bu
baglangi¢ savunma mekanizmasini, viicutta bulunan bariyerler olugturur. Bunlar
ise deri, mide-bagirsak sisteminde bulunan safra ve asitler ile viicut tarafindan

iiretilen mukus benzeri salgilardir.

Bahsedilen bu bariyerler agildiginda veya bagka herhangi bir yolla taninmayan
maddeler viicuda girdiginde ise yerel milis kuvvetleri olarak goriilen dogal
bagisiklik sisteminin elemanlar1 bu saldiriy1 énlemek icin devreye girerler. Kemik
iligi, timiis, lenf bezleri ve dalak gibi organlarda bulunan oncii hiicreler, bu

asamada antijenleri yok etmeye calisir. Bircok molekiil bu adimda yok edilebilir.

L] ® - Virs

s

@
N

Enfekte Olmus

l Hiicre

Bagisiklik Sistemi ~ + Virls
Antikorlar ile T hicreleri ile
Tepki Tepki
B hucresi T hicresi
> XC @
Y &
i A
2N 4 ]
'l ® ~
\ i-_/2
\ a [ —
\ ary
\_f\\_\:_\_j

Antikor \
Olu Enfekte Hiicre

Sekil 1.1: Spesifik savunma mekanizmasi



S6z edilen adimlarin bagarili olamadigi durumlarda dogal savunma sistemi,
viicuda giren yabanci maddelere gore 6zellegmis olan spesifik savunma mekaniz-
masini etkinlegtirir. Bu mekanizmanin temel elemanlar1t B ve T lenfositlerdir.
Sekil 1.2-a’da elektromikroskop altinda dinlenme halindeki B hiicresi ve 1.2-b’de

ise uyaricit T-hiicresi goriilebilir.

Sekil 1.2: Elektromikroskop altinda B ve T-hiicresi

Yabanci maddeleri fark eden T lenfositler diger savunma hiicrelerini de tetikleye-
rek karmagik bir biyokimyasal siire¢ baglatir. Bu siirecte B hiicreleri, viicuda
giren antijenleri durduracak antikorlari, antijenik &zelliklerine gore ayri ayri
sentezlemeye baglarken, T-hiicrelerinin alt gruplarindan olan 6ldiiriicii T-hiicreleri
ise antijenleri yok etmeye caligsir (Bkz. Sekil 1.1). Uretilen antikorlar, anahtar-
kilit uyumu seklinde 6zgiil antijenlere baglanarak antijenleri etkisiz hale getirir
ya da diger savunma hiicrelerini harekete gecirerek antijenlerin yok edilmelerini

saglar.



T-hiicreleri

Spesifik savunma mekanizmasinin bir elemani olan T-hiicreleri, kemik iliginde
tiretilerek farklilagsmas: igin timiise gonderilir.  Burada olgunlagarak, aktif
hale getirilmeyi bekleyen farkli cesit T-hiicrelerini olustururlar. Yiizeyinde
bulundurduklar koreseptor gesidine gére C' D4 T-hiicreleri ve C'D8' T-hiicreleri

olmak {iizere iki gruba ayrilirlar.

Major doku Uygunluk Kompleksi (MHC) Molekiilleri ise antijenler ile T-hiicreleri
arasinda arabuluculuk eden ve bagigiklik sistemi icerisinde yer alan hiicre yiizeyi
molekiilleridir. Bunlar antijenlere baglanarak T-hiicrelerine sunar ve onlari aktive
eder. MHC molekiilleri antijenleri taniyamaz, bir yapimin canliya ait olup
olmadiginin ayirt edemez. Antijene 0zgii bagisiklik yaniti olugsmasinda, 6nemli
faktor MHC molekiilii degil T-hiicresinin kendisidir. MHC molekiilleri, MHC T
ve MHC II molekiilleri olmak iizere iki gruba ayrilir. Bunlar yapica birbirine
cok benzer. Ancak MHC I molekiilleri, viicuda yabanci olan antijenleri C'D8"

T-hiicrelerine sunarken, MHC II molekiilleri ise C'D4" T-hiicrelerine sunar.

Aktiﬂegm__j;
Makrofajlar

. Aktif Qlmayan

” Makrofaj

Sekil 1.3: Makrofajlar



CDS8* T-hiicreleri, oldiiriicii T-hiicreleri olarak bilinir. Yiizeylerinde bulunan
reseptorler sayesinde, MHC I molekiillerini taniyarak bu molekiillere baglanir.
Boylece, MHC T molekiilleri tarafindan kendilerine sunulan antijenleri, bu

molekiiller araciligiyla oldiiriicii graniillerini kullanarak yok eder.

C'D4" T-hiicreleri ise yardime: T-hiicreleri olarak bilinirler. Yardimer T-hiicrelert,
T-hiicreleri arasinda en biiyiik gruptur. Saghkl bir kiside T-hiicresi sayisi, bir
mikrolitre kanda 800-1300 hiicredir.

Reseptor
Yardimel
T hicresi

Antijen Tastyan

Mikroorganizma Uyarici Molekili

Sekil 1.4: C'D4" T-hiicreleri antijen iligkisi

CD4" T-hiicreleri, MHC II molekiillerini tamyarak bu molekiillere baglanir.
MHC II molekiilleri tarafindan aktiflegtirilen C'D4" T-hiicrelerinin, bu molekiiller
tarafindan kendilerine getirilen antijenlere karsi izleyebilecegi iki yol vardir.
Bunlardan biri, B hiicreleri ve makrofajlar gibi diger bagigiklik hiicrelerini aktif-
lestirerek iiretilen antikorlar yardimiyla antijenlerin yok edilmesini saglamaktir.

Sekil 1.3'te dinlenme halinde ve aktiflesmis makrofajlarin yapisi goriiliir. Diger



yol ise, C' D8 T-hiicrelerini uyarip birlikte ¢aligarak antijeni yok etmektir. Yani
bu hiicreler, antijenlere karsi viicudun verdigi tepkileri destekleyen hiicrelerdir
(Bkz. Sekil 1.4).

Bagigiklik Sistemi Tiimor Iligkisi

Tiimo6r, normal hiicre boliinmesi kurallarimi hige sayarak kontrolsiizce biiyiiyen
anormal hiicre yapilart olarak tanimlanabilir [22]. Normal hiicrelere viicut
tarafindan siirekli olarak boliinme, bagka hiicreye déniisme veya 6lme emri gelir.
Tiimor hiicreleri bu emirleri yok sayar ve bunun sonucunda kontrolsiizce gogalir.
Ayrica Sekil 1.5’te sematik olarak ve Sekil 1.6’da elektromikroskop altinda bir

dokudaki, normal hiicreler ve tiimor hiicreleri goriiliir.

Sekil 1.5: Sematik olarak tiimor hiicreleri ve normal hiicreler

Bir tiimor hiicresi, iyi huylu veya kanser olabilir. Tiimérler viicuda yayilmadigi
zaman iyi huylu olarak nitelendirilir, ancak tiimoriin ¢ogalmasi siirekli devam
eder ve viicuda yayilmaya baglarsa canl i¢in 6liimciil olabilir. Bu tip tiimorler

ise kotii huyludur ve kanser olarak adlandirihir [22].
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Sekil 1.6: Elektromikroskop altinda tiimér hiicreleri ve normal hiicreler

Bagigiklik sisteminin bir diger gorevi ise tiimérleri tanimak ve yok etmektir.
Timor hiicreleri, degisime ugramis hiicreler oldugundan bagigsiklik sistemine
yabanci olarak goriiniir. Bu nedenle bagigiklik sistemi hiicreleri, yapisi tanidik
gelmeyen tiimor hiicrelerine saldirir. Yani, yardimei T-hiicreleri ile 6ldiirticii T-
hiicreleri kullanilarak anormal hiicreler bagigiklik sistemi tarafindan yok edilmeye
cahgilir (Bkz. Sekil 1.7).

. . Kanser Hlcresinden
Kanser Hicresi Kalanlar

Sekil 1.7: Kanser hiicresi ve T-hiicresi arasindaki iligki



1.1.2 HIV/AIDS

1970’lerin sonunda ve 1980’lerin baginda ¢ok sayida insanin sonucuna iyimser
bakilan bir enfeksiyondan aligilmadik bir gekilde 6ldiigii belirtilmigtir. Bu hasta-
lar, AIDS (Acquired Immune Deficiency Syndrome/Edinilmis Bagisiklik Eksikligi
Sendromu) olarak adlandirilan bir hastaligin semptomlarini gostermekteydi. Bu
durum, tip diinyasimin AIDS’i ilk kez fark etmesi olarak ifade edilebilir |25, 26].

1983’te, Robert C. Gallo liderliginde Amerika Birlesik Devletleri'nde ve Luc
Montagnier liderliginde Paris’te ayr1 ayri bilimsel ¢aligmalar yiiriiten iki farkl
caligma grubu, AIDS hastalarinin daha énce kegfedilmemis bir retroviriis tarafin-
dan enfekte edildigini agiklamigtir. 1986’da ise bu viriis "HIV (Human Immunod-

eficiency Virus/Insan Bagisiklik Yetmezlik Viriisii)" olarak isimlendirilmistir [23].

Viriisiin ¢ikig kaynagi arastirildiginda ise bulgular Afrika’y: isaret etmistir. Ik
olarak 1960’larda, Afrika’da gempanzelerden insanlara gectigi diigiiniilmektedir
[24,25].

HIV’in, HIV-1 ve HIV-2 olmak {izere iki tiirii vardir. Ancak, diinyadaki
AIDS hastaliginin biiyiik bir kismi viriisiin HIV-1 tipinden kaynaklanmaktadir.
Giintimiizde bu viriis ile ilgili sahip olunan bilgilerin biiyiik kismi da HIV-1

tizerinde yapilan aragtirmalardan elde edilmigtir [23-25].

Bulagici hastaliklar bilimsel olarak aragtirilmaya basglanildigindan beri neredeyse
en biiylik ¢aba, HIV salgininin aragtirilmast igin gosterilmigtir. Bu caba, daha
once esi ve benzeri goriilmemis klinik arastirma calismalarina; molekiiler biyoloji,
immiinoloji, hiicre biyolojisi, epidemiyoloji ve matematiksel modelleme gibi pek

¢ok disiplinin bir arada kullanilmasina olanak saglamigtir [13].



Sekil 1.8: HIV’in gen haritasi

Zaman icinde yapilan disiplinler arasi calismalarla bu viriisiin 6zelliklerini
kavrama adina biiyiik adimlar atilmis, Kuzey Carolina Universitesi’'nden bilim
insanlari, HIV’in gen haritasimi eksiksiz olarak gikardiklarim agiklamigtir [16]
(Bkz. Sekil 1.8). Bununla birlikte AIDS igin bir tedavi veya HIV'den korunmak
icin bir ag1 heniiz bulunamasa da farkl bilim insanlar1 tarafindan bazi metotlar
geligtirilmig, HIV ile birlikte yagayabilen saghkli insan sayisi arttirilmigtir.

Giintimiizde tedavi ile ilgili bilimsel caligmalar siirmektedir.

HIV Nedir?

HIV, "lentivirus" ailesine mensup bir retroviriistiir. "Lenti" sozciigii, yavas
anlamina gelir. Bu aileye mensup olan viriisler, nérolojik ve bagigiklik sistemini
baskilayan hastaliklara neden olur. Retroviriislerin hepsi oldukca benzer yapi ve
bilegenlere sahiptir. Bu viriisler, tek iplikgikli Ribo Niikleik Asite (RNA) sahip,
kompleks yapili, zarfli viriislerdir ve genetik izlerini RNA’larinda tagimaktadir.

Bu yapidaki viriislerden olan HIV’in yapisi ise Qekil 1.9’da goriilebilir.
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Sekil 1.9: HIV’in yapist

HIV bir canhda iki gekilde yayilabilir. Bunlardan biri HIV’in hiicreden hiicreye
gegisi (cell-to-cell) ile gerceklesir, digeri ise direkt olarak T-hiicrelerine dogru
yayllmasiyla (circulating free viral particles to T-cells directly) olur [17-19].
Hiicreden hiicreye gecis, etkisizlestirici antikorlarla kargilagmadan viriisiin canhda

yayilmasini saglar.

Bilim insanlar1 tarafindan uzun yillar boyunca Deoksiribo Niikleik Asitin (DNA)
RNA’y1, RNA'nin da proteinleri iirettigi bilinmekte, bu sistemin tersine caliga-
mayacag diigliniilmekteydi. Ancak; 1970’te Baltimore ve Temin, retroviriislerin
sahip oldugu ve "Revers Transkriptaz" adi verilen bir enzim ile RNA’dan
DNA sentezleyebildikleri belirleyerek yillar siiren molekiiler biyolojinin temel
dogmasini yikmusgtir [28]. Bu kesif, 1975'te Baltimore ve Temin’e Nobel Odiilii

kazandirmigtir.
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Sekil 1.10: Sematik olarak bir T-hiicresine baglanan HIV

Diger tiim viriis tipleri gibi HIV de dogrudan bagisiklik sistemine saldirir. Bu
sistemde ise Ozellikle, bir tiir T-hiicresi olan Yardimci (CD4%1) T-hiicrelerine
saldirir.  Bu hiicreler, HIV’in yiizeyinde olan "gpl120" adlh proteine uyumlu
yiizeyindeki reseptorler nedeniyle viriisiin ana hedefidir (Bkz. Sekil 1.10 ve Sekil
1.11). Bu uyum, HIV’in konak hiicresi olan yardimeci T-hiicrelerinin icerisine
kolaylikla girmesini saglar. Boylece yardimci T-hiicreleri HIV ile enfekte olmusg
hale gelir (Bkz. Sekil 1.12).

CD4" Reseptiir

Sekil 1.11: HIV ile T-hiicreleri arasindaki uyum
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Sekil 1.12: Elektron mikrografi taramasi

HIV’in kendini kopyalama dongiisii viriisiin konak hiicreye baglanmasi ile basglar.
Viriistin konak hiicresi olan T-hiicrelerinin igerisine girmesinden sonra revers
transkriptaz enzimi RNA’dan ¢ift sarmalli DNA sentezler. Olusan DNA, konak
hiicrenin kromozomlari ile biitiinleserek "provirus" adi verilen yapiy1 olusturur ve
yeni viriisler i¢gin RNA iiretimine baglar. Yeni viriislerin bu yapidan ayrilmasiyla
HIV’nin kendini kopyalama siireci biter (Bkz. Sekil 1.13). Aciklanan HIV’in

kendini kopyalama dongiisii Sekil 1.14 ile sematik olarak gosterilmigtir.

Sekil 1.13: Elektron mikrografi ile hiicreden ayrilan HIV
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Sekil 1.14: HIV’in kendini kopyalama dongiisii

HIV’in konak hiicre olarak yardimei T-hiicrelerini kullanmasi, bu viriisle enfekte
olmusg bir insanda yardimeci T-hiicrelerinin sayisini azaltarak bagisiklik sisteminin
yavag yavag zarar gormesine neden olur. Bagigiklik sisteminin zarar gérmesiyle,
viicudun enfeksiyonlara karsi direnci yok olmaya baslar ve enfeksiyon kaynakl
tiimorlere kargi savunmasizlagir. Yani HIV’e bagh olarak viicutta bircok kanser
tiirii goriilebilir. Bununla birlikte, hastalarda zamanla bagisiklik sistemi ¢oker

ve AIDS adi verilen durum ortaya ¢ikar. Kisaca HIV, AIDS’e yol acan bir viriis

olarak bilinir.
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HIV Enfeksiyonunun Agamalari

HIV enfeksiyonun geligsmesi kompleks bir siirectir. Tipik bir enfeksiyon siireci 10
yil siirer ve Oliimle sonuclanir. Bu enfeksiyon siirecinin agamalar1 Sekil 1.15'te

goriiliir.

HIV’in viicuda girmesini takiben birkag¢ hafta sonra "akut enfeksiyon" dénemi
baglar. Akut enfeksiyon doneminde biiyiik miktarda viriis iiretilir. Buna bagh
olarak, yardimci T-hiicrelerinin sayilarinda 6énemli 6lgiide bir diigiis gézlemlenir.
Bu diisiisiin nedeni, viriisiin ana hedefinin yardimci T-hiicreleri oldugu i¢in onlara
saldirmasi ve onlar enfekte etmesidir. 1-3 hafta icerisinde bagigiklik sistemi viriise
tepki gostermeye basglar, cok sayida yardimci T-hiicresi iiretilir. Bu donemde,

yardimci T-hiicrelerinde hizh bir déngii goriiliir.

Tkinci asama "Klinik Uyku Hali" olarak bilinir. Bu dénemin on yila kadar
uzadigl gozlenmistir. Bu dénemde hastaligin semptomlar fark edilmeyecek kadar
az olabilir, ancak viriis hala aktiftir ve {iretimi gerceklegir. Donemin sonuna
dogru virlis miktarinda yeniden hizli bir artig, buna bagl olarak T-hiicrelerinde
ise diigiis goriiliir. Bunun sonunda hastanin bagigiklik sistemi zayiflar ve HIV
enfeksiyonunun belirtileri ortaya cikmaya baglar. Yapilan cahigsmalara bagh
olarak, bu doénemde bagigiklik sisteminin hastaligin ilk agamalarinda belli bir
dereceye kadar kontrol edebilme yetisi oldugu ancak zaman iginde bu yetinin
kaybedildigi veya viriisiin kendini kopyalama hizinin zaman i¢inde artig gésterdigi

diigliniilmektedir.

AIDS, HIV enfeksiyonunun iigiincii ve son asamasidir. Bu agamada T-hiicresi
sayis1l yok denilecek kadar azalir ve bagigiklik sistemi ¢6kmdiis olarak kabul edilir.
Bu durum viicutta kendini farkli gekillerde gosterebilir. Baglica tiimér tipleri;
lenf diigiimlerinde goriilen rahatsizliklar ve ates, firsatci enfeksiyonlar, enfeksiyon
kaynakl tiimorlerdir. Bu tiimorlerden en sik goriilenleri ise Kaposi Sarkoma,

lenfoma cesitleri ve rahim agz1 kanseridir.
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Sekil 1.15: HIV enfeksiyonunun agamalari

Bagigiklik sistemi, hastaligin seyri boyunca hasar almaya devam ettigi icin en-
feksiyon kaynakli tiimorler HIV enfeksiyonunun her agamasinda goriilebilir. HIV
ile enfekte olmus bir hasta AIDS olmadan 6nce, Klinik Uyku Hali Agsamasi’nda
en fazla 10 yil yagayabilir. Ancak genetik gibi gesitli faktorlerden dolayr bazi

hastalarda bu agsama daha da kisa olabilir.

Yapilan klinik aragtirmalar sonucunda, viriisleri tam anlamiyla yok etmese de
hastalarin HIV ile yagama siirelerini uzatan HAART (Highly Active Antiretroviral
Therapy/Yiiksek Olgiide Aktif Antiretroviral Tedavi) geligtirilmigtir. Tedavi,
HIV’in kendini kopyalamasini 6nleyici yapilarin birlesiminden olugmaktadir. Bu
tedaviyi goren hastalarin, normal yasam kalitesinde hayatlarina devam etmesi

saglanir.
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HIV /AIDS ile Tiimdr Iligkisi

HIV ile enfekte olmug veya AIDS agamasina ge¢mis bireyler, bazi kanserlerin
gelisimine kargt biiyiik risk tagir. Bu hastalarda goriilebilecek kanser tiplerinin
baginda Kaposi Sarkoma, Non-Hodgkin lenfoma ve rahim agzi kanseri gelir.
Ancak daha az yaygin olan bagka kanser tipleri de goriilmektedir. Bu kanserlerin

geligsmesi, viriisle enfekte bireylerin AIDS agamasina gectiginin gostergesi olarak
kabul edilir [22,23,26].

Kaposi Sarkoma olarak adlandirilan kanser tiirii, deri iizerinde olusan sistemli
bir doku bozulmas: seklinde tanimlanabilir. Ayrica lenf diigiimlerinde karaciger,
dalak, akciger gibi organlarda da doku bozulmalar1 goriilebilir. AIDS hastalar:
gozlenmeye baglamadan once, bu kanser oldukca nadir bir kanser tipi olarak
bilinmekteydi [23-26]. AIDS hastalarinda Kaposi Sarkoma, saglikli bireylerden
20000 kat daha sik goriilmektedir. Bu nedenle Kaposi Sarkoma, "AIDS

belirleyici" olarak adlandirilir.

Lenf diigiimleri bagta olmak {izere lenf sistemi organlarindaki hiicreler farklilag-
maya ve kontrol edilemeyen hizda ¢ogalmaya baslar. Bu durum, lenf sisteminde
goriilen ve Non-Hodgkin lenfoma olarak adlandirilan kanser tiiriidiir. Bircok

cesidi bulunmaktadir.

HIV/AIDS ve yukarida bahsedilen bazi kanser tipleri arasindaki iligki giintimiize
kadar hala tam olarak anlagilamamis olsa da bu kanserlerin olusma nedenlerinin

baginda bagigiklik sistemin zayiflamasi oldugu diigiiniilmektedir.
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HIV’in Diinya Uzerindeki Yayilim

HIV’in yayilmaya baglamasindan itibaren diinya capinda 39 milyon insanin
oliimiine neden oldugu bilinmekte ve giiniimiizde hala ciddi bir saghk problemi
olmaya devam etmektedir. Diinya Saglk Orgiitii (WHO) niin verilerine gore

diinya capindaki HIV enfeksiyonunun yayginhik haritasi Sekil 1.6’da goriilebilir.

Diinya Saglik (rgita'nin verilerine giire hilgelerdeki yaygihk
Bt Pasifi: 01 [01 - 01] [0 hrupa 14[03-04]
flogu Akdeniz 0 [01- 0] I merika: 05 (04 - 06] Diinya gapindaki yayginhk: %0.8 (0.7 - 0.8]
Bineydogu Asya: 03 [03-04] I i 85 (47 - 47] o w5 i

5 3 500 Kdcrnetm
———

Sekil 1.16: Diinya c¢apindaki HIV yayginhk haritas

UNAIDS (The Joint United Nations Programme on HIV/AIDS), 11 organizas-
yonun (UNHCR, UNICEF, WFP, UNDP, UNFPA, UNODC, UN Women, ILO,
UNESCO, WHO and the World Bank) HIV/AIDS salginina karsgi birlegmesiyle
olugan bir programdir. Detaylh bilgi i¢in [27] incelenebilir.

UNAIDS tarafindan yaymlanan raporun verilerine gore;

e 2014 yihinda diinya ¢apinda, AIDS hastaligindan 1.2 milyon insan hayatini

kaybetmis ve 2 milyon insan HIV ile yeni enfekte olmustur.

e 2015 Mart itibariyle ise diinya iizerinde HIV ile birlikte yagayan insan sayisi
yaklagik olarak 36.9 milyona ulagmigtir.

e Bu insanlardan sadece 15 milyonu HAART ile tedavi gormektedir.
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1.2 Dinamik Sistemler

Dinamik sistem kavrami zamanla degigen fiziksel, biyolojik, ekolojik ve benzeri ol-
gularin matematiksel modellemesi olarak agiklanabilir. Uygulamali matematigin
bir ¢aligma alanidir. Bu modellerin klasik mekanik ve fizik, popiilasyon dinamigi,

tip, finans gibi alanlarda yaygin olarak kullanildigi gériilmektedir.

Iki cesit dinamik sistem mevcuttur. Bunlardan biri olan fark denklemleri ayrik
zamanlt olaylar icin kullanilirken (Ornegin, bocek popiilasyonlarinin modellen-
mesi), diferensiyel denklemler siirekli zamanli olaylar i¢cin kullanilir. Diferensiyel
denklemler ise icerdigi bagimsiz degisken sayisina gore adi diferensiyel denklemler

ve kismi diferensiyel denklemler olmak {izere iki kola ayrilir.

Bu tez calismasinda siirekli zamanli adi diferensiyel denklem sistemleri incelen-
mektedir. Bu nedenle bu kesimde diferensiyel denklemlerin teorisine ve ozellikle
adi diferensiyel denklemlere odaklamilacaktir. Ayrica, tez calismasimin kalan
kisminda adi diferensiyel denklemler, diferensiyel denklemler olarak isimlendirile-

cektir.

Tanim 1.2.1 Tek degiskenli fonksiyonlar ile bu fonksiyonlarin tirevlerini iliski-

lendiren denklemlere diferensiyel denklem denir.

Tanim 1.2.2 f reel degerli bir fonksiyon olmak dzere n. mertebeden en genel

diferensiyel denklem

[tz defdt, iz /dt, ... d"x/dt") = 0 (1.1)

formundadir. Burada f fonksiyonu, t’ye bagly degil ise diferensiyel denkleme

otonom, t’ye baglh ise bu diferensiyel denkleme otonom olmayan denir.
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Tanim 1.2.3 Asagidaki formda ifade edilen bir diferensiyel denklem icin

d"z dr 1z dx

%+a1(t)W+...+an_1(t)a+an(t) = g(t) (1.2)

aj, j = 1,...,n katsaylars ve g fonksiyonu, x’den bagimsiz ise (1.2) diferensiyel
denklemine lineer (dogrusal), aksi takdirde lineer olmayan diferensiyel denklem
adv verilir. Ayrica g(t) = 0 ise bu diferensiyel denkleme homogen, degilse homojen

olmayan denir.

Tanim 1.2.4 n. mertebeden bir diferensiyel denklemin ¢6zimi, n kez tirevlienebilen

ve
T ($(2), do(t) /dt. d*G(t) [P, ... d"6(¢) [dE™) = 0
esitligini saglayan x = ¢(t) seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanar.

Simdiye kadar verilen tiim tamimlar diferensiyel denklem sistemleri icin de
genigletilebilir. Birinci mertebeden diferensiyel denklem sistemlerinin en genel

hali ise agagida verilmigtir.

Tanim 1.2.5 ¢ =1,....n icin f; reel degerli fonksiyonlar olmak tizere

F=(f1,for o, f)" we X(t) = (x1(t), 22(1), .., zn(t))"

olsun. Bu taktirde, birinci mertebeden n-tane diferensiyel denklemin olusturdugu

bir diferensiyel denklem sistemi:

— = F(X(t),1) (1.3)

formundadar.
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Ayrica, (1.1) ile verilen n. mertebeden bir diferensiyel denklem, uygun déniigiimler
ile birinci mertebeden n—tane diferensiyel denklemden olugan Sistem (1.3)%e

doniistiiriilebilir.

Tanimm 1.2.6 Sistem (1.3)’te F fonksiyonu, t’ye bagh degil ise bu diferensiyel

denklem sistemine otonom, t’ye bagl ise otonom olmayan denir.

Tanmm 1.2.7 Sistem (1.3), i = 1,...,n ig¢in

Wi S aslt) + (1) (1.4

formunda yazlabiliyor ise bu sisteme lineer, akst takdirde lineer olmayan dife-
rensiyel denklem sistemi adv verilir. Ayrica Vi ig¢in g;(t) = 0 ise bu diferensiyel
denklem sistemine homojen, degilse homojen olmayan diferensiyel denklem sis-

temi denar.

Teorem 1.2.1

Ry = {(t,xl,fﬂg, ,l’n) . ’t — to‘ < h, ’]}l — Oéi‘ < bl,Z = 1,2, ,n} g RnJrl

n + 1-boyutlu dikdortgensel prizma seklinde bir bolge ve

X(to) = (z1(to), z2(to), .., xn(to)) = (a1, a2, ...y p) = @

(1.3) sistemi igin bir baslangi¢ deger olsun. Vj, k = 1,2,...,n i¢in f; fonksiyonlar:

ve % tirevleri R bélgesi tizerinde sirekli ise verilen baslangi¢ deger ile birlikte
(1.8) diferensiyel denklem sisteminin I = [ty — h,to + h] araliginda tanvmly olan

¢(t, Xo) ¢oziimii vardir ve bu ¢ézim tektir.

Burada dikkat edilirse ¢(t, Xg) ¢oziimii X baglangi¢ degerine baghdir.
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Tanmm 1.2.8 X,, (1.8) diferensiyel denklem sistemi icin bir baslangi¢ deger
olmak fdizere bu diferensiyel denklem sisteminin zamana bagl ¢éziminid veren
¢(t, Xo) fonksiyonu, parametrize edilmis bir egri tanimlar ve bu egriye akis denir.

Bu egri izerinde buluna noktalarin kimesine ise yéringe denir.

Tanim 1.2.9 ¢(t; Xy) fonksiyonu, (1.8) diferensiyel denklem sisteminin akig
olsun. S CR™ olmak tizere, VXy € S ve ¥Vt > 0 icin ¢(t, Xo) € S ise S kiimesine
pozitif degismeyen denir. Benzer sekilde VX, € S ve ¥t < 0 i¢in ¢(t, Xy) € S
ise S kiimesine negatif degismeyen denir. Hem pozitif hem de negatif degismeyen

kiimelere ise degismeyen denar.

1.2.1 Kararlihk Tanimlari

Bir 6nceki kesimde verilen tanimlara ek olarak, diferensiyel denklem teorisinden
bu tez calismasinda ihtiya¢ duyulan diger kavramlar ise, denge noktasi ile

kararlilhik kavramlaridir.

Tanim 1.2.10 Sistem (1.3) i¢in F(X*) = 0 kogulunu saglayan X* noktasina
denge noktast (sabit nokta veya sabit ¢ozim) ads verilmektedir. Denge noktasinda
baslayan bir ¢ézimin hareketi duragandir. Yani ¥Vt icin ¢ (t; X*) = X esitligi

saglanmaktadur.

Simdi ise bir denge noktasinin kararhligi icin birkag farkl tanim verilecektir. Bu

tanimlar sistem (1.3) i¢in yapilacaktir.

Tanim 1.2.11 Denge noktasinayakin secilen bir baslangic noktasi, Xy olsun. Bu
noktadan baslayan @ (t; Xo) ¢ozimi Yt > 0 i¢in denge noktasina yakin kalwyor
1se, bu denge noktasina Lyapunov kararl veya L-kararl adi verilir. Baska bir
ifade ile; Ve > 0 verildiginde

| Xo — X*|| <9 iken || (t; Xo) — X¥|| <&, VE =0

olacak sekilde 36 > 0 sayrst var ise X* denge noktasina L-kararls denir.
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Tanim 1.2.12 L-kararls olmayan bir denge noktasina ise kararsiz adv verilir.
Baska bir ifade ile; Yo > 0 verildiginde

1 X5 — X°I| < & iken || (t2: X5) — X7|| > &1

olacak sekilde bir t; > 0 i¢in e > 0 sayst var ise X denge noktast kararsizdar.
Yani kararsiz bir denge noktasina yakin baslayan yoringeler bir t1 zamaninda bu
denge noktasindan en az 1 kadar uzaklasmaktadir.
Tanim 1.2.13 Bir denge noktast L-kararl ve her || Xo — X*|| < 01 igin

lim [|¢ (t; Xo) — X7[| =0

t—o0

sarty saglamyor ise bu denge noktasina yerel asimptotik kararl denir.
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Sekil 1.17: Kararhhk gegitleri



Yukarida tamimlanan kararhilik cesitleri, Sekil 1.17°de geometrik olarak verilmigtir.
Burada (a) yerel asimptotik kararh denge noktasini, (b) L-kararh denge noktasini,

(c) ise kararsiz denge noktasin géstermektedir.

1.2.2 Kararhlik Analizi

Bu kesimde ayr1 bagliklar altinda lineer ve lineer olmayan sistemlerde kararhlik
analizinde kullanilacak olan bazi tamimlar verilecek ve bu analizin nasil yapila-

cagina dair teoriye deginilecektir.

Lineer Sistemlerde Kararlilik Analizi

AX =Y (1.5)

seklinde bir denklem verilsin. Bu denklemi X vektoriinden Y vektoriine
tanimlanmig bir lineer doniigiim olarak diigiinebiliriz. Coziimiinii bulmak icin

ise A bir skalar olmak iizere Y = AX diyelim. Oyleyse

AX =X

olup

AX —AX =0

elde edilir. Bu egitligin sifirdan farkli ¢éziimlerinin olabilmesi i¢in

det(AX — AX) =0 (1.6)

egitligi saglanmahdir. Simdi, agsagidaki iki tanimi verebiliriz:
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Tanim 1.2.14 ay,as, ..., a, sabit katsayilar olmak idizere (1.6) egitliginden elde

edilen

POA) = X"+ a N+ ot ap A+ ay (1.7)

polinomuna A matrisinin karakteristik polinomu denir.

Tanimm 1.2.15 (1.7) denklemi ile verilen karakteristik polinomun koklerine A
matrisinin 6zdegerleri adv verilir. Her dzdegere karsilik bulunan (1.5) denkleminin

sifirdan farkl ¢éziimiine ise bir ozvektor denir.

Simdi de asagidaki lineer diferensiyel denklem sistemini diigiinelim:

X = AX. (1.8)

Orijin, (1.8) sistemi i¢in her zaman bir denge noktasidir. Eger sistemin A = 0
olacak sekilde bir 6zdegeri yok ise, bu durumda oijin sistemin tek denge noktasi

olur.

Teorem 1.2.2 (1.8) lineer sistemi igin:
a) A matrisinin tim X\ ozdegerlerinin reel kisumlar negatif ise orijin yerel
asimptolik kararlidar.

b) A matrisinin en az bir tane pozitif reel kisuma sahip X\ 6zdegeri var ise orijin

kararsizdir.

Routh-Hurwitz kriteri, bir karakteristik polinomun tiim koklerinin negatif reel
kisima sahip olmas: icin gerek ve yeter sartlar: vermektedir. Asagidaki teoremde

bu kriter ifade edilmistir.
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Teorem 1.2.3 Vi i¢in a;’ler reel sabitler olmak tzere (1.7) ifadesi ile verilmis

polinom icin j > n tken a; olmak tzere Hurwitz matrisleri:

ap 1 0
aq 1
H1=(a1),H2=< );H:z: as az ap

as Qa4 asg

ve

apa 1 0 0 ... O

as a2 ap 1 N 0
H, = as Q4 a3 Qo

O 0 0 0 ... a,

seklinde tanwmlanur. (1.7) polinomunun tim kéklerinin negatif reel kisimlara sahip
olmasi icin gerek ve yeter kosul tim Hurwitz matrislerinin determinantlarinn

pozitif olmasidir, yani j = 1,2, ..., n i¢in det(H;) > 0 olmalidur.

Genel hali bir 6nceki teoremde verilmig Routh-Hurwitz kriterinin n = 2,3 ve 4

icin saglamasi gereken kosullar:

n=2i¢in: a; > 0 ve ay > 0,
n =3 ic¢in: a; > 0 ve az > 0 ve ayas > ag,

n=4igin: a; >0 ve az > 0 ve ay > 0 ve ayasas > a2 + atay

olarak elde ederiz.
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Lineer Olmayan Sistemlerde Kararlilik Analizi

t=1,....,n i¢in f; fonksiyonlar:1 reel degerli fonksiyonlar olsun.

F = (f1, fo, ., fa)" ve X(t) = (x1(t), 22(t), ..., xa(8))T

olmak iizere lineer olmayan

X = F(X) (1.9)
sistemini diigiinelim. Bu sistemin kararlilik analizini yapmak igin denge nokta-

larini belirlemek ve bu noktalar civarinda sistemin yoériingelerinin hareketlerini

aciklamak gereklidir. Oncelikle (1.9) sistemi icin bazi tanimlar1 verelim.

Tanim 1.2.16 F, diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise 1,7 = 1,....,n i¢cin

DF = Bj{j} (1.10)

ile tanwmlanan n x n boyutlu matrise F 'nin Jakobiyen matrisi denir.

Tanim 1.2.17 Sistem (1.9)’un denge noktass X* olmak tizere F fonksiyonunun
bu denge noktasindaki Jakobiyen matrisi J = DF(X") ile gosterilsin. J’nin tim
dzdegerlerinin reel kisma sifirdan farkl ise bu denge noktasina hiperbolik, aksi

halde hiperbolik olmayan denge noktasi denir.

Tamim 1.2.18 J = DF(X") n x n-boyutlu bir matris olmak tzere

X=JX (1.11)

sistemine (1.9) sisteminin X* noktasindaki lineerlestirilmesi denir.
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Sistem (1.9) icin denge noktast X* = 0 ise F(0) = 0 olur. Oyleyse, Taylor

teoreminden

F(X) = DF(0)X + %DQF(O)(X,X) + ...

elde edilir. DF(0)X lineer fonksiyonu X* = 0 noktas: civarinda lineer olmayan

F(X) fonksiyonuna iyi bir yaklagim oldugu buradan agikc¢a goriiliir.

Bu takdirde X* = 0 civarinda, lineer olmayan Sistem (1.9)’un yerel davramslar
ve lineerlegtirilmig Sistem (1.11)’in yerel davramglar topolojik olarak birbirine
denktir. Bu durum sadece hiperbolik denge noktalar1 icin gecerlidir. Ayrica
herhangi bir sifirdan farkli denge noktasi degigsken degigtirme yardimiyla orijine
taginarak daha kolay analiz edilebilir. Bu adimda yapilan sadece degisken

degistirme oldugundan denge noktasi kararlilik acisindan tiim 6zelliklerini korur.

Buraya kadar ifade edilenlerden hareketle, lineer olmayan bir sisteme hiperbolik
denge noktasi civarinda yapilan lineerlegtirme ile elde edilen yaklagim, lineer
olmayan bu sistemin denge noktasinin kararliligin1 ve kararlilik tipini belirlemede

kolaylik sagladigini séyleyebiliriz.

Sistem (1.9)’un herhangi bir hiperbolik denge noktasinin kararlihgi, DF(X™)
Jakobiyen matrisinin kararakteristik denkleminin 6zdegerlerine gore belirlenir.
Lineer sistemlerde oldugu gibi, buradaki Jakobiyen matrisin karakteristik den-

klemin 6zdegerlerinin igaretleri de Teorem 1.2.3 kullanilarak belirlenir.

Hiperbolik olmayan denge noktalarinin kararliliklarini belirlemek ise daha zordur.
Lineer yaklagim, bu tipteki denge noktalar1 icin her zaman dogru sonucg ver-
mediginden dolay1 kullanilamaz. Onun yerine Lyapunov fonksiyonlar1 yardimiyla
bu tipteki denge noktalarinin kararliligr belirlenebilir. Ancak bu tez caligmasinda

bu konuya deginilmeyecektir.
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1.3 Caligilacak Model icin Literatiir Incelemesi

Bu kesimde, tez caligmasina konu olan matematiksel modelle ilgili 6nceden

geligtirilmig modellerin yer aldigi ve incelendigi ¢aligmalar iizerinde durulacaktir.

1980’lerde HIV’in yayginlagmasiyla beraber, HIV enfeksiyonunu anlamaya yonelik
pek ¢cok matematiksel model geligtirilmis ve analiz edilmigtir [1,11]. Bu modellerin
cogunda HIV’in bagigiklik sistemi {izerindeki etkisine odaklanilmigtir. Buradaki
amag, HIV-bagigiklik sistemi dinamiginin iyi sekilde anlagilmasi ve bu enfeksiyona

kargt bir tedavinin geligtirilmesine yardimci olacak bilgilerin agiga gikartilmasidir.

Hastaligin ve viriisiin mekanizmasi giiniimiizde hala tam olarak bilinmemektedir.
Bu nedenle, gelistirilen modellerden elde edilen sonuclarin klinik calismalarla
ortiismedigi durumlar ortaya cikabilmektedir. Dolayisiyla bu konu g¢alisilmaya

ve geligtirilmeye agik bir alandir.

Simdiye kadar gelistirilen modellerde farkli yaklagimlar kullanilmigtir. 1995’ten
once geligtirilen modellerde genellikle T-hiicrelerindeki diigiis kinetigini acikla-
maya odaklanilmigti. 1995ten sonra geligtirilen modellerin odaklandigi noktalar
degisiklik gostermeye baglamig, buna bagh olarak dikkate alinan popiilasyonlar
cesitlilik gostermigtir. Cogu modelde C'D4™ T-hiicreleri (yardimeir T-hiicreleri)
dikkate alinmis olsa da bagisikhik sisteminin bir diger hiicresi olan C'D8" T-
hiicrelerini inceleyen modeller de vardir. Ustelik bazi modeller gecikme terimi

eklenerek de incelenmigtir.

HIV enfeksiyonunun, tiimérlere yol actigi Kesim 1.1.2°de belirtildi. Oyleyse, bu-
radan hareketle HIV enfeksiyonu altinda tiimoér biiylimesini inceleyen ¢aligmalar

da oldukca 6nemlidir.
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Bu kesimin kalan kisminda ise literatiirde yer alan bazi caligmalara deginilecektir.
Caligilan matematiksel modellerdeki notasyonlar; T'(t), E(t), I(t), V(t) sirasiyla
herhangi bir ¢ zamanindaki tiimoér hiicreleri, yardimci T-hiicreleri, HIV ile
enfekte olmug yardimei T-hiicreleri ve serbest HIV viriis parcaciklari yogunlugunu

gostermektedir.

Culshaw ve Ruan 2000 yihinda, Perelson’un [8] yaptigi calhigmadaki modeli
basitlegtirerek gecikmeli olarak incelemistir. Bu ¢ahgmadaki model CD4" T-
hiicreleri, enfekte olmus C'D4" T-hiicreleri ve viriis olmak iizere ii¢ popiilasyon

icermektedir [11] ve agagidaki denklem sistemi ile verilmistir.

E(t)+1(t)

max

B — s — ugBE(t)+rE(1) (1—

a4 — FEGOVE) —ml?)

dt

) -k V(t)E(t)

W~ Nupl(t) — bV E®) — V().

dt

Lou, Ruggeri ve Tebaldi; 2006 ve 2007 yilinda yaptiklar1 ¢aligmalarda HIV’in
hiicreden hiicreye yayildigini kabul etmigtir. Bu calismalarda; tiimor hiicreleri,
C'D4* T-hiicreleri, enfekte olmus C' D4 T-hiicreleri olmak iizere ii¢ popiilasyon-
dan olugan model gecikmeli ve gecikmesiz olarak analiz edilmistir [4,5]. Ayrica,
bahsedilen modellerde viriis géz oniine alinmamis ve hedef hiicrelerin enfekte
olma zamani gecikme terimi olarak diisiiniilmiigtiir. Model asagidaki denklem

sisteminden olugmaktadir:

(2—7; = T(t) (&} (1—
% = E(t) T2 (1—

4= 10 (T () — ).
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Bodnar, Forys ve Szymanska ise yaptiklarnn g¢ahgmada [2]|, iki farkli model
inceleyerek kargilagtirmistir. Ilk model sadece tiimor hiicreleri, C D4+ T-hiicreleri
icermekte iken ikinci model bunlara ek olarak enfekte olmus C'D4" T-hiicrelerini
de icermektedir. Bodnar, Forys ve Szymanska, bu iki modelin kararlilik
analizlerini c¢ahgilarak ayrica gecikmeli durumu da incelemigtir. Ekledikleri

gecikme terimi [5] caligmasindakinden farkhidir. Modelleri ise agagidaki sekildedir:

63—7; = T’th —Oékl t
RN 100 ( t )> — T E®) + (1 — )k T(t — 7)E(t — 7)
—k:2 (H)I(t)

G = REM®IE) - ul(t)

2011 yilinda Forys ve Poleszczuk [3], [4, 5] ten farkli olarak HIV pargaciklarimin
canh icinde ikinci yolla, yani direkt olarak T-hiicrelerine dogru, yayildigim
kabul etmig ve modele viriis popiilasyonunu da dahil ederek [4, 5]'te caligilan
modeli degigtirmigtir. Ayrica, [3]'te bu degisen model, gecikme terimi eklenerek
caligilmigtir. Eklenen gecikme terimi [5] ¢aligmasindakinden farkhdir. Caligilan

model:

G = nTt) —kT)E(

i )
i _ rQT()+a—u1E(t) BT(OE(®) + (1 - )k T(t - 7)E(t - 7)
(

—kyB()I(t) — ks E(t)V (1)
A = kBE)I({) + kBEGOV () — ml(t)

Y = NSI(t) —cV(t)

dt

dir.
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Bahsedilecek olan son c¢aligma, Rihan ve Rahman tarafindan yapilan [1| ¢alig-
masidir. Burada, [3] cahgmasindaki model farklh bir gecikme terimi ile ¢cahgilmigtar.
Modelde yine, HIV parcaciklarinin direkt olarak T-hiicrelerine dogru yayildig
kabul edilmigtir. Bu ¢alismadaki model:

L = 1 T(t) - WT()E(®)
ar r2T(t)+oz 1 E(t) — ek T(H)E(t) — ks E()V (t) — ky E(£)I(t)
A — BV () + kyE(6)(t) — paI (1)

& = NG&I(t)—cV(t)

seklindedir.

Bu tez ¢aligmasinda ele alinan model ise [1] ve [3] ¢aligmalarinda yer alan
modelden yola cikilarak elde edilmigtir. HIV parcaciklarinin hiicreden hiicreye
gecisle yayillmasinin, diger yayilma tiiriine gore daha onemli ve etkili oldugu
[20, 21] galigmalarindan bilinmektedir. Bu nedenle, bu tez ¢aligmasinda [1] ve
[3] ¢aligmalarindan farkh olarak, HIV parcaciklarinin hiicreden hiicreye gegisle
yvayildig1 varsayilmig ve modelin kararlilik analizi boyut indirgemeden yapilmigtir.

Modele olan bu yaklagimlardan dolay |1] ve [3] caligmalar geligtirilmigtir.
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1.4 Tez Cahismasinin Amaci

HIV, ortaya cikisindan bu yana pek ¢ok kiginin 6liimiine neden olmug tehlikeli bir
viriistiir. Bir kere enfekte olan birey hayatinin sonuna kadar bu viriisii viicudunda
tagir. HIV, bagigiklik sisteminde uzun siire uyku siirecinde kalabilen bir viriistiir
ve bu nedenle enfekte olan kisiler viriis tagidiklarinin bilincinde olamayabilir.
Ta ki AIDS olduklarini 6grenene kadar. Bu durum bile HIV’in yayilmaya ne
kadar miisait oldugunu gosterir. HIV’in son agamasi olan AIDS, bu sekilde etki
kapsamini farkli cografik bolgelerdeki popiilasyonlara genigleterek zaman icinde

diinya capinda bir salgin hastalik haline gelmistir.

HIV’in diinyadaki sayisal degerleri ele alindiginda, her giin 8 kiginin bu viriis
nedeniyle 6ldiigii ve her giin 2 kiginin HIV tedavisi gordiigii ve 5 kiginin de
enfekte oldugu gercegi elde edilir. Bugiin ise diinya iizerinde HIV ile enfekte
sekilde hayatini siirdiiren 30 milyonun {izerinde insan vardir. Biitiin bu korkutucu
degerler 1s18inda, AIDS’in 21. yiizyilda halkin saghgini tehdit eden en biiyiik
tehlikelerden biri oldugu soylenebilir.

Bilim diinyasi, halk saghgini tehdit eden bu capta bir tehlikeyi yok edebilmek
veya en azindan oOnleyebilmek amaciyla siirekli calismaktadir. Yapilan biitiin
caligmalara ragmen giiniimiizde, ne HIV’in bulagmasini engelleyici bir ag1 geligti-
rilebilmis ne de AIDS’e bir ¢are bulunulabilmistir. Elde edilen en biiyiik basar
HAART terapisinin geligtirilmesidir. Ancak, bu da bir tedavi yontemi degildir.
Bu terapide yapilan; HIV’in kendisini kopyalamasini, birlegtirilen ¢esitli ilaclardan
olugan bir terapi ile engellemektir. Bdylece enfekte bireylerde AIDS’in ortaya
cikist geciktirilmeye ¢aligilmaktadir.
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Ayrica, HIV ile enfekte olmug veya AIDS agsamasima gegmis bireyler, bazi
kanserlerin gelisimine kargi biiyiik risk tasir. Hatta, oOnceki kesimlerde de
belirtildigi iizere kanserlerin geligsmesi, viriisle enfekte bireylerin AIDS agamasina
gegtiginin gostergesi olarak kabul edilir.  HIV/AIDS ve kanser arasmdaki
iligki giiniimiizde hala tam olarak anlasilamamis olsa da bu kanserlerin olugma

nedenlerinin baginda bagisiklik sisteminin zayiflamasi oldugu diigtiniilmektedir.

Kanser de insanlhigin hayatina girdigi andan itibaren miicadele edilmesi gereken bir
unsur olmug ve her dénemde bu hastalikla miicadele etmenin yollar1 aranmigtir.
Biiyiik capta bilimsel gelismelerin gerceklestigi 18. yy’da kanser tedavisine
karst onemli adimlar atilmig, gerceklestirilen calismalarla olumlu sonuclar elde
edilmigtir. Icinde bulundugumuz yiizyilda ise kanserle miicadelede muazzam

miktarlarda para ve insan giicii harcanmaktadir.

HIV/AIDS ya da kanser ile ilgili yapilan her ¢alismada amag, insan saghginda
biiyiik 6lciide etkileri olan bu problemlere karg: stratejiler belirlemektir. Bunun
icin ise ilk olarak yapilmasi gereken, bu hastaliklari tamamen anlayabilmektir.
Son yillarda, bilimin geligmesiyle birlikte yapilan caligmalar neticesinde kanser
biyolojisi, bagigiklik sistemi ve HIV/AIDS hakkindaki insanligin bilgisi ve bu
konular1 anlayabilme orani artsa da hala tam anlamiyla yeterli degildir. Gele-
cekte, aragtirmalar i¢in daha biiyiik cabalarin harcanacagi agikardir. Buradaki

umut, bu problemlerin ¢oziilmesi ve insanligin kazanmasidir.

Bu noktada, uzun siiredir devam eden bu savasin kazanilmasi icin gereken,
farkli alanlardaki bilim insanlarimin birlikte calismasidir. Bu alanlar biyoloji,
immiinoloji, tip bagta olmak {izere fizik, miihendislik ve matematiktir. Biy-
ologlarin ve tip diinyasindaki bilim insanlarinin bu konuda yapilan caligmalara
katkisi biiyiik olsa da son yillarda matematik diinyasindaki bilim insanlarinin da
azimsanamayacak katkilar fark edilmeye baglanmigtir. Matematik tek bagina var
olan bu problemi ¢ozmekte belki yeterli degildir ancak problemin anlagilmasinda

ve yorumlanabilmesinde biiyiik katk: saglamaktadir.
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Matematik ve doga bilimleri arasindaki etkilesim 06zellikle kompleks sistemlerin
modellenmesinde goézlemlenir. Matematiksel model, gercek diinya ile sayilar
arasinda yer alir. Model, gercek diinyayi ilk etapta tamamen yansitamasa da bazi
acilardan elde edilebilecek en iyi yaklagimi verir. Esas olarak, bir matematiksel
model gercek diinyanin anlagilabilmesine yardimer olur. Ustelik, modelin meveut
labortuvar verileriyle yapilan simiilasyonlar: gercege daha yakindan bakabilmeyi

ve 6nemli noktalar: fark edebilmeyi saglar.

Matematiksel modellemenin amaci, siirekli yeni modeller gelistirmek, var olan
modellere farkli acilardan bakmak veya modellere eklemeler yaparak iyilegtirmek-
tir. Yani, bilim yigilarak degil iizerine eklenerek gider. Bu tez caligmasinin da

bilimin gelisimindeki merdivenlerin bir basamagi olmas1 amaglanmigtir.

Caligmanin buraya kadar olan kisimda, HIV enfeksiyonu ve bagigiklik sistemi ile
ilgili baz1 temel biyolojik bilgiler ve dinamik sistemler teorisindeki bazi temel
kavramlar ve teoremler verilmistir. Ikinci kesimde tez calismasinin konusu olan
model tanitilmis ve model icin matematiksel analizler yapilmistir. Uciineii
kesimde ise ikinci kesimdeki modelle ilgili elde edilen matematiksel sonuclar

niimerik caligmalar ile desteklenmigtir.
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2. MODEL

Onceki kesimlerde, HIV’e bagh olarak viicutta bircok kanser tiiriiniin goriilebile-
cegi ifade edilmigti. Bu kesimde ise bu tiimorlerin bagigiklik sistemiyle iligkisini

inceleyen bir matematiksel model verilecek ve analizi yapilacaktir.

HIV enfeksiyonuna bagh olarak ortaya ¢ikmig tiimor hiicreleri ve bagigsiklik sistemi

hiicreleri arasindaki etkilegim

L= rT(t)— kT)E®)

£ TzT(t) mE() — Ok T()E(t) — BV (1) (2.1)
U g BE(BV(E) — cl(t)

o N&](t)—qu( ).

diferensiyel denklem sistemi ile ifade edilmigtir. Kesim 1.3’te daha oOnce ifade
edildigi iizere, bu tez ¢alismasinda ele alinan model, [1] ve [3] caligmalarinda yer

alan modelden yola c¢ikarak olugturulmustur.

Yine, Kesim 1.3’te daha once ifade edildigi iizere; HIV parcaciklarinin hiicreden
hiicreye gegisle yayilmasinin, diger yayilma tiirline gére daha onemli ve etkili
oldugu yapilan cahgmalarda yer almaktadir [20, 21|. Bu nedenle, bu tez
caligmasinda yer alan modelde HIV parcaciklarinin hiicreden hiicreye gecisle

yayildigi varsayilmigtir.

Ayrica, bagigiklik sisteminin tiimére kargi lineer bir tepki verdigi kabul edilmig
ve basitlik icin bagisiklik sisteminin viriise kargi tepkisi bu caligmada dikkate

alinmamigtir.
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Model, tiimor hiicreleri, yardimeci T-hiicreleri, serbest HIV wviriis parcaciklar
ve HIV ile enfekte olmus yardimci T-hiicreleri olmak iizere dort popiilasyon

icermektedir ve modeldeki her parametrenin pozitif oldugu kabul edilmigtir.

Burada T'(t), E(t), 1(t), V (t) sirasiyla herhangi bir ¢ zamanindaki tiimor hiicreleri,
yardimci T-hiicreleri, HIV ile enfekte olmug yardimci T-hiicreleri ve serbest HIV

viriis parcaciklar: yogunlugunu gostermektedir.

Tiimor hiicrelerinin 71 sabit katsayisiyla iistel olarak biiyiidiigii varsayilmaktadir.
Yardimci T-hiicreleri ise tiimor hiicrelerinin bir sonucu olarak r, sabit katsayisi

ile olugsmaktadir.

Her bir hiicrenin sonlu bir yagam siiresi oldugundan, pq,ps ve ¢ parametreleri
sirastyla yardimci T-hiicrelerinin, serbest HIV viriis parcaciklarinin ve HIV ile

enfekte olmug yardimeci T-hiicrelerinin dogal 6liim oranlarini belirtmektedir.

Timor ve yardimer T-hiicreleri arasindaki etkilegimin, sabit k; katsayisi ile tiimor
hiicrelerinin yogunlugunu diigiirdiigii varsayilmaktadir. Ayrica, bu etkilesim

yardimet T-hiicrelerinin de yogunlugunu 6 (6 < 1) parametresiyle azaltmaktadir.

Enfeksiyon oram olarak alinan k, parametresi, HIV ile enfekte olmug yardimei
T-hiicreleri yogunlugunu artirmaktadir. Burada N katsayisi ise her bir enfekte
olmus hiicreden salinan serbest viriis yogunlugu olup 6 parametresiyle kalibre
edilmektedir.

36



2.1 Modelin Analizi

Bu tez calismasina konu olan model, popiilasyon yogunluklarini iceren biyolojik
bir modeldir. Oyleyse, bu modelin biyolojik acidan kabul edilebilir olabilmesi icin
bu yogunluklarin negatif olmamasi gerekmektedir. Bu durumda, diger analizlere
gecmeden oOnce, negatif olmayan bir bolgede baglayan yoriingelerin, negatif
olmayan bolgede devam ederek o bolgede kaldigini gostermek gerekmektedir.
Kesim 1.2’de bu ozelliklere sahip bolgeler, pozitif degismeyen bolge olarak tanim-
lanmigtir. Bu tanmima gore, pozitif degismeyen bolgede baslayan yoriingelerin
bu bélgede kaldigr bilinmektedir. Yani caligilan model i¢in degigmeyen bolgenin

belirlenmesi gereklidir.

Serbest HIV parcaciklarinin degisim hizinin diger hiicrelerdeki degisim hizindan

daha biiyiik oldugu varsayimi altinda; serbest HIV parcaciklari, doygunluk

durumuna kolayca ulagabilir. Bu doygunluk durumunda, % = 0 olur. Bu

nedenle, matematiksel analizlerin yapilmasi daha kolay olacagindan (2.1) sistemi

ks = % olmak tizere

L= nT@) - kT()E()

dt

B — pyT(t) — i E(t) — 0k T(t)E(t) — ks E(t)1(t) (2.2)
4 = JE)I(t) — cl(t)

sistemine indirgenebilir. Simdi, ¢oziimlerin negatif olmamasi ile ilgili olarak

agagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 2.1.1 Ty, Ey ve Iy negatif olmayan baslangi¢ kosullary ile birlikte (2.2)

sistemini digtnelim. Sistemin, [Ty, Fo, Io] noktasindan baslayan yéringesi,

R ={XeR|X>0}

olarak tanwmlanan bélgede vardwr ve bu bolgede kalir.
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Ispat 2.1.1 Sistem (2.2)’deki birinci ve tg¢iinci denklemlerden,

T(t) = Toele >0, Vt >0,

fg E(s)ds

ks [t E(s)ds
sl PO S 0w >0

I(t) - ]0 ect -
olarak bulunur. Bu ¢ozimlerin, (2.2) sistemindeki ikinci denklemde yerine yazil-
maswyla elde edilen diferensiyel denklemin integral carpans yardimayla ¢ozilme-

style ise

t
E(t)=e" Jo m+0kiT(s)—k3I(s)ds (EO + 2 T(s)ds) >0Vt>0
Ho Jo

elde edilir. O

Sonug olarak, (2.1) sisteminin R bolgesinde baglayan yoriingelerinin, yine ayni

bolgede kaldig1 goriiliir.

2.1.1 Denge Noktalar:

Bu tez caligmasinda ele alinan modelde biyolojik acidan, denge noktalar: icin
ti¢ farkli durum mevcuttur. Enfekte olmamig denge noktasi adi verilen denge
noktasi, viriisiin tamamen yok oldugu durumu aciklamaktadir. Tkinci olarak,
tiimoriin siirekli biiyiimeye devam etmesine bagl olarak yardimec: T-hiicreleri de
ayni oranda iiretilmeye devam edilecektir. Bu durumda, denge noktasinda tiimor
hiicreleri ve yardimci T-hiicreleri birlikte var olmaktadir. Bu denge noktasina
endemik enfekte denge noktasi denir. Son olarak, tiimér hiicrelerinin tamamen
yok olmasi miimkiindiir. Buna tiimdrsiiz denge noktast denir. Ancak, bu
ifade edilen ve de biyolojik acidan miimkiin olabilecek durumlardan hangilerinin,
ele alman (2.1) sistemi icin gerceklestigi yapilacak matematiksel incelemeler ile

belirlenecektir.
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Sistemin denge noktalar1 belirlenmeden 6nce,

filt) = rT@) - kT)E®R)

fa(t) 7’2T(7f) mE(t) — 0k T(t)E(t) — ko E(t)V (1)
f3(t) 2BV (L) — cl(t)

fa(t) = Nf”(f) — V(1)

olmak iizere, X (t) = (T'(t), E(t), 1(t), V(t))" ve F(t) = (fi(t), fa(t), f5(t), fa(t))"

olarak alinirsa Sistem (2.1)

dX(t
B~ wx0) (2.3
dt
olarak vektor diferensiyel denklem formunda yazilabilir. Kesim 2.1.2’de ifade

edildigi tizere, denge noktalart:

F(X) =0

denkleminin 7, E,I ve V icin coziilmesi ile bulunur. Bununla ilgili lemmaya
gecmeden 6nce bundan sonraki analizlerde kullanilacak olan iki degeri modeldeki

parametrelere bagl olarak

N5k2T1
ck o

Ro =1y —0Or; ve Ry =

seklinde tanimlayalim.
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Lemma 2.1.2 (2.1) sistemi icin, Ry > 0 sarts saglanwyor ise negatif olmayan iki

tane denge noktasi ortaya cikar:

1. Ry # 1 kosulu altinda, enfekte olmamas denge noktasy elde edilir ve bu denge

noktast Py = (%, 0, O) ile belirlenir.

2. ®1 = 1 kosulu altinda endemik enfekte olmus denge noktasi elde edilir ve
bu denge noktasy P* = (%, %, réf{f‘/, V) le belirlenir. Burada V €
Rt U {0} dur.

Lemmanin ispat1 ve hesaplamalarin detaylar1 EK A’da verilmigtir. Dikkat edilirse,

(2.1) sistemi i¢in tiimorsiiz denge noktasi olarak aslandirilan denge noktas: mevcut
deildir.

2.1.2 Denge Noktalarinin Kararlilik Analizi

Kesim 2.1.1°de belirlenen denge noktalarinin kararliliklarinin belirlenmesi ile ilgili
teoremler bu kesimde verilecektir. Teorem 2.1.1, enfekte olmamig denge nok-
tasiin kararliligi icin gereken gartlari belirlerken; Teorem 2.1.2, endemik enfekte

olmug denge noktasinin kararlilig icin gerekli kararhlik sartlar: belirlemektedir.

Teorem 2.1.1 Sistem (2.1) i¢cin, R; < 1 kosulu saglanwyor ise enfekte olmamas

denge noktasir Py yerel asimptotik kararldir.

ispat 2.1.2 Sistem (2.3), enfekte olmamus denge noktasi civarinda lineerlegti-

rilerek sistemin Jacobiyen matrisi

0 e (R
r2—ury
Ouqir T
o |0 m T — (2.4)
0 0 —c 4k '
0 0 NS —py
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olarak elde edilir. Daha once ifade edildigi tizere, bu matrisin tim ézdegerler:
negatif reel kissma sahip ise denge noktast kararbdur. (2.11) ile verilen Jakobiyen

matrsinin karakteristik denklemi:

ar = rg_len ((c+ p2)(ro — Or1) + pars)

Ay = m((cugk‘l — N&kng)(T’Q — (97“1) + ulklrg(c + ,U2) + M1k1’l“1(7"2 — 97’1))

as = m(lel(C + ,UQ)(?"Q — 97"1) + T'Q(Cugkl — N(Skg?"l»
ay, = #]i—:l(C/JJQkil — N(SkQTl).

olmak tzere

PA) = M+ a1 23 + a2 + az)\ + ag (2.5)

dir.  Teorem 1.2.3 ile wverilen Routh-Hurwitz Kriterinden, R < 1 sarts
altinda (2.5)’teki karakteristik denklemin tim koklerinin negatif reel kismi oldugu
sonucuna ulagilir (Bkz. EK C). O halde, enfekte olmamus denge noktast yerel
asimptotik kararlidir. Eger Ry > 1 ise ay > 0 olarak elde edilir ve bu ise denge

noktasinan yerel asimptotik kararl olamayacage anlamina gelir(Bkz. EK C).O

Teorem 2.1.2 Sistem (2.1) i¢in, endemik enfekte olmug denge noktasy P~
L-kararhdar.

ispat 2.1.3 Sistem (2.1), enfekte olmamus denge noktasi civarinda lineerlesti-

rilerek sistemin Jacobiyen matrisi, V € RT U {0} olmak tzere

0 —ry s 00

g | —mm ey —on(sR) 0 e
0 kaV —c 4
0 0 NO  —po

olarak elde edilir. Daha once ifade edildige tizere, bu matrisin tim dzdegerleri
negatif reel kissma sahip ise denge noktasy kararlidir. (2.6) ile verilen Jakobiyen

matrsinin karakteristik denklemi:
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ar = cFp+ po + RV + Or B

—0r1
ag = Ori(c+ M2)mﬂe/22 + (Vk?2 + ) (e + pg + 1) (2.7)
az = cpiry + papery + cVpoks + cVkory + Vipokory
ay = 0.
olmak tizere
PO) = M+ ay A3 + ap\? + az)\ + ag (2.8)

ile belirlenir. Buradan ise bir ozdegerin sifir olmasi gerektigi sonucuna ulasilor.

Teorem 1.2.3 ile verilen Routh-Hurwitz kriteri indirgenmas

PA) = X+ a1 A2 + ax\ + a3
karekteristik polinomuna wygulanirsa kalan ¢ ozdegerin negatif reel kisimaia

sahip oldugu gorilir. O halde, endemik enfekte olmus denge noktasi yerel L-
kararlidir(Bkz. EK C).0

Bu kesimdeki teoremlerin ispatlariyla ilgili detaylar icin EK B ve EK C’ye
bakilabilir.
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2.2 Kontrol Modeli ve Analizi

HIV enfeksiyonunun, bagigiklik sistemi iizerinde nasil bir etkisi oldugunun

gozlemlenebilmesi icin ayrica enfeksiyonun olmadigi durumu agiklayan

L= nT(t) — kT (t)E(t)

dt

dE — p,T(t) — i E(t) — 0k, T(t) E(t)

dt

iki boyutlu sistemin de kontrol modeli olarak incelenmesi gerekmektedir.

Model, tiimor hiicreleri, yardimci T-hiicreleri popiilasyonlarini icermektedir ve

modeldeki her parametrenin pozitif oldugu kabul edilmigtir.

Burada T'(t) ve E(t) swrasiyla herhangi bir ¢ zamamndaki tiimor hiicreleri ve
yardimci1 T-hiicreleri yogunlugunu gostermektedir. T{mor hiicrelerinin r; sabit
katsayisiyla iistel olarak biiyiidiigii varsayilmaktadir. Yardimci T-hiicreleri ise
tiimor hiicrelerinin bir sonucu olarak r, sabit katsayisi ile olusmaktadir. Her bir
hiicrenin sonlu bir yasam siiresi oldugundan, p; parametresi yardimei

T-hiicrelerinin dogal 6liim oranlarini belirtmektedir. Tiimor ve yardimca T-
hiicreleri arasindaki etkilesimin, sabit k; katsayisi ile tiimor hiicrelerinin yogun-
lugunu diigiirdiigii varsayilmaktadir. Ayrica, bu etkilesim yardimci T-hiicrelerinin

de yogunlugunu 6 (§ < 1) parametresiyle azaltmaktadir.

Ilk olarak, Teorem 2.1.1’den bu sisteminin yériingelerinin R? bolgesinde degismeyen

oldugu soylenebilir. Sistemin denge noktalari belirlenmeden 6nce,

filt) = mTt) —kT(t)E(®)
fo(t) = roT(t) — i E(t) — 0k T(t) E(t)
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olmak iizere, X(t) = (T'(t), E(t))" ve F(t) = (f1(t), f2(t))" olarak alnirsa Sistem
(2.9)

dX(t) _
— L =F(t,X(1)) (2.10)

olarak vektor diferensiyel denklemformunda yazilabilir.

Denge Noktalari

Sistem 2.9’un denge noktalari,

F(X) =0

denkleminin 7" ve E icin ¢oziilmesi ile iy > 0 sart1 altinda

* 1Ty ™
Sp=(0,0) ve §* = (——+L L
0 ( ) <k}1(7”2 — 07“1) ](71)

olarak bulunur.

Denge Noktalarinin Kararlihik Analizi

Kontrol modelinin denge noktalarinin kararlilig1 agagidaki teorem gecerlidir.

Teorem 2.2.1 Sistem (2.9) icin, timdrsiz denge noktasi Sy kararsiz, S* denge

noktasy ise yerel asimptolik kararhdar.

ispat 2.2.1 Sistem (2.9) icin Jacobiyen matrisi

JrE = | T hE R (2.11)
’ ro — 0k B —py — 0k T '
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olarak elde edilir. Oyleyse Sy denge noktas icin

J(SO): [ ™ 0 ]

ro —H1

olarak yazlabilir. Burada det(J(Sp)) < 0 oldugundan bu denge noktasi kararsizdar.

Diger denge noktast i¢in ise

_ __para
ro — 01y o

J(S’*):[ ! _“51—3“] (2.12)

olmak iizere det(J(8)) > 0 ve tr(J(8%)) < 0 oldugu gérilir. Oyleyse bu denge

noktasi yerel asimptolik kararhder. O
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3. NUMERIK CALISMALAR

Biyolojik yapilar1 anlamak icin kullanilan matematiksel modellerin cogunda,
modeli olusturan diferensiyel denklem sisteminin analitik bir ¢oziimiinii bulmak
her zaman miimkiin degildir. Bu nedenle, bu tarz problemlerde niimerik metotlar

kullanilarak ¢oziime yaklagik ¢oziim {iretmek 6nemlidir.

Bu kesimde amag, (2.1) sistemindeki viriis ve tiimér dinamigini niimerik olarak
da gbzlemek ve incelenmektir. Yapilan her bir niimerik simiilasyon icin MATLAB
programi ve bu programdaki ODE paketi (ode45) kullanilmigtir. Bu kesimde elde
edilen sonuclar, Kesim 2’de yapilan teorik ¢aligmalarin daha iyi anlagilmasina ve

bu caligmalarin geligtirilmesine olanak saglamaktadir.

(izelge 3.1: Birinci simiilasyon i¢in parametre degerleri

Parametreler Anlamlar: Degerleri
1 |7] Tiimor hiicrelerinin biiyiime orani 0.1
k1 (8] Tiimor hiicrelerinin etkilesimden 6liim orani 0.001
o 8] Yardimci T-hiicrelerinin iiretilme orani 0.03
w1 (1] Yardimer T-hiicrelerinin 6liim orani 0.03
0 1] Yardimer T-hiicrelerinin etkilegimden 6liim orani 0.1
ko (3] Enfeksion orani 2.4 x107°
c (1] Enfekte yardimer T-hiicrelerinin 6liim orani 0.3
N [3] Enfekte hiicre yogunlugu 275
J (3] Enfekte hiicrelerden salinan serbest viriis orant 0.3
e (1] Serbest HIV parcaciklarimin 6liim orani 3.8
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Herhangi sayisal bir calisma yapmadan 6nce, bu calismalarda kullanilacak olan
parametre degerlerinin secilmesi gerekmektedir. Bu kesimde yer alan niimerik
yaklagimlarda kullanilan parametre degerleri, biyolojik klinik deneyleri iceren
veya benzer matematiksel modelleri inceleyen caligmalarin literatiir incelemesi
ile belirlenmigtir. Kullanilan parametrelerin tiim listesi, degerleri ve alindiklar

referanslar ile birlikte Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2’de verilmigtir.

Tamdr Hicreleri

Yardime T-Hicreleri
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Sekil 3.1: Enfekte olmamig denge noktasinin ¢6ziim grafikleri
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Ilk olarak, Sistem (2.1) icin baslangic kosullar belirlenmis ve parametre degerleri
CQizelge 3.1’deki gibi secilmistir. Secilen bu parametreler neticesinde Teorem
2.1.2’nin hipotezleri saglanmaktadir. Oyleyse Kesim 2.1.1'de enfekte olmamis
denge noktasi olarak adlandirilan denge noktasi elde edilir. Ayrica, segilen bu
parametreler ile Teorem 2.1.1’in hipotezleri de saglanmaktadir. Yani bu teorem

sonucunda enfekte olmamis denge noktas1 kararhdair.

Enfekte olmamig denge noktasi Fy'in kararliligr Sekil 3.1’de goriilmektedir. Bu
sekilde (A): tlimor hiicreleri, (B): yardimer T-hiicreleri, (C): enfekte olmusg
yardimer T-hiicreleri ve (D): viriis i¢in ¢oziim grafiklerini gostermektedir. Can-
hida, tiimor ve yardimer T-hiicrelerinin belli bir degere sahip oldugu gzlenirken,
virlis ve enfekte T-hiicreleri tamamen yok oldugu gozlemlenir. Ancak HIV
bulagan bir canlinin bu viriisii hayatinin sonuna kadar tagidigi bilinmektedir. Bu
nedenle, bu denge noktasinin elde edildigi durum biyolojik acidan ¢ok da uygun
degildir. Dolayisiyla biyolojik olarak énemli olan denge noktasi, endemik enfekte

olmug denge noktasidir.

Simdi ise Sistem (2.1) igin baglangi¢ kosullari ile birlikte gereken parametreler
secilmigtir. Birinci calismadakinden farkli olarak secilen parametre degerleri

Cizelge 3.2’de goriilebilir.

Cizelge 3.2: Ikinci simiilasyon icin parametre degerleri

Parametreler Anlamlari Degerleri
k1 (8] Timor hiicrelerinin etkilesimden 6liim oran1 ~ 0.0003
pe (1] Serbest HIV parcaciklarinin 6liim orani 2.2

Bu parametre degerleri neticesinde Teorem 2.1.2°nin hipotezleri saglanmaktadir.
Oyleyse Kesim 2.1.1°de endemik enfekte olmus denge noktasi olarak adlandirilan
denge noktasi elde edilir. Ayrica, Teorem 2.1.2’nin hipotezleri de saglanmaktadir.
Bu teorem sonucunda ise endemik enfekte denge noktasinin kararli oldugu

sonucuna ulagilir. Jekil 3.2’de ise endemik enfekte olmug denge noktasi P*’'in
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kararlihg goriilmektedir. Bu sekilde (A): tiimor hiicreleri, (B): yardimer T-
hiicreleri, (C): enfekte olmug yardimci T-hiicreleri ve (D): viriis i¢in ¢oziim
grafiklerini gostermektedir. Canhda, tiimor ve yardimei T-hiicrelerinin belli bir

degerde dengeye otururdugu goriiliir.
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Sekil 3.2: Endemik enfekte olmus denge noktasinin ¢éziim grafikleri
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HIV enfeksiyonunun, bagigiklik sistemi iizerindeki etkisini gézlemlemek igin; HIV
enfeksiyonunun olmadigi durumu gosteren 2.9 kontrol modeli Kesim 2’de analiz
edilmigtir. Yapilan son niimerik caligmada ise modelde elde edilen S* denge
noktasi ile HIV enfeksiyonlu durumu agiklayan Model 2.1°’deki biyolojik agidan
miimkiin olan P* denge noktasi ve bu denge noktalarinin kararlilik durumular
karsilagtirilmistir. Bu calismada, yukaridaki parametre degerleri ile secilen yeni

baslangi¢ noktalar: kullanilmigtir.

Kontrol modeli i¢in elde edilen pozitif denge noktast S*'in kararlihigr Sekil 3.3’te
goriilebilir. Bu gekilde (A): tiimor hiicreleri i¢in ¢6ziim grafigi iken (B): yardimei
T-hiicreleri i¢in ¢oziim grafigidir. Ayrica, Sekil 3.4’te ise Model 2.1’in tiimor

hiicreleri ve yardimeir T-hiicreleri igin ¢oziim grafikleri goriilebilir.

Dikkat edilirse, her iki modelde de tiimor hiicreleri belli bir noktada kararh olarak
dengeye oturmaktadir. Fakat HIV enfeksiyonlu modeldeki tiimor hiicrelerinin
denge noktasi kontrol modelindekinden biiyiiktiir. Elde edilen bu niimerik
sonuglardan HIV enfeksiyonu altinda bagigiklik sisteminin baskilandigr agiktir.
HIV enfeksiyonu yokken bagigiklik sisteminin tiimorii kontrol edebilmesi daha
hizhdir. Dolayisiyla HIV enfeksiyonu olan canhlarda tiimér daha cok ve daha

hizli biiyiir.
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Sekil 3.3: Kontrol modelinin ¢oéziim grafikleri
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4. SONU(Q

Popiilasyonlarin modellenmesi ve inga edilen modellerin analiz edilmesi; yapilan
caligmalardaki dinamiklerin daha iyi anlagilmasina, yorumlanmasina ve ¢oziim
arayiglarinin zenginlesmesine olanak saglar. Bu tez calismasinda da aym siar
ile hareket edilmis, ortaya cikisindan giiniimiize kadar pek c¢ok kisinin 6liimiine
sebep olan HIV enfeksiyonunu anlamaya yonelik bir model geligtirilmis ve analiz

edilmigtir.

Matematiksel modellemede amac, modellerin siirekli gelistirilerek gercege daha
yakin hale getirilmesidir. Tezin 6nceki kesimlerinde de belirtildigi {izere bilim,
tizerine eklenerek gider. Yapilan bir calisma, kendinden sonrakilere 1g1k tutar, kap1
aralar. Bu tez caligmasindaki model de; detayh literatiir incelemesi sonucunda

ulagilan tiim modellerden yola ¢ikilarak geligtirilmigtir.

Ik kesimde HIV viriisiiniin yapisi ve etkileri iizerinde durulmus; diinyadaki giincel
rakamlarla bu viriisiin ne kadar yaygin oldugu gosterilmistir. Daha sonra da
tezin yol gosterici kavrami, lineer olmayan dinamik sistemler teorisi ele alinmigtir.
Model iizerinde yapilan analizlerde ise sistemin denge noktalar1 belirlenmis ve bu
noktalarin kararhilik analizleri yapilmigtir. Elde edilen sonuglar ise son kesimde

yapilan niimerik ¢alismalar ile desteklenmis ve aciklanmistir.

Bu caligmada kontrol modelinin incelenmesi ile birlikte, HIV ile enfekte olmamig
bireylerde bagisiklik sisteminin tiimoérleri daha hizli kontrol altina alabildigi
sonucuna ulagilir. Bu sonug, HIV enfeksiyonunun bagigiklik sistemini baskiladig
gercegini acikca ortaya koymaktadir. HIV enfeksiyonu, bagigiklik sisteminin
tiimorlerle savagma giiclinii azaltmaktadir. Bu durum ise tiimoér hiicrelerinin

bagisiklik sistemi gézetiminden kacarak yayilmasina olanak saglamaktadir. Yani,
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HIV enfeksiyonu bagigiklik sisteminin zayiflamasina neden olur. Ayrica yapilan
tez caligmasinda, bagisiklik sistemindeki bu zayifligin bireylerde tiimor geligme-
sine ve bu tliimorlerin yayilmasina onciiliik ettigi sonucuna ulagilir. Bu durum,
klinik olarak da HIV ile enfekte olmus bireylerde gozlemlenmektedir. Bu
bireylerde, Kaposi sarkomu olmak iizere HIV enfeksiyonu kaynakh tiimor tiirleri

goriiliir.

Her ne kadar incelenen model kompleks olmasa da elde edilen sonuclar HIV en-
feksiyonunu ve tiimér bagigiklik sistemi dinamiginin anlagilmasina yardimeci olur.
Ayrica elde edilen biitlin sonuclar, bu modelin geligtirilmesinde kullanilabilir.
Yaptigimiz caligmalar: daha da genigleterek literatiiriin gelismesine katk: saglama

amacindayiz.
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A. Modelin Denge Noktalarinin Bulunmasi

Sistem (2.1)’in

L) = nT) = kTE)E®?)

h(t) = 7‘zT(lﬁ) pE(t) — Ok T()E(t) — k2 E(6)V (1)
f3(t) = kE@V(E) —cl(t)

fut) = N51(t)—M2V( )-

olmak ﬁzere7 X(t) = (T(t),E(t),](t),V(t))t ve F(t) = (fl(t)vf2(t)’f3<t>’f4(t))t

olarak alinirsa,

aX(1)
2 = (X (1)

seklinde vektor diferensiyel denklem formunda yazilabilecegi Kesim 2’de daha

once ifade edilmistir. Denge noktalar: ise

F(X) =0

denkleminin 7', E, I ve V igin ¢6ziilmesi ile bulunur.
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Yani

T — kTE =0 (A1)

rol — B — 0k TE — ke EV =0 (A.2)
ks EV — ¢l =0 (A.3)

N8I — j1,V =0 (A.4)

denklemlerinin ortak ¢Oziimii ile denge noktalar1 elde edilir. A.1l egitliginden

elimizde:

T(Tl—klE):O — T:Oveyaﬁ—klE:O

denklemleri var olup, o halde iki durum vardir.

Durum 1 7 = 0 olsun. Oyleyse A.2 esitliginden

—E =BV =0 = E(u1 +kV)=0 = E =0 veya p; + ksVV=0

elde edilir. Yani, bu durumda ki alt durum varder.

Alt Durum 1.1 E =0 olsun. A.3 egitliginden

—cl=0 = 1=0

ve A.4 esitliginden

V=0 = V=0
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elde edilir.

Sonug olarak ise ilk denge noktas:

= ~ &39S
o o o o

ile verilir.

(A.5)

Alt Durum 1.2 Simdi de 3 + kV =0 = V = —2 olsun. A.3 esitliginden,

ko

1
——koE —cl =0
ke €
ve A.J esitliginden
H1 M b2
NI — =0 I =—
T =V = kaNG
elde edilir. Ayrica A.3 esitliginden
H1 a2 Cll2
——kyF = E =
ettt e =0 = EE N

ulasilir. Sonug¢ olarak, ikinci denge noktas:

T 0
cu2
E _ ka NG
_pape
I ka N6
M
Vv T

seklinde elde edilir.
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Durum 2 Ikinci durum ise £ = % dir.

A.27den
™ ™ ™
TQT — W1 — le—T — ]{52—‘/ =0 = T(kﬂ"g — 9[1'17"1) — My kger =0
ky ky kq

elde edilir. A.3ten

/@%V —el =0 = kyrV — kil =0

1

ve A.J’ten

NOI — V=10
ifadeleri elde edilerek
k —ck V 0
271 CR1 _ ( A 7)
sistemine ulasilir. Bu sistemde
B— k’g?"l —Ckl
—pz  NO

olarak alimirsa, sistemin ¢ozimi det(B) ye bagl olarak iki alt duruma ayriler.

Alt Durum 2.1 det(B) # 0 = Nkory # ckijo olsun. Bu durumda A.7
sisteminin I =V = 0 olacak sekilde tek bir ¢ézimii vardwr. ry # 0ry kabuli ile

birlikte A.2°den

71

(ars =6hara) = =0 = 1= 2 80y
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elde edilir. Oyleyse tcinci denge noktast

=~ 3N
o

olarak belirlenir.

Alt Durum 2.2 Simdi de det(B) = 0 olsun. Oyleyse NSkyri = ckyjy elde
edilir. Sistem A.7'mn ¢ozimi V € R ve | = L5V = nk2 V7 olarak elde edilir.

kic
ro # Ory kabiili ile birlikte A.2’den

p 1k V
( 172 17“1) 22X 2T'1 k‘1(7"2 —9r1)
ifadesine ulasilir. Yani dordiinci denge noktass
HqT14kor1V
r k1(ro—0r1)
E T
= k1 (A.9)
I %
kic
V V

olarak belirlenir.

Dért farkli denge noktasi elde etmemize ragmen bunlardan sadece iki tanesi biy-
olojik acidan kabul edilebilirdir. Bu denge noktalar ise Py = (Hﬁ;ﬁlTl)’ =0, 0)

ve V € RT U{0} olmak iizere P* = (%, ot Téfjv, V> dur.
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B. Denge Noktalarina Ait Karakteristik

Polinomlar

Sistem 2.3 i¢in Jakobiyen matrisi

T — Ek’l —T]'Cl 0 0
—0Fky —pu1 —Vky—T0ky, 0 —FEk
J— T2 1 H1 2 1 2 (B.1)
0 VkQ —C Ekg

seklinde belirlenir. Oyleyse, bulunan denge noktalari i¢in karakteristik denklemi

belirleyelim. Ilk olarak Ndokor; # ckijs sart1 ile meveut olan

T ki(ro—0r1)
I 0
\% 0

denge noktasi, B.1 egitligi ile verilen Jakobiyen matriste yerine yazilirsa

0 0
J— T2 — 0r —Ml—% —%

0 0 —c %

0 0 No  —po

olarak bu denge noktasi icin Jakobiyen matrisi bulunur.

Bulunan bu Jakobiyen matrisi icin karakteristik denklem ise
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a1 = =g ((ra = 0r) (c+ p2) + pure)
“oT m ((ry = 0r1) (cugky — Nokory) + pnkars (¢ + p) + pakary (r2 — 0r1))
az = m (k1ry (¢ + po) (ro — 0r1) + 12 (cpioky — Nkary))
as = “m (cpaky — Nokory)
(B.2)

olmak tiizere

P) =M+ a1\’ + aa\ + a3\ + ay

ile belirlenir. Tkinci olarak ise Nokor, = ckips kosulu altinda ortaya cikan

H1T1+l€27”1v
ki(ro—0r1)
L
_ k1
rika
kic

v

= o~ &S

denge noktasi, B.1 egitligi ile verilen Jakobiyen matriste yerine yazilirsa

0 —ri 0 0
T R

0 % —c bk

0 0 N6 —p

olarak bu denge noktasi i¢in Jakobiyen matrisi bulunur.
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Bulunan bu Jakobiyen matrisi icin karakteristik denklem ise

olmak tizere

ile belirlenir.

ay
a2
a3

Qy

c+ po + 2= (11 + k2V)

ro—0r1
= (et p2) (i + ko) + 7 (1 + kaV)
(a1 + Vkary) (¢ + p2) + ¢V poks
0

PA) = M4+ a1\ + asX’ + azh + ay
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C. Denge Noktalarinin Kararliliginin Belirlenmesi

Ik olarak

N5k2T1

Ro =19 —0Or; ve R, =
ck o

seklinde tanimlansin. Kabul edelim ki ®; # 1 ve Ry > 0 sartlarn saglansin. O
halde Sistem 2.3 icin sadece enfekte olmamis denge noktasi mevcuttur. Oyleyse

bu denge noktasinin kararliligi incelenirken

1. %1>1V€§R0>0

2. By <land Ry >0

olmak iizere iki ayr1 durum miimkiindiir. Ancak $; > 1 sart1 ile a4 < 0 elde
edilir. Bu ise biitiin parametreler pozitif kabul edildiginden, enfekte olmamig
denge noktasinin Teorem 1.2.3’ten lokal asimptotik kararli olamayacagini gosterir.
Oyleyse enfekte olmamis denge noktasinin kararli olabilmesi icin yukaridaki ikinci

sart saglanmaldir.
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Kabul edelim ki ikinci sart saglansin. Bu durumda Teorem 1.2.3’in hipotez-
lerinin saglanip saglanmadigina bakalim. Bunun icin karakteristik denklemin

katsayilarini basitlegtirmek adina

A = c+ H2
B = 9 — 97“1
C = C/Lgkl - N(Sk?g?"l.

olarak tanimlanirsa A, B,C > 0 oldugu goriiliir. Oyleyse enfekte olmamis denge

noktasi icin karakteristik denklemin katsayilar::

1
ay = E(AB+M1T2)

1
ay = +—=(BC + pikiroA + pikyrB)
kB
as = kllf—lB(kil’l“lAB + 7’20)
H1T1
= C.
Qg kl

olarak yazilir. Bu durumda

ai1ao2a3 = 253 (AB -+ [LlTQ) (BC -+ /le’lTQA + ulklrlB) (lelAB -+ 7”20)
1

A3B2u kiriry + A2B3Ckyry + A2 B3 k?r?
I +A2BCuykyrs + A2 Budkiriri + AB*C%ry
K2B3 +2AB%*Cuikyriry + AB* 2 k3r?ry + ACu3kyrs
+BC?uyr3 + BCOp2kyryr?
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2 2
1
i+ alay = (k/f—g(klrlABerzC)) +(§(AB+M17~2)) (uglc)

I w1 A2B%k3r? + 2y ABCkyryry + iy C?r2
kiB? +Ckyr A2 B? + 2Ckyry ABpyre + Chyrip3rs

olarak elde edilir. Ayrica

A3B2/L1]{Z%T1T2 + AQBCﬂlleg + A2B/L%]{?%T1T%
10003 — ag — a%a4 = % +AB?C?ry — 2AB2C i kirirs
1
+AB?*3kir?ry + ACuikyrs
A A2BQ/L11€%7'1 —|—ABCIU1]€17°2
H1T2

= m -G-AB,u%k%h'r’g + B? (C — M1k1T1)2
+O,LL%]€1T%

seklinde yazilir. Burada biitiin parametrelerin pozitif oldugunu biliyoruz.
O halde,

2 2
ayazaz — az — ajas > 0.

elde edilir. Sonug olarak da 2. gart altinda, Teorem 1.2.3’ten enfekte olmamig

denge noktasinin lokal asimptotik kararli oldugu goriiliir.

Ikinci olarak, ®; = 1 ve Ry > 0 iken Sistem 2.3 icin endemik enfekte denge
noktas1 olarak adlandirilan denge noktasi elde edilir. Bu denge noktasi icin
bulunan karakteristik denklemin katsayilar1 i¢in a4 = 0 oldugundan indirgenmis

karakteristik polinom incelenmelidir.
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Indirgenmis karakteristik polinom polinom ise V'€ R* U {0} olmak iizere

aq C+,UQ+

(lul + kQV) )
ay = (et p2) (n + keV) 11 + k), (C.1)
as = (pars + Vkary) (¢ + pa) + ¢V pgks

ro— 9r1

olmak iizere A3 4+ a; A2 + as\ + a3 seklindedir. Buradan ise

’
aay = c+u2+—(,u1 + kyV) —2(C+,1L2) (1 + kV) 4+ 1y (pg + koV)
2—91 7"2—97’1

—20uirire — A0koriryV + c%r%
+CPkor2V + By r? + 0 koriV
—200p11 par1m9 — 2001739 — 2000k ToV
—2c0kar?raV + cpidr3 + 2cpuy pigrs
+2cp1karaV + cuyrirs + 2cpokordV

B 1 +ckariV? + ckorir3V + 02y por
B (1o — Or1)? +0% pokorV — Oudriry — Ouyparirs
=201 piar?ry — 201 koriryV — OpudkorireV
—20p0koriTeV — Ok3rira V2 + 2 ugrs
FLETITS + papaTs + 240 prokar3V
1 pror1r3 + 201 ko T3V + pdkerdV
+pok3r3V2 + pokorir3V + k2rir3 V2

ve
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—20uyrirg + uars
—200p11 pori79 + Cpirs
+2cp piars — Opirire
—Op1p3rir + 5 a7

TS + pprs

—020k2T17‘2 + CQkQT’%
a a2 — as

—c0?lgkor? + 2cp11 kor3
+cpokors + ckiriV
—29/“/627"%7’2 — 0,&%]627"17”2
—0k3riraV + 20 pokar}
+2pu1 ko173 + pakors

+uok3r3V + k3riraV

+V

olarak bulunur. Burada biitiin parametreler ve ro —0r; ifadesi pozitif oldugundan

aijas — az > 0 elde edilir. Sonug olarak da Teorem 1.2.3’nin gartlari saglanir ve
endemik enfekte denge noktas1 Lyapunov kararhdir.
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D. Terim Sozliigii

Tiirkce Terim
degismeyen

denge noktasi

gecikme

kararhilik

karakteristik

lineer

lokal asimptotik kararl
Ozdeger

ozvektor

yoriinge

ingilizce Terim

invariant

equilibrium point

delay

stability

charactheristic

linear

local asymptotically stability
eigenvalue

eigenvector

trajectory
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