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OZET

Bu yiiksek lisans tezinde istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak pseudo-
lineer yapidaki maksimum-carpim operatorlerinin yaklagim o6zellikleri incelen-

migtir.

Hem klasik hem de istatistiksel yaklagim sonuclar iizerinde durulmustur. Ustelik
elde edilen yaklagimin istatistiksel oranlar ile ilgili sonuclara da yer verilmistir.
Son olarak lineer olmayan bu operatorler i¢in g-Bernstein polinomlar: yardimiyla
yeni bir uygulama sunulmusgtur.

Anahtar Kelimeler: A-istatistiksel yakinsaklik, siireklilik modiilii, maksimum-

carpim operatorleri, Shepard operatéorleri, ¢g-Bernstein polinomlari.
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APPROXIMATION PROPERTIES OF MAX-PRODUCT
OPERATORS

ABSTRACT

In this thesis, by using the notion of statistical convergence, we investigate the
aproximation properties of max-product operators that are pseudo-linear.

Both classical and statistical approximation results are studied. Moreover, the
results related to the statistical rates of the approximation are discussed. Finally,
a new application is presented for those nonlinear operators by means of g¢-
Bernstein polynomials.

Keywords: A-statistical convergence, modulus of continuity, max-product
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SEMBOLLER

Bu ¢aligmada kullanilmig olan semboller aciklamalariyla birlikte agagida verilmek-

tedir.

Semboller Aciklama

(X,d) kompakt metrik uzay

| K| K kiimesinin eleman sayist

I(K) K kiimesininin yogunlugu

da(K) K kiimesinin A-yogunlugu

4 birinci mertebeden Cesaro matrisi

XK K kiimesinin karakteristik fonksiyonu

C(X,[0,00)) X metrik uzayi iizerinde tanimli, negatif olmayan siirekli

fonksiyonlarin uzayi

w(f,9) (6 >0) f fonksiyonunun siireklilik modiilii
L,(f;x) maksimum-carpim operatorii

SN f; @) Shepard maksimum-carpim operatorii

sty — o(py) o(pn) oraninda A-istatistiksel yakinsaklik
sta — om(pn) 0m(pn) oraninda A-istatistiksel yakinsaklik

X



1. GIRIS

Korovkin tipinde yaklagimlar teorisi temel olarak operator dizilerinin diizgiin
yakinsaklhigina, pozitifligine ve lineerligine dayanmaktadir. Literatiirde her iic
dayanak noktasi icin cesitli ilerlemeler ve genisletmeler bulunmaktadir. Ornegin
diizgiin yakinsaklik yerine toplam siireci (aritmetik ortalama yakinsaklik, hemen
hemen yakinsaklik vb.) ve istatistiksel yakinsaklik gibi daha zayif yakinsaklik
metotlar: kullanilmigtir (bkz: [3],[4],[13],[17]). Operatorlerin pozitifligi kavram
da fonksiyonun artanhgi, azalanhgi, konveksligi ve konkavhigi &zelliklerinden
yararlanilarak zayiflatilmigtir (bkz: [2],[3]).Yaklagim operatorlerinin lineerligi ise
son yillarda Bede ve arkadaglar tarafindan pseudo-lineerlik kavrami kullanilarak
geligtirilmistir (bkz: [5],[6],[7],[8]). Duman tarafindan verilen [9] no’lu makalede
ise hem yakinsaklik metotu hem de lineerlik kavrami zayiflatilmigtir. Bu yiiksek
lisans tezinde daha ¢ok |9] da elde edilen sonuglar iizerinde duracagiz. Bunun
icin Once caligilacak yaklagim operatorleri tanimlanacak daha sonra onun klasik
ve istatistiksel yaklagim 0©zellikleri incelenecektir. Tezin son kisminda elde
edilen sonuclar 6zel bir yaklagim operatorii iizerine uygulanacaktir. Burada
g-tamsayilariyla tanimlanan genellegtirilmis Bernstein operatorlerinin lineer ol-

mayan versiyonlari inga edilecektir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu bdéliimde, ilerde ihtiyag duyacagimiz bazi temel tanim ve notasyonlara
yer verecegiz. Oncelikle "yogunluk", "A-yogunluk" tammlar yapilarak, bu
tamimlar yardimiyla "istatistiksel yakinsaklik" ve "A-istatistiksel yakinsaklik"
kavramlar: verilecektir. Son olarak teoremlerin ispatlarinda kullanacagimiz
"stireklilik modiilii" tanimi verilerek, siireklilik modiiliiniin bazi temel 6zelliklerine

deginilecektir.

2.1 Yogunluk

N dogal sayilar kiimesini gostermek iizere bir K C N altkiimesi verilsin ve K, =
{k <n:k € K} seklinde bir kilme tamimlansin. K kiimesinin eleman sayis1 da

| K| ile gosterilsin.

Tanim 2.1.1. Bir K C N altkimesi i¢in

1
lim — | K, |
non

limiti meveut ise, bu limit degerine K kimesinin yogunlugu denir ve §(K) ile
gosterilir [20].  Bu tanima gére asal sayilar kimesi 0 yogunluklu iken dogal
sayilar kimesinin yoqunlugu 1 olup, dogal sayilarin her bir sonlu altkimes: de
0 yogunlukludur. Bunun yamsira, érnegin 6({n® :n € N}) =§({n®*:n e N}) =0
ve 0({2n : n € N}) = 6({2n — 1 : n € N}) = 1/2 oldugu tansmdan ¢ikarilabilir.
Bir kiime 0 yogunluklu ise onun her alt kiimesi de 0 yogunlukludur. Ayrica bir B
kiimesi yogunluga sahip ise, bu durumda §(N\B) =1 — §(B) olacaktur [12],]20].



2.2 Istatistiksel Yakinsaklik

Bu boliimde yogunluk kavrami kullanilarak bilinen klasik yakinsaklik tanimindan

daha zayif olan istatistiksel yakinsaklik tanimina yer verilecektir.

Tanim 2.2.1. Bir z dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmast demek her

e >0 1¢in

1
lim=n<j:|lz,— L >¢|=0
77

olmasy demektir. Denk bir ifade ile, K :== K(¢) = {n < j: |z, — L| > ¢} olmak

tizere her € > 0 i¢in

5(K(£)) =0

olmasy demektir. Istatistiksel yakinsaklk ©, — L(stat) veya st — lim, z, = L
seklinde gosterilir [11],[22].

Bu tanima gore, eger x dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise bu durumda
L sayisimmin herhangi bir ¢ > 0 komgulugunda dizinin sonsuz c¢oklukta terimi
bulunurken bu komsulugun disinda da indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak
kosuluyla yine diziye ait sonsuz ¢coklukta terim bulunabilir. Bu durum istatistiksel
yakinsakhigin klasik yakinsakliktan daha genel oldugunu goésterir. Buradan
anlagilmaktadir ki yakinsak her dizi ayni degere istatistiksel yakinsaktir; fakat

yakinsak olmamasina ragmen istatistiksel yakinsak diziler tanimlanabilir.

Ornek 2.2.1. Genel terimi

2

() 1, n=m" ise
r=(r,) =
0, n#m? ise



seklinde tanimlanan z dizisi i¢in st—lim,, x,, = 0 oldugu gérilebilir, fakat buradaki

x dizisi klasik anlamda yakinsak degildir.

Yakinsak her dizi simirhdir fakat istatistiksel yakinsak dizilerin simrl olmast

gerekmez. Bu ilging 6zelligi saglayan bir dizi 6rnegini asagidaki sekilde verebiliriz.

Ornek 2.2.2. z = (z,,) dizisinin genel terimi

x:(xn)—{ Vn, n=m? ise

0, n#m?ise

seklinde tanimlayalim. Bu durumda yine st — lim, z,, = 0 olmasina ragmen bu z

dizist Ustten sinirsizdar.

2.3 A-Yogunluk

Bu boéliimde yogunluk ve istatistiksel yakinsaklik kavrami regiiler matrisler

kullanmilarak gelistirilecektir.

Tanim 2.3.1. A = (aj,) j, n = 1, 2,...; sonsuz bir matris olmak izere verilen

o0

(Az); = ane

n=1

seklinde tanimlanir. Burada her bir n i¢in seri yakinsak kabul edilmektedir. Eger
limjx; = L oldugunda lim;(Ax); = L kosulu gercekleniyorsa, bu durumda A

"regiiler matris" adine alur [14).

Toplanabilme teorisinde Cy := (cj,) Cesaro matrisi

L 1<n<yise
Cin =4 7 -
0, n>j ise



ile tammlanir.  Kolayca gorilecegi tizere Cesaro matrisi regilerdir. Bir A =
(a;n) matrisinin regiler olmasi, Silverman - Toeplitz kosullar: olarak da bilinen

asaqrdaki teorem ile karakterize edilir. Simdi bu teoremi ispatsiz olarak verecegiz.

Teorem 2.3.1. (Silverman-Toeplitz) Bir A = (a;,) matrisinin regiler olmas:
wein gerek ve yeter kosul

i. sup; Yoo ajnl < oo,

w. V nigin a, = lim;aj, =0,
kosullarman saglanmasidur [14],[18].

Tamim 2.3.2. A = (a;,), negatif olmayan regiler bir toplanabilme matrisi olsun.

Bir K C N altkiimest i¢in

A(K) = lijrrlz:ajnxl((n) (2.1)

limiti mevcut ise, bu limit degerine K kiimesinin A-yogunlugu denir. Buna denk

olarak,

Su(K) = 1i§nzajn (2.2)

neK

yazabiliriz.  (2.1) deki xx semboli, K kimesinin karakteristik fonksiyonunu
gostermektedir [12].

2.4 A-Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda da A-yogunluk yardimiyla A-istatistiksel yakinsaklik kavramini

tanitacagiz.



Tanim 2.4.1. A = (a;,,) negatif olmayan regiler bir matrsi olsun. Eger here > 0
icin K .= K(e) ={n <j: |z, — L| > €} olmak tizere

li]r_n Z ajnXK()(n) =0 (2.3)
n=1

1se, ya da buna denk olarak her € > 0 i¢in

lim Z ajn, =0 veya 64(K(g)) =0 (2.4)

ger¢ekleniyorsa, bu durumda x = (x,,) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir

denir ve sty — limx = L ile gdsterilir [12],[19].

Bu tamima gore, eger (2.4) ile verilen denklemde A matrisi yerine [ birim matrisini
alirsak, bu durumda klasik anlamda yakinsaklik elde edilir. Yani; st; — limx =
limxz = L bulunur. A yerine C; Cesaro matrisi alindiginda ise, A-istatistiksel

yvakinsaklik istatistiksel yakinsakhiga indirgenir.

A-istatistiksel yakinsaklik tanimi kullanilarak yakinsak her dizinin A- istatistiksel
yakinsak oldugu goriilebilir. Fakat bunun kargiti her zaman icin dogru degildir.
lim; max,{a;,} = 0 sartin1 saglayan negatif olmayan regiiler A = (a;,) matrisi

icin A-istatistiksel yakinsaklhk klasik yakinsakliktan daha giiglii bir ifadedir [15].

2.5 Siireklilik Modiili

(X, d) kompakt metrik uzay ve f, X iizerinde siirekli, reel degerli bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonunun siireklilik modiilii w(f, d) ile gosterilir ve

w(f,0) = \/{If(@) = f)|: z,y € X,d(z,y) < 6}



olarak tamimlanir. Burada \/ sembolii maksimumu gostermektedir. Siireklilik
modiilii, 6 > 0 uzunlugunu agmayan bir aralikta fonksiyonunun maksimum

salimmini ifade etmektedir.

Simdi siireklilik modiiliiniin bazi temel 6zelliklerini verelim (bkz: [1],[16]).

i. Her z,y € X i¢in |f(x) — f(y)| < w(f,d(x,y)) esitsizligi gerceklenir,
ii. Her 0 >0 wve her n € Ni¢in w(f,nd) < nw(f,0) esitsizligi saglanir,

iii. Her A,6 > 0icin w(f, A0) < (1 4+ Mw(f,9) egitsizligi gerceklenir.



3. MAKSIMUM- CARPIM OPERATORLERI

(X,d), kompakt metrik uzay ve A = (a;,), negatif olmayan regiiler bir matris

olsun. Bu durumda maksimum-carpim operatorii

Lo(f;2) = \/ Ku(z, 20)-f(zr), 2 € X ve f€C(X,[0,00)) (3.1)
k=0

seklinde tanimlanir (bkz: [6],[9]). Bu ¢alismada Vo € X igin

Sa({neN:\/ Ky(z,2) =1}) =1 (3.2)

k=0

esitliginin saglandigi kabul edilecektir. Burada £ = 0,1, ..., n icin x; lar X metrik
uzayindan alman temsilci noktalar olup K, (z, xy) ¢ekirdek fonksiyonunun da X
metrik uzay1 iizerinde tanimli, negatif olmayan x’e gore siirekli bir fonksiyon
oldugu kabul edilmektedir.

Simdi maksimum-carpim operatorleri i¢in pseudo-lineerlik 6zelligini hatirlayalim.

Vf, g€ C(X,[0,00)) ve Vo, B > 0 igin

Lo(a.f \/ B.g;) = a.Lu(f;2) \/ B-Ln(g; )

esitligi gerceklenir [6]. Bu esitlik bize gostermektedir ki maksimum-carpim

operatorleri klasik anlamda lineer operatorler degildir.



3.1 A-Istatistiksel Yaklagim Teoremi

Makimum-c¢arpim operatorlerinin yaklagim teoreminden 6nce agagidaki lemmaya

ihtiyag duyacagiz.

Lemma 3.1.1. Vag, b, € [0,00) ve k =0,1,....n i¢in

|\/ak— \/bk| < \/|ak_bk:|
k=0 k=0 k=0
esitsizligi gerceklenir [6].

ispat. Maksimum-carpim operatorlerinin azalmayan 6zelligini kullanarak

\/ak: \/lbk—FCLk—bk‘ S \/bk+‘(lk—bk|
k=0 k=0 k=0

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi diizenlersek istenileni elde etmis oluruz.

Simdi O. Duman tafarindan 2010 yilinda verilen istatistiksel yaklagim teoremini
ifade edebiliriz (bkz: [9]).

Teorem 3.1.1. (X,d), kompakt metrik uzay ve A = (aj,), negatif olmayan

regiiler bir matris olsun. Eger (3.1) ve (3.2) ile verilen L,, operatori,

sta—lim { \/{|Lu(psi2)| s € X}} =0, uly) = &y, 2)

sartine sagliyorsa Vf € C(X,[0,00)) igin

sta—lim { \/{|L(f;2) = ()] : 2 € X}} =0

esitligi gerceklenir [9].



Ispat. = € X ve f € C(X,[0,00)) verilsin. f nin X fizerindeki diizgiin
siirekliliginden Ve > 0 icin 4 § > 0 &yle ki,

2M;

52 #a(y) (3.3)

[f(z) = fly) <e+

egitsizligi Vy € X i¢in saglamir. Burada M; = V{|f(y)| : v € X} olarak

tanimlanmigtir.

K:={neN: \/ K,(x,x) = 1}
k=0

kiimesini goz oniine alirsak (3.2) den d4(K) = 1 ya da 64(N\ K) = 0 bulunur.
Vn € K igin (3.3) ve Lemma 3.1.1 uyarmca

La(fi0) = f(@)] = |\ Kalw, ) f (o) =\ Kala,2).f(2)]

k=0 k=0

\/ Kol z) | f () — £(2)]

k=0

IN

\/ Ko (2, zy). (e + %%(ﬂ%))

IN

2M; \"
(52f VKn(x,xk).¢$(xk)
k=0

IN

€+

My
52

2
= &+ Ln(90x3x)

elde edilir. x € X iizerinden maksimum alirsak, Vn € K igin

2

VAILFi0) ~ F@)] -2 € X} < e+ 2\ {ILu(paio)] -2 € X)

esitsizligi gerceklenir. Verilen bir r > 0 sayisi icin € < r olacak sekilde ¢ > 0

secerek D ve D’ kiimelerini agagidaki sekilde tanimlayabiliriz:

10



D = {n eN: (\/{|Ln(f,x) — f(z)|:z e X}) > T},

(r —)d?

D' :={neN:(\/{|Lulpsiz)| : 7€ X}) > 37 ).

D ve D’ kiimelerinin tamimindan yararlanarak

DNKCDNK

oldugunu kolaylikla gorebiliriz. Buna gore Vj € N icin asagidaki egitsizlik

gerceklenir:

DS D @< Yt
neDNK neD'NK neD’
Simdi j — oo {izerinden limit alirsak
lijrn Z ajn =0
neDNK

bulunur. Ayrica Vj € N igin

Doam= D @t D, @nS Y am+ >, ap

neD neDNK neDN(N\K) neDNK ne(N\K)

esitsizligi saglanir. d4(N\ K) = 0 oldugunu kullanarak

11



li]mZ @jn =0

neD

ifadesi bulunur ki bu da bize maksimum-carpim operatorlerinin istatistiksel

yakinsakligini verir. Yani sonug olarak

sta —1lim { \/{|La(f:2) = f()] s x € X}} =0

bulunur.

Simdi Teorem 3.1.1 in bir sonucu olarak agagidakini elde edebiliriz.

Sonug 3.1.1. (X, d), kompakt metrik uzay olsun. Eger (3.1) ile tanimlanan L,

operatorleri

n

\/ Ky(x,zp) =1(Vn € Nz € X)

k=0

sartine saglyor ve {Ly,(x)tnen dizisi, sifir fonksiyonuna X dzerinde dizgin
yakinsaksa, her f € C(X,[0,00)) igin {L,(f)}nen dizisi de f fonksiyonuna X

tizerinde dizgin yakinsaktir [9].

Teorem 3.1.1, maksimum-¢arpim operatorlerinin bir f € C(X,[0,00)) fonksiy-
onuna istatistiksel yakinsakligini verirken; Sonug 3.1.1, bize klasik yakinsaklhigi

vermektedir. Fakat agsagidaki ornek ikisi arasindaki iligkiyi ortaya koymaktadir.

Ornek 3.1.1. (X,d), kompakt metrik uzay olsun. = € X, \n € N ve f €

C(X,[0,00)) i¢in Shepard maksimum-¢arpim operatori:

SA(fix) =\ Kunlw,ap)-flay) = o leats)

n 1
k=0 ijo dXMz,x;)

12



seklinde tamimlaner.  Burada K, x\(x,xy) cekirdek fonksiyonu asagidaki sekilde

verilmektedir:

1

Kpa(7,71) = ﬁ#, ¢ {x,:k=0,1,...,n}.
Vico oy

Her f € C(X,[0,00)) igin {S}(f;x)} dizisi f fonksiyonuna X iizerinde diizgiin
yakinsaktir [7]. Sifir fonksiyonuna A-istatistiksel olarak yakinsak fakat klasik
anlamda raksak bir (u,) dizisi tamimlayabiliriz [15]. Tammladigimiz (u,) dizisi
ve {S)f; x)} dizisi yardimiyla, € X ve f € C(X,[0,00)) igin maksimum-¢arpim

operatoriini

T.(f;z) = (1 + Un)*gv);(f; ) (3.4)

selinde tanimlarsak Teorem 3.1.1 in tiim sartlar1 7;, operatorii icin gergeklenir.
Buradan Vf € C(X, [0, 00)) i¢in

sta —lim {\/{IT,(f:2) — f(x)] : € X}} =0

buluruz. Fakat dikkat edilirse (u,) klasik anlamda yakinsak olmadigindan (3.4)

ile verilen (7,,(f)) dizisiyle f fonksiyonuna yaklagmak imkansizdir.

3.2 A-Istatistiksel Yakinsakhik Orani

Bu boliimde Teorem 3.1.1 de elde edilen istatistiksel yaklagimin oranlarina

deginecegiz. Once [10] da verilen agagidaki iki tanima ihtiyag vardir.

Tamim 3.2.1. A = (a;,) negatif olmayan regiler bir matris ve (pn)nen pozitif

terimli artmayan bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in

13



1
lijm— Z aj, =0

pj n:len—L|>e
ise, bu durumda r = (x,)nen dizisine o(p,) oraminda L sayisina A-istatistiksel
yakinsaktir denir ve x, — L = sty — o(p,) (n — o00) ile gosterilir.

Tanim 3.2.2. A = (a;,) negatif olmayan regiler bir matris ve (pp)nen pozitif

terimli artmayan bir dizi olsun. Her € > 0 i¢in

lim > au=0

n:lxn—L|>epn

ise, bu durumda © = (T,)nen dizisine 0y,(py) oraminda L saysina A-istatistiksel

yakinsaktir denir ve x,, — L = sta — oy, (pn)(n — o0) ile gosterilir.

Istatistiksel yakinsakhk oranlariyla ilgili Teoremlere gecmeden ¢nce maksimum-

carpim operatorleri i¢in agagidaki lemmaya itiyag duyariz.

Lemma 3.2.1. Her ag, b, > 0(k =0,1,,n) i¢in

n

k=0 k=0

k=0
esitsizligi saglanur [9].

ispat. p,q € {0,1,,n} i¢in

14



oldugunu farzedelim. Vk = 0,1, ,n icin

n n
\/ arbr, < apby, \/ a; = ai ve \/ by = bg
k=0 k=0

esitsizlikleri saglanir. Buradan da sonug kolaylikla elde edilir.

Teorem 3.2.1. (X, d), kompakt metrik uzay, A = (a;,), negatif olmayan regiler
bir matris ve (pp)nen pozitif terimli artmayan bir dizi olsun. Eger (5.1) ve (3.2)

ile verilen L,, operatiri f € C(X,]0,00)) i¢in

W(fv 5n) = sta — 0<pn) (n — OO)

5=V ALn(psio) i 2 € X}, puly) = d(y,2)

sartine saghyorsa, her n € N i¢in q, > p, ve q, > 1 sartim saglayan pozitif

terimli artmayan bir (q,) dizisi i¢in

VAL (fi2) = f(@)] 1w € X} = sta—o(g.)  (n— o0)
esitligi gerceklenir [9].

ispat. = € X ve f € C(X,[0,00)) olsun. Teorem 3.1.1 in ispatindaki ayni K

kiimesini kullanarak Vn € K ve § > 0 i¢cin Lemma 3.2.1 uyarinca

15



n

i) S SV Kalem) 1F6a0) )
<V Kulrmll o )
< Mﬁagyauwmu+@%ﬁ%
= w(f,0){1+ ék\n/_oKn(x, xy)d(zy, ) }
— 5){1 4 %J k\n/O[Kn(x, M.J k\n/O[Kn(x, )@ (5, 7)]

elde edilir. Buradan Vn € K ve § > 0 igin

La(f52) = @) < ol f, {1+ 5 VI 22}

egitsizligi bulunur. Ayni n ve ¢ degeri i¢in

VAIL(F2) ~ F@)] 0 € X} < w(7,8){1+ %)

esitsizligini elde ederiz. Ozel olarak ¢ := 6, secersek

\VAILu(fiz) = f(2)] 2 € X} < 2w(f,5,)

buluruz. € > 0 i¢in E ve E’ kiimelerini agagidaki gibi tanimlayabiliriz:

E : {neN: (\/{|Ln(f,x) — f(2)]: 2 € X}) > e},

16



{neN:w(fd,) > %}

Bu tamimlardan yararlanarak

ENKCENK

yazabiliriz. Vj € N i¢in ¢; > p; oldugundan

esitsizligini elde ederiz. j iizerinden limit alirsak

hm— Z Ay, =

J neENK

buluruz. Teorem 3.1.1 in ispatinda oldugu gibi

Sap= Y apt Y an< Y aut Y au

nek neENK ne EN(N\K) neENK ne(N\K)

yazabiliriz. Buradan

esitsizligini elde ederiz. Vj € N igin ¢; > 1 oldugundan

17



1 1
;Z%n—f D amt D,
)

T neE J neEnK ne(N\K

egitsizligi saglanir. 7 — oo iizerinden limit alirsak

buluruz. Buradan

VAILu(fiz) = f(2)] i 2 € X} =sta—o0(g.)  (n— o0)

sonucuna ulagiriz.

Bir diger A-istatistiksel oran teoremini de agagidaki gekilde ifade edebiliriz.

Teorem 3.2.2. (X,d), kompakt metrik uzay, A = (a;,), negatif olmayan regiler
bir matris ve (pp)nen pozilif terimli artmayan bir dizi olsun. Eger (5.1) ve (3.2)

ile verilen L,, operatori f € C(X,[0,00)) igin

w(f, On) = sta — Om(pn) (n - OO)

50 =V Lulpsin) s x € X}, guly) = B(y,2)
sartine saghyorsa, hern € N icin q, > p, sartint saglayan pozitif terimli artmayan

bir (q,) dizisi i¢in

VAILa(fi2) = (@) s 2 € X} = sta—om(aa) (0= o0)

18



esitligi gergeklenir [9].

Ispat. £ > 0 i¢in F ve F’ kiimelerini

F oo {neN: (\{ILu(fix) — f(2)] 2 € X}) > equ},

F {nGN:w(f,én)Z%

seklinde tanimlayalim. Bu durumda az 6nceki ispat tekniginden yararlanarak

FNKCFNK

yazabiliriz. Buradan

lim Z ajn =0

neFNK

egitligini elde ederiz. Sonug olarak

li;rnz ajn =0

nelr

olup, bu ise

VAILn(f;2) = f(z)] s 2 € X} = sta — om(gn) (n = 00)

demektir.
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4. SONUCLAR VE UYGULAMALAR

Bu boliimde, maksimum-carpim operatorlerinin klasik Bernstein polinomu ve

onun g-genellegtirmesi iizerine olan uygulamalarina yer verilecektir.

4.1 g¢g-Bernstein Polinomlari

Kabul edelim ki; n € N, f € C[0,1], x € [0,1] ve ¢ € (0,1] olsun. Bernstein

polinomu ve onun g-genellegtirmesi

B =3 (1)1 (E)ata =y (1)

Bu(f;2;9) = y H f(n—>l“k IT =g (4.2)

{ %, q # 1 ise

[n], =n, ¢=1Iise

ve
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[n]g! = { [nlg-[2g[1lg; =12, ise

1, n =0 ise

olarak tanimlanmaktadir.

Burada B,(f;x) derecesi en fazla n olan bir polinomu géstermektedir. Kolayca
gorebiliriz ki; B,(f;0) = f(0) ve B,(f;1) = f(1) esitlikleri gergeklenir.
Bernstein teoremi, [0, 1] arahg iizerinde B, (f) dizisinin f fonksiyonuna diizgiin
yakinsadigini ifade etmektedir. Eger ¢ = 1 secersek, genellegtirilmis Bernstein
polinomu klasik Bernstein polinomuna doniisiir. Her n € N ve her ¢ € (0, 1] igin

g-Bernstein polinomlari

B.(f;0;q9) = f(0), Bn(f;1;9) = f(1)

ozelliklerini saglamaktadar.

(4.1) ve (4.2) ile tamimlanan Klasik Bernstein polinomlar1 ve g-Bernstein polinom-
lar1 pozitif ve lineer operatorlerdir. Bu nedenle yaklagin 6zellikleri klasik Korovkin
teoremi yardimiyla incelenebilir [16]. Klasik Bernstein polinomlarinin lineer
olmayan yapidaki modifikasyonu Bede ve Gal tarafindan iiretilmistir [5]. Lineer
olmayan yapidaki operatorler icin klasik Korovkin teoremini uygulayamayiz ancak
bu yeni operatorlerin klasik Bernstein polinomlariyla benzer yaklagim 6zellikleri
oldugu Bede ve Gal tarafindan gosterilmigtir [5]. Operatorler lineer olmadigindan
dolay1 bu caligmalar yaklagim teoremine 6nemli katkilar saglamaktadir. Simdi g-

Bernstein polinomlarinin lineer olmayan yapidaki versiyonunu inceleyecegiz.
Cy[0,1] :={f :[0,1] = [0, +00) : f,[0,1] tizerinde siirekli}
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olarak tanimlayalim. Binom acilimindan dolay1

oldugunu biliyoruz. Bundan yararlanarak klasik Bernstein polinomunu

>0 () f (%)xk(l — )t

Bn(f;'r): ZZ()() I—I )

seklinde ifade edebiliriz. Bu formiilde toplam operatoriinii, maksimum oper-
atoriiyle yer degistirerek Bede ve Gal [5] asagidaki lineer olmayan yaklagim

operatoriinii elde etmistir:

Vizo (n) <§>xk(1 — x)nk

M)( ) —
i Vico ()2 (1 =)+

(feC.0,1],n € N). (4.3)

Burada "M" harfi maksimumun kisaltmasidir. Bu lineer olmayan yaklagim
operatorlerinin siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim hizi agagidaki sekilde

hesaplanmigtir:

1

M)(f-2) — f(2)| = w(f, ——
B0 (f2) = J@)l =l ——=

).

Benzer gekilde lineer olmayan g-Bernstein operatorlerini de agagidaki sekilde

tanimlayabiliriz:

V=0 Pnk(; Q)f({qu) |

Voo k(75 q)

BM(f;x;q) = (4.4)
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Buradan € N, f € C,[0,1], z € [0,1] ve ¢ € (0,1) olmak {izere p, x(x; q),

Prk(T;q) = m a ]:[(1 —¢°x)

q

seklinde verilmektedir. Eger x,, ve K, (z,z, ) ifadeleri

k n,k (23
Tpp = [klq ve Kp(x,z,k) = Dol 4)

[n] Vi Pak(w:9)

seklinde tanimlanirsa g-Bernstein operatorleri i¢in daha 6nce de (3.1) de verildigi

gibi agagidaki formu elde ederiz:

n

BM(fi2;q) = \/ Kn(, 20k).f(@ag)-

k=0

¢ — 17 iken (4.4) ile verilen B (f:x:q) operatérii (4.3) ile verilen BS(f: )
operatoriine indirgenir. Kolayca gorebiliriz ki; her = € [0, 1] ve her ¢ € (0, 1) igin

\/ pusl(w;q) >0
k=0

esitsizligi gerceklenir. Bu nedenle B,(LM)( f;2;q) operatorii iyi tanimlidir. Her
f e C.]0,1] i¢in

BM(f;0;q) = £(0)

esitligi gergeklenir. Ayrica f € C.[0,1] ve f fonksiyonu [0, 1] aralig iizerinde

azalmayan ise
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BM(f:1;9) = f(1)

esitligini elde ederiz. Gergekten, f fonksiyonu [0, 1] araligy tizerinde azalmayan

oldugunda

pn,k(l;Q)f(%> < pn,n(l;Q)f(—) = f(1)

esitsizligi gergeklenir. Buradan BfLM)( fi1;q9) = f(1) ifadesine ulagiriz. Fakat
her f € C.[0,1] icin bu sonuc elde edilemez. Ornegin [0, 1] araligi iizerinde

f(z) =1 — z fonksiyonunu goz oniine alirsak, her ¢ € (0, 1) igin

BM(f:159) > po(1;0)f(0) = [J(1 = ¢°) > 0= f(1)

s=1

egitsizligini elde ederiz. f € C.[0,1] iken, her n € N ve ¢ € (0,1) igin
szM)(f;.;q) € (C.[0,1] oldugunu gorebiliriz; ancak C,[0,1] iizerinde lineer
degildir.

f,g € C,[0,1] i¢in BéM)(f; x; q) operatorii monoton artandir. Yani

f<g= BM(f;2;9) < BM(g;;q) (4.5)

egitsizligi saglamir. Ayrica her f,g € C'[0,1] i¢in

BM(f +giwsq) < BM(fraiq) + B (g3 9) (4.6)

esitsizligi saglanir. Bu egitsizlik B,(LM)( f;x;q) operatoriiniin C [0, 1] tizerinde

lineer olmadigini gosterir.
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Simdi (4.5) ve (4.6) ile verilen egitsizlikleri ve BflM)(eO;l;q) = 1 esitligini

kullanarak BSLM)( f;x;q) operatorii icin agagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.1.1. Her f € C,[0,1], n € N, z € [0,1] ve ¢ € (0,1) ig¢in

IBM(fr25q) = f(@)] < 2w(f, 6u(w; )

olur. Burada

On(z39) := B (priwiq),  wult) = [t — 2]
seklinde tanimlanmaktadir.

Simdi (0,1) arahiginda bulunan sabit ¢ degerini, terimleri (0,1) araliginda bulunan

ve

0<q, <1, Vn e N

sta —limg, =1 ve sty—limg, =1

sartlarini saglayan uygun bir ¢, dizisi ile yer degistirirsek

sty — lim \/{BTS]VI)(QOI;Z‘;QH) cx€0,1]} =0

esitligi gerceklenmis olur. Yukaridaki ifade B,(lM)(apx;m;qn) operatoriiniin sifir

fonksiyonuna A-istatistiksel yakinsaklhigini vermektedir.
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4.2 Sonug Uyarilar:

Bu yiiksek lisans tezinde pseudo-lineer yapidaki (lineer olmayan) maksimum-
carpim operatorlerinin yaklagim 6zellikleri incelenmistir. Ozellikle yaklagimdaki
klasik yakinsaklik yerine daha zayif olan "istatistiksel yakimsaklik" kavram
kullanilirken Duman [9]| tarafindan elde edilen sonuglara yer verilmigtir. Bu
yaklagimlarin istatistiksel oranlari da incelenmigtir. Son olarak ¢-Bernstein
operatorleri yardimiyla burada bulunan sonuclara ¢rnek teskil edecek yeni bir

maksimum-carpim operator dizisi inga edilmigtir.

Maksimum-carpim operatorleriyle elde edilen bu sonuclarin gelecek yillardaki
caligmalarda maksimum-minimum operatorlerine de aktarilma potansiyeli bu-
lunmaktadir. Ustelik istatistiksel yaklagim icin elde edilen teoremlerin "toplam
siireci" kavramiyla yeniden ele alinmasi da bir bagka aragtirma problemi olarak

onerilebilir.
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