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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
MAKSiMUM-CARPIM OPERATORLERININ TOPLAM SURECI

Tiirkan Yeliz GOKCER

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmani: Prof. Dr. Oktay DUMAN
Tarih: Agustos 2016

Bu tezde, Bell tarafindan tanimlanan genel bir toplam siireci kullanilarak siirekli fonk-
siyonlara pozitif fakat daha zayif lineerlik kosulunu saglayan maksimum-¢arpim ope-
ratorleriyle yaklagim 6zellikleri incelenmistir. Bu sayede, klasik yaklagimin gerceklen-
medi8i durumlara da cevaplar aranmus, alternatif yaklasim metodlar1 elde edilmistir.
Burada elde edilen sonuglarin klasik yakinsaklik, aritmetik ortalama yakinsaklik, he-
men hemen yakinsaklik gibi bilinen pekg¢ok regiiler toplanabilme metodlarini igerdigi
gosterilmistir. Son olarak bu yaklagimin hata tahmini hesaplanmis ve orneklerle des-
teklenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Toplam siireci, Maksimum-Carpim operatorleri, Hata tahmini.

v



ABSTRACT
Master of Science
MAX-PRODUCT OPERATORS IN SUMMATION METHOD

Tiirkan Yeliz GOKCER

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Oktay DUMAN
Date: August 2016

In this thesis, with the help of a general summation method (process) introduced by
Bell we study the approximation properties to non-negative continuous functions by
max-product operators which are positive but have a weaker linearity condition. Thus,
we also find solutions in case of the lack of classical approximation and drive some
alternative approximation methods. We is shown that our results are included many
known regular summability methods such as ordinary convergence, arithmetic mean
convergence, almost convergence. Finally, its error estimation are computed and veri-
fied by some examples.

Keywords: Summation method, Max-product operators, Error estimate.
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SEMBOL LISTESI

Tezde kullandigimiz simgeler dizini asagida listelenmektedir.

Simgeler Aciklama

|A| A kiimesinin eleman say1si

0 (K) K kiimesinin yogunlugu

04 (K) K kiimesinin A— yogunlugu

st — r}1_r>£10 Xn  (xp) dizisinin istatistiksel limiti

sty — r}grolo Xn  (x) dizisinin A—istatistiksel limiti

Cla,b] [a,b] kapal aralifindaki siirekli fonksiyonlar uzay1

BﬁlM) (f;x)  Maksimum-Carpim Bernstein operatorii

Vv Maksimum is

Ci = (cjx)  Cesaro matrisi

o(f,d) Fonksiyonun siireklilik modiilii

L,(f;x) Maksimum-¢apim operatoriiniin genel formu
Sh*(f;x) Shepard operatorleri

viii



1. GIRIS

Korovkin tarafindan 1950’11 yillarda, pozitif lineer operatorlerle siirekli fonksiyonlara
yaklasim problemi calisilmistir [23]. Korovkin tipinde yaklasim teorisi olarak litera-
tiirde 6nemli bir yer tutan bu ¢alisma sahasi, son yillarda ve giiniimiizde gelistirilmeye
devam etmektedir (bakiniz ayrica [1]). Simdiye kadar operatorlerin pozitifligini, li-
neerligini ve yakinsakligin1 zayiflatma yoniinde ¢esitli adimlar atilmistir. Bu tez ko-
nusu daha ¢ok yaklasim operatorlerinin lineerligi ve yakinsakligini zayiflatmak iize-
rine kurgulanmistir. Lineerligin zayiflatilmas: yoniindeki ilk adimlar Bede ve arkadag-
lar1 tarafindan baglatilmig ve bu alanda maksimum-carpim ve maksimum-minimum ti-
pinde yeni yaklasim operatorleri insa edilmistir [6—14]. Yakinsakligin zayiflatilmasi
yoniindeki adimlar ise istatistiksel yakinsaklik kullanilarak Gadjiev ve Orhan [21],
A-istatistiksel yaklagim ile Duman, Khan ve Orhan [18], Anastassiou ve Duman [3],
Lorentz’in yakinsaklik metodu yardimiyla Nishishiraho [27] ve Swetits [29], Bell’in
genel toplam siireci ile Mohapatra [26], Orhan ve arkadaslari [4, 5] tarafindan incelen-

mistir.

Maksimum-¢arpim operatorlerinin istatistiksel yaklasimi ilk kez 2010 yilinda Duman
[17] tarafindan verilmistir. Bu tez caligmasinda ayni operatorlerin yaklagim 6zellikleri
Bell tarafindan verilen genel toplam siireci yardimiyla incelenecektir. Hemen belirtme-
liyiz ki istatistiksel yaklagim ile toplam siire¢leri keyfi durumlarda birbirini gerektir-
mediginden dolay1 burada elde edecegimiz sonuglar 6zgiin olup yaklagimlar teorisine

onemli bir katki saglamaktadir.

Bu tezde maksimum-¢arpim operatorleriyle toplanabilme siireci kullanilarak siirekli
fonksiyonlara yaklasim problemi arastirilmistir. Usteki yaklasimdaki hata orani da sii-
reklilik modiilii yardimiyla hesaplanmigtir. Bu ¢alismadaki yaklasim sonuglar1 klasik
yakinsakligin ger¢eklenmedigi durumlara cevap verdigi gibi hemen hemen yakinsalik
ve aritmetik ortalama yakinsaklik (Cesaro yakinsaklik) gibi bilinen pek cok regiiler

toplanabilme metodunu da icermektedir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu baglikta Istatistiksel yakinsaklik kavrami daha sonrasinda A-istatistiksel yakinsak-
lik ve son olarak da c¢alismamizda kullandigimiz toplanabilme metodu kavramlarina
deginilecektir. Ayrica hata tahmininde 6nemli rol oynayan siireklilik modiilii kavrami

ve onun Ozellikleri hatirlatilacaktir.

2.1 istatistiksel Yakinsakhk

Yogunluk kavramin hatirlayarak baslayalim.

N dogal sayilar kiimesi ve K C N olsun. K, = {k < n: k € K} tamimlansin. K kiimesinin

eleman sayisida |K| ile gosterelim.

Tamm 2.1.1. Bir K C N alt kiimesi verilsin. Eger

1
lim —|K,,|

n—soo n

mevcutsa buna K min “yogunlugu” adi verilir ve 8(K) semboliiyle gisterilir [28].

Bu tanima gore 6(N) = 1 olup dogal sayilarin tiim sonlu elemanl: alt kiimelerinin O
yogunluklu oldugu goriilebilir. Ayrica tek sayilar ve cift sayilar kiimelerinin yogunluk-

lart §({2k—1:k € N}) = § ve §({2k : k € N}) = 1 olup, asal sayilar ve tam karelerin

olusturduklari kiimelerin 0 yogunluklu oldugu bilinmektedir [28].

Istatistiksel yakinsaklik kavrami yogunluk tanimindan yararlanilarak asagidaki sekilde

tanimlanir.

(xy) bir say1 dizisi olsun.

S({k:|e—L|>€})=0 (Ve>0)

3



kosulu gercekleniyorsa, (x;) L ye “istatistiksel yakinsakliktir" ad1 verilir ve bunu
st — lilznxk =L

seklinde yazariz [19].

Aslinda bir dizinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi onun 1 yogunluklu bir indis

kiimesi iizerinde klasik anlamdaki L yakinsakliga denktir.

Dolayisiyla istatistiksel yakinsaklik bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha geneldir.
Yani her yakinsak dizi istatistiksel yakinsaktir ama bunun tersi genelde dogru degildir.

Bu duruma bir 6rnek asagida verilmistir.

Ornek 2.1.1. (x;) dizisinin genel terimi

2k+1 A
72 k=m
X .=
0 k # m?

seklinde tanimlansin. Tamimdan kolayca goriilecegi tizere st — klim xr = 0 olup (xz)
—> 00

dizisi istatistiksel yakinsaktir ama klasik anlamda yakinsak degildir.

Istatistiksel yakinsaklik ile klasik yakinsaklik arasindaki 6nemli bir diger farklilik ise
stnirliliktir. Yakinsak bir dizi sinirlidir ama istatistiksel yakinsak bir dizi sinirli olmak

zorunda degildir. Bu durum asagida verilen ornekle gosterilmektedir.

Ornek 2.1.2. Genel terimi

vk k=m’
0 k#m’

X - —

ile tanimlanan (x;) dizisi g6z oniine alalim. sz — lim x; = 0 olup (xy) istatistiksel ya-
n—soo

kinsaktir fakat sinirli degildir.



2.2 Istatistiksel Yakinsakhgin Genel Hali

Bu boliimde A-doniisiim dizisinden, regiilerlik kavramindan ve A-istatistiksel yakin-

saklik kavramlarindan bahsedilecektir.

Tanm 2.2.1. (x,) dizisi ve A = (a) matrisi verilsin. Bu durumda

(Ax)n = Z AnkXk
k=1

ile tamimlanan diziye (x,) nin “A-déniigiim dizisi" denir. Yukaridaki serinin her n igin

yvakinsak oldugu varsayilmaktadir. Eger 1i_r>n Xp = L iken li_I>n (Ax), = L kogsulu sagla-
n—roo n—oo

niyorsa, A matrisine ‘regiiler matris’ denir [16, 22].

Bir A = (a,; ) matrisinin regiiler olmasi agagida verilen Silverman Toeplitz kosullarinin

saglanmasiyla gergeklenir.

Teorem 2.2.1. A = (a,;) matrisinin regiilerdir <

1 sup ¥ |an| <o
n k=1

2. VkeN,a; := lgnank:O,
n—oo

3. lim ¥ ay =0.

n—oo k=1

(bkz. [22, 25]).

C) = (cpk) matrisi

1

Cnk -=
0, diger durumlar

olarak tanimlanip C; Cesaro matrisi olarak adlandirilir. Cesaro matrisinin ve / birim
matrisinin regiiler bir matris olduklar1 yukaridaki teoremden kolayca goriilebilir.
A-yogunluk kavrami asagidaki gibi tanimlanmstir. Burada A = (a,,;) matrisinin negatif

olmayan regiiler bir matris oldugunu kabul edelim.

Tamim 2.2.2. K C N kiimesi igin

84(K) = 1im Y a



limitinin mevcut olmast durumunda bu degere K min “A-yogunlugu" adi verilir [20).

Tanm 2.2.3. K(g) := {k: |xx —L| > €}(€ > 0) seklinde tammlandiginda
nh_{rgo];l Ank XK (¢) (k)=0

gerceklenirse ya da egdeger olarak, Ve > 0 icin

o)

lim Y au=0

—
T kelx—L|>e

oluyorsa, (x;) L ye “A-istatistiksel yakinsaknir" adi verilir ve

sty — limx; =L
k—yoo

seklinde gosterilir [20].
Bu tanimda

e A matrisi yerine 6zel olarak C; Cesaro matrisi alinirsa, A-istatistiksel yakinsak-

lik, istatistiksel yakinsaklik kavramina indirgenir.

e Klasik yakinsaklikligin elde edilebilmesi icin A yerine birim matrisi almak ye-

terlidir.

Dolayisiyla, A-istatistiksel yakinsaklik kavram istatistiksel yakinsaklik ve klasik an-

lamdaki yakinsakligin genel halidir.

2.3 Toplanabilme Metotlar1 ve Toplam Siireci

Bu boliimde aritmetik ortalama yakinsaklik, hemen hemen yakinsaklik gibi bilinen
bazi1 toplanabilme metotlari ile bunlardan daha genel olan toplam siireci kavramina yer

verecegiz.

Aritmetik ortalama yakinsaklik kavramiyla baglayalim.



n
Tanmm 2.3.1. (x,) reel terimli bir dizi olmak iizere + Y. x; = 2122 gizigi jein
j=1

n—ooqp 4

1
lim — XJ':O
j=1

olacak sekilde L € R sayisi varsa (x,) dizisi L sayisina “aritmetik ortalama yakinsak-

tir" (Cesaro yakinsaktir) denir [22, 25] .

Asagidaki teoremle aritmetik ortalama yakinsaklikla, klasik yakinsaklik arasindaki
baglant1 ifade edilmektedir.

Teorem 2.3.1. (x,) reel bir dizi olmak iizere lgll X, = L ise
n—soco

. X1tFx+... +x,
lim

n—oo n

=L

olur; yani yakinsak her dizi ayni sayiya aritmetik ortalama yakinsaktir.

Yukaridaki teoremin tersi her zaman dogru degildir. Yani bir dizinin aritmetik ortalama
yakinsak olmast demek onun klasik anlamda yakinsak olmasini gerektirmez. Buradan
aritmetik ortalama yakinsakligin bilinen anlamda yakinsakliktan daha zay1f bir kavram

oldugu goriiliir. Bu duruma 6rnek olarak;

Ornek 2.3.1.

0, n tek ise
2, n cift ise

dizisi goz Oniine alinsin. Bu dizinin alt dizileri n — oo iken farkli iki noktaya yakinsa-

digindan (x,) dizisi yakinsak degildir. Buna ragmen bu dizinin aritmetik ortalamasi

n "%1, n tek ise
) xj=
J=1

1, n cift ise

S | =

olup, n — oo iken (x,) dizisi 1 sayisina aritmetik ortalama yakinsaktir.

Aritmetik ortalama yakinsak diziler sinirli olmak zorunda degildir. Buna 6rnek olarak;



Ornek 2.3.2.

Vn?2, n=s (seN) ise
0, diger durumlarda

olarak tanimlansin. Vn i¢in s> <n < (s+ 1)3 olacak sekilde Is € N vardir. O halde
3
1 & g
R N
j=1 j=l1

yazilabilir. Ciinkii s> ten n ye kadar olan dizinin terimleri tanim geregi sifirdir. Simdi

yukaridaki esitlik diizenlenirse;

_15: __X1+m.u+x§
n: = &

n
14274 457
y n
_os(s+1)(2s+1)
r 6n

yazilabilir. s> < n < (s+ 1) esitsizligi kullanilarak ;

s(s+1)(2s+1) < s(s+1)(2s+1) @.0)
6n 653
ve
s(s+1)(2s+1) _ s(s+1)(2s+1)
> 2.2
6n 6(s+1)3 @2)
esitsizlikleri elde edilir. Simdi de (2.1) ve (2.2) esitsizlikleri birlestirilerek
s(s+1)(2s—|—1 1 ! s(s+1)(2s+1)
— 23
6(s+1)3 ~n ; 6s3 2-3)

elde edilir ve n — oo iken s — oo oldugundan dolay1 (x,) dizisi 1 5 degerine aritmetik

ortalama yakinsaktir ama sinirl degildir.

Simdi Lorentz tarafindan verilen hemen hemen yakinsaklik kavraminm hatirlatacagiz.

n+v—1
Tanim 2.3.2. (x,) reel terimli bir dizi olmak iizere ¢, := 1 Y x; (v,n€N) gek-

linde tamimlansin. Eger

lim ¢}, = L(v ye gore diizgiin)
n—o0



”n

olacak sekilde L € R sayust varsa (x,) dizisi L sayisina “hemen hemen yakinsaktir

(almost mean convergence) denir [24).

Hemen hemen yakinsak dizilerin sinirlilig1 asagidaki teoremle verilmektedir.

Teorem 2.3.2. (x,) reel terimli bir dizi olsun. Eger (x,) dizisi hemen hemen yakinsak
ise

sup |x,| <M
neN

olacak sekilde bir M sayisi vardir; yani hemen hemen yakinsak diziler sinirlidir.

Ayrica biliyoruz ki yakinsak her dizi ayn1 limit degerine hemen hemen yakinsaktir fa-

kat bunun tersi her zaman dogru degildir.

Simdi de Bell tarafindan verilen ve caligmamizda esas olarak kullanacagimiz toplam

stireci kavramina deginelim.

Tamm 2.3.3. &/ = {A"} = {a}, } (k,n,v € N) reel terimli matrislerin bir dizisi olsun.
x := (x,) dizisi icin

V.__ v
tn = Z ank)Ck
k=1

dizisi n — oo iken bir L sayisina v ye gore diizgiin yakinstyorsa (x;) dizisi L sayisina
“of -toplanabilirdir" denir, burada serinin her n,v € N icin yakinsak oldugu kabul
edilmektedir ve

o/ —limx=1L

seklinde gosterilir [15].

Burada v ye gore diizgiin derken

r}gglo sup <Z a}l’kxk> =L

veN \ k=1

oldugu kastedilmektedir.

e AV matrisi yerine I matrisi alindiginda .<7-toplanabilme klasik anlamda yakin-

sakliga doniigiir.



e AV matrisi yerine C; yani Cesaro matrisi alindiginda <7 -toplam siireci aritmetik
ortalama yakinsakliga dondisiir.
1.

o AV yerine F¥ = (c},) = olarak tanimlanan matris
0 dd

ailesi alindiginda da hemen hemen yakinsaklik kavrami elde edilir.

e Toplam siireci i¢in gecerli olan durumlar 6zel halde klasik anlamda yakinsaklik,

aritmetik ortalama yakinsaklik ve hemen hemen yakinsaklik icin de gecerlidir.

o7 -toplanabilirlik ve A-istatistiksel yakinsaklik birbirini gerektirmeyen kavramlardir.

Bunu asagidaki orneklerde gorebiliriz.

Ornek 2.3.3. (x,) = ((—1)";2%) dizini ele alirsak ve A = C; Cesaro matrisi ali-
nirsa, (x,) dizisinin O a aritmetik ortalama yakinsak oldugu goriiliir. Fakat (x,) dizisi,
A-istatistiksel yakinsak degildir ciinkii 3 ve —3 degerlerine yakinsayan alt dizileri %

yogunluga sahiptir.
Ornek 2.3.4. AY = C; alinirsa ve (x,) dizisi

n, n =5 ise

Xy = (2.4)
0, n#s> ise

seklinde tanimlanirsa, bu dizinin 0’a istatistiksel yakinsak oldugu goriiliir. Fakat bu
dizinin aritmetik ortalama yakinsak olmadig1 asagida gosterilmistir. s> < n < (s +1)3

oldugu kullanilarak
e
T NS LK
(s+1)° & n =
esitsizligi yazilir.

saglandigindan yukaridaki esitsizligin sol kisiminda yerine yazilir ve s — oo i¢in limit

alinirsa
2 2
i SO
s=eo 4(s+1)3

olur. Buradan lim %Z?: 1 Xj = oo elde edilir.
n—soo

10



Tamm 2.34. o/ = {A} = {(ay,) }(k,n,v € N) toplanabilme metodu verilsin. Eger
li_r}n (xn) = L iken (xy,) dizisi L ye </ -toplanabiliyorsa; A = {A} metoduna “regiiler-
n—roo

dir" denir [16] .

Teorem 2.2.1°e benzer bir sonug .7 -toplam siireci i¢in Bell tarafindan asagidaki sekilde
ifade edilmistir.

Teorem 2.3.3. o7 = {A"} = {(ay,)} metodu regiilerdir <

1. Vk=1,2,... icin ’}Egoa:k =0 (v ye gore diizgiin)

2. lim Y, =1 (v ye gore diizgiin)

n=eo k=1

3. Vn,0=1,2,... icin ¥, |ay,| <eoven>=NicinveVv=1,2,... icin Y, |a}|<
k=1 k=1

M olacak sekilde N ,M_ pozitif tam saylar vardir.

(bkz. [16]).

2.4 Siireklilik Modiilii

Bu boliimde yaklasim operatorlerinin hata tahmininde kullanilan ve siireklilik modiilii

kavramina ve onun onemli 6zelliklerine yer verecegiz.

Tanim 2.4.1. (X,d) kompakt metrik uzay olsun ve f : X — R fonksiyonu sunurl olsun.

O halde o(f,.) : [0,00) — [0,00) ve 6 > 0 olmak iizere

o(f,8) = sup{[f(u) = f(V)|u,v € X ve d(u,v) <8}

olacak sekilde fonksiyonun siireklilik modiilii tanimlanr [2].

Teorem 2.4.1. Siireklilik modiiliiniin bazi temel ozellikleri [2] asagidaki gibidir;

1) Herhangi bir u,v € X icin |f(u) — f(v)| < o(f,d(u,v)) ;
2) o(f,0), 8 ya gore azalmayandur.
3) Herhangi bir § € [0,00) ve k € N icin o(f,kd) < ko(f,d)

11



4) Herhangi bir o, € [0,00) icin o(f,ud) < (u+1)w(f,9)

5) f fonksiyonu X iizerinde siireklidir gerek ve yeter sart limg_,o+ @ (f,6) =0 dir:

Bu 6zelliklerin ispatt mutlak deger metrigi icin yapilmis olan ispatlarda mutlak deger

metrigi yerine d metrigi alinarak verilir.

1) u # v ise siireklilik modiiliiniin tanimindan

w(f,d(u,v)) =sup{[f(x) = fO); xyeX d(xy) <d(uv)}

saglanir. Burada 6zel olarak x =u ve y = v olarak alinirsa;

[f () = fOV) < w(f,d(u,v))

elde edilir.

2) 0< 61 <& = w(f,61) <w(f,d') dir. Supremum tanimindan & arttik¢a supre-

mum biiyiir.

3) d(u,v) < ko olacak sekilde [0, o) araliginda u < v verilsin. [u,v] araligin1 boylari
0 y1 ge¢meyecek sekilde k parcaya ayirilsin. Vm = 1,2,... kicin d(uy, up—1) <
0 dir. O halde |f(um) — f(um—1)| <w(f,d) dir. d(u,v) < kS olmak iizere

k
|f(u) _f(v)l = Zl(f(um) _f(”m—l))
k
< ¥ Ut o)
=kw(f,9d)

izerinden supremum alinirsa sonug elde edilir.

4) k—1 < u < kolacak sekilde k € N vardir. O halde

w(f, u8) <w(f,k6) <kw(f,8) < (u+1)w(f,d)

yazilabilir.
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5) f X iizerinde siirekli ve (X, d) kompakt oldugundan f diizgiin siireklidir. O halde
Ve >0,36 > 0> d(u,v) < dolacak sekildekiVu,v € X icin |f(u)—f(v)| <€

olur. Son esitsizlikte d(u,v) < 0 iizerinden supremum alinirsa 0 < w(f,9) <
¢ ifadesi elde edilir ve 61ir{)1+w( f,6) = 0 olur ve ispatin ilk kismi tamamlanr.
—

Ispatin ikinci kisminda limit tanimindan
Ve>0,dp >030<d< @
icin w(f,8) < € dur. Buradan
sup{|f(u) —f(v)| : u,v € Xved(u,v) <6} <&
olur. Eger d(u,v) < 6 = |f(u) — f(v)| < € olup f diizgiin siireklidir.
Bu 6zelliklerden bazilar1 sonraki boliimlerde elde edilen sonuglarin ispatlarinda kulla-

nilacaktir.

2.5 Maksimum-Carpim Operatorleri

Korovkin teorisindeki yaklasim operatorlerinin lineerligini zayiflatmak iizere Bede ve
arkadaslar1 asagida tanimlanan maksimum-carpim operatdrlerini géz Oniine almustir.
Bu boliimde, bu yaklagim operatorlerinin bilinen temel 6zellikleri tizerinde duracagiz.
Bir sonraki boliimde de bunlarin .o7-toplam siireci altindaki yaklasim ozelliklerini in-

celeyecegiz. [13]

Simdi (X,d) kompakt metrik uzay olmak iizere C(X,[0,+o0)), X iizerinde siirekli po-
zitif olmayan reel-degerli fonksiyonlarin kiimesini gostersin. f € C(X,[0,+e)) fonk-

siyonu ve x; € X(i =0, 1,...,n) noktalar1 verilsin.

Maksimum-¢arpim yaklagiminin genel formu
Ln(f.x) = \/ Kn(x,x1)-f (xi) (2.5)

seklinde tanimlanir. Buradaherbirn e N ve i=0,1,...,n i¢inK,(.,x;) € C(X,[0,+e0))
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tanimlanan siirekli fonksiyonlardir.

(2.5) operatorleri pozitiftir fakat lineer degildir. Onun yerine asagdaki gibi pseudo-

lineerlik adin1 verdigimiz kosulu saglar.

Ly(oe.fV B.g) = ot.Ln(f)V B-La(g) (2.6)

Bu esitlik, Vf,g € C(X,[0,0)) ve herhangi bir negatif olmayan «, 8 sabitleri i¢in ger-
ceklenir [13].

2.5 formundaki operatorlere 6rnek olarak maksimum-carpim Shepard operatorii Bede
ve arkadaglar1 [13] tarafindan tanimlanmistir. Bunun igin 6ncelikle Shepard agirlik

fonksiyonu tanimi asagidaki gibi verilmigtir:

K, 5 (x,x;) = —.1, X & {x0,...,xn} ise 2.7)

ve K, 3 (x,x;) = 6 ,i,j =0,...,n,n < 1 ve A < 1 olacak sekilde bir sabittir. Buradan

maksimum-carpim Shepard operatorii su sekildedir:

Ve f(xi)
A B n . N i=0 d(x,xi)l L )
Shy (f,%) = \/ Kna (5xi) f (5i) = ———=r5—, x¢{x:i=0,...,n} ise (2.8)
i=0 j:() d(.x,)ﬁ)ﬂ'

vei=0,...,nigin Sh*(f,x;) = f(x;) olur.

Shepard operatdrlerinin asagidaki yaklagim 6zellikleri bilinmektedir.

Teorem 2.5.1. f € C(X,|[0,00)) fonksiyonu verilsin ve x; € X,i € {0,...,n} olacak ge-
kilde sabit noktalar olsun. A < 1 olacak sekilde (2.8) de tanimli olan Sh% (f,x) Shepard

operatorleri icin x € X ve m € N olmak iizere asagidaki hata tahmini gegerlidir.
A 1
I (£.) = £(x)] < (m Ad(xx)+ 1) w (f, %)
i=0

Ustelik, herhangi bir € > 0 icin 0yle birn € Nvei € {0, ...,n} olacak sekilde x; nokta-
lart vardir ve bu noktalar kullanilarak tanimlanan Sh’* ( f,x) operatérii icin |Sh (f,x) —

f(x)| < & (her x € X) elde edilir [13, 14].
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Teorem 2.5.2. f:[0,1] — [0,00) olan siirekli fonksiyon ve x; = i,i =0,...,n,n <
n

1,A < 1 olarak alinsin. O halde (2.8) deki gibi verilen Sh,’il (f,x) ile f fonksiyonuna

yaklagim hatast icin x € [0,1] oldugunda

K (£.2) ~ ()| < i)

elde edilir [13, 14].

Yukarida Bede ve arkadaslar tarafindan 6zel halde elde edilen teoremlerin genel hali,
maksimum-carpim operatorlerinin A-istatistiksel yakinsakligi ile 2010 senesinde Du-

man [17] tarafindan verilmisgtir.

(2.5) de verilen maksimum-carpim operatorii i¢in asagidaki kosulun saglandigini kabul

edelim.

oA ({nEN: \/Kn(x,xk):l}> =1, xeX. (2.9)

k=0

Buna gore asagidaki teorem bilinmektedir.

Teorem 2.5.3. (X,d) keyfi kompakt bir metrik uzay, A = (aj,) negatif olmayan regiiler

bir toplanabilme matrisi olsun. Eger, (2.9) saglanirsa ve

sta—lim {\/{ILu(gen) sx e X} s o) =)

kosulu gerceklenirse, bu durumda V' f € C(x,[0,0)) icin

sta —lirrln{\/{|Ln(f;x) — )] x e x}} ~0

olur [17].

Simdi de Teorem 2.5.3 deki A-istatistiksel yakinsaklik oranlarinin hesaplanmasindan
bahsedilecektir. Teoremi vermeden once A-istatistiksel yakinsaklik oran kavrami ha-
tirlatilacaktir. A = (aj,) bir negatif olmayan regiiler toplanabilme matrisi olsun ve

(pn)n € N reel sayilarin pozitif artmayan dizisi olsun. Eger Ve > 0 igin,

1
lim— ) aj,=0 (2.10)

J pjn:|x,,—LK£
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gercekleniyorsa, x = (x, ), dizisi L ye o(p,) oraninda A-istatistiksel yakinsak bir dizi

ad1 verilir [17]. Bu durumda n — oo iken x,, — L = st4 — o(p,) seklinde yazilir.

Teorem 2.5.4. (X,d) keyfi bir kompakt metrik uzay ve A = (ajy) regiiler bir toplana-
bilme matrisinin negatif olmayan terimli oldugunu kabul edelim. (py,) dizisinin pozitif
reel sayilarin artmayan bir dizisi olsun. Eger L, (2.5) ve (2.9) ile verilen L, maksimum-

carpum operatorlerinin

O(f,81) =sta—o(pn), n—reo, feC(X,[0,00)) (2.11)

kosulunu gercekledigini kabul edelim; burada

8= VAIL(@ix)| :x X} guly) = d2(0,x) @12)

ile verilmektedir. Bu durumda ¥n icin ~ (qn) = (pn) kosulunu gercekleyen pozitif reel

saylarin artmayan herhangi bir (gy,) dizisi i¢in

VAILu(f:x) = f(x)] :x € X} =st4—0(qn) n—> o0 (2.13)

elde edilir [17).

Teorem?2.5.3 ve Teorem2.5.4°te A yerine birim matris alirsak alisilmis yakinsaklik so-
nucuna ulagilir. Eger A matrisi Cesaro matrisi ile yer degistirilirse bu durumda da ista-
tistiksel yaklagim sonucu bulunur. Bir sonraki boliimde, maksimum-¢arpim opratorle-
rinin toplam siirecini inceleyecegiz ve elde edilen sonuglarin, A-istatistiksel yakinsak-

lik icin elde edilen sonuclardan farkli oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in asagdaki lemmalardan yararlanacagiz.

Lemma 2.5.1. Herhangi ay, by, (k=0,1,..., n) negatif olmayan sayilari verildiginde

n n
Vb
k=0 k

=0

n
<V lax— bl
k=0
olur [13].
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Lemma 2.5.2. Herhangi ay, by, (k=0,1,...,n) negatif olmayan sayilar: verildiginde

n n n
Vabe < | Va2 |\ b’
k=0 k=0 k=0

gerceklenir [17] .
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3. MAKSIMUM-CARPIM OPERATORLERININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimde temel kavramlarda verilen genel toplanabilme metodu yardimui ile lineer-
lik sart1 zayiflatilmis maksimum carpim opeartorlerini kullanarak siirekli fonsiyonlara
yaklasim yapilacak ve bu yaklagimin hata tahmini siireklilik modiilii kullanilarak he-

saplanacaktir.

3.1 Toplam Siireciyle Yaklasim

Bu boliimde aksi soylenmedigi siirece &/ = {AY} = {[a),]} metodunun negatif olma-

yan regiiler bir toplanabilme metodu oldugunu kabul edecegiz.

Teorem 3.1.1. (2.5) ile verilen L, operatorii

lim Z avL.(e)) —eo|| =0, (v ye gire diizgiin) (3.1)
I n=1
ve
lim Z av Ly(@y)|| =0, (v ye gore diizgiin) (3.2)
I | n=1

kosullarin saglarsa, bu durumda V' f € C(X,[0,00)) icin

lim
jroo

n=1

elde edilir. Baska bir deyisle {L,(f)} dizisi f ye X iizerinde A-toplanabilirdir.

Ispat. x € X ve f € C(X,]0,0)) olsun. Operatoriin tanimi ve Lemma 2.5.1 kullanila-
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rak, Vj,v € Nigin,

o|-£;

=1k

- V sl )~ /Kol

j}’l

=~

+1f(x)

i?

< ¥ a¥ \ Ko o) | f o) — £

k=0

S
—_

+|f(x) ZaJnL e0;x)) —eo(x)

bulunur. f fonksiyonu kompakt bir X kiimesi iizerinde siirekli ve dolayisiyla diizgiin

stirekli oldugundan, Ve > 0 i¢in 30 > 0 bulunur > Vx,x; € X igin

()~ £ < 4+ 20 1,0

esitsizligi saglanir. Buradan

- f
<e Y a¥,L(eo:x)+ H Iy Z n (@3 x)

n=1

ilaynLnu;x) )

+|f(x) i n(€0sx)) — ep(x)
<e+( ¥ nln(e03x)) —eo(x)
+y ; n(q)x;x)'

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinda x € X {izerinden supremum alinirsa

+(e+ /1) Z aj ,Ln(eo)) — €0

n=1

]n

v
Jn=n

esitsizligi bulunur. Bu ifadenin j — oo i¢in (v ye gore diizgiin)limiti alinir ve (3.1),

(3.2) de kullanilirsa ispat tamamlanr.
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3.2 Yaklasimdaki Hata Tahmini

Bu boliimde Teorem 3.1.1 deki toplam siirecinin hata tahmini incelenecektir.

Teorem 3.2.1.

; (j,veN)

olmak iizere Vf € (C(X,[0,0))) igin

Y @Ln(f
n=1

6v) Za}/nl‘n €0
n=1

w(f,6;)

juln

Y. a},La(eo) —eo

n=1

+II/]

esitsizligi saglanir.

Ispat. x € X ve f € C(X,[0,)) verilsin. O halde Teorem 3.1.1’in ispatinda oldugu
gibi herhangi 8 > 0 i¢in

jn

yazabiliriz. Buradan

Z ]nL (e())—e()

n=1




bulunur.

Lemma 2.5.2 kullanilarak

i eox

Z a}'/nLn (f;x) - (
k=1

i \/ Ly (e0;x)\/ Ly (@y; x)

+1/]

Z a}/nLn (e0> - eO
n=1

olur. Son esitsizlikte tekrar toplam icin Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

Z a}'/nLVZ(f;x) - f( Z €0,
k=1 k=1

juln

Y. a},La(eo) —eo
n=1

x)\/i a}'/nLn(wx3X)
n=1
+ | f]

elde edilir. Burada x € X iizerinden supremum alinirsa ve § := 6, := \/ ‘ ‘ Yo1a) ,Ln(@y)

(j,v € N) oldugu goz 6niinde bulunursa

uLn ) Y a%La(eo
n=1
(f7 6v) Z a}/nLn (60)
n=1
+IFI| X ajuLn(eo) —eo
n=1
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. 0

3.3 Uygulamalar

Bu boliimde elde ettigimiz yaklagimlarin maksimum-carpim Bernstein operatorleriyle

bir uygulamasi verilecektir.
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(u,) dizisini

Up i= (3.3)
olacak sekilde tanimlayalim. O halde (u,) dizisinin klasik anlamda yakinsak olmadig:
halde Cesaro yakinsak oldugu goriiliir, yani C; — lim, u,, = 1.
X=[0,1,neN,x,; = % €10,1] (k=0,1,...,n) alinsin ve

()40
V- ()xm (1 —=x)m

m=0

Ky =

El

(3.4)

tanimlansin. (3.4) esitiligini kullanarak, Bede ve Gal [12] tarafindan tanimlanan maksimum-

carpim Bernstein operatorii asagidaki gibi verilir:

M) oy k. Vico (D21 —x)"*r(5)
Bn (f,X) o g k\_/OKmk(x)'f(n) - Zl:() (;ll)xk(l —X)n_k . (35)
Gorebiliriz ki f € C([0,1],[0,)) oldugunda
1im |83 () f]| = 0 (3.6)

elde edilir (bkz.[12]). Simdi de (3.3) de verilen (u,) dizisini ve (3.5) esitligini kullana-
rak

La(f3x) == u,BY (f;x) (3.7)

operatoriinii g6z 6niine alalm. Bu durumda, (u,) dizisi klasik anlamda yakinsak ol-
madigindan yukarida tanimlanan L, (f) operatorii ile f fonksiyonuna klasik anlamda
yaklagim yapilamadigi gozlemlenir. Buna ragmen, toplanabilme siirecinde .« yerine
C) Cesaro matrisi alindiginda, (3.7) ile tanimlanan L, (f) operatérii [0, 1] iizerinde f ye

Cesaro yakinsak oldugunu iddia ediyoruz. Gergekten, herhangi bir f € C([0, 1], [0, o))
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icin

=Y L(f)—f

L]

J
lz B (f) - f||

u, — 1

-1+

|un|||B
n 1

1
;E
S

n=f|+ A1

yazilabilir. Son olarak, C; matrisinin regiilerligi kullanilarak ve son esitsizligin iki ta-

rafinda da j — oo i¢in limit alinirsa

ZL ||—>0 (j — oo iken)

elde edilir ve boylece iddia dogrulanir.

24



4. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismayla maksimum-carpim operatorlerinin toplam siireci incelenmis ve hata tah-
mini yapilmistir. Daha 6nce Duman [17] tarafindan yapilan maksimum-¢arpim opera-
torlerinin istatistiksel yakinsaklig1 calismasinda elde edilen sonucglardan farkli sonug-
lar elde edilmistir. Yapilan yaklasimin genel bir yaklagim oldugu ve klasik yakinsaklik,
hemen hemen yakinsaklik, aritmetik ortalama yakinsaklik kullanilarak yapilan yakla-
simlar1 kapsadig1 goriilmiistiir. Ayrica klasik yakinsakligin yetersiz oldugu durumlar
da incelenmistir. Bu calismada elde edilen sonuglarin gelecek yillardaki calismalarda
maksimum-minimum operatorlerinin toplam siireci kavramiyla incelenmesi bagka bir

aragtirma problemi olarak onerilebilir.
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