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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BIR AYRIK AV-AVCI MODELININ KARARLILIK VE CATALLANMA ANALIZI

Gokece SUCU

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmani: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Tarih: Aralik 2016

Bu tezde, bir av-avclr modeline Euler metodu uygulanarak elde edilen ayrik sistemin
dinamik yapis1 analiz edilmistir. Ele alinan bu modelde av ve avci olmak iizere birbirle-
riyle etkilesim igerisinde olan iki popiilasyon bulunmaktadir. Bu popiilasyonlar lineer
olmayan dinamik sistemler yaklasimiyla modellenmis olup popiilasyonlardaki zamana
gore degisim ise diferensiyel denklemler kullanilarak ifade edilmistr. Tezde ilk olarak
model Euler metodu yardimiyla ayriklastirilarak fark denklemi sistemi haline getiril-
migtir. Takiben elde edilen ayrik sistemin pozitif denge noktasinin varlig1 ve tekligi
gosterilip bu noktanin kararli olabilmesi icin gerekli sartlar belirlenmistir. Daha sonra
yine bu pozitif denge noktasinda flip ¢atallanma goriilebilmesi icin gereken kosullar
konulmus ve bu kosullar altinda denge noktasindaki flip ¢catallanmanin varligi Merkez
Cokkatli Uzay Teoremi (Center Manifold Theorem) yardimiyla ispat edilmistir. Son
olarak da elde edilen analitik sonug¢lar, niimerik ¢alismalar ile desteklenerek biyolojik

acidan yorumlanmustir.

Anahtar Kelimeler: Dinamik sistemler, Fark denklemleri, Kararlilik analizi, Flip ca-

tallanma, Matematiksel biyoloji, Matematiksel modelleme

v



ABSTRACT
Master of Science

STABILITY AND BIFURCATION ANALYSES OF A DISCRETE
PREY-PREDATOR SYSTEM

Gokce SUCU

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Date: December 2016

In this thesis, the dynamic structure of the discrete system obtained by applying the
Euler method to a continous prey-predator model is analyzed. In this model, there are
two populations interacting with each other, namely prey and predator. These popula-
tions are modeled by nonlinear dynamic systems approach and the change in popula-
tion with respect to time is expressed using differential equations. Firstly, the model is
transformed into a system of difference equations by discretizing with the help of Euler
method. Subsequently, the unity and the presence of the positive equilibrium point of
the discrete system are determined and the conditions are set so that this point can be
stable. Then the conditions for having flip bifurcation at this positive equilibrium point
are established and the existence of the flip bifurcation under these conditions is proved
with the help of the Center Manifold Theorem. Finally, the analytical results obtained

are interpreted biologically in support of numerical studies.

Keywords: Dynamical systems, Difference equations, Stability analysis, Flip bifurca-

tion, Mathematical biology, Mathematical modelling.
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1. GIRIS

Lotka-Volterra denklemleri olarak da bilinen ve diferensiyel denklemler kullanilarak
modellenen av-avci sistemleri; birbirleriyle etkilesimde bulunan biyolojik popiilasyon-
larin dinamigini incelemede 6nemli rol oynarlar. Bu yiizden av-avcit modellerinin dina-
mik yapisi, modelin ilk ortaya atildig1 1925 yilindan itibaren bircok arastirmaci tarafin-
dan analiz edilmis ve bu analizlerde Hopf catallanma, limit dongiisii ve kaotik davranis
gibi yapilar gozlemlenmistir. Son yillarda ise fark denklemleri ile ifade edilen ayrik po-
piilasyon modellerine kargi artan ilgi av-avci sistemleri lizerine yapilan calismalara da
yansimistir. Boshan ve Jiejie [3] Euler metodu ile ayriklagtirdiklar: bir oran-bagiml av-
avct modelinin dinamik yapisinmi fark denklemleri i¢in Merkez Cokkatli Uzay Teoremi
yardimiyla incelerken; Zhang ve Boshan [16] ayrik zamanli av-avci biyolojik ekono-
mik sistemiyle ilgili aragtirmalarda bulunmuglardir. Elabbasy, Elsadany ve Zhang [6]
Merkez Cokkatli Uzay Teoremi’ni ve ¢atallanma teorisini kullanarak ayrik ve indir-
genmis Lorenz sisteminde kararli bir denge noktasinin varligini ispat etmislerdir. Gha-
ziani, Govaerts ve Sonck [8] fonksiyonel Holling tipinde ayrik bir sistemin mevcut
olan 3 denge noktasinin kararli olabilmesi i¢in gereken kosullar1 belirlemislerdir. Bu
tarz analizlerle ise ayrik av-avci sistemlerinin siirekli av-aver sistemlerinden ¢cok daha

zengin dinamik davranislar sergileyebilecegi gozlemlenmistir.

Bu calismada da daha 6nceden dinamigi analiz edilmis olan siirekli bir av-avci mode-
linin ayriklastirilmis hali incelenerek sistemde mevcut olan tek pozitif denge noktasi-
nin kararli olabilmesi ve bu noktada flip catallanmanin gozlemlenebilmesi i¢in gere-
ken kosullar belirlenecektir. Bu analizler yapilirken catallanma teorisinden [9, 15] ve
Merkez Cokkathi Uzay Teoremi’nden [4, 15] yararlanilmistir. Problemin analiz edile-
bilmesi i¢in gereken 6n bilgilere "DINAMIK SISTEMLER" bashiginda deginilecektir
[1, 2, 7, 10, 12, 14]. "MODEL" kisminda ise calisilan problem ile ilgili bilgiler ve-

rilecek ve nasil analiz edildigiyle ilgili ¢oziimlemelerde bulunulacaktir. "NUMERIK

1



SIMULASYONLAR" kisminda ¢alisilan problemde elde edilen teorik sonuclarin dog-
rulugu niimerik ¢aligmalarla desteklenecektir. "SONUC ve ONERI" basliginda bu tez
calismasiyla ilgili kritikler yapilacaktir.



2. DINAMIK SISTEMLER

2.1 Genel Bakis

Zamana, konuma veya bagka etkilere gore dinamigi degisen sistemlere dinamik sis-
temler; bu sistemlerin ge¢misteki, simdiki ve gelecekteki durumunu analiz eden disip-
linleraras1 ¢aligma alanina ise dinamik denir. Dinamik biliminde temel amag sistemi
degiskenler ile matematiksel olarak ifade ederek analiz etmek ve bu analizler iizerin-
den sistemin gelecekteki durumu hakkinda tahminlerde bulunmaktir. Ayrica dinamik
fizikte, kimyada, biyolojide, miihendislikte ve ekonomide bircok uygulamasi olan ve
giiniimiizdeki ¢ogu teknolojinin ortaya ¢ikmasinda etkin rol oynayan bir calisma ala-

mdir [14].

Bir dinamik sistem genel olarak durum uzay1 ve parametre uzayindan olusur. Durum
uzay1 sistemin geometrik olarak hareketini gosterirken parametre uzayi ise sistemin
durum uzayini tanimlayan degiskenlerden ve bu degiskenlerin zamanla nasil degisti-
gini gosteren kurallardan olusur. Eger sistem degiskenleri ayrik bir aralikta tanimli ise
ayrik sistem, siirekli aralikta tanimli ise siirekli sistem adini alir. Tanimlanan kural-
lar deney ve gozlemlerle elde edilmis olup zamana ve durum uzayindaki degiskenlere

baghdir (Sekil 2.1).

Parametre Uzayi

Sekil 2.1: Durum ve parametre uzayi



Bir dinamik sistem bir noktada dengede olabilir, salinim yapabilir veya kaotik davra-
n1g gibi ¢ok daha karmasik davranislar gosterebilir. Dinamik analizi ile bu davraniglarin
matematiksel analizi yapilir ve bundan yararlanilarak sistemin uzun vadedeki davranisi

tahmin edilmeye caligilir.

Bir dinamik sisteminin durumunu yani hareketini analiz edebilmek icin 6ncelikle sis-
temin Ozelliklerini tagiyan deterministik bir matematiksel modelinin olusturulmasi ge-
rekmektedir. Bunun icin bir veya birden fazla denklemler kullanilir. Boylece eger
miimkiinse bu denklemleri saglayan acik bir ¢oziim bulunarak; aksi halde denklem-

leri ¢cozmeden 6zel metotlarla geometrik olarak yaklasilarak analiz yapilir.

Dinamik sistemler genellikle diferensiyel denklemler (adi ve kismi tiirevli denk-
lemler) veya fark denklemleri kullanilarak modellenir. Boylece matematiksel ifadeye
doniistiiriilen sistemin dinamigi analiz edilerek hareketi hakkinda bilgiler elde edilebi-
lir. Stirekli araliklarda dinamigi degisen sistemleri modellemek i¢cin diferensiyel denk-
lemler kullanilirken, ayrik araliklarda dinamigi de8isen sistemleri modellemek icin ise

fark denklemleri kullanilir.

2.2 Tarihce

Dinamigin temelleri Isaac Newton tarafindan 1600’li yillarda gezegenlerin hareke-
tini aciklamak icin diferensiyel denklemleri kesfetmesiyle beraber atilmistir (Resim
2.1). Newton bu yillarda iki gezegenin hareketini diferensiyel denklemleri kullanarak
modellemis ve analiz etmistir. Boylece Newton bilim diinyasina farkli bir bakis agisi
kazandirarak, fiziksel sistemlerin hareketinin deterministik denklemlerle modellenebi-
lecegini ve gelecekteki durumunun tahmin edilebilecegini gostermistir. Bu bakis agisi
ile diferensiyel denklemler kullanilarak diger basit fiziksel olaylar da modellenmeye
baglanmis ve bu modellerin dinamigi denklemleri saglayan acik ¢oziimler bulunarak
analiz edilmistir. Bu analizlerin sonucunda ise ¢oziimii sinirli bir uzay icerisinde kalan
sistemlerin hareketinin bir noktada dengede kaldig (siirtiinme kuvveti gibi enerji kay-

bina sebebiyet veren etmenlerin oldugu sistemler) veya periyodik salinimlar yaptigi
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(ay ve diinya gibi ikili gezegen sistemleri, siirtlinmesiz basit sarkac sistemi) iki basit
davranmig gozlemlenmistir. 19. yy sonlarina kadar ise 3-cisim problemi gibi kompleks
davranig gosteren sistemler (periyodik olmayan ancak sinirlt bir uzay icerisinde kalan)

acik ¢coziimleri bulunamadigindan dolayi analiz edilememistir.

19.yy’1n sonlarina dogru ise Henry Poincaré bir modelin agik ¢éziimiinii bulmak ye-
rine probleme geometrik olarak yaklasmay1 denemistir (Resim 2.2). Boylece 3-cisim
problemini analiz ederek iki basit hareket diginda yeni bir karmagik davranis gbzlemle-
mistir. Bu karmagik davranisi matematiksel olarak aciklayamasa da bazi deterministik
sistemlerin baglangi¢ degere hassas, periyodik olmayan, kaotik davranis gosterebile-

cegini ongodrmiistiir. 20.yy’1n ilk ceyreginde Henry Poincaré’nin geometrik yaklagimi

Resim 2.1: Isaac Newton (1643-1727)

metodu ile lineer olmayan salinimlar analiz edilmis ve bu analizlerin miihendislik ala-
nina uygulanmasiyla radyo, radar ve lazer gibi teknolojik gelismeler ortaya ¢ikmustir.

Ayrica bu donemlerde Van der Pol, Andronov, Littlewood, Cartwright, Levinson ve
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Smale gibi Oncii bilim insanlar1 dinamik analizlerle ilgili 6nemli metotlar gelistirmis-
lerdir. Birkhoff ise Poincaré’nin geometrik yaklagimini genisleterek klasik mekanige

uyarlamstir.

1930’1u yillarda biyolojik popiilasyonlart modellemek icin fark denklemleri kullanil-
maya baglanmig ve 1954 yilina kadar bu tarz modellerde basit salinimlar gozlemlen-
misgtir. 1954 yilinda ise Williem Ricker fark denklemlerini kullanarak modelledigi balik
popiilasyonu sisteminde ¢ok karmagik davraniglar gbzlemleyerek dikkatleri fark denk-

lemleriyle modellenmis sistemlere ¢ekmigtir. 1950 yillarinda hizli hesap yapabilen bil-

Resim 2.2: Henry Poincaré (1854-1912)

gisayarlarin kesfiyle beraber dinamik alaninda ¢ok énemli gelismeler yasanmistir. Bu
bilgisayarlar ile daha 6nce analiz edilmesi imkansiz olan lineer olmayan sistemler ca-
lisilmistir. Bunlardan en dikkat ¢cekenleri Edward Lorenz’in 1963 yilinda bir bilgisa-
yar programi yardimiyla havanin hareketi ile ilgili yapmis oldugu devrim niteligindeki
calismalaridir. Bu caligmalarla Lorenz, Poincaré’nin 3-cisim probleminde 6ngormiis

oldugu kaotik davranig1 matematiksel temellere dayandirmustir.



Ruelle ve Takens 1971 yilinda dinamiksel metotlar1 akigskanlara uygulayarak tiirbii-
lans hareketiyle ilgili onemli teoriler ortaya atmislardir. Birkag y1l sonra ise May fark
denklemleriyle modellenen popiilasyonlarin dinamigindeki kaotik yapiy1 kesfetmistir.
Mandelbord ise fraktallart 6n plana ¢ikarmis ve fraktallarin bilgisayarda simiilasyo-
nunu yaparak bagka alanlara nasil uygulanacagiyla ilgili metotlar iiretmistir. Yine bu
donemlerde Winfree geometrik metotlar iireterek bu metotlar1 matematiksel biyolojiye

uygulamigs ve kalp ritminin hareketini analiz etmistir.

1980 yilindan bu yana ise bilim insanlar1 kaos, fraktal ve salinimlarla ilgili teorik ca-
lismalar yapip bunlar1 kimya, biyoloji, fizik, ekonomi, miihendislik gibi alanlara uygu-

lamaktadirlar.

2.3 Fark Denklemleri ve Sistemleri
2.3.1 Tanim ve notasyon

Bir x sayisinin reel degerli f fonksiyonu altindaki

f(x0), f(f(x0)), f(f(f(x0))), ... 2.1

iterasyonlarindan olusan denklemlere fark denklemleri denir. Ayrica (2.1) iterasyon-

lar1

f(x0), f2(x0), £ (x0), ... (2.2)

notasyonu ile de gosterilebilir.

Fark denklemleri ile ayrik araliklarda dinamigi degisen sistemler modellenmektedir.
Ozelliklle biyolojik modellerde ayrik aralik degiskeni yani (2.1) ifadesindeki iterasyon
say1s1 zaman olarak alinir ve ¢ notasyonu ile gosterilir. Ayrik zaman araliklar1 arasi
uzunluk Ar genelde sabit kabul edilerek modelin # = 0, Ar 2Az, 3At, ... anlarindaki de-
gisen dinamigi incelenir. Islemlerde kolaylik olmasi agisindan ise Az = 1 almir (1 giin,

1 ay, 1 yil vb.).



Fark denklemlerinde x bir baglangi¢ deger olmak iizere x(¢) = f*(xo) reel degerli fonk-
siyonu sistemin ¢ anindaki durumunu gosterir ve ayni zamanda x; notasyonu ile de
ifade edilebilir. Ayrica birden fazla fark denklemleriyle ifade edilen sistemlerde siste-
min ¢ anindaki durumu X (7) = {x(¢),x2(¢),...,x,(¢)} vektorii olup X; notasyonu ile

gosterilir. Boylece fark denklemlerinin genel tanimi agagidaki gibi yapilabilir.

Tanim 2.3.1. x; bir t degiskenine bagli reel degerli bir fonksiyon olmak iizere

Tty Xk 1y ooy Xe 1, %,2) =0, 1 =0,1,2, .. (2.3)

formundaki denkleme k. mertebeden fark denklemi denir [1].

Genellikle (2.3) denklemi

Xpvk Fa1Xp k-1 + oo F a1 X041 +arx; = by t=0,1,2,.. 2.4)

ile ifade edilirler. Burada ay, ..., a;_1, ai ile b; katsayilar1 ¢t ye ve i =1,....t + k i¢in x;

lere bagli olabilen fonksiyonlardir.

(2.4) ifadesinden de anlasilacagi iizere bir fark denkleminin k. mertebeden olabilmesi

icin a; # 0 olmasi1 gerekmektedir.

Bir (2.4) formundaki fark denkleminin ay, ..., ay_, a; katsayilar1 sabit veya sadece ¢
degiskenine bagl fakat durum degiskenlerine yani i =¢, .., + k i¢in x; lere bagli degil
ise bu denkleme lineer fark denklemi aksi halde lineer olmayan fark denklemi de-
nir. Ayrica b, = 0 ise bu fark deklemine homojen, b, # 0 ise homojen olmayan denir.
Son olarak da denklem ¢ degiskenini agik olarak iceriyorsa sisteme otonom olmayan

denir. Aksi halde otonom fark denklemi adini alir.



Tammm 2.3.2. i = 1,....n icin x; ler t ye bagl reel degerli fonksiyonlar olmak tizere;
(

X (1) = F X1 (), x0(1))

0t +1) = 1), oo x0(t))
(2.5)

\ Xn(t+1) = fulxi(t),...,x0(2))

seklinde n tane 1. mertebeden fark denkleminden olusan sisteme n denklemli 1. merte-

beden fark denklemi sistemi denir [1].

Ayrica n denklemli 1. mertebeden bir fark denklemi sistemi genel olarak

k
xi(t+1) =Y aij(t)x;(0) +bit),  i=1,2,3,.k (2.6)
j=1

formunda da ifade edilebilir ve X = (x1(¢),x2(¢), ..., xx(t))T, B= (b1 (t), ..., bi(t))T vek-

torleri ile A = [a;]nx, tipinde bir matris olarak alinirsa (2.6) ifadesi
X(t+1)=A()X()+B(r) (2.7)

matris notasyonu sekline de doniistiiriilebilir.

Eger (2.6) ifadesinde i, j = 1,2,...,k i¢in a;; ve b; katsayilar1 durum degiskeni olan
x; fonksiyonlarina bagh degil ise sisteme lineerdir denir. Aksi halde lineer olmayan

adin1 alir. Eger b; = 0 ise sisteme homojen, b; # 0 ise homojen olmayan sistem denir.

Ornek 2.3.1. a ve b sifirdan farkli sabitler olmak iizere;
Xpy] = axt2 +bx;— 1

fark denklemi verilmis olsun. Bu fark denklemi lineer olmayan, otonom ve ikinci de-
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receden bir fark denklemidir.

Tanim 2.3.3. Bir (2.3) fark denkleminde t = 0,1,2, ..., icin denklemi saglayan x; reel
degerli fonksiyonuna denklemin ¢oziimii denir. Bir fark denklemi sisteminde ise sistemi

saglayan X (t) = (x1(t),...,xx(t))T vektoriine sistemin ¢éziimii denir [1].

Ornek 2.3.2. r anindaki birey sayis1 x; = x(¢) fonksiyonu ile gosterilen bir popiilas-
yonu ele alalim. Kabul edelim ki popiilasyondaki her birey bir sonraki jenerasyonda a
tane yavru iiretsin ve sonra olsiin (Bu tarz ¢ogalan popiilasyonlara hiicre ve yillik bitki

popiilasyonlar1 6rnek olarak verilebilir). Oncelikle verilen popiilasyonu
Xi+1 = axg

seklinde birinci mertebeden lineer ve homojen bir fark denklemi kullanarak modelle-

yelim. Simdi modelledigimiz sistemin ¢6ziimiinii arastiralim.

t=0= x;=axy
t=1= xzzax1:>x2=a2x0

r=2= x3=ax = x3=ax

t=n= X, =ax,—1 = X, = a"x

olmak tizere

X =d'x

seklinde bir ¢6ziim bulunur. Bu durumda eger xo degeri yani baslangigtaki birey sayisi

biliniyorsa ¢oziim tektir. Aksi halde sonsuz ¢oklukta ¢6ziim mevcuttur.

Ayrica sistemin gelecekteki durumu a’x( ¢oziimiine bagl olup;

° 0 <a < 1= lim_a'xy =0 olacagindan x( birey sayisi ile baglayan popiilas-
yon yok olur.

° a= 1= 1lim;_,..a'xy = x¢ olacagindan x birey sayisi ile baglayan popiilasyon-
daki birey sayis1 daima xq olarak kalir.

° a > 1= 1lim,_,.a'xy = oo olacagindan popiilasyondaki birey sayis1 daima artar.
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2.3.2 Fark denklemlerinin ¢6ziimii

Bu kisimda fark denklemlerinin ¢6ziimiinii bulmak i¢in uygulanan baz metotlar goste-

rilecektir.

Birinci Merteden Lineer Denklemlerin Coziimii

Birinci mertebeden lineer bir fark denklemi
Xey1 = arx; + by (2.8)

formunda olup sayet xy baslangi¢c degeri biliniyor ise bu denklemin bir tek ¢oziimii
mevceuttur.
Simdi yerine koyma metodu ile birinci mertebeden lineer bir (2.8) fark denkleminin

¢cOziimiinii bulalim. x( bir baglangi¢c deger olmak iizere

t=0 i¢in x; =agxo+bo
t=1 i¢in xy=ax;+b= al(aoxo +b0) + by = ajapxg+aibg+ by

t=2 i¢in x3=axx+by = Clz(alaox0+a1bo+b1) + by = arayagxg + ara1bg + axby + by

esitlikleri elde edilebilir. Genel bir ifadeyle

t—1 =2
X = Ha,-xo +b1+ Z
i=0 i=0

-1
bi [] a j] (2.9)

j=it1

yazilirsa x; degeri ¢ nin her degeri i¢in denklemi saglayacagindan aranilan ¢oziimdiir.

(2.8) ifadesinde 6zel olarak a; = a ve b; = b alinirsa

t
X1 = lxg+b Z c
i=0
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¢Oziimii elde edilir.

Yiiksek Mertebeden Denklemlerin Coziimii

Birinci mertebeden lineer fark denklemlerinde yerine koyarak ¢6ziim elde etme me-
todu yiiksek mertebeden denklemlerde sonu¢ vermez. Bu yiizden yiiksek mertebeden

denklemlerin genel ¢oziimlerini bulmak icin 6zel metotlar uygulanmalidir.

Siiperpozisyon ilkesine gore bir (2.4) fark denkleminin genel ¢6ziimii, denklemin ho-
mojen kisminin genel ¢oziimii x;, ile homojen olmayan kisminin 6zel ¢6ziimii olan x,,
nin toplamidir. Bu yiizden denklemin genel ¢oziimiiniin bulunabilmesi i¢in dncelikle

homojen kisminin ¢6ziimiiniin bulunmasi gerekir.

Bir (2.4) fark denkleminin genel ¢oziimii £ tane degisken iceren bir fonksiyondur. Bu
k tane degisken sayet denklemin xg,xq,x2,...,xx_1 baslangi¢ degerleri biliniyorsa tek
tiirlii olarak ifade edilebilirler. Ayrica (2.4) fark denkleminde b, = 0 alinarak elde edilen

homojen kisminin genel ¢oziimii

k
xp=c1x ook = Zcix’
i=1

1

seklinde olup ¢y, ...,cy lar sabitler ve x!,x?,...,x* lar ise denklemin homojen kisminin

k tane lineer bagimsiz ¢oziimleridir.

(2.4) fark denkleminin 6zel ¢6ziimii ise x;, olup fark denkleminin genel ¢oziimii

k
X =Xp+Xp= Zcix’—i—xp
i=1

elde edilir. Eger xg,x1,...,x;x_1 baslangic degerleri biliniyorsa cy,ca, ..., c; sabitlerinin

degeri tektir. Bu yiizden ¢6ziim de tektir.
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Bu metodu ikinci mertebeden sabit katsayil1 homojen bir fark denklemi olan
Xeyo+axi 1 +bx; =0 (a ve b sabit) (2.10)

ifadesine uygulayahim. x', x? ler (2.10) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olmak
tizere genellikle

x,:lt )L#O

formunda ¢oziimler aranir. Bu durumda x; = A’ formundaki ¢oziim (2.10) denkleminde

yerine yazilirsa
A2 ad™ 4 bA =0 = A'(A*+ad +b) =0 (2.11)

denklemi elde edilir.

Tanmm 2.3.4. A2 +adl+b=0 ifadesine (2.10) denkleminin karakteristik denklemi adi
verilir. Ayrica karakteristik denklemin kokleri olan Ay ve A, degerlerine de denklemin

ozdegerleri denir [1].

(2.11) ifadesinden de anlasilacag iizere (2.10) fark denkleminin ¢6ziimii karakteristik
denkleminin koklerine baglidir. Boylece 3 durum ortaya ¢ikar:

1. Durum: Ozdegerler reel ve A; # A, ise
X =AM+
2. Durum: Ozdegerler reel ve A; = A, ise
X = 1A +eoth]
3. Durum: Ozdegerler A, A, kompleks eslenikler ise
x; = c1rcos(td) + cor' sin(t)

(2.10) fark denkleminin genel ¢coziimleridir.
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Her bir durumda x'(¢) ve x?(¢) ¢oziimlerinin lineer bagimsiz oldugu Cesoration yon-

temi ile gosterilebilir.

Tanim 2.3.5. x!(¢) ve x?(t) ¢oziimlerinin Cesoration degeri

xl(t4+1) 2(t+1)

ifadesidir [1].

x!(1) ve x*(¢) iki ¢oziimii icin C(x' (), x*(1)) # 0 esitligini saglayan bazi t =0, 1,2, ...,

degerleri mevcut ise bu iki ¢6ziim lineer bagimsizdir [7].

Ornegin 1. Durum daki Cesoration degeri

AL A

t r\ __
C(A{l, 12) =det 2‘{+1 l£+1

= (Mid) (A2 —=M1) #0

olup c¢oziimler lineer bagimsizdir.

Cesoraiton yontemi ikiden fazla ¢oziimlere de uygulanabilir.

2.3.3 Fark denklemlerinin dinamik yapisi

Bir biyolojik modelde asil istenen sey modelin dinamigini analiz edebilmek ve siste-
min nihai olarak nereye yakinsayacagini dngérmektir. Bunun i¢in ¢cogu zaman denk-
lemi saglayan bir ¢oziim bulmak yerine bazi1 6zel metotlarla analizler yapilir. Bu bo-

liimde bu 0zel metotlar tizerinde durulacaktir.

Lineer fark denklemleri ile modellenen biyolojik modellerde, sistemin dinamik ya-
pist 6zdegerlerinin reel veya kompleks olmasina ve biiyiikliigiine baghdir. Boylece

sistemin karakteristik denklemine bakilarak acik bir ¢6ziimii bulmadan da dinamigi
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hakkinda yorum yapilabilir. Sistemin 6zdegerlerinden degeri en biiyiik olanina baskin
Ozdeger denir ve bu baskin 6zdeger sistemin dinamigini belirler. A = a seklindeki reel
bir 6zdegerin biiyiikliigii 6zdegerin mutlak degeri olup |A| = |a| ifadesidir. A = a+ib
seklindeki kompleks bir 6zdegerin biiyiikliigii ise |A| = v/a2 + b2 dir.

Simdi asagidaki tanimi verelim.

Tamim 2.3.6. Bir karakteristik denklemin k dzdegeri sirasiyla Ay, Ay, ..., Ay olsun. Bu
ozdegerlerden A;

Al = (4] Vj#i

ozelligini sagliyorsa A; baskin ozdegerdir denir. Eger A;
il > A1 Vj#i
ozelligini sagliyorsa A; mutlak baskin dzdegerdir denir [1].

Denklemin ¢éziimlerinin sinirli veya sinirsiz olmasi 6zdegerlerinin biiyiikliiklerine bag-
lidir. Coziimlerin salimim yapmasi, yakinsamasi veya iraksamasi ise sistemin 6zdeger-

lerinin reel veya kompleks olmasina baghdir.

Ozel olarak eger bir sistemin mutlak baskin dzdegeri A;

|A,’ <1

ozelligini saghyorsa fark denkleminin ¢6ziimii O a yakinsar.

Ornek 2.3.3.

X2 +x =0
seklinde bir fark denklemini ele alalim. Bu denklemin karakteristik denklemi

AP +1=0
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olup 6zdegerleri
AM=i
Ay =—i

dir. Boylece denklemin genel ¢oziimii
T T
X = clcos(ta) -I-czsin(tE)
olarak bulunur. Ayrica denklemin 6zdegerlerinin biiytikliikleri

A2 =1

oldugundan mutlak baskin 6zdeger mevcut degildir. Ozdegerler kompleks oldugundan
coziimler salinim yapar ve ozdegerlerin biiyiikliikleri 1 oldugundan ¢oziimler sinirli-
dir ancak herhangi bir ¢oziime yakinsamazlar. Ciinkii baslangic deger olarak xq ve x|
degerleri secilirse ¢oziim

0,1,0,—1,0,1,0,—1,...

olup periyodik oldugundan hi¢bir zaman bir degere yakinsamaz.

Simdiki kisima birinci mertebeden lineer sistemleri inceleyelim.

2.3.4 Birinci mertebeden lineer sistemler

Yiiksek mertebeden denklemlerin birinci mertebeye indirgenmesi

Bir yiiksek mertebeden lineer fark denklemi birinci mertebeden denklemlerden olu-
san bir sisteme doniistiiriilebilir. Boylece yiiksek mertebeden bir fark denklemi birinci

mertebeden fark denklemi sistemi olarak da diisiiniilebilir.

k. mertebeden lineer bir fark denklemi olan

x(t+k)+ax(t+k—1)+...+a_1x(t+ 1)+ ax(t) = b, (2.12)
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ifadesini birinci mertebeden bir sisteme doniistiirmeye ¢alisalim. Oncelikle

x(t)
x(t+1)

yi(t)
y2(t)

ykfl(l) :x(t—k—Z)
yi=x(t+k—1)

doniistimlerini uygulayalim. Boylece

y2(t)
y3(t)

yl(t—l— 1)
y2(t+1)

Yie1(t+1) =y (1)
i(t+1) = —ayy(t) — ... —ar_1y2(t) —agy1 (t) + b(2)

ifadesi elde edilir.

Bu durumda

Y (1) = (01(1),52(2), s Y1 (1), k(1))

olmak iizere (2.12) ifadesinin birinci mertebeden bir sisteme doniistiiriilmiis hali
Y(t+1)=AY(t)+B

olur.
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Burada

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
A= ve B=

0 0 0 N | 0

—qay —Qg—1 —Qg—> ... —ai b(t)

matrisleridir. Dikkat edilirse A matrisi siiperdiyagonal olup son satirinin bilesenleri
(2.12) ifadesinin ters isaretli katsayilaridir. Ayrica A matrisine (2.12) yiiksek mertebe-

den fark denkleminin bileske matrisi denir.

Ornek 2.3.4.
x(t42)=2x(t+ 1) +x(t) = cos(t)

ile verilen 2. mertebeden bir fark denklemini ele alalim. Bu fark denklemi

yit+1) = »n()
wt+1) = —yi(t)+2ya(t) +cos(t)

seklinde birinci mertebeden bir sisteme doniistiiriilebilir. Ayrica sistem

-1 2 cos(t)

olmak tizere

Y(t+1)=AY(t)+B

ile matris seklinde de gosterilebilir.
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Coziim bulma

Siiperpozisyon ilkesine gore birinci mertebeden lineer bir sistemin genel ¢oziimil sis-

temin Ozel bir ¢oziimii X, ve homojen kisminin genel ¢6ziimii X;, olmak lizere
X =Xp(t) +X,(1)

seklindedir. Ozel olarak
Y(t+1)=AY(r)+B (2.13)

seklindeki bir sistemin 6zel ¢oziimii X),
X,(t+1)=AX,(t)+B
ve homojen kisminin genel ¢coziimii
Xn(t+1) =AXy(1)

dir.

Homojen denklemlerde ¢6ziim

X(t) = (x1(t),x2(),...,x,(t))T ve A = (ajj) ise k x k tipinde bir matris olmak iizere

(2.13) sisteminin homojen kismi1 olan
X(t+1)=AX(r)

denkleminin ¢6ziimiinii inceleyelim. Sistem {X (¢),X>(¢),...,X;(¢) } olacak bicimde en
fazla k tane lineer bagimsiz ¢oziime sahiptir. Ayrica bir homojen sistemin genel ¢6-

zimi

seklindedir. $imdi homojen sistemin {X; (¢),X>(¢), ..., Xi(¢) } lineer bagimsiz ¢oziimle-

rini bulmaya caligalim.
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A bir sabit ve V sifir olmayan k x 1 tipinde bir vektor olmak iizere
X(t)= AV
formunda c¢oziimler arayalim. C6ziim aday1 denklemde yerine yazildiginda
ATy = A(ATY)
olup 7 birim matris ve 0 sifir matrisi olmak iizere
= A-ANHV =0 (2.14)
ifadesi elde edilir. Lineer cebirden bilindigi iizere (2.14) ifadesinde V = 0 asikar ¢oziim
det(A—AI)#0 (2.15)

ise mevcut olan tek ¢oziimdiir. Bu yiizden (2.14) ifadesinin agikar olmayan V ¢6ziim-

lerinin mevcut olabilmesi i¢in
det(A—AI)=0

ozelliginin saglanmasi1 gerekmektedir.

Tamm 2.3.7. A bir k X k tipinde reel bir matris olsun. Bu durumda
det(A—AI)=0

ifadesine A matrisinin karakteristik denklemi, bu denklemi saglayan A degerlerine ise

A matrisinin ozdegerleri denir.
A=AV =0

esitligini saglayan k x 1 tipindeki V vektoriine ise A matrisinin A ozdegerine karsilik

gelen bir ozvektorii denir [1].
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Birinci mertebeden bir fark denklemi sisteminin homojen kismi olan
X(t+1)=AX(r) (2.16)

ifadesinin X (¢) ¢6ziimiinii bulmak i¢in uygulanilan metoda geri donelim. Simdiye ka-

dar k x k tipindeki bir A matrisinin k tane 6zdegeri olan A1, A, ..., Ax degerlerinin
det(A—AI)=0
denkleminin ¢oziimleri oldugu ve V; lerin ise
(A—A)Vi=0

denklemini saglayan sifir olmayan vektorler oldugu belirtildi. Ayrica

k
X(Z‘) = ;CiXi(l)

ve boylece

Xi() =MV,  i=1273,..k

oldugundan

k
X(t) = Zcik,?v,-
i=1

bulundu. Boylece {X(2),X>(¢),...,Xi(¢)} ¢oziimlerinin lineer bagimli ve bagimsiz ol-

masina gore 3 durum ortaya ¢ikar.

1. Durum: A matrisinin biitiin 6zdegerleri reel ve (A/)V; i=1,2,....k ¢oziimleri li-

neer bagimsiz olsun. Bu durumda homojen sistemin genel ¢oziimii

k
X(t) =) ciAlVi
i=1

olur.
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2. Durum: A matrisinin 6zdegerleri birbirinden farkli olsun. Bu durumda ¢6ziimler de

lineer bagimsiz olacagindan
k
X(l‘) = Z CiQLitVi
i=1

olur.

3. Durum: A matrisinin 6zdegerleri kompleks veya dzvektorleri lineer bagimli ise ge-

nel ¢oziim "A'V ve t"r' cos(¢t)V gibi daha karmagik terimler igerir.

Dinamik yapi

Genel ¢oziimii
k
X(t) = Z Ci/ll-tVi
i=1

formunda olan

X(t+1)=AX(r)

seklindeki birinci mertebeden lineer bir fark denklemi sistemini ele alalim. Bu sistemin
asimptotik davraniginin nasil olacagini A matrisinin 6zdegerlerinin tiirii ve 6zdegerle-

rinin bityiikliikleri belirler.

Ornegin bir sistemin katsayilar matrisinin biitiin 6zdegerleri igin
|4l <1 (i=1,2,.,k)
ozelligi gergekleniyorsa sistemin genel ¢oziimii olan X (7)
limX () =0

ifadesini saglar.
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Tamim 2.3.8. k X k tipindeki bir A matrisinin dzdegerleri A1, A, .. Ay olsun. Bu durumda

p(A) = maks Xic1 ... iy {14l }

ifadesine A matrisinin spektral ¢capt denir [1].

Teorem 2.3.1. A sabit bir k X k tipinde matris olsun. Bu durumda A matrisinin spektral

capt p(A) olmak iizere

p(A)<l& lim A'=0 (0 ile sifir matrisi gisterilmektedir)

t—o0

gerceklenir [1].

Yukaridaki teoremin sonucu olarak p(a) < 1 ise
X(t+1)=AX(r)

sisteminin ¢oziimii olan

X(t) = A'X(0)

t — oo iken sifir ¢oziimiine yaklasir.

Ornek 2.3.5.

X(t+1)=AX(r) ve A=

seklinde olan birinci mertebeden bir fark denklemi sistemini alalim.

Oncelikle A matrisinin 6zdegerlerini bulalim.

2-1 3 )
det(A—Al) = det =A"—-31-4
2 1-2

olup A matrisinin karakteristik denklemi

A2 —31—-4=0
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ifadesidir. Bu karakteristik denklemin kokleri yani A matrisinin 6zdegerleri

112—1 veE 7(‘224

olarak bulunur. Bdylece A matrisinin spektral ¢ap1

p(A) =4

olur. Simdi buldugumuz A, » 6zdegerlerine karsilik gelen dzvektorleri bulalim. Bir A

ozdegerine karsilik gelen 6zvektor

A=AV =0

ifadesini saglayan sifirdan farkli V vektorii idi.

A = —1igin
A-AHV=0 = (A+1)V=0
3 3 Vi
= =0
2 2 V2
olup
3vi4+3v =0
2vi+2v, =0
denklem sistemi elde edilir ve bu sistem ¢oziiliirse A} = —1 e kargilik gelen dzvektor
1
V=
-1

olarak bulunur.
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Benzer sekilde A = 4 i¢in

A=AV =0 = (A—4)V =0

-2 3 Vi
= =0
2 -3 Vo
olup
—2vi+3v = 0
21/1 — 3V2 =0

elde edilir ve boylece A, = 4 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor

olarak ifade edilir.

2.3.5 Birinci mertebeden lineer olmayan denklemler ve sistemler

Birinci mertebeden bir fark denklemi

Xt+1 = f(xt> (2.17)

seklinde oldup eger bu denklem agik olarak ¢ zaman de8iskenine baglh degilse oto-
nom denklem adini alir. Bu boliimde birinci mertebeden lineer olmayan otonom fark

denklemleri incelenecektir.
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Tamm 2.3.9. Birinci mertebeden bir fark denklemi olan

xipt = f(x) (2.18)

ifadesinin
x=f(%)

esitligini saglayan X noktasina fark denkleminin denge noktasi denir.

Benzer sekilde birinci mertebeden bir fark denklemi sistemi olan

Xit1 :f(Xz) (2.19)

ifadesinin
X=f(X)

esitligini saglayan X vektoriine sistemin denge noktast denir [1].

Ornegin iki-boyutlu birinci mertebeden bir fark denklemi sistemi olan

Xt+1 = f(xz;yt) (2.20)
Vi1 = &(xt, 1)

ifadesinin bir denge noktasi (%, y) seklinde gosterilir ve

< =
[
P
Rl
CIRS)

esitliklerini saglar.

Tamm 2.3.10. Birinci mertebeden bir fark denkleminde m > 1 olmak iizere;

&) =% ve fi(Z)#% > i=123,...m—1

ozelligini saglayan reel bir Xj, degerine m-periyodlu bir periyodik ¢oziim,

ii) X, Yk = 1,2,...,m icin bir m-periyodlu ¢oziim olmak iizere {X1,%,...,%y} kiime-
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sine m-dongiisii,

iii) m-periyodlu bir ¢oziimiin biitiin iterasyonlarimn kiimesi olan f{%, f(%), ..., f™ (%)}

ifadesine ise Xy ¢oziimiiniin periyodik yoriingesi denir [1] .

Benzer sekilde birinci mertebeden bir fark denklemi sisteminin m-periyodlu ¢6ziimii

reel degerli bir X vektorii olmak iizere

F'"X) =X, ve Fi(X)#X > i=1.2,..m—1

esitligini saglayan degerdir. Ayrica X; vektorii Vk = 1,2, ..., m icin sistemin m-periyodlu
bir ¢dziimii olmak iizere {X, X5, ..., X, } vektor kiimesine m- dongiisii denir. Son ola-
rak da sistemin m-periyodlu bir ¢dziimiiniin biitiin iterasyonlarinin kiimesine de peri-

yodik yoriinge denir.

Tanmmm 2.3.11. X, (2.18) in bir denge noktasi olsun.

i) Eger Ve > 0icin 36 > 0 mevcuttur > Yt > 0 icin
xo—X| <& iken |x,—x|=|f(x0)—X| <€

sarti saglaniyorsa X denge noktasina lokal kararlidir aksi halde kararsizdir denir.
ii) Eger |xo — X| < y sartin saglayan her xo degeri icin
limx, = lim f'(xg) = %

t—voo

t—o0

esitligi gercekleniyorsa x denge noktasina lokal ¢ekicidir denir.

iii) X hem lokal kararli hem de lokal ¢ekici ise lokal asimptotik kararlidir denir [1].
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5 (<@ (€

KARARLI DENGE CEKICI DENGE ASIMPTOTIK DENGE
NOKTASI NOKTASI NOKTASI

Sekil 2.2: Kararl1 denge noktasi cesitleri

Tammm 2.3.12. Bir sistemin denge noktasi sistemdeki biitiin baslangi¢c degerleri icin

kararli ise bu denge noktasina global kararlidir denir [1].

Lineerlestirme

Lineer olmayan bir dinamik sistemin kararlilik analizi yapilirken oncelikle denge nok-
talart belirlenir. Daha sonra lineerlestirme teknikleri uygulanarak sistemin bu denge
noktalarindaki davranisi hakkinda bilgiler elde edilir. Bundan sonraki kesimde birinci
mertebeden fark denklemlerinin kararliligini analiz etmek i¢in kullanilan teknikler gos-

terilecektir.

Kabul edelim ki bir fark denklemi olan (2.18) ifadesinin bir denge noktasi X olsun.
Oncelikle
Uz :x,—)? (221)

doniisiimiinii tantmlayarak X denge noktasini orijine tagtyalim. Boylece bu doniisiim

altinda

U] = Xpp]—X
= flu)—x
= flu+%)—f(%)
= g(u)
olmak iizere yeni bir g(u;) = u;+ denklemi elde edilir. Dikkat edilirse f(x;) (2.21)

doniisiimii altinda yeni bir sisteme doniistiiriillerek denge noktas1 X dan 0 noktasina ta-
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sinmustir. Bu durumda yeni sistemin denge noktasinin 0 olabilmesi i¢in gerek ve yeter
sartin ¥ 1n f(x;) nin denge noktast olmasi oldugu agiktir. Ayrica ¥ ile 0 denge noktala-

rinin dinamik yapilar1 birebir aymidir.

Simdi ¥ noktasinin lokal asimptotik kararli olabilmesi i¢in gereken kosullari bulmaya

caligalim.

(2.18) ifadesindeki f fonksiyonunun f € C? oldugunu kabul ederek bir % € I araliginda

Taylor serisine acalim. Boylece

£ = £+ £ @ -0 + ) (5,27

olacak bigcimde 3& € I mevcuttur. Yeterince kiigiik (x, — %) degerleri igin
fx) =%~ f'(%) (% — %)

veya

U1 %f/()?)ut

seklinde lineer yaklasim yapilabilir. Bu lineer yaklagimla elde edilen

w1 = f (X)uy (2.22)

ifadesine (2.18) fark denkleminin ¥ denge noktasindaki lineerlestirmesi adi verilir.
Ayrica X noktasina yeterince yakin degerlerde (2.18) ile (2.22) lineerlestirmesinin di-

namik yapilari birebir aynidir.

Eger (2.18) ifadesi incelenirse ¥ denge noktasinin kararli veya kararsiz olmasi f’(¥) in
degerine baglidir. Ciinkii

|f/(%)| > 1 = u, iterasyonu 0 noktasindan uzaklasacaktir. Sonug olarak da x; - %
gerceklenir.

|f'(¥)| < 1 = u, iterasyonlar1 0 noktasina yakinsayacaktir. Sonug olarak da x, — %
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gerceklenir.

Teorem 2.3.2. Bir (2.18) fark denkleminin bir denge noktasi x olmak iizere, f' bir
% € I agik araliginda siirekli olsun. Bu durumda | f'(X)| < 1 ise lokal asimptotik kararl,

|f'(X)| > 1 ise kararsizdr [1].

Tamim 2.3.13. x bir fark denkleminin denge noktast olsun. Eger |f'(X)| # 1 ise X denge

noktasina hiperbolik, | f'(X)| = 1 ise hiperbolik olmayan denge noktast denir [1].

Eger bir sistemin denge noktasi hiperbolik ise bu takdirde sistemin bu noktadaki line-

erlestirilmis hali ile sistem lokal topolojik olarak denktir.

2.3.6 Catallanma Teorisi

r parametresine baglh bir dinamik sistemde, r degerinin degismesi

Denge noktalarinin sayisinin azalmasi veya ¢ogalmasi,
Denge noktalarinin tipinin veya kararlilifinin degismesi,

Periyodik ¢oziimlerin ortaya ¢cikmasi veya kaybolmasi

gibi degisikliklere sebep oluyorsa bu degisiklige catallanma, r degerine de catal-

lanma parametresi denir [14].

Ornegin

Xe1 = f(x,r) reR (2.23)

seklindeki birinci mertebeden parametreye bagli bir fark denklemini ele alalim. Siste-

min denge noktast

= f(&%r) = x(r)

=

seklinde olup dinamik yapisi r parametresine gore degisir.
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Teorem 2.3.2 geregince bir sistemin denge noktasi olan ¥ |f/(X)| < 1 iken kararh
|f/(X)| > 1 iken ise kararsizdir. Bu durumda parametreye bagl bir sistemde ¢atallanma

goriilebilmesi icin gerek ve yeter sart

' (&(re)) =1

olmasidir. Bu durumda sistemin ¢atallanma parametresi r, catallanma degeri ise r.

olur.

Birinci mertebeden fark denklemlerinde goriilen catallanmalar sistemde meydana ge-

len degisikliklere gore

Saddle Node Catallanma

Transkritik Catallanma

Pitchfork Catallanma
e Flip

gibi ¢esitlere ayrilirlar.

Sistemde saddle node, transkritik ve pitchfork ¢atallanmalarinin goriilebilmesi icin ge-

reken ilk kosul
f()f, rC) =1

olmasi iken flip ¢atallanma ise

f(X;rC) =—1

oldugu durumda goriilebilir [10].

Saddle Node Catallanma

Normal formu

Xi+1 :xt—i—r—xtz

seklinde olan ¢atallanma ¢esidir. Saddle node ¢atallanma baglangigta hicbir denge nok-
tast mevcut degil iken r parametresinin degisimiyle beraber biri kararh digeri kararsiz

olmak iizere iki denge noktasinin ortaya ¢iktig1 sistemlerde goriiliir. Catallanma diyag-
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rami ise Sekil 2.3 de gosterilmistir [10].

Sekil 2.3: Saddle Node catallanma diyagrami

Transkritik Catallanma

Transkritik catallanmanin normal formu
_ 2
X1 = X +1Xe — X;

seklindedir. Sistemde biri kararli digeri kararsiz olan iki denge noktasinin r, ¢atallanma

degerinden sonra kararliliklarinin degistigi catallanma cesididir [10].

Sekil 2.4: Transkritik ¢atallanma diyagrami
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Pitchfork Catallanma

Normal formu

3
X1 = X+ 17X — X;

seklindedir. Baglangictaki tek kararli denge noktasinin parametrenin degisimiyle ka-

rarsizlasti1 ve iki kararli denge noktasiin ortaya ¢iktig1 ¢atallanma c¢esididir [10].

Sekil 2.5: Pitchfork catallanma diyagrami

Flip Catallanma

Parametreye bagli bir fark denklemi sisteminde baslangicta mevcut olan tek denge
noktasinin parametre degisimiyle beraber kararlili§1 degisiyor ve sistemin 2-dongiisii
olusuyor ise bu catallanmaya flip ¢atallanma denir [10]. Bir diger adi ise periyot katla-

madir.

Sekil 2.6: Flip catallanma diyagrami



Flip catallanmanin normal formu
— 3
Xp1=—(14+r)x£x (2.24)

seklindedir. Simdi bu normal formun dinamigini inceleyelim.
(2.24) ifadesini
fx,r)=—(1+rx+x° (2.25)
olarak ele alalim ve denge noktalarini bulalim.
fl,r)=0 = —(1+rx+x’=x

= —24rNx+x*=0
= x(—=24+r+x*)=0

X1 =—2+r
= =0
X3 =1+2+r

olup sistemin her r degeri icin ¥, = 0O sistemin denge noktasidir. Bu durumda
fele,r) = —(147)+3x% = f(0,r) = —(1+71)

oldugundan dolay1

—-1<—-(14r)<1l=-2<r<0

iken ¥, = 0 denge noktasi kararl
r>0ver<-2
iken kararsizdir (r = 0 degeri i¢in f,(X,0) = 1 ve r = —2 i¢in f;(¥,—2) = —1 oldugu

icin bu noktalarin kararlilik yapis1 hakkinda birsey soylenemez ve bu noktalarda catal-

lanma goriilmesi beklenir).
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Ayrica r > —2 i¢in X ve X, denge noktalar1 da tanimli olup

feler,r) = =(1+7r)+32+7r) =5+2r
fulxa,r) = —(1+7)+3(2+7r)=5+2r

denklemleri saglanir ve boylece
—1<54+2r<l=-3<r< -2

ifadesinden

r>-2

iken kararsizdirlar. Boylece

re=—2

parametre degerinde pitchfork ¢atalanma goriiliir.

Simdi (2.25) ifadesinin ikinci iterasyonunun denge noktalarini yani 2-dongiilerini bu-
lalim.
flr) = fr)
= —(L+ry+y
= —(14+n[-A+r)x+3)+ -1 +r)x+x7)?
= (1+r2x—[(1+r)2+2r+r) +0(x)

olmak iizere
FPx,r)=0 = (14+r)2x—[1+r)Q2+2r+r)x+0(x) =0

(1+r)x—2+2r+r)x* =0
= x[(1+7r)—Q24+2r+r)x* =0

4

X1 =0
= X =+/r+0(r)
)?32—\/;4—0(7‘)

elde edilir.
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Bu durumda f?(x, r) = x denkleminin r parametresine gore kokleri Sekil 2.7 daki gibi

f(x,r)

Sekil 2.7: f%(x,r) = x denkleminin r degerlerine gore kokleri

olur. Sonug olarak sistemde iki kararl1 2-dongiisii ortaya cikar.

Teorem 2.3.3. Birinci mertebeden bir fark denklemi sistemi
xt+1:f<xl7r> )C,l"GSR]

formunda verilsin. Ayrica f analitik olup r = 0 daki denge noktasi x = 0 olsun ve

fx(0,0) = —1 saglansin. Bu durumda

FI) 3(f(0,0))2+ 3 frxx(0,0) £ 0
F2) f.(0,0)#£0

sartlart altinda bu sistemde flip ¢atallanma goriiliir [10].
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2.3.7 Merkez Cokkath Uzay Teoremi

Dinamik sistemlerde analiz yapilirken sistemde boyut indirgenmesi yapilarak veya
denge noktas1 civarinda lineerlestirilerek islemlerde kolaylik saglanir. Boyut indirge-
mesinde uygulanan metotlardan biri de Merkez Cokkatlhi Uzay Teoremi’dir. Bu bo-

liimde bu teoreme deginilecektir.

X € R" ve A ise n x n tipinde reel bir matris olmak tizere

X(t) = AX(t + 1)

seklinde bir sistemi ele alalim.

A matrisinin mutlak degeri 1 den kiiciik olan biitiin 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvek-

torleri {ey,es,...,e5} olmak iizere

E® = span{ey,ey,...,es}

uzayina sistemin Kararh Altuzay denir.

A matrisinin mutlak degeri 1 den biiyiik olan biitiin 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvek-

torleri {egy1,€542, ..., €51y} Olmak iizere

u
E" = Span{€s+1,€s+2a ) es+u}

uzayina sistemin Kararsiz Altuzayi denir.

A matrisinin mutlak degeri 1 e esit olan biitiin 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri

{estus1,€siut2, - esiutc} olmak iizere

u
E" = span{esiyi1,€s1ut2;s s stute)

uzayina ise sistemin Merkez Altuzayi denir [15].

Bir sistemin kararli, kararsiz ve merkez altuzaylar1 sabit uzaylar olup bu uzaylardan
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alman bir baglangi¢ noktasinin biitiin iterasyonlar1 bu uzay icerisinde kalir.

Ayrica sistemde t — oo iken

i) E° uzayindan alinan bir baslangic noktasinin iterasyonlar1 denge noktasina yakinsar.
ii) £* uzayindan alinan bir baslangi¢ noktasinin iterasyonlar1 sinirsiz olup iraksar.

iii) £¢ uzayindan alinan bir baglangi¢ noktasinin iterasyonlari ne yakinsar ne de irak-

sar.

Eger E" = @ saglanirsa sistemdeki her yoriinge E€ uzayina yakinsar. Bu durumda uzun
stireli hareketlerin analizi i¢in, sistemin £ uzayina indirgenmis halini incelememiz ye-

terlidir.

Tammm 2.3.14. A, ¢ X c tipinde ve ozdegerlerinin mutlak degeri 1 olan, B ise s X s
tipinde ozdegerlerinin mutlak degeri 1 den kiiciik olan matrisler olsun. Ayrica kabul

edelim ki orijinin bir komsulugunda f,g € C"(r > 1) olmak iizere

= Axy+ f(x, € R
X1 X+ f (%1, 1) Xt (2.26)

Vi+1 = By, +g(x,y1) yreR

seklinde olan ve

f(0,0)=0 £+(0,0) =0 fy(0,0) =0
2(0,0) =0 2:(0,0)=0 £,(0,0) =0

ozelliklerini saglayan birinci mertebeden 2 fark denklemli bir sistem verilsin. Bu du-

rumda yeterince kiiciik 6 degerleri icin

WE(0) = {(x,y) € R xR* |y =h(x), |x| < &, h(0) =0, #'(0) =0} (2.27)

ifadesine (2.26) sisteminin merkez ¢cokkatli uzay: denir [15].

Tanimdan anlagilacagi iizere ~(0) = 0 ve #’(0) = O sartlarindan dolayr W¢(0) merkez
cokkatli uzay1 (0,0) noktasinda E€ ye tegettir.
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Teorem 2.3.4. Yeterince kiiciik & degerleri icin (2.26) sisteminin (2.27) seklinde C"
smifina ait bir merkez ¢okkatli uzayr mevcuttur. Ayrica yeterince kiiciik u; degerleri

icin (2.26) sistemi ile

U1 = Aug + f(ur, h(uy)) u € R

sistemi lokal topolojik olarak denktir [15].

Simdi bir sistemin merkez ¢okkatli uzayinin nasil hesaplanacagini bulalim.

(2.26) sisteminde y, = h(x;) yerine konursa

Xip1 = Axi+ f(x,h(x))
Yerr = h(xv1) = Bh(x) + g(xe, h(xr))

ifadesi elde edilir. Buradan da

N(h(x)) = h(Ax+ f(x,h(x))) — Bh(x) — g(x,h(x)) =0 (2.28)

esitligi bulunur.

Ornek 2.3.6.
u -1 0 0 u Uw
v |—1] 0 —% 0 v |+ | u? (u,v,w) € R>
w 0 0 % w —uyv

ifadesini inceleyelim. Sistemin denge noktalarindan birinin (u,v,w) = (0,0,0) oldugu

ve lineer kistminin bilegke matrisinin 6zdegerlerinin

Sy
[
|

Nl— =

>
o8}

I
B[ —

oldugu agiktir.
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Sistemde noktasi hiperbolik oldugundan dolayi lineerlestirme sistemin dinamik yapis1
hakkinda bilgi veremez. Bu ylizden sistemin dinamigini anlamak i¢in Merkez Cokkatl

Uzay Teoremi’ni kullanalim.

Sistemin merkez ¢ok katli uzayi yeterince kiiciik u degerleri i¢in

We() = {(u,v,w) € R | v="n1(u), w="hy(u), hi(0)=0, K(0)=0 i=1,2}

seklinde olup
X=u
y = (u,w)
h= (hi,)
ve
1
—5 0
A=-1 B=| ?
U
olmak iizere
N(h(x)) = h(Ax+ f(x,h(x))) — Bh(x) — g(x,h(x)) =0 (2.29)
kosulunu saglar. Ayrica sistemde
flu,vyw) = uw
u2
glu,vw) =
—uv
dir.
Kabul edelim ki sistemin merkez ¢okkatli uzay1
hy(u aju® + by + 0(u*
h(u) = ) ) _ [ et ) (2.30)
hy(u) aru® + by + O(u*)

formunda olsun.
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Bu durumda (2.29) esitliginde (2.30) ifadesini yerine yazarsak

N(h(u)) ayu? — by +0(u’) —% 0 ayu* +byd + ...
u)) = — —
aru® — bou® + O () 0 % aru® + by’ + ...
0
0
elde edilir. Buradan da
’ ay + %al —1 0
u: =
ay — %az 0
ve
0

T ( —b1+%b2+a1 )Z

olup ¢oziildiigiinde

bulunur. Sonug olarak

8 s 6
u—>—u+ﬁu +0(u”)

sistemi elde edilir ve bu sistemle orijinal sistem lokal topolojik olarak denktirler [15].
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Ornek 2.3.7.

X 0
(x,y) €R

B[—
[\S]I98) p—

y p—
sistemini ele alalim. Orijin sistemin bir denge noktasidir. Fark denklemi sisteminin

bilegske matrisinin 6zdegerleri

I
p—

A
A

B[ —

bulunur. Bdylece sistemin 1-boyutlu merkez cokkatli uzaymin mevcut oldugu soyle-

nebilir.
Sistemin merkez ¢okkatli uzayimni bulmak icin oncelikle sistemi (2.26) formuna geti-

relim. Bunun i¢in siitunlar sistemin bileske matrisinin 6zvektorlerinden olusan bir T

matrisini

T = 7! =

olacak bicimde bir doniisiim tanimlamig oluruz dyle ki sistem bu 7' doniisiim altinda

<
—
-}
<

—2(u+v)3
(u+v)?

<

p—
=

<

sistemine doniigsmiis olur. Ayrica sistemin merkez cokkatli uzayi
W= {(u,v) | v=~h(u), h(0)=0, H'(0) =0}
olup bu merkez ¢okkatli uzayini

h(u) = au® + bu’ + O(u®*)
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formunda arayalim. Bu durumda sistemin merkez cokkatli uzay1

A=1

B}
fly) = =2(u+v)’
guy) = (utv)’

olmak iizere
N(h(u)) = h(Au f(u,h(u)) — Bh(u) — g(u,h(u)) =0
esitligini sagladigindan aradigimiz formu esitlikte yerine yazarsak

N(h(u)) = a(u—2(u+au® +bu + 0(u*)))? + b(u — 2(u+ au® + bu® + 0(u*))3)?
+...— 3(au* + b + O(u*)) — (u+aw® + bu’ + O(u*))* = 0

ifadesini buluruz. Bu ifade diizenlenirse
2 3 1 5, 1 5 4 4
au” +bu —Sau —Ebu —uw+0u)=0

elde edilir. Yukaridaki denklemin katsayilart sifir olacagindan

esitlikleri saglanmalidir. Esitlikler ¢oziiliirse

> 2
I
(SR

olarak bulunur. Boylece sistemin merkez cokkatli uzay1
h(u) = 2 + O(u*)
seklinde olup verilen sistem asagidaki sisteme indirgenir.

u—s u—2u° +0u)
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2.3.8 Kararhlik ve Flip Gozlemlenebilme Lemmasi

Lemma 2.3.1. F(A1) = A2 + BA + C ikinci dereceden bir polinom ve A1 ile A,
F (1) polinomunun kokleri olsun. Bu durumda

DM <lve|h]<1l<=F(-1)>0, F(1)>0veC<1

)M =—1lve || #1 <= F(—-1)=0ve B#0,2

dir.

Ispat. 1) ispat: yapabilmemiz i¢in A; ve A, koklerinin reel veya kompleks olmalarina

gore iki ayr1 durumu incelememiz gerekmektedir.
M, Az € R olsun.

(:=) Kabul edelim ki [A;]| < 1 ve |42 < 1 saglansin.

Oncelikle F (1) polinomunu kokleri A; ve A, oldugundan

F(A)=A—-4)(A - ) (2.31)
formunda yazip A = 1 ve A = —1 degerleri icin

F(=1) = (1+A) (14 A) (2.32)

F()=(1-4)(1-2) (2.33)

ifadelerini elde edelim. Ayrica (2.31) ifadesini
FA) =A% — (M +A)A+ 44 (2.34)

olarak da yazabiliriz.

Simdi F(—1) > 0 oldugunu gosterelim. Bunun igin (2.32) ifadesinin pozitif oldugunu
yani

F(=1)=(1+A)(1+4)>0

esitliginin saglandigini gostermek yeterlidir.
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Kabuliimiizden
A<l = —1<A<1

= 0<1+A

veE
<l = —-1<<l1

= 0<1+A

elde edilir. 1 +4; > 0ve 1 + A, > 0 olup

F(-1)>0

gerceklenir. Benzer sekilde

F(1)=(1-4)(1-4)

olup kabuliimiizden

<1l = —-1<A<1
= 1—7(«1>0

veE
<l = —-1<A<l1

= 1-2>0

ifadesi geregince 1 —A; > 0 ve 1 — A, > 0 kosullar1 oldugundan

F(1)>0

gerceklenir.

Son olarak C = A1 A, < 1 ifadesinin ger¢eklendigini gosterelim. Her A ve A; icin

MA < | MA| = [A]|A2| (2.35)

ifadesi gerceklenir.
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Ayrica hipotez geregince

] < 1ve |do] < 1= [M]]Aa] < 1

olup (2.35) esitsizligi kullanilirsa

1112 < |Al||ﬂ«2| <l = 11}{2 <1
= C<l1

elde edilir.

(:<=) Kabul edelim ki F (1) >0, F(—1) > 0ve C < 1 olsun.

F(1)>0 = (1-A)(1-21)>0
ai) 1 —A; >0 iken 1 -4, >0
= veya

aii) 1 —1; <0 iken 1 -1, <0

F(-1)>0 = (1+A4)(1+4)>0
bi) 1+4; >0 1iken 14+24, >0
= veya
bii) 1+, <0 iken 1+, <0

C<l1 = c) A <1

olmak iizere hipotezlerin saglanabilmesi i¢in ai) veya aii) ile bi) veya bii) ve ¢) kosu-

lunun ayn1 anda saglanmasi gerekmektedir.

Yukaridaki ifadelerden aii) ile ¢) kosulunun ayn1 anda saglanamayacagi asikardir. Ciinkii
aii) kosulunun saglanmasi durumunda A; > 1 ve A, > 1 olup 1A, > 1 gergeklenece-

ginden bu durum c) sartiyla ¢elisir. Benzer sekilde bii) ile ¢) kosullarinin da ayn1 anda
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saglanamayacagi goriilebilir.

Sonug olarak F(—1) > 0 ve C = A1 A, hipoztezlerinin gergeklenebilmesi igin
ai) 1 -4, >01iken 1 -4, >0

bi) 1+A; >0 iken 1+4;, >0

o) L <l

kosullarinin ayni anda saglanmasi gerekmektedir.

Simdi bu kogullar altinda |A;| < 1 ve || < 1 in saglandigimi ispat edelim.

ai) 1—7Ll>0:>)q<1

=—-l<li<l=|A4 <1

bi) 1+4 >0=—-1< A4

benzer sekilde

ai) 1—)~2>0=>3,2<1
=—-l<h<l=|A <1

bi) 1+, >0=—-1<A,

olup ispat tamamlanmis olur.

M, Ay € C olsun.

(:=) Kabul edelim ki |4;| < I ve |A2| < 1 saglansin.

M,AeC=A=a+ib ve a=a—ib
olacak bigimde a,b € R (b # 0) mevcuttur. Ayrica
M| = |Ao| = a* + b? (2.36)
olup |A;]| < 1 ve |A;| < 1 hipotezinin gerceklenebilmesi i¢in

a?+b* <1 (2.37)
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kosulunun saglanmasi gerekmektedir.

Oncelikle F(—1) > 0 oldugunu gosterelim.

F(—1)=(1+4)(1+1)

Ul

F(=1)=1+a+ib)(1+a—ib)
F(-1)=1+d*+b*+2a
F(=1)=(a+1)>+5»*
F(—1)>0

olup F(—1) > 0 sart1 saglanir. Benzer sekilde

F(1)=(1—-A)(1-2)

¢l

F(1)=(1—a—ib)(1 —a+ib)
F(1)=1+a*>+b*>—2a
F(1)=(a—1)245p
F(1)>0

oldugundan F (1) > 0 sart1 da saglanmus olur.

Simdi C < 1 oldugunu ispat edelim.

olup (2.37) ifadesinden

sartinin saglandig1 goriiliir.

C=MA = C:(a+ib)(a—ib)
= C=a*+b*

Cc<l1

(:<=) Kabul edelim ki F(1) >0, F(—1) >0 ve C < 1 saglansin.

C = A1 A, oldugundan

c<l1

R

MA <1

(a+ib)(a—ib) < 1

a+br <1

M]’ = ‘/12| <1
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olup |A;| = |A2| < 1 ger¢eklenip ispat tamamlanmus olur.

2) ifadesini ispat edelim.

(:=) Kabul edelim ki A; = —1 ve |A;| # 1 olsun.

F(—1)=(1+M4)(1+2)

ve hipotezden A; = —1 oldugundan

F(-1)=0

saglanir. Ayrica

B=—(M+Ah)=B=1-1,
olup hipotez geregince A, # —1, 1 oldugundan
B#1—(1)=B#0
ve
B#1—(—1)=B#2
elde edilir.

(:<) Kabul edelim ki F(—1) =0 ve B # 0,2 olsun.

F(-1)=0 = (14+4)(1+4)=0
= Ai=-1 veya A =-1
B#0,2 = —(M+4)#0,2

hipotezlerin saglanmasi icin gereken kosullardir. Oncelikle A; = —1 olsun.

A=—1 ve B#0,2 = —(—14+A)#0,2
= 2,2751,—1

Benzer sekilde A, = —1 olmasi durumunda
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Jo=—1 ve B#£02 = —(—A—1)#£0,2
= 11751,—1

olup ispat tamamlanir.[]

Sonug olarak asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 2.3.5. 2. mertebeden lineer olmayan bir dinamik sistemin bir denge noktasin-
daki karakteristik polinomu F (1) = A%> +BA +C ve B, C € R olmak iizere;

1) F(1) >0, F(—1) > 0ve C < 1= bu denge noktas: kararlidur.

2) B#0,2 ve F(—1) = 0= bu denge noktasinda flip ¢catallanma gézlemlenebilir.
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3. MODEL

dzzllgr) = rN(t)—€eP(t)N(t)

G = PO)n-0gg)

3.1

Birbirleriyle av-avci iligkisi icerisinde bulunan iki popiilasyonun bir ortamdaki zamana

gore degisimlerini gosteren (3.1) modelini ele alalim.

(3.1) modelinde N(¢) t aninda ortamdaki av sayisini, P(¢) ise ¢ aninda ortamdaki avci
sayisini gosterirken sistemdeki diger parametreler ise:

-1 avin bilylime oranini,

- o aveinin bilylime oranint,

- € avin ortamdaki 6liim oranini,

- 0 avcinin ortamdaki 6liim oranini

gostermektedir.

Bu modelin kararlilik analizi ve dinamigi lizerindeki Allee etkileri Zhou [13] ve de
Duman ve Celik [5]; gecikme iceren denklemin catallanma analizleri ise Merdan ve
Karaoglu [11] tarafindan caligilmistir. Bu tez calismasinda ise modelin ayriklastirilmis

halinin kararlilik ve catallanma analizi yapilacaktir.

3.1 Ayriklastirma

Ik olarak (3.1) modelini Euler metodunu kullanarak ayriklastiracagiz.
N (l‘o) = rlN(l‘()) — SP(Z‘())N(Z‘())

denkleminden



olarak alinir ve § = | — fy ayriklagtirma adimi olarak segilirse

N(11) = N(to) + 6N (1) (r1 — €P(to))

yani

N — N+8N(r; —€P)

ifadesi elde edilir.

Benzer sekilde
P(to)
P(t1) = P(ty) + 6P(ty)(r — 6
(1) Plto) + 0P (t)(r2 ~ 8 5%
denkleminden
P
P— P+ 0P(r,— Oﬁ)
elde edilir.

Sonug olarak, Euler methodu ile (3.1) sistemine karsilik gelen

N N—|—8N(r1—8P)
—

(3.2)
P P+68P(r,—6%)

ayrik modeli elde edilir.

3.2 Pozitif Denge Noktasimin Varhg

Ilk olarak (3.2) modeline ait pozitif denge noktalarini arastiralim. Sistemin denge nok-

talar

N* = N*48N*(r; —eP*)

) (3.3)
P* = P*+8P'(rn,—0L5)

denklemlerini saglayan (N*, P*) degerleridir.

N*=N*+48N*(r| — eP*) => 0=G8N*(r| — eP")
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olup 6 # 0 oldugundan

-
N“=0 veya rj—eP* =0 = P"‘:E1

bulunur.

* *

P* =P +6P (rz—GJW) = 0=0P (rz—OF)
olup benzer sekilde 6 # 0 oldugundan

*

P &)
veya (r N*) op

bulunur. N* = 0 ve P* = 0 i¢in sistem tanimsiz olur. Boylece (3.3) denklemlerini bir

tek

(N*,P*) = (@ ’—1) (3.4)

er’ €
noktasi saglar ve bu nokta sistemin tek denge noktasi olup ry,r2, €,0 > 0 saglandigin-

dan dolay1 pozitiftir.

3.3 Denge Noktasinin Karakteristik Polinomu

(3.2) sisteminin Jakobiyen matrisi,

f(N,P)=N+8N(r| — €P)
g(N,P) =P+ 68P(r,—0%)

olmak iizere

fn(N,P)  fp(N,P) 1+ 6rp—ebP —e8N
J(N,P) = — . s
gn(N,P) gp(N,P) S 1+6r+ =5~

dir. Jakobiyen matrisinin (N*, P*) noktasindaki degeri ise

1 _%6n
J* ::J(N*7P*) — Er% 1)
0 1—5}’2
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olarak bulunur. Ayrica (N*, P*) denge noktasinin karakteristik polinomu
F(A) =A% —iz(J*)A +det(J*)

olup
iz(J*)=2—0nr
det(J*) =1—3ry+ 82r1ry

dir. Sonug olarak (N*, P*) denge noktasinin karakteristik polinomu
F(A)=24*—(2=8n)A+1-38r+8%rn (3.5)

olarak bulunur.

3.4 Kararhlik ve Catallanma Kosullar:

Simdi lemmayi kullanarak (3.2) modelinin
(N*,P*) = <%,’"_1>
Erp &
denge noktasinin kararli olabilmesi i¢in veya bu noktada flip catallanmanin goriilebil-

mesi i¢in gereken kosullar1 belirleyelim.

Teorem 2.3.5 2. mertebeden lineer olmayan bir dinamik sistemin bir denge noktasin-
daki karakteristik polinomu F (1) = A% +BA +C ve B, C € R olmak iizere;

1) F(1) >0, F(—1)>0veC < 1= budenge noktasi kararldir.

2) B# 0,2 ve F(1) =0 = bu denge noktasinda flip ¢atallanma gézlemlenebilir.

Kararhhk Kosullar:

Teorem 2.3.5 geregince (N*, P*) denge noktasinin kararli olabilmesi icin (3.5) ifade-

sindeki F(A) fonksiyonun

K1) F(1) >0
K2) F(—1) >0
K3)1—8r+8%rm <1
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sartlarin1 ayn1 anda saglamasi gerekmektedir. Simdi bu sartlarin hangi kogsullar altinda

saglanacagini bulalim.

K1) F(1) > 0 durumunu saglayan kogullar:

F(A)=A*=(2=8r)A+1-8rn+8rnmn = F(1)=1-2+8n+1-38n+8rnn
= F(l):52r1r2

ve daima ry,r; > 0 oldugundan V6 > 0 i¢in F(1) > 0 olma sart1 gergeklenir.

K2) F(—1) > 0 durumunu saglayan kosullar:

FIA)=A2—Q2—-8mA+1-8rn+8%rrn = F(-1)=1+4+2-8rn+1-38rn+8rn
= F(—1)=r1rné*—2mnd+4
= F(-1)=(6-67)(6-6;)

olup F(—1) = 0 1n reel kokleri

5 rz—\/r%—4r1r2 . r2+,/r%—4r1r2

— ve 05 =
! ryrn 2 rirn

olmak iizere A = r% —4ryr, > 0 i¢in mevcuttur. Bu durumuda F(—1) fonksiyonun
isaretini inceleyebilmemiz i¢in reel koklerinin mevcut olup olmamasina gore iki ayri

durumu incelememiz gerekmektedir.

e Kabul edelim ki A = 3 — 4ryr, > 0 olsun. Bu durumda

A= r%—4r1r2 >0 = ry(rn—4r)>0

= rn—4r1 >0 (r >0 oldugundan)
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olup F(—1) fonksiyonun &; ve 6, reel kokleri mevcuttur. Ayrica

r%—4r1r2 >0 = r% >r§—4r1r2 >0

= r2>,/r%—4r1r2>0
= rz—\/r%—4r1r2>0

— rgf\/r%f4r1r2 >0

rr
= 6/ >0

Ve

rz—y/r%—4r1r2 r2+,/r%—4r1r2
<

rir rir
ifadeleri saglandigindan
0<9 <8

elde edilir. Boylece F(—1) fonksiyonunun reel koklerinin olmasi durumunda igaret

tablosu

seklinde olur.

Sonug olarak r, >4r; iken 0< 6 < 8 veya & > 8y olmasi halinde F(—1) >0

saglanir.

e Kabul edelim ki A = 73 — 4ryr, < 0 yani r, < 4r olsun.
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Bu durumda F(—1) fonksiyonunun reel kokleri mevcut olmadigindan her 6 > 0 icin

pozitiftir.

Ayni durum r, = 4r; iken de gecerlidir. r, = 4ry i¢in F(—1) fonksiyonu ¢ift katli koke
sahip olup Vo > 0 i¢in pozitiftir.

Sonug olarak r, < 4ry iken 6 > 0= F(—1) > 0 saglanr.

K3) 1 —8ry + 8%r1ry < 1 durumunu saglayan kosullar:

1—r25+r1r252<1 = —5r2+52r1r2<0
= }’25(5}’1 — 1) <0

ve 8,r; > 0 oldugundan K3 kosulunun gergeklenebilmesi icin

1
ori—1<0=6<—
r

sartinin saglanmas1 gerekmektedir.

Simdi F(1) >0, F(—1) > 0ve 1 — §ry + §r1ry < 1 kosullarmin ayn1 anda saglandig

durumlara bakalim. Oncelikle simdiye kadar elde ettigimiz kosullar1 hatirlayalim:

rz—@/r%—4r1r2 r2+,/r%—4r1r2
6* *
1

= ve 0, =
rir rnr

olmak iizere:
e V4 >0 icin F(1) > 0 saglanir.
e r>4riiken0< 8 <8 veyad > 8y = F(—1) > 0 saglanr.
e 1y <4rjiken § > 0= F(—1) > 0 saglanir.

e 0< % = 1—8r+8%r1r < 1 saglanir.

Ayrica
1
0 <— <&
r

oldugundan agagidaki sonucu yazabiliriz.
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Teorem 3.4.1. (3.5) ifadesindeki F (1) fonksiyonu asagidaki sartlardan birisini sagli-
yorsa (N*,P*) denge noktast kararlidur:
i)y >4r; iken 0 < 8 < &7,

i) ry < 4r iken0<5<%.

Flip Catallanma Kosullar:

Teorem (2.3.5) dan (N*, P*) denge noktasinda flip ¢atallanmanin goriilebilmesi igin

F1) F(—1)=0
F2) —(2—68r) #0,2

sartlarinin ayn1 anda saglanmasi gerekmektedir.

F1) F(—1) =0 sartin1 saglayan degerleri bulalim.

FA)=A2=(2=08n)A+1-08rn+8nn = F(-1)=1+2-0n+1-08n+8nn
= F(=1)=rrnd>—2rd+4

ifadesine gore F1 kogulunu saglayan degerler F(—1) fonksiyonunun kokleri olan

rz—\/r%—4r1r2 . r2+,/r%—4r1r2

o = ve O, =
rnr2 rnr

dir. Ayrica 8] ve 05 degerlerinin mevcut olabilmesi icin,
A= r%—4r1r2 >0=r?>4rn

kosulunun saglanmas1 gerekmektedir.
Ozetle 2 > 4ry iken 8 = §; veya § = 85 = F(—1) = 0 gergeklenir.
F2) —(2—0rp) # 0,2 sartin1 saglayan degerleri belirleyelim.

—(2=8m)#£0,2 = —2+8rn#0,2
= 6?‘2#2,4
= 57& 2 4

rorn
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elde edilir. Boylece asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.4.2. F(A) fonksiyonu asagidaki kosullart saglarsa (N*,P*) noktasinda flip
catallanma goriilebilir:

F) ry>4r| iken 8 =06 veya 8=0; > 6 2 4

rr
Merkez Cokkath Uzay Teoremi ile Flip Catallanma Kosullarimin Belirlenmesi

(3.2) ayrik modelinin

er’ €

(N*,P*) = (% r_1>

pozitif denge noktasindaki karakteristik polinomu
F(A)=A*—=(2=38m)A+1—-8rn+8°rn

olmak iizere bu noktada flip catallanma goriilebilmesi icin saglanmasi1 gereken 6nko-

sulun

F) rn>4r iken §=58; veya §=8 > &#22

ron
oldugunu gostermistik. Simdi bu denge noktasinda F kosulu altinda flip ¢atallanmanin

kesin varlifin1t Merkez Cokkatli Uzay Teoremi yardimiyla gosterelim.

Oncelikle F kosulunu saglayan bir § = §* secelim. Bu durumda bu denge noktasinda

flip catallanma ortaya ¢ikabilir ve

A =—1

olur. Ayrica (3.5) ifadesinden
M+A=2-86n
oldugundan ve kabuliimiiz geregince A; = —1 ger¢eklendiginden
A=3-0"n

bulunur.
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Denge Noktasim Orijine Tasima

Sisteme Merkez Cokkatli Uzay Teoremi’ni uygulamak i¢in dncelikle sistemin denge

noktasini yeni bir doniisiimle orijine tasiyalim. Bunun i¢in

Ut:Nt—N*
Vi=h—P"

doniigiimlerini uygulayalim. Boylece (N*,P*) = (g—r’zl, %) olmak iizere

Ut Nt 9}’] = Nt - Ut + %

Er Ery

= Ny =Ug +2

8}’2

veE
Vi=h-9 = RB=Vi+1

y r
= b=V +73

ifadeleri (3.2) ayrik modelde yerine yazilirsa

U gl U U,v,8
— | o 10RO (3.6)
1% L T 1% £(U,V,8)

ifadesi elde edilir ve burada

AU.V) = -850V =218V _ ¢5UV + O(U| + V| + |5])*

)

2€r2

fZ(U7V)
g 2
—i—?svug—r’fsuv— ;;gl 5U2+0(|U\ +[V]+8])*

UV—I"25V— £r2 U2+ ’gSU 87’25 V2 &2 7'22 U3 g2 I’2 UV2 2¢2 r2 U2V

922

dir. Boylece (3.6) sisteminin denge noktasi (0,0) dur.

T Matrisinin Insaas:

Simdiye kadar (3.2) sistemi orijine taginarak dinamik yapilari lokal topolojik olarak

birbirine denk olan (3.6) sistemi elde edildi. Bundan sonra ise (3.6) sistemi, Merkez
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Cokkatli Teoremi’nin uygulanabilmesi i¢in (2.26) formuna doniistiiriilmelidir. Bu yiiz-

den

U
=T
14 Y
doniislimii altinda sistemi
X Al 0 X 81 X ,Y
= + X.7) (3.7
Y 0 )Lz Y 82 (X 5 Y )

sekline doniistiiren tersinir bir 7 matrisi bulmamiz gerekir.

Bu yiizden siitunlari

Or 6*
1 =L ai an

A = rz =
*
r296 1— r25* azy an

matrisinin 6zvektorleri olan bir 7 matrisini ingaa edelim.

Oncelikle A matrisinin 0zdegerlerini bulalim. (3.6) ile (3.2) sisteminin dinamikleri lo-
kal topolojik olarak denk oldugundan dolay: bileske matrislerinin 6zdegerleri de ayni-

dir. Bu durumda A matrisinin 6zdegerleri, 6 = 6* kabuliimiizden dolay1

A =1
12:3—5*@

olur.

Simdi A matrisinin dzvektorlerini bulalim.

A1 = —1 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektorii & = {&;, &, } olmak iizere

(A—MI)E =0

esitligini saglar. Bu durumda
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apl ap I 0 &1 0
+
a; axp 01 & 0

olup buradan

(an+1)é& +ané = 0
a2 &1+ (an+1)& = 0

denklem sistemini saglayan biitiin & = {&;,&,} degerleri A matrisinin A; = —1 6zde-

gerine karsilik gelen bir 6zvektordiir.

Ozel olarak

oo e Y-
—1 —dail —2
olarak alalim. Boylece
(a1 +1)ap+an(—1—an) = anan+apn—app—ana
= 0
ve
azian + (an+1)(—1—ai1) = azap—axn—axa—1—aj
= —(anaj —azan)—(an +ax)—1
= —det(A)—iz(A)—1
olup
iZ(A) = L+Ah=—1+1

— —det(A)—iz(A)— 1= +1-4—-1=0
del‘(A) = 1112:—12

a
saglandigindan & = = degeri A} = —1 6zdegerine karsilik gelen 6zvek-

—1— al
tordiir.

Ay 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektor bulalim. A, 6zdegerine karsilik gelen bir
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O0zvektorii
air ap AL 0 m 0
_|_

ay ax 0 XA M 0
oldugundan dolay1
(an+X)m+ann = 0
aM+(an+)n = 0

denklem sistemini saglayan 11 = {1, m>} vektoriidiir. Ozel olarak

Or O
lz —dall 2—0 % rn
alinirsa
(a11 —X)ann+an(la—ai) = anan—apk+api+apni —anap
=0
ve
apiain+(an — ) (A —ai) = axan+ani —anan — A + Ahai

= —det(A) + Aiz(A) — A2
= —)ul)uz—l—lz()q —|-12) —122
=0

saglandigindan 1 = {a2,A> —ay; } vektorii A, 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektor-

diir. Ayrica & ve n vektorlerinin Cesoraiton degeri

a2 a2

det<§,n> = det
—l—an Ar—an

= apl —apan +ap+ana
= ap(la+an
= alz(lz—i—l)

olup kabulumiizden A, # F1 oldugundan sifirdan farklidir.
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Bu durumda & ve n 6zvektroleri lineer bagimsiz olup aradigimiz 7 matrisi

_6né* _ 6ré*
T=(§n>= " "
-2 2-6"nm

olarak bulunur ve

T—l — r
0r 6"
2 —ond
olur.
Yeni Sistem Olusturma
Bu kisimda
_6rné* _6ré*
T = r n
-2 2— 5 *r 2
olmak tizere
U . U X
=T = T —
%4 Y \% Y

_6nd&" 6"

— r r _
-2 2-6n \%4
ifadesini saglayan 7 doniisiimiinii (3.6) sistemine uygulayalim.
0r 8*
71 U NS 1 _% u Ll HU,V,
14 U (T 1% f(U,V,8)

olup bu ifade yeniden diizenlenirse A} = —1 ve A = 3 — 6* olmak tizere

X Al 0 X I 81 (X ) Y)

Y 0 )uz Y &2 (X s Y )

sistemi elde edilir.
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Burada
g1(X,Y) = 0 X2 + XY + 36X + a8 Y + asX> + a5 X2 + O(|X | + | Y| +8])*

22(X,Y) = BiX% 4 BoXY + B36X + B4SY + Bs X3 + BsdX2 + O(|X| + Y| + |])*

veE
o = 68}’25*2 o 48}’25* o 8}’]}”25*3 - 4e6*
L= =4 n(dn-4  (&n-4 [n-a
o — 2er36* _28r1r28*3_|_4€r26*(2—5*r2) _ endt(2-8n)
2= (6% r—4)  (6"n—4) (8% r—4) (6%r,—4)
O — 22 nnd" rn(2—06n)
37 (6%r—4) ~ (8*rn—4)  8%(6'r,—4)
Ou — _r2(2—5*r2) _ rnndé* r2(2—5*r2)2
4= T (-4  (0'n—4) 26 (6'r,—4)
O — _r1r2825*4 F 4£2r25*2 482r25*3
ST T (&4 nEn-4 T Fn-4
Ol — 4rre8* F_ r1r285*2 - drpe _28(2*5*72)
0= (&rn—4)  (n-4)  rndn4 (0n-4
ile
ﬁ _ 4r2£6*2 _|_ 4}’285* + r1r2£5*3 o 4e0*
L= 704 T nen—"=4 " (n14 [n-a
ﬁ _ 2}’%86*3 + 2r1r2£8*3 . 4r285*(2—5*r2) o 2}’288*2
2T T4 T 9 r1(6%ra—4) (6%r—4)
. r1r25* . 2r2 2r2
Bs=roa ~ td T )
ﬁ _ 1n(2=86"n) + riré* n(2—8%r)
4T (4 T (54 5 (54
B o r1r2825*4 + 4r2825*2 i 4r2825*3
ST (Fn-4) T (-4 Fnd
_ 4r2£5* r1r285*2 4re _ 4e
Bs= -t ) T hd) ~ D)
dir.
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Merkez Cokkath Uzayimin Hesaplanmasi
En son elde edilen (3.4) lineer sisteminin merkez ¢cokkatli uzay1
We(0,0,0) = {(X,Y,8) e R : Y = h(X) = X% + 1o X8 + h36%}
normal formunda olmak iizere
N(A(X)) = h(=X+g1(X, (X)) = 22h(X) — g2(X, A(X)) = 0

esitliini saglar. Bu durumda

N(r(X)) = (1 =h1 (3 = 8*r2) = B1)X? + (Bs + h1 o — 21 01) X3
+(hy —2h105 — hy (3= 8"ry — B3)) 6X + (ha0ty — o By — 1 By — Bs) SX*
+(hpog — haP — ho ) 53X + (hs — h3 (3 — 612)) 8% — Bah3 63

olup ¢okkatli uzayin katsayilar1 hesaplamalar sonucunda

7485*748}“25*2‘#8}’1 r25*3+%
hi = (81, —4)(6°r,—2)

_ 4—6"(2ry—rirnd*)
h 5% (8ry—4)2

h3 =0

olarak bulunur. Boylece (3.4) sistemi

X — —X+g1(X,h(X)) (3.8)
sistemine indirgenmis olur. Burada
g1(X, (X)) = X2+ (hy 01 +a5) X3+ (0pho + hy 04 + ) X2 + (uhz) 87X + 036X

dir.

Teorem 2.3.4 geregince (3.8) sisteminde flip ¢atallanmanin ortaya ¢ikmasi i¢in 5 ca-
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tallanma parametresi ve
f(X, S) =—X+ O£1X2 + (/’11 o+ OC5)X3 + ((thz +hioy+ (Xﬁ)SXZ + ((X4h2)32X—|— OC35X
olmak iizere & = 0 iken f(X, &) nin denge noktasi ¥ = 0 ve £,(0,0) = —1 olup

Fl) %(fXX(Ov O))Z + %fXXX (07 O) 7é 0
F2) f5(0,0)#0

satlarinin saglanmasi gerekir.

Elde edilen (3.8) sisteminin bir denge noktasinin (X*,8*) = (0,0) oldugu agiktir. Ay-

rica

fx(X, 5) =-—1 +20€1X—|—3(h10€| +(X5)X2—|—2(062h2—|—h10£4—|—066)SX+ (OC4/’Z2)SZ+OC3S
olup
fx(070) =-1

sart1 da saglanmis olur. Simdi f(X, 5 ) sisteminin F1 ve F2 flip catalanma kosullarini

saglamasi i¢in gereken kosullar1 belirleyelim.

fxx(X, S) =20 —|—6(h1061 + (X5)X—l—2(062h2 +hioy + 066)3

olup
fXX (0, O) = 2061

bulunur. Diger taraftan

Fxxx (X, S) = 6(h1 o+ OC5)

veE

fxxx(o,()) = 6(/’1] o] + 065)

oldugundan

%(fXX(O,O))2+%fXXX(0,0) = %40612+%6(h1061+065)
= 20} +2(hjay + os)
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elde edilir. Ayrica
fXS (X, S) = 2(062/’12 +hjoy + 066)X + 2(064/’12)5 + 03

olup
f XS(()?O) =03
bulunur. O halde

F1) 207 +2(hjoy +as) #0
F2) a3 #0

kosullar1 altinda sistemde flip ¢atallanma ortaya cikar.

68



4. NUMERIK SIMULASYONLAR

Bu kisimda calisilan problemde elde edilen teorik sonuglarin dogrulugu niimerik ca-
lismalarla desteklenecektir. Bu calismalar Matlab programi kullanilarak yapilmistir.

Ornek olarak (3.2) modelinde:

ri :0,45

mn =10

2 4.1)
£=0,03

0 =50

parametre degerleri alinmig ve baslangi¢c deger olarak (N(0),P(0)) = (77,17) segil-
mistir. Bu parametre degerleri altinda niimerik olarak ¢ozecegimiz sistem asagidaki
gibidir:

N N+ 6N(0,45—(0,03)P)

— (4.2)
P P+8P(10—50%)

Verilen (4.2) sistemin denge noktasi

* Ory r
(N 7P*):<£_I’2’;):(75715)

ve catallanma degeri ise

dur. Ciinkii
oz =—0,0127

= 03 750

ve
20 +2(hmay +as) =1,2871

= 202 +2(hoy+as) #0
olup F1 ve F2 kosullar1 saglandigindan dolay1 6, = 0,2099 degerinde sistemde flip

69



catallanma goriiliir.

Oncelikle (4.2) sisteminde catallanma parametresini & = 0,2050 degeri olarak alalim.

Boylece
10 >4(0,45)=1.8 = rp>4n

0,2050 < 0,2099 = 0< 8 <&,

olup Teorem 3.4.2 nin i) kosulu gergeklendiginden (N*, P*) = (75,15) denge noktasi
kararli olur. Bu durumda baslangictaki av-avci sayis1 zamanla denge noktasina yakla-
sir. Sekil 4.1 ve Sekil 4.2 de verilen niimerik simiilasyonlar bu sonucu desteklemekte-

dir. Sekil 4.3 ise sistemin faz portresini gostermektedir.

17 T T T T T

16.5

15.5

15

Avci

145+ e |

13.51

13 | | | | | 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zaman

Sekil 4.1: § = 0,2050 olarak segilirse (N*,P*) = (75,15) denge noktasi kararli olur.
Boylece baglangigta ortamda bulunan P(0) = 17 avcr sayisi zamanla 15 nok-
tasina yaklagir ve birsiire sonra bu noktada dengede kalir.

0 parametresi 0,1 < § < 0,35 aralifinda degissin. Bu durumda

e 0,1 <0 <9d,=2,099 iken sistemin tek denge noktasi1 kararli,
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]

G

76.5 o

745 | | | | 1 | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zaman

Sekil 4.2: 6 = 0,2050 olarak secilirse (N*, P*) = (75,15) denge noktasi kararli olur.
Boylece baglangicta ortamda bulunan av sayist N(0) = 77 zamanla 75 nok-
tasina yaklagir ve birsiire sonra bu noktada dengede kalir.

e 0,35>0 > 6 = 2,099 iken sistemin tek denge noktasi kararsizdir ve sistemin
kararli n-dongiisii mevcuttur (Sistemde o, = 0,2099 degerinde flip ¢atallanma ortaya

cikar).

Sonug olarak ¢ parametresi 0,1 < é < 0,35 aralifinda degerler alirken;
e Av popiilasyonun catallanma diyagrami Sekil 4.4 ile,
e Avci popiilasyonunun catallanma diyagram ise Sekil 4.5 ile

verilmistir.
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Avci

1

16,

1

10,

1

14,

1

13.

13

7

5,

6

5

5_

5

5_

74.5

79

| |
755 76 785
Av

Sekil 4.3: 6 = 0,2050 iken (4.2) sisteminin faz portresi
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Q0 . . .
88+ : |
86+ 2 =
84+ h .
= =
= P 1
80~ y #Fr -
781 . o -
r ik
Fd %
i _,-'; "_' 3
76+ i - .
i
74 I | | |
0.1 015 0.2 0.25 03 0.35
delta

Sekil 4.4: 0 parametresi 0,1 < 6 < 0,35 aralifinda degisirken av popiilasyonunun ¢a-
tallanma diyagrami
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22 . . .

201

181

=
I
T

|
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
delta

Sekil 4.5: 6 parametresi 0,1 < § < 0,35 araliginda degisirken avci popiilasyonun di-
namik yapisi da degisir. 0 < O, iken sistemde tek denge noktast mevcuttur
ve bu denge noktasi kararlidir. Bu yiizden baslangi¢ta ortamda bulunan avci
sayist ne olursa olsun 15 sayisina yaklasir ve dengede kalir. 0 > o, iken
ise sistemdeki tek denge noktasi kararsizdir ve sistemin kararli n-dongiisii
mevcuttur.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez ¢calismasinda, Lotka-Volterra tipinde olan (3.1) popiilasyon modeli ele alinmig-
tir. Model Euler metodu ile ayriklagtirilmisg, ayiriklagtirma adimi olan o parametre ola-

rak sisteme eklenmis ve & parametresi degisirken sistemin dinamigi analiz edilmistir.

Yapilan ¢aligmalarin sonucunda, sistemin denge noktasinin kararli olabilmesi ve denge
noktasinda flip ¢catallanmanin ortaya ¢ikabilmesi i¢in gerekli sartlar belirlenmistir. Boy-
lece av ve avci popiilasyonun birlikte varolma ihtimali matematiksel olarak ifade edil-

misgtir.

Sistemin denge noktasinda flip catallanmanin ortaya ¢ikmasi i¢in gereken kosullar
Merkez Cokkatli Uzay Teoremi yardimiyla belirlenmistir. Boylece sistemin flip ca-
tallanma degeri 0. hesaplanmis ve & < O, ve 6 = 0, iken ki sistemin davranisi bir
ornek iizerinde niimerik simiilasyonlarla gosterilmistir. Niimerik simiilasyonlar teorik
sonuglar1 desteklemektedir.

Bu tezde flip ¢atallanmanin varligin1 gostermek icin takip edilen yontemler diger ca-

tallanma cesitlerinin var olup olmadigini aragtirmak icin de kullanilabilir.
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