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Boltzmann-Gibbs istatistiginin uygulama alani oldukg¢a simirlidir. Boltzmann-Gibbs
istatistigi, ekstensif sistemler olarak bilinen, en az Avogadro sayis1 mertebesinde
parcacigin igerildigi, parcaciklarin hareketlerinin olabildigince kaotik oldugu ve
parcaciklar arasi etkilesimlerin kisa erisimli oldugu sistemlere uygulandiginda dogru
sonuglar alinabilmektedir. Ancak bu sartlarin saglanmadigi birgok fiziksel, kimyasal
ve biyolojik sistemler mevcuttur. Nanoboyuttaki bir aygitin kendi kiitlesel ¢ekimi
altinda biiylimesi, tiirbiilans hareketi yaparak akan bir s1v1 akiskanindaki hiz vektorleri,
nanoboyutta gézeneklere sahip bir ortam ya da zar boyunca molekiillerin diflizyonu
ve bir hiicre zarindaki iyon gegisleri gibi 6rnekler, Boltzmann-Gibbs istatistiginin
dogru sonuglar vermedigi sistemlerdir. Boltzmann-Gibbs istatistiginin a¢iklayamadigi
bu sistemlere kisaca ekstensif-olmayan sistemler denir. Son otuz yildir bu ekstensif-
olmayan sistemlerin analizlerine de uygulanacak sekilde Bolztmann-Gibbs entropisini
de kapsayan entropiler {izerinde ¢alismalar yapilmaktadir. Genellestirilmis entropiler
olarak bilinen bu entropiler, Boltzmann-Gibbs entropisine bir ya da birden fazla
parametrenin eklenmesi ile elde edilmislerdir. Bu parametrelerin belirli limitlerinde
tekrar Boltzmann-Gibbs entropisi elde edilir. Yapilan bu ¢alismalar sonucu birden
fazla genellestirilmis entropi 6ne siiriilmiistiir.

Yakin zamanda entropinin yapisal ozellikleri ile formel grup islemi arasindaki

benzerlikten yola ¢ikarak genellestirilmis bu entropileri tek bir entropi altinda
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birlestirmeye yonelik calismalar yapilmistir. Biitlin genellestirilmis entropileri
birlestiren bu entropiye evrensel entropi denir.

Bu tezin ana konusu evrensel entropiyi grup teorisi esasinda inceleyip termodinamigin
liclincli yasasmma ve temel bazi fiziksel gegerlilik sartlarina uyup uymadigin
aragtirmaktir. Buna ek olarak Tsallis entropisi baz alinarak olusturulan ekstensif
olmayan istatistiksel mekanik g¢ergevesinde iki uygulamaya yer verilmis ve termal
salinimlar incelenmistir.

Yapilan ¢alismalar sonucu, evrensel entropi dahil diger biitiin genellestirilmis
entropilerin genellestirme parametrelerinin fiziksel olarak nasil belirleneceginin
muglak kaldig1 kanaatine varilmistir. Shannon-Khinchin’in dordiincii aksiyomunun
genigletilmis hali olan formel grup isleminin kapali formunun fiziksel gegerlilik
sartlar1 ile uyumlu bir sekilde segilmemesi sonucu, evrensel entropinin de problemli
oldugu vurgulanmistir. Buna ek olarak genellestirilmis entropilerin temelinde yatan
birkag¢ ¢eligkiye ve probleme deginilmis ve ekstensif-olmayan istatistiksel mekanik
cergevesinde ergodik hipotezinin yanlis anlasildigina dikkat ¢ekilmistir.

Varilan bu olumsuz sonuglara ragmen, entropinin yapisal 6zellikleri ile formel grup
yapist arasindaki benzerligin genellestirilmis entropiyi elde etmek i¢in hala yetkin
yontemlerden biri olarak goriilebilecegi anlagilmistir.  Ayrica genellestirme
parametrelerine bagvurmadan, sistemin sicakliginin dalgalanmasi hesaba katilip
Boltzmann-Gibbs entropisi yeniden yazildiginda, genellestirilmis entropilere benzer
entropiler elde edilebilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Entropi, Termodinamigin {i¢iincii yasasi, Ekstensif sistemler,

Ekstensif-olmayan sistemler, Termal dalgalanmalar, Genellestirme parametreleri.
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The application field of Boltzmann-Gibbs statistic is rather restrictive. It is applied
successfully to those systems which contain particles at least at the extent of Avogadro
number, which is known as thermodynamic limit, have short-range interaction potential
between the particles and whose particles’ motions are quite chaotic. These systems are
so-called extensive systems. However, there are many systems in Physics, Chemistry
and Biology which these conditions don’t exist such as the materials growing at nano
scale under their gravitation, the velocity vectors of a fluid in the case of turbulence, the
diffusion of particles through a porous medium. These systems, which Boltzmann-
Gibbs statistic is not obtained, are known as nonextensive systems. For the recent of
three decades, a few entropies have been proposed to extend the Boltzmann-Gibbs
statistic in a way that can also be applied to the nonextensive systems. These entropies,
known as generalized entropies, has been obtained by imposing one or more than one
parameter to the Boltzman-Gibbs entropy. These entropies reduce to Boltzmann-Gibbs
entropy under the specific limits of their parameter(s).

In recent years, it was noticed a deep similarity between the structural properties of
entropy function and the formel group law. This similarity paved the way for unifying
the generalized entropies under the name of universal entropy.

The main subject of this thesis is to analyze universal entropy on the ground of group

theory and to search whether this entropy satisfies the third law of thermodynamics and
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some main physical validity conditions, such as Shannon-Khinchin axioms and third
law of thermodynamics. In addition, one of the aims of the thesis is to investigate the
thermal fluctuation and examine the application of the nonextensive statistical
mechanics based on Tsallis entropy.

The results obtained at the end of the thesis can be pointed as follow. The generalized
parameter(s) of the entropies, including the universal entropy, is (are) still vague and it
seems impossible to give a physical meaning to the parameter (s) by any general manner.
Secondly, it has been emphasized that the universal entropy is problematic because of
choosing the closed form of the formel group law, which is also the generalizing of the
SK-4, inconsistently with the physical validity conditions. In addition, it has been
mentioned some antinomies staying on the ground of the generalized entropies and has
been drawn attention to the misunderstanding of the ergodic hypothesis.

Despite these unfavorable results, it can be reasonably seen that the aforementioned
similarity is still one of the main ways to construct the generalized entropy which also
comprises the Boltzmann-Gibbs entropy. On the other hand, it is possible to generalize
the Boltzmann-Gibbs entropy by regarding the temperature fluctuation and without

imposing any (unphysical) generalized parameter(s).

Key Words: Entropy, Third law of thermodynamic, Extensive systems, Nonextensive

systems, Thermal fluctuations, Generalized parameters.
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1 GIRIS
1.1 Termodinamigin Temel Kavramlari ve Entropinin Tarihsel Gelisimi

Bu giris kisminda, fiziksel ya da kimyasal bir sistemin ister termodinamik ister
istatistiksel bir incelemesi s6z konusu oldugunda kullanilmasindan vazgecilemeyen,
dahasi onlarsiz bir analizin eksik kalacagi temel bazi termodinamik kavramlarin tanimi
verildikten sonra termodinamik biliminin tarihsel gelisimi igerisinde entropinin
istatistiksel bir kavrama nasil evrildiginin bir anlatimi verilecektir. Boylesi bir
yaklagimin teze konu olan arastirmanin saglam bir zemine oturmasi i¢in elzem oldugu

kanaatine varilmistir [1].

Termodinamik bilimi fiziksel ya da kimyasal bir sistemde dis etkiler sonucu meydana
gelen hal degisimlerini inceler. Bu hal degisimleri, dis etkilerin iyice belirlenmis
olmalari sart1 altinda, sistemin dinamigini ve denge durumlarini tespit etmemize yarar.
Bir termodinamik sistem ‘den bahsedildiginde genellikle sistemin hal degisimini ifade
eden hal fonksiyonu’nun, sicakltk (T), hacim (V) ve basing (P) gibi parametreler
araciligiyla incelenmesi s6z konusudur. S6z konusu bu parametrelere termodinamik
degiskenler denir. Termodinamik degiskenler goz Oniine alinan sistemin hacmi ile
orantili ise bu degiskenlere ekstensif degisken’ler (i¢ enerji (U) ve hacim (V) gibi);
orantili degiller ise intensif degisken’ler denir (basing (P) ve sicaklik (T) gibi). Birden
fazla degiskenle ifade edilen hél fonksiyonlari, degiskenlerin birbirine bagimliligindan
dolay1 uzayda bir yiizey belirtirler. Ornegin ideal gaz denklemi olarak da bilinen
BOYLE-MARIOTTE kanunu

PV = nRT (1.1)

bir hal fonksiyonu olarak yeniden yazilirsa,

f(P,V,T) = PV — nRT = 0 (1.2)

seklinde ifade olunur ve bu fonksiyon (P, V, T) uzayinda bir yiizey belirtir. Bir

sistemin hali zamana bagli olarak degismiyorsa sistemin denge ‘de oldugu sdylenir.



Eger bu denge durumunda sistemin her yerinde sicaklik esitse sistemin termodinamik
denge’de, sadece kismi bolgelerde sistemin sicakligi esitse de sistemin kararli
durum’da ya da yerel denge 'de oldugu soylenir [2]. Termodinamik sistem bir halden
bir baska hale gegerken bu degisime sebep olan dis etkenler ¢ok yavas degisiyorlarsa
termodinamik sistemin her an yaklasik olarak termodinamik dengede oldugu
sOylenebilir. Bu tir hal degisimlerine durgunumsu hal degisimleri denir [3].
Durgunumsu hal degisimlerinde sistemde olusan ufak bir degisimden sonra sistemin
tekrar termodinamik dengeye gelmesi yani sistemin her tarafinin esit sicakliga
erismesi beklenir. Eger sistemin hal degisimi sabit hacim altinda gergeklesiyorsa bu
degisime egshacimli (isochoric) hdl degisimi (8V = 0), sabit sicaklik altinda
gerceklesiyorsa izotermal ya da essicaklikly hal degisimi (8T = 0), sistemin 1sis1
degismeksizin gergeklesiyorsa adyabatik ya da esisilt hdl degisimi (8Q = 0), basinci
degismeksizin ger¢eklesiyorsa da esbasingli ya da izobar hal degisimi (6P = 0) denir.
Bir termodinamik hal degisiminde sisteme etkiyen dis parametrelerin degisimi
tersindiginde sistemin hal degisimi de tersiniyorsa bu hal degisimine tersinir, sistemin
hal degisimi tersinemiyorsa bu hal degisimine de tersinmez siire¢ denir. Bu kavramlar
disinda bir termodinamik sistemin kararliligi, termodinamik bir niceligin
olciilebilirligi ve termodinamik potansiyel’ler gibi termodinamik sistemlerin
analizinde ve istatistigin teorisinde merkezi rol oynayan kavramlar tez iginde yeri
geldiginde ayrica ayrintili olarak agiklanacaktir. Temel kavramlara iligkin daha
ayrintih bilgi i¢in Ref. [4, 2, 5] e bakilabilir.

Bundan sonra termodinamik biliminin tarihsel gelisimi iginde istatistiksel bir yapiya
nasil evrildigi aciklanacaktir. Termodinamik biliminin gelismesi sanayi devrimiyle
beraber icat edilen buhar makinelerin veriminin teorik incelenmesi ile baslamistir.
Babasinin biraktigi yerden galigmaya devam eden Sadi Carnot, 1824’te yanmali
motorlar lizerine yayimladig: calismasinda hidrolik makinelerin ¢aligma prensibine
benzetim (analoji) yaparak buhar makinelerini incelemistir [6]. S. Carnot, enerji
korunum yasasini kullanarak ve hidrolik makinelerinde iki nokta arasindaki basing
farkiyla olusan suyun akisi sirasinda giiciil (potansiyel) enerjinin Kinetik enerjiye
dontistiigiinden yola ¢ikarak bugiin kendi adiyla anilan Carnot ¢evrimini tasarlamis ve

su iki onemli sonuca ulasmistir:

I.  Sicakliklar farkli iki 1s1 kaynagi kullanilarak yapilan buhar makineleri arasinda

en yiiksek verimi tersinir makineler verir (Carnot Teoremi).



Il.  Optimal bir 1s1 makinesinde is iireten sistemin hacminde bir degisim

olmaksizin sistemin sicakliginda bir degisim olmaz.

Carnot’nun ulastig1 bu sonuglar klasik termodinamigin hem baslangici hem de temeli
olarak goriilmesine ragmen uzun siire kimsenin dikkatini ¢gekmemis, ancak 1845’te
Ingiliz doga filozofu ve fizik¢i W. Thomson’1n dikkat cekmesi ile sahip oldugu énemin
farkina varilmistir. W. Thomson, Carnot’nun eseri lizerinde calistig1 sirada cagdasi ve
yurttasi olan J. Joule 1siin is enerjisine doniisebilirligi tizerinde ¢alisiyordu. J. Joule
yaptig1 deneyler sonucunda o zaman 1s1 i¢in kullanilan calori birimi ile enerji birimi
arasindaki esdegerligi saptayarak hem 1sinin da bir enerji ¢esidi olarak kavranmasini
saglamis hem de enerji korunum ilkesini genisletip saglam bir temele oturtmustur. J.
Joule’un ¢alismalarindan haberdar olan W. Thomson, Carnot’un calismalarinda
kullandig1 enerji korunumu big¢imi ile Joule’un saptadigi enerji korunumu arasinda
acik bir c¢eliskinin oldugunu fark etmistir: Jolue’un enerji korunum yasasina gore
Carnot ¢evriminde enerji korunmuyordu, ¢ilinkii Carnot 1sinin tamaminin tipki suyun
potansiyelinin hareket enerjisine doniismesi gibi ise doniistiigiinii varsayiyordu. Bu
varsayima gore ug sicakliklar farkli olan bir kat1 gubuk boyunca olusan 1s1 akiminda
mekanik enerjinin iiretilmesi gerekirdi ancak bu beklentiyi dogrulayacak herhangi bir
sey gozlenemiyordu. Oyleyse Carnot’nun varsayimi ya da baska bir deyisle sicaklik
farkindan dolay1 varsaydigi 1s1 potansiyelinin tamaminin enerjiye doniistiigli varsayimi
diizeltilmeliydi. Thomson bu diizeltmeyi, Carnot Teoreminin dogrulugunu koruyacak
sekilde ve bugiin hala gecerliligini koruyan su varsayimla yapmustir: “Mekanik
aygitlar sy tiretebilirken asla tamamen yokedemezler” [6]. Bununla birlikte
Thomson, Carnot’nun enerjinin korunumunu kalori cinsinden ifade edisini terkederek
Joule’un saptadig enerji korunumu kullanmanin, tutarli bir teori gelistirmek i¢in daha
makul oldugunu diisiinmistiir. Gergekten Carnot’nun enerji korunum ifadesinde,
sistemin yaptigi is ile 1s1 kaynaklarinda g¢ekilen 1s1 (calori) birim farliligindan dolayi
ayni bir enerji korunumu ilkesi altinda degerlendirilemiyordu. Daha sonra Joule’un
enerji korunumu tanimi kullanilarak bu zorluk bertaraf edildi. Ancak bu
yapilandirmalar bile s6z konusu mekanik enerji beklentisinin neden bosa ¢iktigini
aciklayamiyordu. Thomson bu geliskilerden ve zorluklardan kurtulmak i¢in daha

sonraki zamanlarda buhar ile ilgili birgok deney yapmustir.

Carnot’nun temelini attif1 bu termodinamik biliminin temel varsayimlarini kendi

icinde tutarli ve saglam bir zemine oturtmak, 1850’lerde Alman bilim adami R.



Clausius’un uzun siiren c¢alismalart ile miimkiin olmustur. 1864’¢ dek siiren
caligmalarinda Clausius’un ilk yaptigi sey, Carnot ¢evrimini (¢ift isili makineler)
dikkatli bir analize tabi tutmak olmustur. Clausius, yaptig1 analizlerden sonra Carnot

¢evriminde ayn1 anda iki doéniisiimiin meydan geldigini tespit etti [7]. Bunlar,

I1l.  Sicak 1s1 kaynagindan soguk 1s1 kaynagina yapilan 1s1 transferi, (ya da soguk

1s1 kaynagindan sicak 1s1 kaynagina yapilan 1s1 transferi.)
IV.  Ismin ise doniisiimii (ya da isin 1s1ya doniistimii).

diir. Clausius bu iki doniisiimiin birbirine denk oldugunu varsaymustir: Bu denklik,
birinin digeri ile yer degistirebilecegi anlaminda degil, biri olmaksizin digerinin
olamayacag1 anlaminda bir denkliktir [7]. Bu varsayimla, boylece Thomson’n kat1 bir
cubuk boyunca meydana gelen 1s1 akisindan neden mekanik bir is tiiretilmedigi sorusu
bertaraf edilmis olur. Zira kat1 gubukta 1sinin sicak bir 1s1 kaynagindan soguk bir 1s1
kaynagina akmasi s6z konusu degildir. Kisacast Thomson’in incelemelerinde
kullandig1 6rnek ¢ift 1s1l1 bir makine degildir. Clausius, daha sonra Jolue’un 1s1 ve is
arasinda saptadig1 denkligi de kullanarak Thomson’in varsayimini asagidaki sekilde
bir ilke olarak gelistirdi: “Biitiin durumlarda isiyla bir is iiretildigi zaman kullanilan
isimin bir kismi tiretilen igle orantili olarak ziyan olur. Tersi bir siiregte ziyan olan bu
181, tiretilmis olan ise esit bir is harcanarak tiretilebilir.” [6]. Bu ilke ayn1 zamanda
termodinamigin birinci ilkesidir. Clausius, s6z konusu doniisiimlerin denkligini bir
esitlige baglamak iizere bunlara birer denk-deger atfetti ve bu denk degerlerin birbirine
esit oldugunu varsaydi. Sicakligi T, olan sicak 1s1 deposundan ¢ekilen Q4 1sis1 ise

dontistiiglinde bu doniisiimiin denk degeri,

olur. Sicak 1s1 deposundan sistem yoluyla sicaklig1 T, olan soguk 1s1 deposuna aktarilan

181 Q, ise bu ikinci doniisiimiinde denk degeri de

1 1
w,(T) = Q, (T_ - T_h) (1.4)

olacaktir. Sistem agisindan bakildiginda Q; > 0 iken Q, < 0 dir. Bu iki doniisiim

bir tam ¢evrim boyunca gerceklestiine ve denk degerler de esit olduguna gore,



W) = (1) = E 4 2

0 (1.5)
yazilabilir. Bu esitlik biitiin tersinir ¢evrimler i¢in dogrudur ve termodinamik siiregten

bagimsizdir. Bu esitlik integral biciminde ifade edilirse,
6Q
= _— = 1.6
w f =0 (1.6)

yazilabilir. Kapali bir egri boyunca integrali sifir olan bu tiir fonksiyonlar tam
diferansiyellenebilir fonksiyonlar olarak bilinir ve bir sistemin halini ifade etmek i¢in
adaydirlar. Clausius, bu tam diferansiyellenebilen fonksiyona entropi (S) fonksiyonu

adim1 vermistir. Bu fonksiyonun diferansiyeli,
ds = — .7

seklinde ifade edilebilir. Bu ifade aslinda Carnot teoreminin matematiksel ifadesinden
bagka bir sey degildir. Termodinamigin birinci yasast olan enerji korunumu da
kullanilarak ister tersinir olsun ister tersinmez olsun termodinamik bir sistemin kapali

bir egri boyunca evrimi sonucunda bu entropi hal fonksiyonunun diferansiyeli igin,
dS>0 (1.8)

yazilabilir. Entropinin bu ifade bi¢cimi ayn1 zamanda termodinamigin ikinci yasasinin
ifadesidir ve sozel olarak soyle ifade edilir: “Sonucu yalnizca tek bir i1s1 deposundan
cekilmis olan 1simin tiimiinin ise doniistiiriilmesi olan termodinamik bir siirec
gergeklestirilemez” [3]. Is1 ve sicakligin bir fonksiyonu olarak yazilmis olan bu entropi
ifadesi klasik entropi tanimi olarak bilinir ve makro sistemlerin, baska bir deyisle

termodinamik sistemlerin, analizinde basariyla uygulanir [3, 8].

Agiktir ki Avogadro sayisi (N, = 6.02x1023atom) kadar molekiil ya da atom igeren
bir sistemin klasik mekanik agisindan analizini yapmak imkansizdir. Hatta her bir
molekiil i¢in en iyi bilgisayarlarla numerik bir ¢6ziim yapilmaya kalkilsa bile bu
milyarlarlarca yil alir. Bu imkansizliktan otiirii tek tek atomlarin momentum ve

koordinatlarini belirlemek yerine atomlarin olusturdugu sisteme, atom Kitlesinin ortak



davranigin1 karakterize edecek belli bazi termodinamik degiskenleri atayarak atom
Kitlesinin zaman igerisindeki davranigini incelemek miimkiindiir. Ancak yapilan bu
caligmalarda sistemin termodinamik degiskenleri arasindaki bagintilar salt deneysel
sonuglardan alindigindan, termodinamik fenomenolojik bir bilim olarak kalir [9]. Bu
yiizden bilim adamlari molekiillerden miitesekkil termodinamik sistemlerin denge
durumunda istatistiksel bir analizini gelistirmeye yonelmiglerdir. 19. yy’in ikinci
yarisinin baslarinda gaz molekiillerinden olusan bir izole sistemde molekiillerin hiz
daglimini veren J.C. Maxwell’in ¢alismalarinin yonlendirmesi ile entropi yasasinin
istatistiksel bir taniminin iizerinde durulmustur. Boltzman, Maxwell’in gazlarin hiz
dagilimi iizerine yaptig1 calismalarindan yararlanarak 1870’lerde kanonik bir

sistemin; B sabit bir say1 ve, H de sistemin hamiltonyeni olmak tizere,
p= —e_BH (19)

dagilima uydugunu bulmustur. Daha sonra Boltzmann, kanonik ve ergodik® bir
sistemde dis kosullarin ufak bir degisimi sonucu sistemin 1s1 enerjisindeki degisimi,
sisteme saglanan igin ve sistemin toplam i¢ enerjisindeki degisimini istatistiksel

ortalamalarindan yararlanarak,
8Q=d<H>-<dH> (1.10)

seklinde bulmustur [6]. Burada, d < H > diferansiyeli, sistemin i¢ enerjisindeki
degisimi, < dH > diferansiyeli de sistem {izerinde yapilan veya sistemin yaptig1 isi
ifade etmektedir. Denklem (1.10) da verilen entropi diferansiyeli, § < H > +InZ nin
diferansiyeline karsilik gelir. Boltzman bu son sonugtan yola ¢ikarak bugiin kullanilan

big¢imiyle izole bir sistem igin entropinin istatistiksel bir ifadesini vermistir [6]:

S = —kgln (%) (1.11)

! Ergodik hipotezi igin Refs. [2, 86, 87]e bakilabilir.



Burada kg = 1.38x10713J/K Boltzman sabiti, W da izole sistemin girebilecegi

toplam mikro durum sayist ve 1/W de bir mikro durumun girilebilir olasiligidur.

Daha sonraki yillarda yapilan ¢alismalarin ¢ogu entropinin bu istatistiksel
tanimlamisina fiziksel bir yorum getirmeye adanmustir [10, 11]. Ozellikle J. W.
Gibbs’in gayretleriyle entropi kavrami istatistiksel agidan rasyonel bir temele
oturtulmustur. Birbirine benzer N tane sistemin koordinat ve momentumlarinin birer
boyut olarak degerlendirilmesi ile tanmimlanan faz uzayinda, {q;i= 1,2,..,3N}
koordinatlari konum koordinatlarim1 ve {p;,i=1,2,...,3N} koordinatlar1 da
momentum koordinatlarin1 gostermek tizere, entropinin bugiin de hala kullanilan

asagidaki tanimi verilmistir:

S =—kg f p Inp dq;dq; ... dqsndp;dp; ... dpsn (1.12)

Bu entropi kesikli olasilik uzayinda ise,

S=—kg z pilnp; (1.13)
i=1

bigiminde yazilabilir.

Buraya kadar entropinin istatistiksel bir tanima nasil evrildiginin tarihsel gelisimi
verilmistir. Simdi de entropinin fiziksel bir anlam tasimasi ig¢in hem klasik
termodinamik hem de istatistik fizigi acisindan sahip olmasi gereken bazi temel

ozellikler verilecektir.

1.2 Entropinin Fiziksel Gecerliligi ve istatistiksel Olarak Temellendirilmesi

Fiziksel bir sistem termodinamik dengeye ulastiginda denge durumu kararli bir haldir.
Entropi, enerjinin bir fonksiyonu olarak maksimum bir degere ulagacaksa ve denge
durumunda degisimi sifir olacaksa bu sartlarin saglanmasi i¢in entropinin i¢ biikey bir
fonksiyon olmasi gerekir. Bu son 6zellik termodinamik analiz agisindan entropinin
fiziksel gegerliligi i¢in zorunlu bir sarttir. Bu sart; entropi, Sistemin i¢ enerjisinin (U),
hacminin (V) ve igerdigi toplam molekiil sayisinin (N) bir fonksiyonu olarak géz

Oniine alindiginda,



S(U+ AU,V + AV,N) + S(U — AU,V — AV,N) < 25(U,V,N) (1.14)

seklinde tanimlanir [12]. Entropinin pozitif tanimlilig1 ve i¢biikeyligi dikkate alinarak

yukaridaki denklemin taylor serisi agilimi yapilirsa,

9%s 2%s [ %5 \°
auUz vz (6U av> =0 (L13)

sartina ulasilir. Sistemin halini betimleyecek olan entropi fonksiyonunun, sistemin
kararli denge durumu igin saglamasi gereken bu sart, ayn1 zamanda Termodinamik
Kararhihik sart1 olarak da bilinir. Eger sistemin hélini betimleyecek olan baska bir
termodinamik potansiyel segilirse onlar igin de termodinamik kararlilik sarti, entropi
icin tanimlandigina benzer sekilde tanimlanir [4].

Makro 6lgekli termodinamik bir sistem zamanla dengeye gelmek istediginde serbest
enerjisini minimize edecek igerecek bir makro durumu seger. Bu ayni zamanda
sistemin hem entropisini maksimum hem de enerjisini minimum kilacak sekilde
evrildigini anlatir. Termodinamigin birinci yasasi ve tersinir sistemler igin
tanimlandig1 goz oniine alindiginda, entropinin, bir termodinamik potansiyel; tanimi
geregi de differansiyellenebilir ve digsal (extensive) bir fonksiyon oldugu sdylenebilir.

Denklem (1.12), sistemin girilebilir enerji durumlar sayilabilir oldugunda,

w
S[p] = —ks ) pilnp; (116)
i=1

seklinde yeniden yazilabilir. Entropinin olasilik uzaymdaki bu ifade big¢imine
Boltzmann-Gibbs entropisi denir ve Sgg[p] ile gosterilir. Belirsizlik igin, C. E.
Shannon’in one siirdiigii sartlar1 saglayacak olan fonksiyonun [13], denklem (1.16)
‘daki entropi fonksiyonu ile bi¢imsel olarak ayni ¢ikmasi sonucu; A. Khinchin, bu
sartlar1 entropiyi de kapsayacak sekilde asagidaki bicimde yeniden tanimlamastir:
I.  Streklilik (SK1): entropi fonksiyonu, {p;,i = 1,2, ... W} olasiliklarinin siirekli
ve pozitif bir fonksiyonudur.
ii.  Maksimum ilkesi (SK2): S(pi,pa2, --,pw) entropisi, olasilik dagilimi es
olasilikli (uniform distribution) bir dagilim oldugu zaman maksimum degerini

alir.



ii.  Genisletilebilirlik (Expansibility) (SK3): Olasilik degeri sifir olan bir olay,
sitemin entropisini degistirmez: S (py, P2, ---» Pw:0) =S (p1, P2, ---» Pw)-

iv.  Toplan:Zabilirlik (Additivity) (SK4): Istatistiksel bir sistemin, A ve B gibi iki
alt sisteminin bileskesinin entropisi, S(AUB) = S(A) + S(A|B) seklinde

tanimlanir.

Bir entropi fonksiyonunun fiziksel bir sistemi tanimlamak i¢in saglamasi gereken bu
aksiyomlara Shannon-Khinchin Aksiyomlar: (SK) denir. Ilk aksiyom, entropinin
differansiyellenebilir olma 6zelliginden, ayn1 zamanda i¢hiikeylik ilkesi olarak da
bilinen ikinci aksiyom, kararli denge durumunda entropinin maksimum olmasi
ozelliginden, ftgiincii aksiyom ergodik hipotezinden ve dordiincii aksiyom da

entropinin digsal 6zelliginden gelir.

Bir sistemin halini betimlemek iizere verilmis olan bir fonksiyonun 6l¢iilebilir olmasi
icin, parametrelerinin sonsuz kii¢iik bir degisimi altinda bu hal fonksiyonundaki
degisim de kiiglik olmalidir. Entropinin bu olasilik uzayinda tekrar Slgiilebilir bir
fiziksel nicelik olabilmesi i¢in; entropinin kesikli olasilik dagilimi {izerinde tanimini
veren denklem (1.16), termodinamik degiskenler cinsinden ifade edilen denklem
(1.15)’teki termodinamik kararlilik sartin1 da bu olasilik dagilimi {izerinde yeniden
tanimlamayi gerekli kilar. Bu amagla, B. Lesche entropinin olasilik uzayinda fiziksel

bir nicelik olarak 6lgiilebilirligi i¢in asagidaki tanimi vermistir [14]:

Tammm 1. Lesche Kararliigi (Lesche stability): Olasiliklart sayilabilir enerji

degerleri alabilen bir sistemin girebilecegi mikrodurumlarinmin bir odlgiisii

{p;,i=12,..,W|W > 1veW € N} olsun. [; normu,

w
Ip=p 1= ) Ipi—pi
i=1

seklinde tanmimlanmak tizere, entropinin ol¢iilebilir olmast icin gerekli kosul,

S[p'] =S
Ve > 0icgin ||p—p’||<8:>M<s. (1.17)

max

olacak bigimde en az bir 8§ > 0 sayisinin var olmasidir.



Lesche kararliligimin bu matematiksel ifadesi, herhangi bir fonksiyonun siirekliliginin
tamimindan bagka bir sey degildir>. Bu acidan bakildiginda Lesche kararliligmin,
entropinin termodinamik kararlilik sartin1 karsilamadigi, sadece siirekliligini temin
eden bir tanim oldugu asikardir. Bu yiizden, olasilik uzayinda tanimli bir entropinin

icbiikey olmasi i¢in de asagidaki sart1 saglamasi gerekir.

Onerme. Ichiikeylik (Concavity): Birbirinden az farkl: iki olasilik dagilimi p:=
{pii=12,..,W} vep' :=={p;,i=1,2,..,W}ve 0 <A < 1olmak iizere p'" = Ap +
(1 —=2Mp" olsun. Bu durumda olasiliklarin siirekli bir fonksiyonu olan S[p]

entropisinin i¢biikey olmasi i¢cin gerek ve yeter sart,
S[p"] = @S[p] + (1 = D)S[p') = 0 (1.18)

olmasidir. Termodinamik kararlilik sarti, denklem (1.17 ) ve (1.18) birlikte
saglandiginda karsilanir. Bu tez ¢ergevesinde Onerilmis bir entropinin fiziksel
gecerliligi 6nemli oldugundan, o&cellikle siireklilik ve igbiikeyligi icine alan

termodinamigin ligiincii yasasina merkezi bir onem atfedilecektir.

Entropinin, yukaridaki sartlar1 saglamasinin yani sira termodinamigin {i¢iincii yasasini
da saglamasi gerekir. Istatistiksel acidan bakildiginda temel durumu dejenere olmayan
bir sistemin sicaklig: sifir kelvinde (0 K) oldugunda girebilecegi toplam mikrodurum
sayist yalnizca bir tanedir. Dolaysiyla sistem ister dengede olsun ister olmasin,
denklem (1.11)’e gore, sifir kelvinde sahip olacagi entropinin sifir olacagi

kestirilebilir. Termodinamigin ti¢iincii yasasi diye,

T (6U> = i (aU) 0 1.19
=== — —
65 V,N Tl—r% GS V,N ( ’ )

limitine denir. Entropi, i¢ enerjinin siirekli ve diferansiyellenebilir bir fonksiyonu

oldugundan yukaridaki ifade,

2 Lesche Kararlilig1 halihazirda bir entropi fonksiyonun dlgiilebilir bir nicelik olmasi i¢in giiglii bir kistas
olarak yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Ancak buna alternatif 6lgiitler de 6nerilmektedir [88]. Bu
tezde Lesche kararlilig1 yerine daha genel olarak kimi yerde en genel anlamiyla “stireklilik sart1” terimi
kullanilacaktir.
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—_ = | — —_— —> 00, .
T \Ulyny  To0\9U)y (1.20)

bi¢iminde yeniden yazilabilir. Entropinin tanimlamis oldugu sistemin durumu kesin
ise kendisinin, bir belirsizlik fonksiyonu olarak, sifir olmasi gerekir [13]. Bu bilgi
termodinamik agisindan sicakligin sifira gitmesiyle esdegerdir. Denklem (1.19)
cercevesinde goz Oniine alindiklarinda, sicaklik sifira giderken, sistemin enerjisinin
azaligi, entropinin azaligia nispeten daha hizlidir. Sicaklik sonsuza giderken yine i¢

enerjideki artma, entropi artisina gére daha hizli olmalidir.

Simdi de olasilik uzayinda kanonik dagilima sahip bir sistem igin {i¢lincli yasay1

yazmak iizere agagidaki limit g6z oniine alinsin,
(1.22)

Bu limitin § — 400 degerini verebilmesi i¢in, entropinin pozitif degerli bir fonksiyon
oldugu g6z oniine alindiginda, i¢ enerji § parametresine gére hem artan hem siirekli
bir fonksiyon hem de bu parametreye gore degisimi entropininkine nispeten daha hizl
olmalidir. Olasilik dagilimi olan p= {p;,i =0,1,2,..., W} parametresi bu sartlar

saglar. Buna gére  parametresi olasilik uzaymda p, = 1 — YW, p,, alinarak,

s (ou\ 1
B =W =X () (1.22)

seklinde yeniden tanimlanabilir [15]. En genel haliyle,

W
S[p] = —pos(po) — Z pos(pn) (1.23)

U = Pou®Po)Eo | Enti puu(Pn)E,

5 S (1.24)

seklinde yazilabilir. Burada U i¢ enerji fonksiyonundaki P argiimani da p= {p;,i =

0,1,2,...,W} olasilik dagilimmin bir fonksiyonudur. O da entropi ve i¢ enerji

11



fonksiyonlarina benzer sekilde P = t(py) + t(py) bigciminde yazilabilir. Bu durumda

kismi tiirevler

oS 9s(pn) 9s(po)
= —py— = s(pa) + +5(po), (1.25)
apn pn apn pn pO apo pO
ou 1 du(p,) )
= SEu [ Do o + u(py)
a P n (pn a n
Pn Pn (1.26)
1 du(py) ) U oP
- EEO ( " ape +u(po) | — Fapn
0P 0t(py) 9t(po)
= - (1.27)

0pPn Opn dpo

seklinde olur. Sicakligin sifira gitmesi durumunun istatistiksel olarak ele alinan
sistemin kesinkes bir sekilde temel duruma, yani bir limit olarak p= {p, = 1,p, =
0,n=1,1,2, ..., W} olasilik dagilimina ge¢gmesi anlamina geldigi gercegi gbz Oniine
B~ +oo =

alinirsa, B— 4o = B = + denkligi

lim lim
{pOIpl’l}_){Oll} {pO:pn}_){OJl}
yazilabilir. Sonug¢ olarak termodinamigin tligiincii yasasi kesikli olasilik uzayinda

asagidaki sekilde tanimlanabilir [15].

-1
popaiion P = {po,pi}rg{o,l}%(%) o (1.28)

Bu kisimda kisaca entropinin fiziksel bir gecerliligi olmasi i¢in sahip olmas1 gereken
asgari 6zellikler ve uymasi gereken sartlarin 6z bir anlatimi verilmistir. Burada dikkate
alman entropi, ergodik hipotezi uyarinca ele alinan sistemlerin entropisi olarak ele
alinmigtir. Literatiirde bu entropi kisaca Boltzmann-Gibbs (Sg[p]) entropisi olarak
bilinir. Sg¢[p] entropisinin kokeninde 6ncellikle seyreltik bir gaz kitlesi igin yapilan
bir istatistiksel yaklasimin yattigini belirtmek gerekir. Bu yaklagimda gaz kitlesinin
atomlar1 birbiriyle etkilesmezler ve olabildigince kaotik bir davranig gosterirler. Bu iki
temel Ozellikten dolayr gaz kitlesinin girebilecegi mikrodurumlar birbirlerine gore
herhangi bir farklilik gostermezler ve girilebilir olasiliklar1 birbirlerine esittir. Bu
yaklagima kisaca ergodik hipotezi denir. Dogada bulunan sistemlerin ¢ogunun ve

Ozellikle laboratuvar ortamlarinda arastirmaya konu olan sistemlerin seyreltik bir gaz
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kitlesi gibi davranmadiklar1 apaciktir. Ornegin, tiirbiilans, biyolojik sistemler,
kimyasal tepkimeler ve yiiklii parcaciklarin olusturdugu akiskan benzeri sistemlerde
bilesenler arasinda elektriksel ve kiitle ¢ekimi gibi temel etkilesmeler olur [16].
Bunlarin yaninda sistemin en az bir boyutu nano 6lg¢ekli oldugunda artik yiizey
gerilmeleri ve kuantum etkileri de etkin olmaya baslarlar. Bu tiir sistemlerde, sistemin
enerji fonksiyonu olan hamiltonyenin artik tek tek bilesenlerin enerjilerinin dogrusal
bir toplami1 olmayacag1 dogaldir. Bilesenler arasi etkilesimlerden kaynakli ek terimler
de gelecektir. Kompleks ya da ekstensif-olmayan (nonextensive) denilen, sz konusu
etkilesimlerin varsayildig1 ya da oldugu sistemler i¢in ergodikligin bozuldugu iddia
edilmekte; bilesenler arasi etkilesimler, mikrodurumlar arasinda farklar yaratmakta,
birini digerine nispeten daha olas1 kilabilmektedir. Sonug olarak bdyle bir yaklagim
altinda ekstensif-olmayan sistemlerin entropisinin, denklem (1.16) ile verilen Sg;[p]
entropisi gibi olmayabilecegi iddia edilmistir [16]. Iste bdylesi bir yaklagimin verdigi
motivasyonla son zamanlarda ekstensif-olmayan sistemler icin olasilik dagilimi ile
birlikte kompleksligin 6l¢iisii olarak tanimlanan bir ya da birden fazla parametrelerin
fonksiyonu olan entropiler tanimlanmis ve yapilan uygulamalarinda basarili sonuglar
elde edilmistir [17].

Bu tezin kapsamu, ileri siirlilen bu entropileri, evrensel entropi denilen tek bir entropi
altinda toplamaya yonelik ¢alismalarin incelenmesini, bu entropinin ii¢lincii yasaya
uygunlugunu, Tsallis entropisinin belirli birka¢ sisteme ve termal dalgalanmalara
uygulanmasini igerir. Bu alanda yapilan ¢alismalar, ozellikle kompleksligin 6l¢iisii
olarak anilan parametrelerin uygulamada alabilecekleri sayisal degerlerin Ve
denklem (1.25) ve (1.26) 'te ortiik olarak verilen s[p], u[p] ve P[p] fonksiyonlarinin

fiziksel statiisii hdld bir arastirma konusudur.

13






2 GENELLESTIRILMIS ENTROPILER

Bu boliimde ekstensif-olmayan (nonekstensif) sistemler i¢in onerilmis entropilerden
yaygin olanlarin SK aksiyomlari, i¢biikeylik, stireklilik ve ti¢lincii yasaya ugunluk
acisindan bir degerlendirilmesi yapildiktan sonra biitiin bu entropileri tek bir teori
altinda toplayan formel grup kuramina gegilecektir. Son olarak bunlar igerisinden en
yaygini olan Tsallis entropisinin termal dalgalanmaya uygulanmasinin birkag¢ 6rnegi

verilecektir.

2.1 Genellestirilmis Entropiler ve Ugiincii Yasa

Enformasyon teorisinde, belirsizlik fonksiyonunun tanimlanmasinda [13] bulunan
fonksiyonun bigimi entropinin olasilik uzayindaki fonksiyonel tanimlanmasi ile ayni
olunca entropinin ek parametrelerle yeniden formiile edilmesinin imkanlari aranmistir.
Aslinda Shannon belirsizlik fonksiyonunu (entropiyi) tiiretirken géz Oniine aldigi
sistem oldukga basit ve durumlari birbirinden bagimsizdi. Sayet durumlar birbirinden
bagimsiz degillerse kosullu olasiliklarin nasil yazilacagi ve sistemi etkileyen ig
nedenler varsa (stokastik etkiler gibi) bunlarin nasil hesaba katilacagi sorusu akla gelir.
Bu ve buna benzer sebeplerden 6tiirii A. Renyi entropi fonksiyonunun daha genel bir

tanimini formiile etmistir [18].

Shannon’in entropisindeki® bu genellestirme, fizikte de alisilagelmis entropi taniminda
genellistirmeye gidilmesini tetiklemistir. Giris kisminda da bahsedildigi tizere, fizikte
kullanildig1 anlamiyla entropiye yonelik genellestirme tesebbiisii tamamen

ergodikligin reddedilmesine dayanilarak gergeklestirilmistir [16].

Boltzmann-Gibbs entropisinin genellestirilmesine yonelik yapilan ilk entropi 6nerisi
1988 yilinda C. Tsallis tarafindan verilmistir [19]. Tsallis, onerdigi entropinin

gerekgesini nano dlgekte yiizey gerilmelerinin ve kuantum etkilerinin belirgin olmasi,

3 Shannon entropisi ile Boltzmann-Gibbs entropisi 6zdes varsayilacaktir. flk tanimlama enformasyon
teorisinde ikinci tanmimlama da istatistiksel fizikte kullanilir. Bu tezde bu ikisi ayn1 anlamda
kullanilacaktir ve Sgg ile gosterilecektir.

15



sistemin Olgegi goz Oniine alindiginda uzun menzilli denebilecek etkilesimlerin
goriinmesi ve anormal diflizyon olgusu [20, 21, 22] gibi daha birgok fiziksel olgunun

[16] varligina dayandirmistir.

Tsallisin onerdigi entropi ifadesi,

Yzopiq_ 1

e 2.1)

Sqlp] = kg
seklindedir. Tsallisi’in entropi ifadesinde kompleksligi tanimlayan sadece bir tane
parametre vardir (q-parametresi). Bu yiizden Tsallis entropisine (Sq) bir parametreli
genellestirilmis entropi denir. q — 1 limiti durumunda S, entropisinin Sgg entropisini
verdigi kolaylikla goriilebilir. Tsallis entropisinin fizik ac¢isindan kabul edilebilir bir
entropi olmasi i¢in SK-aksiyomlarini, i¢biikeylik ve siireklilik sartin1 saglamasi
gerekir ama SK(1-3) aksiyomlarinin saglanmasina ragmen SK4 aksiyomu saglanmaz.
SK4 aksiyomu, Sg; entropisi i¢in sart kosulmustur ve i¢ enerji, alt sistemlerin
enerjilerinin lineer bir toplami olarak ifade edildiginde gegerlidir [23]. Bu ise,
genellistirilmis bir entropinin limit durumunda Sp; entropisine indirgendiginde SK4
aksiyomunu saglamasi gerektigi anlamina gelir. Oyleyse SK4 aksiyomu da ekstensif-
olmayan sistemler igin genellestirilmeli ve limit durumunda Sg; igin sart kosulan
bicime indirgenebilmelidir. S. Abe, SK4 aksiyomunu bir parametreli genellestirilmis

entropiler i¢in asagidaki sekilde yeniden formiile etmistir [24].

Tamm 2. Toplanamazlik (Nonadditivity) (SK4): Istatistiksel bir sistemin A ve B gibi
iki alt sisteminin bileskesinin entropisi, Sq(AUB) = Sq(A) + Sq(A[B) + (1 —
q)Sq(A)Sq(B) seklinde tanimlanir.

Yukaridaki esitlikte @ — 1 limiti alinirsa ifade SK4 aksiyomuna indirgenir. Burada A-
sisteminin olasilik dagilimi p;(A) = {p;,i = 0,1, ..., W, } ile ve B-sisteminin olasilik
dagimi da  p;(B) = {p;,j = 0,1, ..., W} ile verildiginde, S(AUB) entropisine
karsilik gelen olasilik dagilimi da p;;(B,A) = {pjj;,i =0,1...,W,,j=0,1,...,Wg} =
P{A=a;;B=Dbi]i=0,1,..,W,,j=0,1,..,Wg} ile verilir. S(A[B) kosullu
entropisine karsilik gelen dagilim ise p;(B|A) = p;;(A, B)/pi(A) dir. Bu durumda
toplanamazlik kriteri ile ona karsilik gelen olasilik ifadesi arasinda asagidakiler

denktir:

16



i p;(B,A) = pi(A)p;;(B|A)

ii. Sq(AUB) = S4(A) + Sq(AIB) +1k;;sq(A)Sq(B) @2)

Tsallis entropisi hem SK(1-3)’ti hem de (2.2)’yi saglar [24]. Ayrica g>0 igin
i¢biikeyligi [19] ve siireklilik sartin1 da [25] saglar. Bunun igin iki durumlu bir p =

—p.)9+pd—
{1 - p4,p+} olasilik dagilimi varsayilirsa, Tsallis entropisi, Sq[p] = (1p+1)T+p+1

seklinde yazilabilir. Sekil 2.1°de goriildiigii gibi >0 i¢in S, entropisi i¢biikey iken

g<0 i¢in digbiikey (convex) olmaktadir.

30p L q=-0.70 K ]
L 1Y ’ ]
—_— ’
25 } ‘\‘ q—0.45 'l i
: . q =0.90 ,
20F s ‘ ]
r \\ ----- g=1.5 e ]
15 e R ]
vy LT Tt et .
10} ]
051 o7 Lerlammmmmmmm IRl ]
0.0 :—v" "*.{
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
P+

Sekil 2.1 ki durumlu olasilik uzayimda farkli q degerleri igin Tsallis entropisi.

Tsallis, genellestirdigi bu entropi bigimini metaforik olarak bir diferansiyel denklem

¢ozlimiine dayandirir. Asagidaki diferansiyel denklem goz 6niine alinsin,

dy _ q . _
- =v1;020,y(0)=1 (2.3)

Bu denklemde g=0 durumu lineer bir ¢6ztimii, =1 durumu eksponansiyel bir ¢6ziimii
ve en genel durum ise y(x) = (1 + (1 — q)x)/*~9 gibi bir ¢Sziimii verir. Burada q —
1 igin limit aliirsa ¢6ziim, y(x) = e*’e indirgenir. Tsallis bu benzetmeden yola
¢ikarak  exponansiyel ~fonksiyonu da e§=(1+(1- Qx)/1"9  geklinde

enellestirmeyi Onerir. lim eX = e* oldugu aciktir. Bunun bir sonucu olarak dogal
g y o €a g g
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x1=4-1
1-q

logaritma fonksiyonu da Ing(x) = biciminde genellestirilmis olur. Benzer

OF

sekilde lirq Ing(x) = In(x) dir. Bu yeni tanimlarda e
q-

ye g-eksponansiyeli, Ing (. ) da

g-logaritmast denir. Bu genellestirmelerden sonra akla Q-logaritmasi altinda iki

degiskenin carpiminin ne olacagi sorusu gelir. Bunun i¢in tanimlardan yola ¢ikarak,

(xy)!79-1
lnq(XY)—Tq
I -D +xT+y -2
1-q (2.9)
x1"4 -1 yla x4 -1\ [yl79 -1
- 1-g¢ +1—q+(1_q)< 1-q )( 1-q )

= Ing(x) + Ing(y) + (1 — Q)Ing(x)Ing ()

sonucuna varilir. g-logaritmasinin bu 6zelligine sanki-toplanirlik (pseudo-additivity)
denir. Burada, g limit durumunda bir alinirsa esitlik dogal logaritmanin agilimina

indirgenir. Ilerde genellestirilmis istatistik ele aliirken bu sonuclar kullanilacaktir.

Denklem (1.25), (1.26) ve (1.27)’da kapali olarak verilen s[p], u[p] ve t[p]
foksiyonelleri Tsallis entropisi igin sirasiyla su sekildedir [16]:

pnq_1 -1

——5u(pn) = pn 7 T(p) = patn =01, W (25

s(pn) =

Bu ifadeler yerlerine konuldugunda S, entropisi, denklem (2.1) biciminde olur. Enerji

ise,

ngo ylv=1 ngn

q W .4
k=0 Pk k=0 Pk

U= (2.6)

bi¢cimini alir. Tsallis entropisinin, hangi sartlarda ii¢lincii yasaya uydugunu gérmek

i¢in Once sirayla S ve U’nun kismi tiirevleri alinirsa,
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aSq _ q q-1 q-1

apn——q_l(pn -pp ) 2.7)
U q q-1 q-1
op. P [(En = Wpn~ = (Eo — Wpy ] (2.8)

bulunur. Buna gore 3, de

P(pd-1 — q-1
Bn = L _1p° ) = (2.9)
(@—D[E, —Upd~t —(E;—Up, ]

olur. g > 1ise,

lim  B,= 1 G DI G i
(PoPn}=>(013"" {popn}=(01} (B, — U)pd ™" — (Ey — U)pd~!

. —(pi' 1)
4 plir—{lo (q— 1D (E, — Eg)pd-? (2.10)
(pl-a—1)

= lim - +o
P00 (@ — 1) (E, — Ep)

dur. Ozetle S, entropisinin g>1 igin ligiincii yasaya uydugunu sdyleyebiliriz. Bu
sonug, ornek olarak sinir kosullar1 periodik olan 1-boyutlu Ising modeli ile anlagilir
kilinabilir. Ising modelinde magnetik momentlerin olusturdugu bir 6rgii géz 6niine
aliarak, soz konusu momentlerin olusturdugu sistemin (paramagnetik ya da
ferromagnetik malzeme) entropisi, serbest enerjisi ve 1s1 sigasi incelenir [26]. Ising
modelinin 6nemi istatistiksel mekanigin uygulamasina ¢ok uygun bir 6rnek teskil
etmesidir. Keza istatistiksel mekanigin teorisi (Boltzmann-gibbs entropi formalizmi)
ile uyumlu deneysel sonuglar alinmasi da Ising modelini ileri siiriilen genellestirilmis

entropilerin test edilmesi i¢in 6nemli bir referans kilmaktadir.

Simdi, bir boyutta magnetik momentlerin olabildigince rastgele dizildigi ve her bir
momentin iki farkli spine sahip oldugu durum ele alinsin. Momentlerin 1-boyuttaki

dizilisi sematik olarak asagidaki sekilde gosterilmistir (Sekil 2.2). Sekilde her bir ok
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bir spini gosterir ve bu spinler magnetik momentleri temsil etmektedir. Durum-i’deki

spin o; ile gosterilirse ve periyodik sinir sartindan dolay1 oy,; = o; = +1 dir.

I

Sekil 2.2 Bir boyutta dizilmis momentlerin sematik gosterimi.

Bu durumda sabit bir manyetik alan i¢ine konulmus bir boyuttaki ve etkilesim

halindeki momentlerin toplam enerjisi,

E=-J¥N,0i0141 +HIN, 0; (2.11)

dir. Simdi de sistem {izerine dis bir manyetik alan uygulanmadig1 varsayilsin. Basta
spinlerin olabildigince rasgele dagildiklar1 varsayildigr i¢in korelasyon faktoriiniin
sifir oldugu yani < 0j0; > =< 0; >< 0j > esitliginin saglandigi kabul edilebilir.
Bu varsayim altinda toplam momentlerin olusturdugu sistemin entropisi basit¢e spin
cifti bagina diisen entropinin N-kat1 olur. Bu yiizden spin ¢ifti basina diisen entropiyi

incelemek ile sistemin entropisini incelemek es degerdir.

Rastgele secilen bir spin ¢iftinin diislik enerji seviyesi olan -J’de bulunma olasilig1 py,
yiiksek enerji seviyesi olan +J’de bulunma olasilig1 da p; olsun. Sistem kanonik
oldugu ve sadece bir moment ele alindiginda N=1 i¢in temel durumun enerjisi E, =
—J (07 = —1 spin durumunun enerjisi) ve Kararsiz durum enerjisi de E; = +]

(o1 = +1 spin durumunun enerjisi) olur. Buna gore spinin toplam i¢ enerjisi,

](p1 )

p1+p0

U= (2.12)

dir. Bu bilgiler 1s1ginda denklem (2.9) N=1 i¢in tekrar yazlilirsa,

P(pd " —pi™h
(@—D(E; = UpI ™ — By — U)pd ™

B =

olur. I¢ enerjinin ifadesi ve p, = 1 — p; esitligi yerine konulursa,
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I e (G e YL B et VAP
1 q_(1_o\d i\
<1 - M) pcll—l n <1 n (p1 (1-py) )> 1- p1)q_1 (2.13)

py+(1-py)° py+(1-py)°

bulunur. Burada basitlik olsun diye J =1 alinmistir. 3, (p;) fonksiyonun grafigi farkl

g-degerleri i¢in Sekil 2.3’te verilmistir. lim0 1 limitinin g>1 degerleri i¢in gercekten
P1—

sonsuza gittigi, g=0.5<1 i¢in de sonlu bir degere yaklastig1 goriilmektedir.

4 — =05
g=15
2 — 92
q=3
’_\

B1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P1

Sekil 2.3 Tsallis entropisinin Ising modeli 6rneginde tigiincii yasa testi.

Varilan sonuca bakilarak, Tsallis entropisinin ii¢iinCii yasaya uygunlugu i¢in gereken
sartin hem icbiikeyligi hem de siireklilik sartin1 temin ettigi goriilmektedir. Bu ¢ok
onemli bir sonugtur ¢iinkii herhangi bir entropinin fiziksel gegerliligi arastirilirken
stirekligine ve i¢blikeyligine bakmak yerine ii¢lincii yasaya bakilarak bu ii¢ kosulun

birlikte saglandigi kosul bulunabilir.

Tsallis entropisi, mevcut genellestirilmis entropiler igerisinde fiziksel gegerlilik
kosullarin1 saglamasindan ve kendisine dayali genellestirilmis bir istatistiksel
mekanigin insasinda varilan sonuglarin (iilesim fonksiyonu, kanonik sistemlerin
olasilik fonksiyonlar1 v.d.) invaryans kalmasindan dolayr en yaygin kullanilandir.
Tsallis entropisinin bir diger 6nemli 6zelligi tersinmez siireglerin analizi i¢in uygun

bir yontem olmasidir [27].
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Bir bagka entropi de enformasyon teorisinde [18], 6zellikle biribirinden bagimsiz
olmayan durumlarin ve stokastik etkilerin incelenmesinde, tiimlesik sistemlerde bilgi
iletiminde ve tipta kalp atis hizlarinin [28] ve fractal yapilarin incelenmesinde [29, 30]
kullanilan Rényi entropisidir. Bir parametreli genellestirilmis bir entropi olan Rényi

entropisi p = {p;,i = 0,1,.., W} olasilik dagilimina sahip bir sistem igin,

w
1
la[p] = 7= In (Z pﬁ) ;a>0%1 (2.14)

k=0

seklinde tamimlanir [18]. Rényi, I, entropisini p = {p;,i = 0,1,.., W} olasilik dagilimina
sahip bir rassal degiskenin belirli bir degerinin, a-derecesinde bir bilgi 6l¢iimii olarak

tanimlar. o« = 1 limit durumunda I, entropisi Sgz; entropisine indirgenir. Rényi

def(x) _ f(gx)—f(x)
> dgx T gx—x

entropisinin (I,) 6énemli bir 6zelligi de seklinde tanimlanan Jackson

g-tiirev bicimine gére* kanonik bir sistemin serbest enerjisinin (F) eksilisinin o ~1-

tiirevine esit olmasidir [31], yani

d F(T
o= _ 4aF(D) ;q = o L, T: sicakhik (2.15)
dgqT
dir. Bu ise tersinmez bir siiregte denge dis1 bir sistemin [27] serbest enerjisinin Rényi

entropisi ile dogrudan iligkili oldugu anlamina gelir.
Rényi entropisi SK-aksiyomlarini saglarken o =1 disindaki degerlerde Lesche
siirekliligini saglamaz [14]. I¢biikeyligi saglayip saglamadigini gérmek igin kismi

tirevlerine bakilabilir.

™ _ 1 a(pg—l - pg—l). _ _ 1 . dly
opn  1—a W ope o Pn = Po =y e G

=0. (2.16)

%l o (a=D(?+p§ ) N, pf — alpi™ —p§™)?
i 1-a (Zo p{)? Ipu=po=1/+1)
1= 1

4 q — 1 limiti durumunda Jackson g-tiirevi normal tiireve indirgenir.
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_ —2a(1+ W)@

= drwyzaw - 2al+wW)re

Varilan sonuca gore o > 0 olmast durumunda Rényi entropisi, i¢biikey olur. Rényi
entropisinin termodinamigin liglincii yasasina uyup uymadigimi gérmek igin Once
u(py) =1 vet(p,) =1/W+1,n=0,1,..,W alinrsa® bu sartlar altinda ic
enerjinin olasilik uzaymdaki kismi tiirevini almak kolay olur: dU/dp, = E, — E,.

Simdi de denklem (2.16)’in yardimiyla beta (3,) fonksiyonu yazilirsa,

0l _ 1 a(ps ' —ps )
(0U/dpn) ™" = "
apn (1 - a)(En - EO) i=o Pi

Bn =

bulunur. Burada  lim B, limiti alinirsa, 0 < a < 1 aralig1 i¢in ifadenin arti
{Po,Pn}—{1,0}

sonsuza gittigi kolaylikla gortilmektedir. Eger u(p,) ve P[p] fonksiyonlar1 Tsallis

ornegindeki gibi alinirsa Rényi entropisi o > 1 i¢in iiglincli yasay1 saglamis olur.

Literatiirde bir parametreli ve sik¢a uygulama alani bulan [32, 33, 34] baska bir entropi

de Kaniadakis entropisidir. Kaniadakis’in énerdigi entropi,

W o (pKk — prk
Sklpl = —kp 1=°p‘(§]‘< pi ) ;—1<k<1,k#0 (2.17)

formunda olup k — —x degisimi altinda invaryans bir entropidir ve k = 0 limitinde
Sge entropisine indirgenir. S, entropisi k’nin tamim araliginda hem Lesche
stirekliligini [35, 36] hem i¢biikey sartini hem de termodinamigin tiglincii yasasini
[15] saglar. Ayrica SK(1-3)-aksiyomlarini da sagladigindan fiziksel bir entropi aday1
oldugu soylenebilir. Ancak diger entropilerde oldugu gibi bu entropide de x-

parametresinin nasil belirlenecegi problemi halen tam ¢6ziilmiis degildir.

Bu entropiler disinda Abe entropisi, Kuantum group entropisi, kara delik entropisi gibi
bir parametreli daha birgok entropinin mevcut oldugunu belirtmek gerekir. Ancak

burada 6zellikle yaygin olanlar1 vermekle yetinilmistir. ileri siiriilmiis bir entropinin

% Bu fonksiyonlarin nasil segilmesi gerektigi kousunda heniiz bir uzlasma yoktur. Burada klasik
istatistigin ¢ercevesinde kalinarak fonksiyonlar bu sekilde seg¢ilmistir. Bundan sonra agikca
belirtilmedikleri siirece bu iki fonksiyon boyle alinacaktir.
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kabul edilebilir olmasinin, fiziksel gecerlilik sartlarini ve en azindan SK (1-3)

aksiyomlarini saglamasi gerektigine bagli oldugunu vurgulamak gerekir.

Simdi de iki parametreli entropilerden yaygin olan iki tanesi verilecektir. Bunlardan
bir tanesi B. D. Sharma ve 1.J. Taneja ile D. P. Mittal tarafindan bagimsiz olarak
Onerilen Sharma-Mittal entropisi digeri de yine adi yazarlarindan miilhem Borges-

Roditi entropisidir. Bunlardan ilki olan ve iki tabaninda

Higolp] = (2175 = 2179)71 % (pft = p{) (2.18)
i=1

bi¢giminde 6nerilen [37] Sharma-Mittal entropisi, su an literatiirde daha ¢ok dogal

logaritma tabanindaki

w 1-q
1
Ssmlpl = T— (Z pf‘) -1 (2.19)

bi¢imiyle kullanilmaktadir [38]. Denklem (2.18)’de sirasiyla a — o = 1 limit ve deger
atamasi1 yapilirsa soz konusu entropi iki tabaninda Shannon entropisine indirgenir.
Denklem (2.19)’de ise r — 1 limitinde entropi Rényi entropisine indirgenirken r — q
limitinde ise Tsallis entropisine indirgenir. Limit {r,q} — {1,1} durumunda ise entropi
Boltzmann-Gibbs entropisine indirgenir. Burada bu iki parametreli entropinin

dayanagina iligkin bir parantez agmak gereKir.

Once bir f(x) fonksiyonu, f:[0,1] — R siirekli ve Ym,n € N igin,

8

n

RN CIOND

i=1 j=1

n (2.20)
Xj =Zyi =1;Vx,y; =0

J=1

I
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olacak sekilde tanimlansin. Boyle bir fonksiyon f(x) = CxIlnx olur. Bu tanim ve
dolaysiyla ¢oziim denklem (2.20)’deki genelligi kaybetmeden, iki degiskenli bir
f:10,1]x[0,1] — R fonksiyonuna

=

n

Z Z f(x;yj, u;v;) = i f(xi, u) + Zn: f(y;. v;)
i=1 j=1

i=1 j=1
m n
ZX1=Zyj=1; VX, y; =0 2.21)
i=1 j=1
m n
Zui < 1,ZV]- <1;Vvy,v=0
i=1 j=1

seklinde genisletilebilir. Boyle bir fonksiyonun ¢éziimii f(1,1/€) =1 ve f(1/e,1/e) =0
sinir kosullari altinda f (x, u) =xIn(x/u) iken f(1,1/e) =1 ve f(1/e,1/e) =1/e sinir kosullar1
altinda f (x, u) =xIn(u) olur [37]. Denklem (2.20) ve (2.21)’de verilmis olan tanimlarin
oncelikle enformasyon teorisinde belirsizlik fonksiyonunu genellestirmeye yonelik
c¢abalarin bir {irlinii oldugunu belirtmek gerekir. Ayni anda birbirinden bagimsiz iki
duruma iliskin yapilan bir belirsizlik 6l¢limii, kisaca tek tek durumlardaki belirsizlik
Ol¢limlerinin toplami olarak yazilmak istendiginde [13]; belirsizligi 6l¢en fonksiyonun
saglamas1 gereken sart dogal olarak denklem (2.20)’daki gibi olur [2]. Boltzman-
Gibbs entropisini genellestirmek i¢in Onerilen bir parametreli entropilerde
kompleskligin 6l¢iisii olan parametrenin her bir sistem i¢in sayisal degerinin nasil
belirlenebilecegi ve bu entropilerin fiziksel gegerlilik sartlari tizerinde heniiz tam bir
birlik saglanamadigindan dogal olarak iki parametreli genellestirilmis entropilerin
fiziksel gegerlilik kosullar1 {izerinde kapsamli bir incelemenin yapilmis oldugunu
beklememek gerekir. Dolayisiyla, iki-parametreli entropiler daha ¢ok enformasyon
teorisindeki Shannon entropisini genellestirmeye yonelik olarak onerilmektedir ve
bunlarin {ciincii yasaya uyup uymadiklart ya da Lesche siirekliligini saglayip
saglamadiklar1 dikkate alinmaz. Yine bunlara benzer bir tesebbiisle 6nerilmis olan
Rényi entropisinin Lesche siirekliligini saglamadigi daha once belirtilmisti. Simdi
yukarida verilmis olan tanimlarin iki-parametreli genellestirilmis bir entropi elde
etmek i¢in yenilenmis hallerine bakmak gerekir. Clinkii Sharma-Mittal entropisi, bu

yenilenmis tanimlardan ¢ikmasinin yaninda belirsizlik 6l¢iimii hakkinda fazladan bir
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bilgi de vermektedir. Bu entropinin &zellikle enformasyon teorisinde sartli belirsizligin

Ol¢limiinde iyi bir teorik agilim getirdigini belirtmek gerekir [37].

Ik 6nce denklem (2.20)’daki ifadeyi de iceren bir genellestirme,

m

z Z f(xly]) ZZy]"‘f(x )+ Zz Gf(y]) a+o

i=1 j= j= 1 i= i=1j=
m (2.22)
in = Zyj =1;vx,y; =20
i=1 j=1

seklinde yapilabilir. Boyle bir genellestirme ile verilmis siirekli bir fonksiyonun
¢oziimii f(x) = C~1(x* — x°) bi¢imindedir. Burada C # 0,a # o ve C,a, ¢ € R dir.
Bu ¢ozliimde x-bagimsiz degiskeni olasilik uzayindaki bir durumun olasilig1 olarak
alinir ve smur sarti f(1/2) = 1/2 verilip H[p] = X, f(p;) tanimu yapilirsa, denklem
(2.18)’deki entropi tanimina ulasilmis olur. Bu fonksiyon, enformasyon teorisinde
ayni anda yapilmis iki belirsizligin 6lg¢limii olarak ya da bir rastsal degiskenin x-
degerini alabilmesinin 6l¢iimii olarak tanimlanacak olursa, s6z konusu dlgiimlerin
birbirlerini etkiledigini gosterir. Ayni entropi fonksiyonu sayet fizikte kullanilirsa yine

birbiriyle etkilesimde olacak alt-sistemlerin istatistigini incelemek igin kullanilabilir.

Burada denklem (2.20)’nin fiziksel agidan Onemli olabilecek bir bagka

genellestirmesini de vermek yerinde olur:

Z Z f(xiy;) Z f(x;) + z f(y;) +C z Z f(x)f(y;)

i=1 j= i=1 j=

m
ZXi =Zy] = 1; VXi,y]' ZO

i=1 j=1

8

(2.23)

Bu genellestirmenin 6nemli olabilecek bir ¢oziimii de f(x) = C™1(x9 —x) olarak
verilir. Yukaridakine benzer sekilde H[p] = Y f(p;) tanimi yapilip C=1-q alinirsa,
H[p] fonksiyonu S, entropisinden baska bir sey olmayacaktir. Boylece denklem (2.23)
sanki-toplanirligin bir genellestirilmis hali olmaktadir. Bu genellestirmelerle ilgili
daha fazla bilgi i¢in Ref. [37] ye bakilabilir.

Sharma-Mittal entropisi parametrelerinin tanimli araliginda hem i¢biikeydir hem de

Lesche kararliligin1 saglar [21]. Bununla birlikte bu entropi, informasyondaki
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entropilerin bir genellestirilmis hali olarak, SK (1-3) aksiyomlarin1 saglarken; SK4
aksiyomunu degil sanki-toplanirlik 6zelligini saglamaktadir. Bunlara ek olarak Sqy
entropisi 0 < q< 1 ve r € R igin termodinamigin {igiincli yasasini1 saglamaktadir

[39]. Bir diger iki-parametreli genellestirilmis entropi ise Borges-Roditi’nin [40],

P~ !
Ser[p] = kg Z 1 1 (2.24)

seklinde dnermis olduklar1 entropidir. Bu entropinin nasil 6nerildigini gérmek icin ilk
once olasilik uzaymndaki mikro-durum olasiliklarinin siirekli bir fonksiyonu olan su
T(®) = YW, p? taniml fonksiyon ele alnsin. T(1) = 1 oldugu agiktir. Jackson g-
tiirevine gore, Sq[p] = (—k dqT(6)/ dq6)|9=1 oldugu da agiktir. S. Abe tarafindan
onerilen simetrik g-tirevi olan dgf(x)/d5x = [f(qx) — f(q™'x)]/(q — q”1)x tiirev
bigimini dg f(x)/dg«x = [f(qx) — f(ax)]/(q — a)x seklinde daha genel hale getiren
Ref. [40]’in yazarlar1 Sg (= Sgrlp]) = (—k dq,«T(8)/ dq,a6)|e=1 tiirev tanimindan
denklem (2.24)’teki entropi tanimina ulasmuslardir. Sgg[p] entropisi SK (1-3)

aksiyomlarini saglamakla birlikte SK4-aksiyomu yerine,

Ser > = Sin + S4R + (1 — DS ey SSR + (1 — 0SERSER (= seklinde bir sanki-

toplanirlik dzelligini saglamaktadir [40]. Iki alt-sistem biribirinden bagimsiz ise a =

1 durumunda bu 6zelliklik denklem (2.2)’deki tanima indirgenmis olur.

0.8} gl T~ N
|- s N\ 4
L l" ‘\‘ |
0.6 ',' N -
I _ _ N ]
o i ',' a=1.5,q= 0.5 \
04t f a=0.5,q= 0.75 \ -
o \
[ a=0.5,q= 1.5 \
0.2} -
[ ]
o a= 0.5,9=0.75 \
F g ]
Fe ]
0.0 ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

P1

Sekil 2.4 Borges-Roditi entropisinin iki durumlu olasilik uzayinda parametrelerinin farkl

degerleri i¢in igbiikeyligi.
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Borges-Roditi entropisi0 < q< 1 <ayada0 < a <1 < q sart1 altinda i¢gbiikeyligi
ve siirekliligi saglamaktadir [39, 40]. Bu sartlar ayn1 zamanda termodinamigin ti¢iincii

yasasina da uyar (bkz. Sekil 2.4 ).

Bir kez daha termodinamigin ti¢lincii yasasina uyulmasi i¢in gereken sartin stireklilik
ve igbiikeyligi de kapsadigimi gormek tizere Borges-Roditi entropisine bakilabilir.
Sekil 2.4°te, i¢biikeylik i¢in verilen sartlarda i¢erilmemelerine ragmen, o = 0.5,q =
0.75 vea = 0.60,q = 0.25 degerlerinin i¢biikeyligi sagladig1 goriilmektedir (Ancak
0 <{a,q} <1 sartina karsilik gelen bu degerler, ref [41]’de verilen kriterleri
saglamamaktadir). Ayni degerler, yine Ising modeli 6rnekliginde {i¢iincli yasaya

uygunluk i¢in kullanilirsa Bggr fonksiyonunun degisimi Sekil 2.5’teki gibi olacaktir.

4 |l|‘ ==-=== a=15,0=05
‘\‘\ a=0.5,q=0.75
“we
2 \}# -=-=-=-=- a=0.75,q=1.75
~§
'.,.... a= 0.60,q=0.25
é 0 ......_ ~--.
.........
) ~’0¢~
‘\.‘\
i
LI}
-4 ¥
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

P1

Sekil 2.5 Borges-Roditi entropisinin parametrelerinin farkli degerleri igin Ising modeli

ornekliginde ti¢iincii yasa testi.

Ucgiincii yasaya uyup uymadig test edildiginde 0 < a < 1ve 0 < q < 1 sartinin da
saglandig1 gortliir [39]. Buraya kadar literatiirde sik¢a kullanilan genellestirilmis
entropiler ele alinmistir. Bunlarin disinda, bir parametreli olup kullanilan Abe
entropisi [42], Landsberg-Vedral entropisi ve Kullback entropisi [21] gibi baska

entropiler de mevcuttur.

Son zamanlarda, genellestirilmis entropileri, grup teorisinin yapisal o6zellikleri
kullanilarak tek bir entropi altinda toplamaya yonelik caligmalar yapilmaktadir.
Sonraki boliimde formel grup islemi kullanilarak, genellestirilmis entropileri kapsayan

yeni bir entropinin anlatimi verilecektir.
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2.2 Formel Grup Yapisi ve Evrensel Entropi

Birinci dereceden denklemlere seri yaklasimi ile formel bir ¢6ziim 6nermeye ¢alisan
S. Lie, boyle bir durumda ¢6ziimlerin saglamasi gereken bazi 6zellikler vermistir. Bir

r-parametreli R-cebirsel yapisi iizerinde asagidaki islem tanimlanmis olsun:

a = (ay,ay, ...,a.),b=(by,by, ..,b);a,bER" ;a*xb = ¢(ab)

2.25
z=@(a,b)=a+b+0(2); zg = @q(a,b) =aq + by + 0(2). (2:29)

Buradaki ¢-fonksiyonlarina, S. Lie’nin kullandigi bigimiyle, formel seriler denir.

Agiliminda da goriildiigii lizere sabit terimleri yoktur. Simdi,

0Zg
—=F§(za) ;0=12,..,n;p=12,..,r (2.26)
da,

birinci dereceden diferansiyel denklem goz Oniine alinsin. Yine buradaki Fg
fonksiyonlart ¢-fonksiyonlar: gibi formel serilerdir. Bu R" - cebirsel yapisinda x =
{X1,X5, ., Xy} degiskenleri tanimlanmis olmak tlizere z, = f;(x,a) seklinde
yazilabilsin. Eger bu fonksiyonlar denklem (2.26)’i (x,a)-degiskenleri cinsinden
saglayabiliyorlarsa o zaman s6z konusu denklemin birer ¢oziimii olurlar. Birinci
dereceden diferansiyel denklem olduklarindan, z; = fi(x,a) ve z; = g;(x,a) iki
¢oziim varsayilldiginda, f;(x,0) = g;(x,0) oldugu taktirde f;(x,a) = gj(x,a)
yazilabilir [43]. Bu denklem sisteminin integrallenebilir ve tam bir ¢oziimiiniin olmasi

oF}

OF,  aFL B AFi
aZj

icin AL, = FL + dag 0z 1P 6TZ = 0 genel sartinin saglanmasi gerekir [44].
Aslinda bu sart aaazaia - aaazaia = 0 esitligine denktir. Bu da denklemin
o 0dp p O0dc¢

¢oziimlerinin diizgiin ve ikinci dereceden tiirevlenebilir olmalarint gerektirir. Seri
¢oziimlerinin, nihayetinde polinom olmalarindan dolay1 bu sart1 saglayacaklari agiktir.
Denklem (2.26)’daki denklem sisteminin bazi sartlari saglamasi altinda bir grup yapisi

olusturdugu goriilecektir. Simdi, v; = YL, cju; + 0(2) olacak sekilde bir

v; = fi(uy,uy, ..., uy) ;i=1,2,...,n (2.27)
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formel doniisiim gz Oniine almsin. Eger determinant [¢;;| # 0 olursa bu déniisiimiin
benzer sekilde sabit terimsiz ve fi(g(vl,vz, ...,vn)) = v; sartim1 saglayan bir ters

doniisiimii de mevcuttur:

uj = gi(vy, vz, ., vp) ;i=12,..,n (2.28)

Simdi denklem (2.25)’teki gibi bir R" - cebirsel yap1 {izerinde @-islemi tanimlanmis
olsun ve z, = @,(x,b) ,b’ = b varsayilsin. Bu durumda R"-cebirsel yapis1 iizerinde
bir (x,b) = (z,b") doniisiimiin varligr saglanmis olur. Bu déniisiimiin denklem (2.27)
ve (2.28)’deki doniisiim oldugunu ve dolaysiyla x, = ,(z,b) ve @(Y(x,b),b) = x
ters donilistimlerinin de mevcut oldgunu belirtmek gerekir. Bu doniistimler

kullanilarak denklem (2.26),

0z, _0pp(x,b) _ 0, (W(zb),b)

_ — o° 2.29
ab, by, by o(%b) (229)

bi¢iminde yeniden yazilabilir. Ref. [44]’de bu r-parametreli R-cebirsel yapisi tizerinde
tanimlanan a * b = ¢(a, b) isleminin asagidaki 6zellikleri sagladig: taktirde bir grup

islemi olacagi gosterilmistir:

(i) o(a,b) = ((pl(al,..,ar,bl, ., bp), ..., 0r(aq, ...,a., by, ...,br))
(i) @p(a,b) =a, + b, + 0(2),p = 1,2,..,r

(iii) @,(a,0) = a, ve @,(0,b) =b,,p=1,2,..,r

(iv) ¢(¢(a,b),c) = @(a, ¢(b,0))

(2.30)

Simdi denklem (2.30)’daki sartlar1 saglayan ¢-isleminin denklem (2.29)’deki ¢6ziim
sistemine benzer bir yapiya sahip olup olmadigina bakmak yararli olur. Ciinkii ¢-
islemi denklem (2.29)’u saglarsa, sahip olacagi 6zellikler de belirlenmis olur. Bunun
i¢in dnce R-cebirsel yapisi {izerinde z, = @,(a,b) ile tanimlanmis olan bu @-islemi
kapal1 oldugu varsayilsin. Denklem (2.30-iii) den dolay1, ¢,(0,b) = b, olacagindan

dbg

P9 (0,0) = 8, demektir. Denklem (2.30-iv) ‘deki @,(@(x,a),b) = @,(x, ¢(a,b))

denklem (2.29)’de = &2 olur. Bu ise, ®L(b,b) =8> ve dolaysiyla da
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birlesme ozelliginden t) = @,(x,a) ve s, = @, (a,b) tanimlar1 yapilir ve tiirevde

0@, (tb) _ 09, (%,8) @u(sb

) . -1 _
T T T esitligi yazilabilir. z, = ¢, (t,b)

zincir kural1 da kullanilirsa,

alimip denklem (2.29)’den

Do (z,b) = @} (z,5)Ph(s,b) (2.31)

esitligine ulasilir. Aﬁ (z) = CDE(Z, 0) ve BL(b) = ®L(s,b) tamimlar1 yapilarak varilan

sonug asagidaki gibi toparlanabilir:

Teorem 1. r-parametreli R-cebirsel yapist iizerinde tanimlanan,
(axb), = @y(a,b) =c,,abERp=12,..,r

islemleri bir grup olusturuyorsa 0 zaman bunlar Aﬁ(O) =80, BE(0) =84 ve
AZ(b)Bg(b) = 8° olmak iizere, Z% = Aﬁ(C)Bg(b) seklindeki bir denklem sisteminin
coziimleridirler.

Sonug olarak (R, ¢) ikilisinin bir grup®; grup elemanlarmin da denklem (2.29)’daki
denklemin formel ¢oziimleri olduklarindan, formel bir grup yapist olusturdugu
sOylenebilir. Bu formel grup yapisinin genellestirilmis entropilerle birebir bir

benzerlikleri oldugu asagida gosterilecektir.

Genellestirilmis entropilerin dissal (extensive) olmasi istenen bir ozelliktir. Yani
termodinamik denge durumunda sistemin entropisinin durum ya da pargacik Sayisinin
artigina bagl olarak bir artig gostermesi gerekir. Boltzmann-Gibbs entropisi denge
durumunda Sgg[p] « N iliskisini gosterir. SK-4 aksiyomunun genisletilmis halini
saglayan entropiler de buna benzer bir iliski gosterirler. Bu dogrusal iligki, iki alt
sistemin bilesimiyle olugan yeni sistemin enerjisinin, bu iki alt sistemin enerjilerinin
dogrusal bir birlesimi seklinde yazilip yazilmamasina siki sikiya baglidir. Daha 6nce
de belirtildigi gibi genellestirilmis entropiler artik SK-4 aksiyomunu degil sanki-
toplanirlik ozelligi saglamaktadirlar. Dogal olarak, genellestirilmis entropiler ile

pargacik sayisi arasinda Sgg[p] entropisindeki gibi bir dogrusal iliski beklenmeyebilir.

® Bir R-cismi iizerinde tanimlanan herhangi bir “*” isleminin bir grup olusturmasi i¢in saglamasi
gereken sartlar ve grup teorisi hakkinda daha fazla bilgi igin Ref. [89] e bakilabilir.
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1-q

Ornegin Tsallis entropisinin denge durumundaki ifadesi Sqlp]l = seklindedir.

Tsallis entropisinin durum sayisinin artigina bagl degisimi, 0 < q < 1 aralifinda
disgsal (extensive) bir karakter gosterirken, q > 1 igin Sg[p] — ﬁ gibi sonlu bir

degere yaklagmaktadir (bkz.Sekil 2.6 ). Entropinin ya da genel olarak bir fiziksel
niceligin digsalligi (extensivity), SK4-aksiyomunda ifade edilen f(A @ B) =
f(A)®f(B) seklindeki bir homomorfizma olarak degil, durum sayisindaki artigin
fiziksel nicelikte de bir artisa sebep olacagi sekilde bir iliski olarak yorumlamak

gerekir [45]. SK-4 aksiyomu bdylesi bir iligkinin sadece 6zel bir halidir.

Bu baglamda genellestirilmis entropilerin de dissal oldugu ama toplanirlik 6zelligini

saglamayabilecekleri sdylenebilir.
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Sekil 2.6 Tsallis entropisinin denge durumunda farkli g-degerleri igin durum sayisina bagl
degisimi.

Iki alt sistemin birlesimini ifade eden sanki-toplamirlik dzelligiyle birlikte entropinin
bagka Ozellikleri de bir arada diisiiniildiigiinde, formel grup yapisiyla siki sikiya bir
benzerligin var oldugu goriilecektir. Ortaya ¢ikarilacak olan s6z konusu benzerlik,
bunun ilk ortaya konuldugu Ref. [45]’e ve daha sonra bu g¢aligmanin gelistirilip

evrensel entropi logaritmalarinin verildigi Ref. [46]’ya dayandirilacaktir.
SK4-aksiyomu ile birlikte entropinin S(AU (BUC)) =S((AUB) UC) birlesme
ozelligini sagladig1 apagiktir. Once iki alt sistemin, bunlar termodinamik dengeye

geldikten sonra da bir {igiincii ile bilesimin alinmasinda siranin 6nemi yoktur. Burada

kuvantum mekanigi baglaminda operatorel bir islem degil, fiziksel iki kompleks alt
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sistemin arasindaki adyabatik zarin kaldirilip sistemlerin kendiliginden termodinamik
bir dengeye gelmeleri gibi termodinamiksel bir siire¢ s6z konusudur. Ayrica
S(AUB) =S(BUA) esitliginin saglandigi agiktir. Bu 6zelliklerle birlikte Ref.
[45]’de S(AUB) =S(A) 2 S(B) = 0 ozelliginin de saglanmasi istenmektedir. Bu
ozellik, entropisinin sifir oldugu bir durumda olan bir B-sisteminin bir baska A-
sistemiyle bilesiminden olusan toplam sistemin entropisinin A-sisteminin entropisine

esit oldugunu anlatmaktadir.

Entropi fonksiyonu matematiksel olarak ifade edildikten sonra formel grup yapisiyla
olan benzerligi kendiliginden ortaya ¢ikacaktir. Durum sayist W-olan bir sistemin
olasilik uzaymdaki tanimi, S: P — R olmak iizere bir P = {p;,i =0,1, ..., W | Vp; €
[0,1]} olasilik dagilimi altinda verilmektedir. Boltzmann sabiti genelligi bozmadan
bir alindiginda bu tanim, entropinin, I = [0,1] olmak iizere IV tanim kiimesinden reel

sayilara giden siirekli ve diizgiin bir fonksiyon oldugunu belirtir’. Ref. [45] de

C1. S(AUB) == ¢(S(A),S(B)) = (%, y) (2.32)

tanim1 yapilmaktadir. Burada, ¢-fonksiyonunun entropinin siirekli ve diizgiin olma
ozelliklerini karsilamasi gerekir. Bu tanimla birlikte ¢: RXR — R seklinde tanimli bir

fonksiyon olur ve entropinin yukarida belirtilen 6zelliklerini de saglamis olur:

C2. o(xy) = @(y,x)
C3. (% ¢(y,2)) = p(o(x,y),2) (2.33)
C4. o(x,0) =x

Denklem (2.32)’deki fonksiyon tanimui ile birlikte denklem (2.33)’deki 6zelliklerin
saglanmasi durumuna alt sistemlerin gii¢lii bilegimi, denklem (2.33-C4)’{in her zaman
gecerli ancak C(1-3)’lin en azindan bilesik sistem dengedeyken saglanmasi durumuna
ise alt sistemlerin zayif bilesimi denir [45]. Bu iki tanim, entropinin zaten varolan
ozellikleri (C2,C3) de kullanilarak  SK4-aksiyomunun yani  digsaligin
genellestirilmesinden bagka bir sey degildir. Buradaki ¢-islemi, @(x,y) =x+y +

Yij ci]-xiyj seklinde bir formel seri bi¢iminde tanmimlanirsa, denklem (2.30)’da

" SK (1-3) aksiyomlarini saglayan entropi, tanimi geregi boyle bir fonksiyondur.
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tanimlanan iglemle r = 1 i¢in 6zdes olur. Denklem (2.27) ve (2.28)’deki doniisiim
ozelliklerini de sagladigindan, bunun  @(x, @(x)) =0 bigiminde bir tersi de
mevcuttur. Bu seri agiliminda, V¢;; = 0 alimirsa ifade SK4-aksiyomuna, ¢;; = (1 — q)
almip diger c;; katsayilari sifir alindiginda ise Tsallis entropisi i¢in tanimlanan sanki-
toplanirlik 6zelligine indirgenmis olur. Ancak bu seri agilimi C2 kosulunu yani
degisme 6zelligini saglamamaktadir. Oysa C2 kosulunun da saglandig: bir formel grup
islemi gereklidir. Ayrica bu seri agiliminda toplama ve ¢carpma islemi olmak tizere iki
tane iglem yapilmaktadir. Bu yilizden ¢@-isleminin iizerinde tanimlandigi ve C(1-4)
kosullarinin saglandigi cebirsel yapi, birimli ve degismeli bir (R, +,*) halkasi
olmalidir®. @-isleminin seri agilimindaki katsayilarin da reel sayilar olmalar yeterlidir.
Boylece bu R-halkasi {izerinde tanimlanan ¢-igsleminin C(1-4) sartlarin1 saglamasi
sonucu, seri agihm igin X +y + X ¢X'y) = y+ x4 X ¢;y'x) esitligi yazilabilir.
Sonug olarak, acik¢a goriildiigii lizere, iki alt sistemin bilesiminin tanimi olarak ¢-
islemi degismeli bir formel grup yapisi olusturmaktadir. Bu tespitten sonra, burada
Onemli olan, bu grup yapisindan S(A) entropisinin ne olabilecegini ortaya ¢ikarmaktir.
Boyle bir amag i¢in Lazard formel grup islemi (evrensel formel grup islemi) elverisli
bir yapidir.

Evrensel formel grup isleminin yapisin1 vermeden 6nce birkag tanim vermek gerekir.
Bir A-halkas: iizerinde tanimlanan 1-boyutlu (r = 1) @(x,y) = x+y + Xi; ¢;X'y’
seklinde seri agilim1 verilen bir formel grup icin dyle bir g(x) = —x + byx? + -+ serisi
vardir ki cp(x, g(x)) = 0 dir [47]. Bu ozellik, bir grup yapisinin teskili ve iki formel

grup yapisi arasinda kurulabilecek bir homomorfizma i¢in gereklidir.

Tanmm 3. @(x,y) ve Y(X,y) A-halkasi iizerinde tanimlanan iki formel grup islemi

olsun. A-halkast tizerinde @ (x,y) A Y(x,y) seklindeki bir homomorfizma, katsayilart
yine A’da olan oyle bir g(x) =b;x + byx? + - serisidir ki g((p(x, y)) =
P(g(x), 9(y)) dir.

8 Eger i) (R,+) bir abel grubu ve Vx,y,z € R olmak iizere ii) x*(y*z) =(x*y*z) (birlesme), iii)
x*1=1*x=x (birim eleman), iv) x*(y+z) =x*y+x*z sartlar1 saglaniyorsa (R, +,*) cebirsel yapist bir
(birimli) halka; v) x*y=y*x sart1 da saglantyorsa degismeli (ve birimli) bir halka olur.
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Benzer sekilde ’den ¢’ye giden bir p(x) homomorfizmasi varsa ve g(p(x)) =X =
p(g(x)) oluyorsa g(x)’e bir izomorfizma denir. g(x) serisindeki b;-katsayisinin bir

olmas1 g(x) serisini bir izomorfizm yapar [47].

Bir A-halkast iizerinde @(x,y) = x +y + X ¢;jx'y’ formel grup islemi tanimlanmis
olsun ve g:A — B bir homomorfizma olsun. Bu durumda g-islemi @(%,y) nin
katsayilarmna uygulandiginda, g.(@(x,y)) := x+y + Xi; g(ci)x'y) = W(x,y) islemi
de B-halkas1 iizerinde yine bir formel grup islemi olur. iki formel grup islemi arasinda
tanimlanan bu homomorfizmadan yararlanarak evrensel formel grup asagidaki gibi

tanimlanabilir.

Tamim 4: @©(X,y), bir L-halkast tizerinde tanimlanan bir boyutlu ve degismeli formel
bir grup islemi olsun. Baska bir A-halkast iizerinde tanimlanan her P (X,y)- formel
grup islemi icin g.(@(x,y)) = U(x,y) olacak sekilde bir ve yalmiz bir g:L — A g-

homomorfizmasi varsa bu durumda @(X,y), evrensel bir formel grup islemidir.

Teorem 2. L-halkasi evrensel formel grup isleminin bu tanimuyla bir bi¢imli, tek tirlii

olarak belirlenir.

Ispat: ¢, L-halkas1 iizerinde taniml1 bir boyutlu ve degismeli evrensel bir formel grup
islemi, 1 de L,-halkasi {izerinde ¢’ye benzer sekilde tanimlanmis olsun. Bu durumda,
tanim geregi, T:L — L, ve K: L, — L olmak {izere iki tane homomorfizma vardir ve
tektirler. Burada birbirinden farkli varsayilan L ve L, halkalarinin en azindan
izomorfik olduklar gosterilebilirse, L-halkasinin ¢-evrensel formel grup islemi ile tek
tirlii olarak belirlendigi kanitlanmig olur. T,(¢@) = ¥ ve K,({) = ¢ dir. Buradan,
K*(T*(q))) =@ = K,oT,(¢p) =@ = K, oT, =1 bulunur. Benzer sekilde T, o
K, =1 sonucuna ulasilir. Bileske islemine gore iki fonksiyonun birlesimi birim
fonksiyonu veriyorsa bu iki fonksiyon birbirinin tersidir. Eger bir fonksiyonun tersi
varsa birebir ve ortendir. Bu fonksiyon bir halka homomorfizmasi ise bu durumda bir
izomorfizma olur. Boylece T = K™ olacagindan L ve L, izomorfik olur. izomorfik

olan degismeli ve birimli iki halkanin cebirsel yapist aynidir; yani bu iki halka 6zdestir.

Bu 6nemli teorem, {izerinde keyfi, bir boyutlu ve degismeli bir formel grup isleminin
tanimlandig1 bir R-halkasi ile tizerinde evrensel formel grup isleminin tanimlandigt L-
Lazard halkas1 arasinda yalnizca bir homomorfizmanin olacagini sdyler. R-halkasi,

Lazard halkasinin kendisi se¢ildiginde bir izomorfizm elde edilir. Lazard halkasi
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tizerinde tanimlanan evrensel grup islemi, yani bir boyutlu ve degismeli formel grup

islemi, Lazard formel grup islemi olarak adlandirilir.

Lazard formel grup islemini tanimlamak i¢in 6nce tam sayilarin olusturdugu B =

Z[by, b, ... ] halkas1 goz Oniine alinsin. Daha sonra (IR, +,*)-halkasi tizerinde bir seri,

i+1
f(t) = i (2.34)
i=0
g(t) de bileske islemine gore f(t)’nin tersi olsun. Yani,
g = z f(g(t)) =tfog =1 (2.35)

j=0

olsun. Lazard formel grup islemi, @(tq,t;) = g(f(ty) + f(t,)) olarak verilir. Bu
islemin C(1-4) kosullarin1 saglayip saglamadigina bakilabilir. Bunun igin Once
g(f(ty) + f(ty)) fonksiyonunun agilimma bakildiginda, degiskenlerin tanim

araliginda tekil noktalar icermedigi kolaylikla goriilebilir:

9(F(E) + F(£)) = gfCt2) +agf(ty) + 2 (£(t) + (1)) +
t1+1t]+1

i+l ]+1
Za°b1+1+za° I +1+Z:al e +1)(]+1)+

i=0

Bu acgilimdan gorildiigi tizere ¢(tq,t,) formel grup islemi nihayetinde katsayilar
R®B halkasina ait olan bir polinomlar halkasidir. Polinomlarin tiirevlenebilir ve
diizglin fonksiyonlar oldugu agiktir. Dolayisiyla C1 kosulu saglanir. C2 kosulunun
saglandigr da agiktir. @(ty, P(t t3)) = @(@(ty, t2), ts) birlesme dzelligine bakilirsa,

(P(tp (P(tz’t3)) =g (f(t1) + f(g(f(tz) + f(t3)))>
= g (f(ty) + fo g(f(t) + (t2)))

= g(f(ty) + f(ty) + f(t3))

g (Fo g(f(t) + f(t)) + £(ts))
= g (F(g(fce) + (1)) + )
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= @(@(ty, 1), t3)

bulunur. Dolayisiyla C3 kosulu da saglanmaktadir. Ayrica,

@(t,0) = g(f(t1) + f(O)) =g(f(ty) +0) = g(f(t1)) =gofty) =1,

olacagindan C4 de saglanir. Boylece Lazard formel grup isleminin istenen kosullar
saglayan ve kendisinden entropi ifadesininin ¢ikarilacagi uygun bir formel grup islemi

oldugu gosterilmis bulunmaktadir.

Burada verilmis olan Lazard formel grup islemi agik¢a yazildiginda,

oty t) =t +t, + z Cijti1tj2
ij
seklinde bir seri agilimidir. Bunun kapali formunu irdelemeden once Ref. [45]’te
verilen entropi taniminin fiziksel gecerlilik sartlarin1 saglayip saglamadigini ele almak
yararlt olur. Daha once de belirtildigi gibi, burada iki alt sistemin bilesiminin
Ozelliklerinden yararlanilarak entropi ile Lazard formel grup islemi arasinda birebir bir
iliski kurulmustur. Konu, bu iliskiden, gerekli olan bir sistemin entropisini
¢ikarmaktir. S(A U B) = @(x,y) = g(f(x) + f(y)) denkliginden sezilebilecegi gibi,

bir A-sisteminin entropisi ile g(x)-fonksiyonu arasinda birebir bir iligki vardir.

Tammm 5: Keyfi bir fiziksel A-sistemi PW*tl-olasik uzaymnda, p = {p;,i=
i+1

0,1,..,W|Vp; € [0,1]} olasilik dagilimina sahip ve g(t) = X2, aiE+—1 ; Va; =

0,a9 # 0 reel ve tamm araliginda tiirevienebilir bir fonksiyon olsun. A-sisteminin

entropisi, Sy[p]: PVt - R* U {0} olmak iizere,

Sulpl = kg i g (ln (g)) 2.36)
i=0 !

seklinde tanimlanir [45]. Bu entropi, evrensel formel grup isleminden ¢ikarildigi igin,

evrensel entropi olarak adlandirilir. “U” alt indisi buna isaret eder.

[k &nce bu entropi taniminin hi¢ olmazsa zayif bilesimi sagladigini gostermek gerekir.

Yani, iki alt sistemin bilesiminin entropisi denklem (2.36) ile verildiginde, bilesik
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sistem C(1-3) sartlarin1 termodinamik siire¢ igerisinde saglamasa bile en azindan

denge durumunda saglamalidir.

Olasilik dagilimi {p#,i = 0,1, ..., M} olan bir A-sistemi ile olasilik dagilimi {p&,i =
0,1, ...,N} olan bir B-sistemi istatistiksel olarak birbirinden bagimsiz olsun. Bu iki
sistemin bilesiminin olasilik dagilimi pAUB = pi. p]B olur. Bilesik sistemin entropisi

icin,

Sy(AUB) = kg Z pAUB 1n(1/p{}UB))
-1 3 stofo (i) + ()
i ] p]
- kB Z pl p] (tiq + t]B)
- kB Z pl p] f(SA) + f(SB))
= kp z pEpPo(st,sF)

kg Z o (st 57+ Y, mnlst)5)')

mn=1
1 1 c m, gn
= kg Z pl p; ( <ln —> g <11’1—B> + Z Cmn(SiA) (S]B) )
pi mn=1
MN o
m n

= 58+ S8+ cuuSiSE + ke ) > plpPemn(s)" ()

1,j=0 m,n

sonucuna ulagilir. Bu sonug, Vc,,, = 0 oldugunda SK4 aksiyomuna, c;; = 1 —q ve
diger kalan c,,,, katsayilar1 da sifir oldugunda Tsallis entropisi i¢in sanki-toplanirlik
ozelligine indirgenmis olur. Bilesik sistem dengede degilken yukaridaki esitlikte son
satirin en sagindaki terim alt sistemlerin bir fonksiyonu olarak yazilamayabilir. Yani,
S(AUB) = @(S(A),S(B)) olacak sekilde bir ¢-islemi sadece (S(A),S(B))
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degiskenlerinin fonksiyonlar1 olmayabilir. Ancak alt sistemlerin olasilik dagilimlar

es-olasilikl bir dagilim oldugunda,
SCAUB) = 5+ 5B + ¢, + ) coun(58)" (8"
m,n

yazilabilir. Boylece sistem dengede oldugunda genellestirilmis SK-4 aksiyomu

saglanmaktadir.

Evrensel entropi, Sy[p], reel ve analitik bir fonksiyonun fonksiyoneli oldugundan
degiskenlerinin, yani {p;,i = 0,1,2, ... W} olasiliklarinin tanim araliginda siirekli bir
fonksiyondur; boylece SK1-aksiyomunu da saglar. Sy[p]’nin, SK(2,3) aksiyomlarini
saglaylp saglamadigi, konunun akisi i¢inde, termodinamigin {igiincii yasasi ile

baglantilarindan dolay1 bu boliimiin sonuna birakilmistir.

Ref. [46]’de istatistiksel olarak birbirinden bagimsiz iki alt sistemin bilesiminin

entropisinin kapali formu en genel haliyle

_ S(A) +S(B) +aS(A)S(B)
S(AUB) = 1+ bS(A)S(B) (2:37)

seklinde onerilmistir. Dogal olarak buna karsilik gelecek formel grup isleminin kapali

formu,

X +y+ axy

e(xy) =— by (2.38)

seklinde olacaktir. Burada “a” ve “b” katsayilar1 sifir alinirsa standart SK-4 aksiyomu,
b = 0 ve a =1 — q alinirsa Tsallis entropisi i¢in sanki-toplanirlik 6zelligi elde edilir.
Denklem (2.38)’deki formel grup isleminin, seri agilim1 géz oniiniine alindiginda elde
edilecek polinomun katsayilarinin (a,b) ikilisine bagl bir fonksiyon olacag: agikardir.
Iki degiskenli bir f(x,y) fonksiyonun (0,0) noktas civarinda taylor serisi agilimimin

formel bigimi,

£(x,y) = £(0,0) + £(0,0)x + £, (0,0)y + fyy (0,0)xy + -~ (2.39)

g6z Oniine alindginda ve @(x,y) = @(y, X) sart1 da uygulandiginda
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@(x,y) = x+y + axy — b(xy? + yx?) — abx?y?

+b2(x%y3 + x3y?) + ab2x3y3 + yiiksek terimler (2.40)

seklinde yazilabilir. Ote yandan @(x,y) := g(f(x) + f(y)) tanimindan seri agilim
yapildiginda,

@Cx,y) = ag(CO) + 1)) + 5 (£ + 1))’

a, 5 (2.41)
+ 3 (f(x) + f(y)) + yiiksek terimler

yazilabilir. Lagrange yontemi (Lagrange inversion theorem) ile birbirinin tersi olan
f(x), g(x) € C((x)),fo g = I seklindeki iki polinom serisinden birisi verilmis oldugu
takdirde digerinin katsayilari belirlenebilir.

Burada (C((x)), (C((X)) = {Zkz—N axX| N € Z, ay € C} seklinde taniml1 polinomlar
kiimesidir. Once, h(x) € (C((x)) , n.ci terimin katsayis1 b, olan bir polinom
oldugunda®, [x“](h(x)) = b, seklinde islem yapan bir [x"] operatorii tanimlansin. Bu

taktirde, f(x) polinomunun katsayilari tersi oldugu g(x) polinomu cinsinden,

[E

1
gxn

by, = —[x-l]( ) n=12 .. (2.42)

seklinde tayin edilir. Bu yontemle, f(x)’in ilk katsayist,

bo = <11 (=)

n nasil bulunacagi asagida gosterildikten sonra, islem yogunlugundan dolayi, diger

ikisi dogrudan verilecektir. Burada bahse konu olan g(x) ve f(x), sirasiyla, g(x) =
Yj=0a; o ve f(x) = ¥j— by > seklinde iki polinomdur. Bu iki polinom dikkate

bn_y

alindiginda, b,_; — dontistimiiniin yapilmasi gerekir. Bu doniisiim yapildiginda,

n

*h(x) € C((x)) iken h(x) =b_xx™N +b_yy x N+ -+ b_;x L+ by + byx + -+ byx" + -
seklinde yazilabilir. Yukarida adi gegen katsayi, burada goriildiigii lizere x™ teriminin katsayisi olan
b, dir.
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denklem (2.42), b,_; = [x71] (g()l()n) ,n = 1,2, .... sekline girer. Eger i =1-x+

x? — x3 + +++ a¢ilimu kullanilirsa,

1 1
gx) aox+az—1x2 +a?zx3 + -
_ 1
- A1 2z o2
aOX(1+2a0X+3aOX +0(3)) (2.43)
1 a a a; \?
= — 1——1X——2X2+(—1) x*+0(3)
apX 2a, 3ag 2ag

1 a; a )2 a,
= x4 ((=2) -2 )x+0(
aOX 2a2 <(2a0 3a, x+0(2)

bigiminde yazilabilir. Bunu dikkate alarak, by, = [x 1] (L) = ai oldugu kolaylikla

g 0
. ] a; 3aZ-2agpa, .
goriilebilir. Benzer islemlerle, b; = — = Ve b, = — e bulunur. Buna gore
0 0
1 a; 3a% — 2a5a,
fx) =—x——=x2+——x>+0(4 2.44
() =%~ 5 = @ (244

biciminde acilabilir. Bu ifade, denklem (2.41)’ta yerine yazilip terimler diizenlenirse

¢@(x,y) igin,

2
_ ap dz ai 2 2
e(xy) = X+y+%xy+ <§__2ag> (xy* +yx*) + - (2.45)

esitligine ulasilir. Bu ifade, denklem (2.40)’daki ifadeye esitlenirse, ag € R olmak

tizere ilk iki katsay1

a; = aa3 ve a, = %(a2 — 2b)a3. (2.46)

bi¢iminde bulunur. Serinin diger terimleri de benzer bir sekilde agilirsa kalan

katsayilar,
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1
az = 5(33 — 8ab)ag
!
a, = —'(34 — 22a%b + 16b?)aj
1
ag = E(a — 52a%b + 136ab?)a$ (2.47)

ag = 5(36 — 114a*b + 720a%b? — 272b3)a))

seklinde bulunur [46]. Biitiin katsayilarin (a,b) ikilisi cinsinden belirlenmis oldugu
acikca goriilmektedir. Ancak a,-katsayisi belirlenemedigi i¢in entropinin kapali formu

(a, b, ay) -parametrelerinin bir fonksiyonu olarak verilecektir.

Bu safhada, denklem (2.36)’da verilmis olan entropinin sonlu bir degere sahip olup
olmadig1 sorusturulmalidir. Yani hangi sart altinda g(In(1/x)) serisinin sonlu bir
degere yakinsayacagi tespit edilmelidir. Aksi takdirde s6z konusu entropinin fiziksel

gegerliliginden bahsedilemez. Evrensel entropi,

sl =Y. (D0 B ninai/p)t)

seklinde diizenlenirse; biiyiik parantez i¢indeki ifadenin yakinsak olmasi gerekir.
Entropinin i¢biikeyliginden yola ¢ikarak, bu yakinsakligin, dolaysiyla da katsayilarin,
saglamas1 gereken bir iligki bulunabilir. Bunun i¢in p; — x degisimi yapilip biiytik

parantez i¢indeki ifadenin ikinci dereceden tiirevine bakilirsa

d? © g l1k+1 d2 1,2 l12
57\ Zeir ¥ R)) )= g fping+ Fx () +-
2 3

1 1 1 1
= —=lag - —2a,)In- _ (1 —) _4 (1 —) y
” {ao a; + (a; a,) nX + (a, — 3a3) nX + (a3 a,) nX +

bulunur. Bu ifadede goriildiigii gibi ay > (k + 1)ag,; oldugu zaman serinin ikinci
dereceden tiirevi negatif olmaktadir. Bu da serinin yakinsakligini, dolaysiyla da

entropinin i¢bilikeyligini temin eder.

Eger b=0 ve a, = 1 alinirsa denklem (2.47)’deki katsayilar igin, ay = —a k=

0,1,2, ... seklinde bir ifade bulunur. Bu ifade yerine yazilirsa,
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(ax)k+1 edX _ 1

(X)_Zk'(k+1) atxh = (k+1)' a

olur. Denklem (2.38)’de, b=0 ve a = 1 — q alindiginda, Tsallis entropisinin uydugu
sanki-toplanirlik 6zelligi elde edilir. Buna gore, g(x) i¢in bulunan bu son ifadede a =
1 — q alinip denklem (2.36)’teki evrensel entropi ifadesinde yerine yazilirsa, sonucun

Tsallis entropisine indirgenmesi gerekir:

Sulp] = kg Z Pig (ln (&)) ;x=1In (&)

Yi=oP (ealn(%) 1>
i=0 Pi Vo= —a
—oDi(p; “—1
=kB =kBZI—Op1(p1 ) ;a=1_q

a da
Zi=0p?— 1
1-q

= kB = Sq[p]

Yukarida seri a¢iliminin katsayilar1 verilmis olan g(x) fonksiyonunun kapali formu,

r Ay P -
apg == WECETTS esitigi goz oniine alindiginda,

2(e™—1)
—a(e™ — 1) £ VaZ + 4b(e™ + 1)

g = (2.48)

seklini alir [46]. g(x) fonksiyonu i¢in, iki ¢6ziimiine bagli olarak, iki tane evrensel

entropi tanimi verilebilir.

Tammm 6: Keyfi bir fiziksel A-sistemi, PW*l-olasilik uzayinda, p = {p;,i=
0,1, ..., W| Vp; € [0,1]} olasilik dagilimina sahip olsun.

I. 1> 0oldugunda A- sistemi icin en genel haliyle entropi fonksiyonu,

2(xF—1)

Logg?r(x) = 0
T —a(x'—1) + Va2 +4b (xr+1)
olmak tizere
Sulp] = 853, [pl = kg Z piLSY (1/p)

biciminde tamimlanir.
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il.  r <0 oldugunda A-sistemi i¢in en genel haliyle entropi fonksiyonu,

2(x" -1

1= ( ) , x>0
—a(x'—1) —va? +4b(x"+1)

olmak iizere

w
Sulp] = Sp,lp] = ka D pils), (1/p)
i=0

biciminde tanmimlanir.

Bu entropi ifadeleri, o := va? + 4b >0 kisaltmasi yapilip agik olarak yazilirsa,

w
2(pi' — 1)
€3} - y 1 A
Sa.b,r[p] - kB zo Pi _a(pi—r _ 1) + O.(pi—r + 1) I E ( o, oo)\O (2.49)
i=

seklinde ifade edilebilir. Evrensel entropinin genellestirilmis SK-4 ve SK-1

aksiyomunu sagladigi daha once belirtilmisti. ~ Uglincii aksiyomu saglayip
saglamadigin1 goérmek {izere entropinin tanim ifadesi ele alinip ling x(lni)k =0
X—

esitligi kullanilirsa,

w
1 1
Sulp, 0] = kg Z pig | In (—) + kg limsg (ln (—))
- Pi s—0 S
1‘7\/0
—k n(A)) 4 ktim > A ¢ (1 (2
“ta ) po(In(C) )+t ) ()
i=

il 1
=kp E pig | In (—) = Sylp]
i=0 Pi

SK-3 aksiyomunun saglandig1 gortliir. Son olarak, SK-2 igbiikeylik aksiyomunun

k+1

saglanip saglanmadig1 kontrol edilmesi gerekir. Bunun i¢in, entropinin bir ekstremum
noktasma sahip olmasi ve bu noktada da maksimum olmasi beklenir. Bunun igin,
daima YV, p; = 1 sart1 géz 6niine alinip entropinin birinci tiirevi sifira esitlenerek,
esitligi saglayan olasilik degeri i¢in ikinci tiirevin daima sifirdan kii¢clik olmasi

gerektigi gergeginden yararlanilir. Buna gore,
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0SSy 2[—(o +a)pZ — 2(or — a)p%, + (0 — a)]
Py [(c—a) + (o + a)pL]?

2.50
2-(o+ Al ~2or—aph t (o] _
[(6 —a) + (o + a)pg]? -
oldugu bulunur. Bu esitligin saglanabilmesi igin ise p, = py = ﬁ, n=12.. W
olmasi gerekir. Ikinci tlirev de,
0%Snr _ 4rol(r = 1)(o +a)pi" = (r + (o — a)p}"]
dpa [(c—a)+ (o +a)pi]?
(2.51)

4ro[(r— 1D (c+a)pd" 1 — (r+ 1)(c —a)p;?]
[(c —a) + (o +a)p§]3

C _ 1 - . .
biciminde bulunur. Birinci tiirevden bulunan p, = py = Wi1 degerleri yerlerine

konulur ve esitlik diizenlenirse,

92s™  —8ro(1-r)(1+ W) r ((c +a)(1+W) T+ = (o — a))
abr _ i-r

op3 ((6—a) + (c+a)(1 +w)T)’

elde edilir. Bu esitligin sifirdan kii¢iik olmasi i¢in saglanmasi gereken sartlarin, o =

VvaZ + 4b > 0 oldugu da dikkate alinarak varsayimsal bir yolla incelenmesi gerekir.
. _ a2
Ik 6nce 0 < r < 1 varsayilip ve a > 0 kabul edildiginde b > Ta olmas1 gerektigi

kolaylikla goriiliir. Ikinci olarak yine 0 <r <1 tanim araliginda a < 0 kabul
edildiginde, b-parametresinin sifirdan biiylik olmasi yeterli olur. Bu ifadeler
diizenlenirse,

2

—-a
i 0<r§1_){a<Oveb>T (2.52)
a<0Oveb>0

_ a2
yazilabilir. Simdi de r > 1 varsayilip a < 0 kabul edildiginde, b > Ta olmasi yeterli

olur. Yine r > 1 varsayilip a > 0 kabul edildiginde b’nin hangi sarti saglamasi
gerektigi acik degildir. Bahse konu esitligin sag tarafindaki ifadede, paydadaki terim
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sifirdan kiigiik, paydaki biiyiik parantezin i¢indeki terim de sifirdan biiyiik secilirse,

yani

14+r
(c—a)>0

(c—a)+(c+a)(1+W)T<O0 ve (cs+a)(1+W)‘r+1_r

—a? - o . «
almnirsa, b < Ta bulunur. Bu ise 6’nin tanim aralig1 ile gelisir. Ancak,

14+r
(c—a)<o0

(c—a)+(c+a)(1+W)T>0 ve (cs+a)(1+W)‘r+1_r

a?(1+W)'(r?-1)
(A+wW)' r+1)—(r-1))

aliirsa, bu esitlizliklerden b-parametresi i¢in, b > 5 esitsizligine

ulagilir. Bu esitlizligin sag tarafi W-parametresinin azalan bir fonksiyonudur.

2002
Dolaysiyla W = 0 i¢in b’nin saglayacag esitsizlik, yani VW i¢in b > gLy 1) olmasi,
biitiin W-degerleri i¢in dogru olacaktir. Bu son bulgular 1s181nda
_ a2
a<0veb> Ta (253)
ii. r>1- by 2.53
a“(r--1)
a>0veb>——

=)

abr €ntropisi icin benzer bir yol takip

yazilabilir. Ifadelerin simetrikliginden dolay1, S

edildiginde i¢cbiikeylik i¢in saglanmasi gereken sartlar,

—a2
. —1<rso—>{a<0"eb>7 (2.54)
a<0Oveb>0

—a2
aSOveb>T

Il r<-1 - e Oveb s 2221 (2.55)
4

bi¢ciminde bulunur. Boylece SK(1-4) aksiyomlarinin saglamasi gereken kosullar
bulunmus olmaktadir. Burada, iceriginin fizik ¢ercevesindeki 6neminden dolay:r bir
entropinin digsalliginin genis bir kapsamda tekrar ele alinmasinda yarar vardir. Sgg
entropisi, mikrokanonik bir sistem igin ele alindiginda denklem (1.11)’deki gibi
Sgg(W) = kgIn(W) vyazilabilir. Bu denklemden Boltzmann-Gibbs entropisinin
kompleksiyon sayist W=W(N)’nin bir fonksiyonu oldugu anlasilmaktadir.
Kompleksiyon sayisi da biiylik degerleri igin asimptotik olarak, yani k € R*ve N de
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sistemin parcacik sayisi olmak iizere N >> 1 oldugunda, W(N) =~ kN gibi bir degere
yaklasir. Bu hem termodinamikte hem de standart (ekstensif)!© istatistiksel mekanik
kapsaminda ele alinan biitiin sistemlerde bdyledir. Ornegin, ayirt edilebilir ve titresim
frekanslar1 w-olan N-tane harmonic salinicidan olusan bir mikrokanonik sistemin

entropisi,

E ) =kgln(W)  (2.56)

W) = Spe(E,V,N =kN(1 1
Spg(W) = Sgg(E, V,N) B + T

olmaktadir [2, sf. 157-158]. Buradan, asimptotik olarak, yani N >> 1 i¢in, W(N) =
(e)N yazilabilecegi goriilmektedir. Tamm olarak, bir entropinin enktensif (digsal)
olmasi, bir sistemin kompleksiyon sayisimn (W = W(N)) biiyiik degerleri igin,
entropinin asimptotik olarak sistemin parcacik sayisi ile orantili bir davranis
gostermesi, sistem ekstensif bir sistem ise dogru orantili bir davrams gostermesi,

demektir. Bu tanimin bir geregi olarak l\llim W(N) — oo 1raksamanin saglanmasi

gerekir. Istatistiksel mekanigin temel taslarindan biri olan kompleksiyon sayisinin

parcacik sayisina bagliliginin artigh bir fonksiyon olmasindan dolayi I\llim W(N) -

iraksamasinin, sistem ister kompleks (nonextensive) olsun ister olmasin, daima
saglanmas1 gerekir. Istatistiksel mekanigin temelleri itibariyle bu sonuc analitiktir.
Bundan dolay: her zaman lim Sg(W) = lim kglng(W(N)) — oo gecerlidir!?. Bu
iraksamanin  yine saglanmast durumunda ekstensif-olmayan sistemler ig¢in
kompleksiyon sayisinin asimptotik davranisi, ekstensif sistemlerdeki gibi W(N) =
(k)N olmasin1 gerektiriyor mu? Bu soruya cevap vermeden dnce, bilinenlerin goz

oniinde bulundurulmasi gerekir:
i.  Sistem ekstensif olsun ya da olmasin, l\llim W(N) - oo [= (PV =P) © Q]

ii.  Sistem ekstensif ise W(N) ~ (k)N [=P = R].
iii.  W(N) = (k)N olsun ya da olmasin l\llim W(N) - oo [=(-RVR) & Q].

10 Tez boyunca “ekstensif” kavrami Boltzmann-Gibbs istatistigi ¢ercevesinde ele alinan sistemler igin
kullanilmaktadir.
11S6(.) genellestirilmis entropiyi, Ing(.) de genellestrilmis logaritma fonksiyonunu gostermektedir.
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Bu {{(PV-P)© Q,P =R, (-RVR) © Q} ={Q,P = R} o6nermeler grubu
tutarlidir'®. Bu Onermeler grubundan —P = R, yani “sistem ekstensif degilse
W(N) =~ (k)N dir” 6nermesi ya da =P = —R, yani “sistem ekstensif degilse W(N) ~
(KN degildir> 6nermesinin ¢ikarilip ¢ikarilamayacagma bakilmasi gerekir. Ilk
c¢ikarim, {Q,P = R .. =P = =R}, ikinci ¢ikarbm da {Q,P = R . =P = R}
olacaktir. Bu Onermelerin gegerliligi dogruluk tablosundan yararlanilarak
belirlenebilir. Bunun igin matematiksel mantiga basvurulur. Boyle bir analizin
yapilmasi, ckstensif olmayan sistemlerin  kompleksiyon sayisinin asimptotik
davraniginin, parcacik sayisi ile nasil bir iliski gostereceginin anlasilmasi bakimindan
onem arz etmektedir. Literatiirde sistem ekstensif olsun ya da olmasin,

V\}ir‘g ) S¢(W) = N yaklagimin yapilmasi hala yaygindir [45, 46, 48, 49]. Dolaysiyla bu

analizin yapilmasi ile bu yaklasimin zorunlu olup olmadig1 gosterilecektir. Her iki

¢ikarim igin dogruluk ¢izelgesi, Cizelge 2.1°de verilmistir.

Cizelge 2.1 Birinci (K) ve ikinci (L) ¢ikarimlarin gegerliligini gosteren tablo.

PIR|Q| TR PR (P:=Z>R) (=QT’\Z) T=L | T=K
1111 1 1 1 1 1
1(1]0 |1 1 1 0 1 1
10|11 1 0 0 1 1
1001 1 0 0 1 1
01|11t 0 1 1 1 0
0l1]0 |1 0 1 0 1 1
0olo]1]0 1 1 1 0 1
00|00 1 1 0 1 1

Tablodan goriildigii tizere her iki ¢ikarim da gegerli degildir. Buna gore her ne kadar

ekstensif sistemler icin W(N) = (k)N ve daima I\llim W(N) - o gegerli olsa da

ekstensif olmayan sistemlerin kompleksiyon sayisinin asimptotik davranisit W(N) =~

(k)N bigiminde olmak zorunda degildir.

12 Buradaki Q-6nermesi, l\llim W(N) — oo degerine kargilik gelmektedir.

13 Bu oOnermelerin bigimsellestirilmis halleri (parantez i¢indeki mantiksal &nermeler) kullamlarak
¢ozlimleyici ¢izelge yardimu ile tutarl bir dnermeler kiimesi teskil ettikleri gosterilebilir.
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Simdi de V\}ln; ) Sq(W) = N yaklagiminin gegerli olup olmadigina bakilabilir:

I.  Her haliikarda 1\111_r>r<}o W(N) - o (= Q),
ii. 1\111_{%0 W(N) - o oldugunda V{Ilzgo S¢(W) = ]\lll_r)rgo kglng(W(N)) - oo ve
V%,iinoo Sg(W) — oo oldugunda I\lll_r)rolo W(N) - oo dur. (= Q & R),
li.  Sistem ekstensif oldugunda, V{Ilzgo Sg(W) - oo ve V\}l—g1 Sq(W) = N dir. (=
P= (RAD))
olduklar1 bilinmektedir. Burada D-simgesi, ““}Lrg ) Sc(W) = N” Onermesini

simgelemektedir. Bulunmak istenen, sistem ekstensif olmadiginda héla bu tigliniin bir

¢ikarimi olarak V\;lrg . Sq(W) = N, yani =P = D seklinde bir sonucun gecerli olup

olmayacagidir. Bu c¢ikarimin denetlenmesi yine dogruluk c¢izelgesi yardimi ile

yukaridakine benzer bir analiz ile yapilacaktir.

Cizelge 2.2. Onerme, —P = D’nin gecerliligini denetleyen cizelge: bu cizelgedeki kullanilan
kisaltmalar i¢in, Z1 =Q & R; Z2=RAD;PZ2=P= (RAD);Z3=QA(Q<= R AP = (RA
D)); PD = =P = D ve son olarak, Z3 = PD = [QA(Q = R)A(P= (RAD))]= (-P=D)

mantiksal iglemlerine denk gelmektedir.

[EN
N
N

PZ?2

o
Py
W)
N
O

Z3 = PD

olo|lolo|lo|o|o|o|r|r|r|k|FkFPFIFO
o|lo|o|lo|r |k |k|lk|lolo|lo|o|r |k k|-
o|lo|r |k |olor|k|lolo|kr|k|lo|lo|r|-
ol |o|r|o|lr|olk|lolr|lo|lk|o|lr| o~
Rk ook lkloo|olor|ik ook N
o|lo|o|r|o|lo|olr|lolo|lo|r|o|lo|o|-
R~k oloolkr|klk|lk|lkloloo-
o|lo|lo|o|o|lo|o|lo|lo|lo|r|k|o|lo|o|-
ok |o|k | r|kr Rk ook FkFkFlT
NG = I

49



Cizelge 2.2°de goriildigii gibi bir tane yanlis durum vardir. Bu da ekstensif olmayan

sistemler i¢in V\}in;;l S¢(W) =~ N yaklasimmnin zorunlu olmadigi anlamina gelir®4,

Varilan bu son iki sonuca gore, kompleksiyon sayisinin asimptotik davranigi
(standard) istatistiksel mekanigin mevcut yapisiyla ¢elismeyecek sekilde (k)N’den
farkli olabilecegi gibi, V\}lrg ) S¢(W) limiti de N-pargacik sayisi ile dogrusal bir iliski
gostermeyebilir.

Bu sonuglardan sonra V\}lrg ) S¢(W) davranisinin nasil olacagi, N-pargacik sayisinin

artan bir fonksiyonu olmak kaydi ile, keyfi kalmaktadir. Yine de ekstensif olmayan

sistemler i¢in V\}irgl Sc(W) =~ N varsayildiginda kompleksiyon sayisinin pargacik

sayist ile nasil bir iliski i¢inde olacagina bakmak yerinde olur.

Es olasilikl bir sistem goz oniine alindiginda evrensel entropi Sy (W) = kgg(In(W))

olur. Boltzmann katsayisi, genelligi bozmadan, bir alinirsa v\}irgl Sy(W) =
V\}in;lg(ln(W))zN = W(N) = exp(f(N)) olur. Bu ifadenin Maclaurin seri

aciliminin ilk iki terimi alinip daha 6nce yazilan f(x) fonksiyonun seri agilimi da

yazilirsa,

1 a 3a%? — 2apa
W(N) =1+ f(N) 1 +—N———N? + 202

N®+0(4) (257
ap  2a} 6a} W (@57)

yaklagiminda bulunabilir. Bununla birlikte entropinin saglamasi gereken asgari sart da,

yani V{/im Sy(W) — oo kosulu da degerlendirilirse, ifade daha da basitlestirilebilir.

+)

abr

Burada Sy (W) entropisi, st (W) entropisi ile 6zdestir. S

a,b,r

(W) entropisinin

limitine bakildiginda bulunacak sonucun Sgl_b),r

(W) entropisi i¢in de gegerli oldugu
gortilecektir. Mikrokanonik bir sistem i¢in, mikrodurumlar es olasilikli olacaklarina

gore, p; = ﬁ yazilabilir. Buna gore,

14 Bu sonug, enkstensif olmayan sistemler igin bu limitin olamayacagi anlamina gelmez, sadece zorunlu
olarak bdyle olmayacagini sdyler; limit bdyle aliirsa herhangi bir g¢eliskiye diisiilmez, yine de
onciillerle tutarh kalinacaktir.
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2((1+ W) —1)
B _a(+W)yr—D+o((Q+W)r+1)

21+ W1 —1/(1 +W)T]
(1+W)'[(c—a) + (o +a)/(1+W)] (2.58)
~ 2[1—1/(1 +W)T]
" Pllo—a)+(c+a)/A+W)]

st

ab,r

(W) =k

= kg

bulunur. lim ngr(W) =kg ﬁ oldugu goriilmektedir. Bu ifadenin

=k 2
= "B Vazyab-a

sonsuza yaklasiyor olabilmesi i¢in b-parametresinin sifir olmasi gerekir. Eger

mikrokanonik bir sistem i¢in denklem (2.49)’deki s&)

ap,-(W) entropisi kullanilirsa,

entropinin degeri,

. 2((1/W+1)F —1)
Sapr[W1 =ke —a((1/W+1)T—1) —o((L/W+ 1) T +1)

(2.59)

a,b,r

g

N . Y . 2 .
olur. Bu entropi i¢in de \}}Ln a‘b’r(W) = kg o kg NPCETE degerine yaklasir ve

[0e]

bu limitin sonsuza gitmesi ig¢in b-parametresinin sifir olmasi gerekir. Daha 6nce de
belirtildigi gibi bu limit durumu hem ekstensif hem de ekstensif olmayan sistemler i¢in
saglanmak zorundadir. Bu limitin beraberinde getirdigi b-parametresinin sifir olma
kosulu, daha sonra goriilecegi gibi s6z konusu entropilerin termodinamigin ii¢lincii
yasasina uymalari i¢in de gereken bir sart olacaktir. Eger b=0 alinirsa, denklem

akalg+1

(2.47)’daki katsayilar ay = (k)]

seklinde bir ifadeye indirgenir. Bu genel katsay1

terimi, ilgili g(x) serisinde yerine konulur ve b=0 iken r = aya esitligi kullanilirsa,

12 (aagx)kt! e -1

1 +1 _
g(x) = ;mak(aOX)k VAT (2.60)

olur. g(x) fonksiyonun tersi olan f(x) de,

fx) = In(1 + ax)

seklinde olur. Eger bu ifade yerine konulursa,
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W(N) ~ exp(f(N)) = exp <M)
1 2.61)
= (1+aN)r

bulunur. Bulunan bu ifade, daha 6nce ekstensif olmayan sistemler i¢in ulasilan,
kompleksiyon sayisinin asimptotik davramisinin kKN biciminde olmak zorunda
olmadig1 sonucuyla uyusmaktadir. Eger a =r ve r — 0 limiti alinirsa, W(N) =~ eN

limitine yaklasir, bu da ekstensif sistemler i¢in limit durumudur.

Bu (r,a)-parametreleri fiziksel olarak nasil yorumlanabilir? Sayet bileske sistemi
olusturan iki (A,B) alt sistemleri birbirinden farkli ise parametrelerden birinin A-alt
sistemini, digerinin de B-alt sistemini karakterize ettigi yorumunda bulunabilir. Eger
s6z konusu iki alt sistem 6zdes iseler o zaman a = r demektir. Bu da Tsallis entropisine
denk gelir. Bu ise Tsallis entropisinin 6zdes iki alt sistemin bileskesini karakterize
etmesi demektir. S6z konusu bu parametreler, ele alinan sistemlerin igsel yapisi ile
alakalidir; yani sistemin yapisal elementleri, eger ekstensif sistemlerdeki gibi
etkilesimsiz degil de birbirleriyle bir fiziksel potansiyelle etkilesiyorlarsa,
parametreler, bu etkilesimin dagilima bir yansimasidir. Burada, s6z konusu etkilesim,
sistemin hamiltonyeni yazilirken hesaba katilarak, boylece bu yeni entropilere duyulan
gereksinimin ortadan kaldirilabilir oldugu seklinde bir itirazda bulunulabilir. Bu
yaklasim yapilirken, hala standart Boltzmann-Gibbs dagilimi kullanilirsa, bliyiik bir
hata yapilmais olur; ¢linkii sistemdeki parcaciklarin hareketi Boltzamnn’in bir varsayim
olarak ileri stirdiigii gibi artik kaotik olmayacaktir. Bu kaotik davranigin bir diger
adlandirmas1 olan ergodik hipotezinin, “fiziksel bir niceligin zaman ortalamasinin
topluluk (ensemble) ortalamasina esit olmasi” seklindeki yorumu dogru degildir®®. Bu
yorum sadece ekstensif sistemler i¢cin dogru olmaktadir. Sistem ekstensif olmadiginda
kesinlikle ekstensif bir sistem gibi evrilmeyecek; dolayisiyla, dagilim da bigimsel
olarak, hamiltonyenin nasil yazildigindan bagimsiz bir sekilde, tipki ekstensif

sistemlerinki gibi exponansiyel yani Boltzman-Gibbs dagilimi olmayacaktir.

15 Bu konuya sonug¢ kisminda tekrar doniilecektir.
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Yukaridaki yorumun kendi akisi i¢inde, sirayla a=r indirgenmesiyle ve sonradar —

1
0 limiti altinda ekstensif olmayan sistemler igin W(N) = (1 + aN)r asimptotik
davraniginin, ekstensif sistemler igin W(N)) ~ eV asimptotik davranisina

indirgenmesiyle tamamen bir uyumluluk i¢inde oldugunu belirtmekte yarar vardir.

Sadece bu limit durumlar1 degil, ayn1 zamanda ii¢lincii yasaya uyumlulugun da
herhangi bir entropinin fiziksel gegerliligi i¢in onemlidir. Burada Tsallis entropisi
cergevesinde kullanilan ve eskort ortalama diye bilinen denklem (2.6), fiziksel agidan
kararsizlik gosterdigi icin [50], onun yerine standart dagilim yani U = YV, p;E;

kullanilacaktir.

NE)

ab,cLP] entropileri i¢in B, sirasiyla,

L oS aunTt 1 oSl
b= e (5pe) = E T e

1 2[-(c+a)p? —2(or —a)p; + (c —a)]
En —Eq [(c —a) + (o + a)pp]?

1 2[(c+a)pé + 2(or —a)p) — (6 — a)]
E, —Ep [(c —a) + (o + a)pp)?

(2.62)

abr abr
apn apn B En - En apn
1 2[-(c+a)py? + 2(or+a)p;’ + (o —a)]
B, En CEDEICED SR (263)

1 2[(c+a)py® — 2(or + a)p," — (o — a)]
En - En [(G - a) + (G + a)par]z

n =

_ as(—) (OU -1 1 as(_)

bigiminde bulunur [51]. Bu fonksiyonlarin limiti alinirsa,

_ 20 +r(o—a)
lim P
{Pn.po}—{0,1} (E, —Ep)(c—a)o

(2.64)
B 20 —r(c—a)

lim -
{pPn.po}—{0,1} B (En —Ep)(c—a)o
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degerlerine yaklasilir. Her iki degerin de sonsuza yaklasmalariiginyaoc = Oyadaoc =
a > 0, dolaysiyla o’nin tanimindan, b=0 olmas1 gerekir. Eger 6 = 0 almirsa B = 0
olur, ki bu fiziksel olarak kabul edilemez. 6 = a > 0 alinirsa, B fonksiyonlar,

B = (1-1)(Pn"-Po") B = (1+1)(Ph—Po)
n a(En—Eo) n a(En—Eo)

I+

esitliklerine indirgenirler. Bu durumda, B limitlerinin  sonsuza

(oo B0.1)
iraksamalari i¢in, sirastyla0 < r < 1ve 0 > r > —1 olmasi gerekir. Boylece evrensel
entropinin li¢lincli yasaya uymasi i¢in gerek ve yeter kosullar asagidaki gibi ifade
edilebilir [51]:

lim Bf 20 & 0<r<1lvea>0, b=0
{Pn.po}—1{0,1}
(2.65)

B 20 & —1<r<0vea>0, b=20

lim
{Pn.po}—{0,1}

Daha 6nce de ifade edildigi gibi, evrensel entropinin li¢lincii yasaya uyumlulugundan
da b-parametresinin sifir olmasi gerektigi sonucuna, boylece, ulasilmis olur. Bu

sonuclara dayanarak, b-parametresi sifir alinirsa evrensel entropi,

kp W
+ + B
Sepr = Sir = - i=Opi(pi+r -1) (2.66)

seklinde sadelesecektir. Yukarida yapilan analizlere ek olarak sistem ister ekstensif
olsun ister olmasin, ilgili entropinin termodinamik denge durumundaki mikrokanonik
bir sistemde mutlak surette saglamasi gereken iki sart gergevesinde de evrensel entropi

incelenebilir. i1k 6nce siirekli ve i¢biikey olan,
T(z)=z%50<z<1,0<c<1lm=z"1 (2.67)

seklinde tanimli fonksiyon g6z oniine alinsin. Bu durumda [41],

(€3]
- . Sa‘r [ZW] _ l — 1-cC 268
LW Ew T ()=" .
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s wiem)

W-oo S(i)[w] Wm(c_l) = hC(m) = (1 + m)d ;d 2 O

sartlarinin saglanmasi gerekir. Bu iKi sarta gére evrensel entropi incelendiginde, (c,d)-

parametrelerinin tanim araliginda iki parametrenin tespit edilmesi gerekir. S6z konusu

iki sarta gore Sg;) (W) entropisi yazilirsa,

r
) @W)(14——) (1-—
. . Sar (zwW) T ( (zW)T (1+zW)I) _ v — _1-cC _
LWL W W wils) ) L e esior
a,r ( ) +wr WI‘
olur. Bu esitlikte bulunan c-degeri (c — 1 = —r) ikinci esitlikte yerine yazilirsa,
S g S y y
r
w+mr-mr(q, 1 (1 1 >
i gim SR e (yrm) sy
T Woe  sE(w) T Woow wr(14o)(1-or)
a,r Wr Wr

=1=14+m?->d=0

sonucuna ulasilir (basitlik i¢in kg = 1 alinmistir). Boylece Sg;) [p] entropisi i¢in (c,d)
parametre ikilisi, bu parametrelerin tanim araligi ile uyumlu bir sekilde (1 —r, 0)
olmaktadir. Benzer bir incelemeyle bu iki parametre Sg}) [p] entropisi i¢in (1 + 1, 0)
olarak bulunur.

Son olarak, evrensel entropinin Lesche kararliligini saglayip saglamadigina bakilmasi
gerekir. Burada Lesche kararliliginin tanimina esdeger bir bagka tanim kullanilarak bu
inceleme yapilabilir. Buna gore entropi, (0,1] araliginda diferansiyellenebilir ve
icbilkey olan bir g(x) fonksiyonu cinsinden, Sy[p] =X, g(p;) seklinde
yazilabiliyorsa ve kendisine karsilik gelen, denklem (2.67)’daki, T(z) fonksiyonunun
z € [0,1] i¢in siirekli olabiliyorsa, entropi Lesche kararliligini saglar [41]. Evrensel

entropiye karsilik gelen T(z) fonksiyonu, yukarida tespit edilen c-parametresine gore,
T*(z)=z'"r>0veT (z) =z"",r<0

seklinde yazilabilir. Eger 0 < r < 1 olursa T*(z) fonksiyonu siirekli olur, dolaysiyla

da SS;) entropisi Lesche kararliligini saglar. —1 <r < 0 olursa T~ (z) fonksiyonu

stirekli olur, dolaysiyla da Sg;) entropisi Lesche kararliligini saglamis olur.
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Buraya kadar, ileri siiriilmiis olan evrensel entropinin fiziksel gegerliliginin olmast igin

saglamasi gereken kriterler tizerinde bir inceleme yapilmistir. Ulasilan sonuglara gore,

1. Formel grup isleminin kapali formu denklem (2.38)’deki gibi verildiginde, elde
edilecek evrensel entropi ifadesi denklem (2.49)’deki gibi olmaktadir.

2. Evrensel entropinin SK (1-3) aksiyomlarini, igilincii yasayr ve Lesche
kararliligin1 saglamasi durumunda, b-parametresi sifir olmak zorundadir ve
denklem (2.66)’teki gibi yeniden tanimlanur.

3. (a,r)ikili parametresi, bileske sistemin alt sistemlerinin bir karakteristigi olarak
yorumlanabilir. iki alt sistem 6zdes oldugunda bu iki parametre esit olur.

4. Sistem ekstensif olmadiginda, mevcut termodinamik ve istatistiksel bilgilerle

celismeyecek sekilde V\}lrg ) Sq(W) = N limiti gegerli olmak zorunda degildir.

Buraya kadar, esas itibariyle formel gurp islemi denklem (2.38)’deki gibi alindiginda

ulasilan sonuglar incelenmistir. Bu kapsamda evrensel entropi,
i. a=r ver — 0 limiti alindiginda Sg—;) — Sgc, Boltzman-Gibbs entropisine,
ii. a=rver— 1-—plimiti alindiginda Sg—? — S, Tsallis entropisine,

indirgenir. Ancak bu minvalde (a,r)-parametrelerinin limit durumlari alinarak mevcut
evrensel entropiden ne Kaniadakis entropisine ne de Borges-Roditi entropisine gegis
yapmak miimkiin degildir. Bu imkansizlig1 gérmek i¢in s6z konusu her iki entropinin

kendilerine has sanki-toplanirlik 6zelliklerine bakmak yeterli olacaktir.

Ornegin Kaniadakis entropisine karsilik gelen sanki-toplanirlik ((SK)" — 4) 6zelligi,

p?“‘ +pi 7~
Sk(A, B) = Sg(A)S_ic(B) + Sk (B)Sp_x(A), 6yleki Sg_p Z

bi¢imindedir [52, 53]. Bu esitlik parametre doniisiimii ile Tsallis entropisinin sanki-

toplanirlik 6zelligine indirgenemez. Ayni durum, sanki-toplanirlik 6zelligi,
AUB A B B A B)c(A
Sgr ) = Sip + Sgx + (1 — DSThac1Sur + (1 — OSTSR 4o

biciminde verilen Borges-Roditi entropisi i¢in de gecerlidir. Eger formel grup islemi,
denklem (2.38)’deki gibi degil de denklem (2.33)’deki (C2-4) sartlarini saglayacak

sekilde genel birakilirsa, bu tez icinde bahsi gegen tiim entropiler bu formel grup
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yapisindan ¢ikartilabilir. Ornegin ref. [45]’te Kaniadakis entropisi igin g(X)
fonksiyonu,

_exp(xx) — exp(—kx)

= 2.69
96 — (269)
bi¢iminde; Borges-Roditi entropisi i¢in de,
exp(at) — exp(bt)
gx) = (2.70)

a—b

bi¢iminde bulunmustur. Eger a = x ve b = —k almirsa Borges-Roditi entropisi
Kaniadakis entropisine indirgenir. b-parametresi sifir ve a = 1 — q alinirsa Tsallis
entropisi elde edilir. Bu entropi ayn1 zamanda Abe entropisini de icermektedir [39].
Madem, bdylece, Borges-Roditi entropisi bu tez kapsaminda sozii gegen biitiin
entropileri, Sharma-Mittal entropisi harig, kapsamaktadir, 6yleyse ona karsilik gelen

formel grup islemini kabul etmek daha dogru olacaktir.

Borges-Roditi entropisine karsilik gelen formel grup isleminin seri ac¢ilima,

O00y) = x+y+axy+ ) og(Ky +xy)

i>2
(_1)n—1 (271)
a; =a+b, O(n=m 1_[ (ia+jb),n>1
) i+j=n—1
ij20

bigimindedir [45]. Ancak bu entropi bi¢imine karsilik gelen g(x) fonksiyonunun x=0
noktasinda tersi mevcut degildir. Bu ise denklem (2.33)’teki C4 kosuluna uymaz.
Borges-Roditi entropisinin fiziksel gegerlilik sartlarini saglayip saglamadigi, bolim
(2.1)’de ele alindigindan yukarida yapilan analizleri burada tekrar etmeye gerek

kalmamaktadir.

Eger formel grup isleminin Borges-Roditi entropisine denk olan1 alinirsa, halihazirda
literatiirde kullanilan entropilerin ¢cogunun tek bir entropi altinda toplanabilecegi

goriilerek bu tezin amacina ulasilmis olacaktir.

Formel grup yapisinin 6zelliklerinden yararlanilarak entropiler ile diger grup yapilari

arasinda benzerlikler kurulup, entropiler hakkinda daha fazla bilgi edinilebilir [54].
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Ekstensif olmayan sistemleri de kapsamak {iizere Boltzmann-Gibbs entropisini
genisletmeye yonelik yapilan akademik c¢alismalar, ¢ogunlukla entropinin fiziksel
gegerlilik sartlar1 dikkate alinmaksizin, oldukga fizikten kopuk salt bir matematiksel
diizlemde yapilmaktadir [55, 37, 40, 16, 53, 34]. Genellikle 6n sart olarak sadece SK
(1-3) aksiyomlar1 dikkate alinmaktadir [24]. Bu tezde ise, nispeten fiziksel sartlara
uygun ve termodinamigi de kurulmus oldugundan, {igiincii boliimde, Tsallis entropisi

baz alinarak termal salinimlar incelenecektir
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3 EKSTENSIF OLMAYAN ISTATISTiKSEL MEKANIK

Istatistiksel mekanikte sistemlerin analizinde en ¢ok kullanilan dagilim, kanonik
dagilimdir. Genel olarak kanonik bir sistem denildiginde, sistemin pargacik sayis1 sabit
iken enerjisinin, kendisi ile dengede olan bir 1s1 deposu ile degisim igerisinde oldugu
anlasilir. Buna gore kanonik (ve ekstensif) bir sistemin termodinamik potansiyel

fonksiyonu, Helmholtz serbest enerji fonksiyonu olup,

F=U-TS = —kgln(Z) (3.1)

bigiminde tanimlidir. Bu denklemde Z-degiskeni iilesim fonksiyonu diye bilinir ve

kesikli bir olasilik uzayinda,
Z = Yi=1 exp(—BE)), (3.2)

seklinde tanimlanir. Kanonik bir sistemde, 6n sart olarak olasiliklarin toplami ve

sistemin ortalama enerjisi bilinmektedir:
D pi=1ve ) pE=U (33)
i=1 i=1

Bu sartlar altinda ve denklem (1.13) de kullanilarak, varyasyon fonksiyonu,

Y[p] = —Z pilnp; + a (Z pi — 1) - B(Z piEi — U) (3.4)

Termodinamik denge durumunda maksimum olur. Yani,

d¥[p]
ap;

= In(p;) = (a — 1) — BE;

= p; = exp(a — 1) exp(—BE;)

= (—lnpi —14+a- BEl)dpl =0
1

i=
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olur. Denklem(3.3)’deki normalizasyon sart1 kullanilarak, exp(o — 1) terimi iilesim

fonksiyonu olarak belirlenir ve ekstensif kanonik bir sistemin olasilik dagilima,

exp(—PE;
p = 22O g g iy @5)
bi¢iminde olur. Bu dagilima literatiirde Boltzmann-Gibbs dagilimi denir. Ekstensif
olmayan istatistiksel mekanikte!® entropi degistiginde, dogal olarak varyasyon

fonksiyonu ve buna bagli olarak olasilik dagilimi da degisecektir. Olasilik dagiliminin,

I.  i¢ enerji dl¢limiiniin referans noktasindan bagimsiz,
ii.  sadece beta (B) ¢carpanina bagl ve
iii.  bileske sistemin i¢ enerjisnin, iki alt sistemin toplam i¢ enerjisine esit olmasi
(yani bagimsiz iki (A, B)-alt sisteminin bileskesi olan sistemin toplam

enerjisinin Ug*B = U + US)
olmasi istendiginde Tsallis entropisi i¢in olasilik dagilima,

e_ﬁq(Ei—Uq)

b = a U = Yi-1P;E;
1 Zq D Y p?
(3.6)
I _B (Ei_U ) B
7, = Z e, YV, By =
a o d T N p?

seklinde belirlenir. Denge durumunda ortalama enerjinin sabit oldugu varsayilirsa,

olasilik dagilimu,

_BaEi B’ )
__4 S q\Bi I | q
pi = ) /S = E e ’B = (3;)
' qu =1 d d 14 (1 q)Bqu

18 Daha kesin ve dogru sdylemek gerekirse, “istatistiksel mekanik” degil, “istatistiksel termodinamik”
kavramimi kullanmak gerekir. Ciinkii istatistik, tamimi geregi denge durumlarini inceler. Ancak
literatiirde bu isim kullanilagelmektedir.
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seklinde sadelesebilir. Ekstensif olmayan istatistiksel mekanik ¢ergevesinde ele alinan

kanonik bir sistemin sicakligi, Helmholtz serbest enerjisi, 1s1 sigasi ve entropisi

sirasiyla,
1 0S4 1 0S4 aqu
—::—'F = —T :——l Z , ‘:T—:—T
T 09U, 9 Uqg = TSq B nq( q) Cq T 9T2 8

Ing(Zq) = Ing(Z4) — BUq ve Sq = kglng(Zq) + BU,

bi¢iminde olur [16]. Ekstensif olmayan istatistiksel mekanigin ¢ikis sebebi, daha 6nce
de belirtildigi tizere, sistemin pargaciklar1 etkilesim halinde oldugunda [56], ya da
termodinamik limitten (N «< N, = 6.022x102%3atom) uzaklasilip mikro ya da nano
seviyedeki sistemler incelendiginde [57], olasilik dagiliminin Boltzmann-Gibbs
dagilimi gibi ¢itkmadigina dair hem teorik analizlerin varligi hem de yapilan deneylerin
mevcudiyetidir.

3.1 Genellestirilmis Entropilerin Uygulamasi

Burada s6z konusu etkilesimi ve boyut etkisini somut kilmak tizere iki tane 6rnek
verildikten sonra ekstensif olmayan sistemlerin termal salinimlarinin incelenmesine

gecilecektir.

[k 6rnek, tez boyunca bahsi gegen anormal difiizyon ile ilgili olacaktir. Normal
difiizyon denildiginde, bir ortam iginde ¢Oziinmiis pargaciklarin ortam boyunca
taginimi ya da difiizyonu kast edilir. Anormal difiizyonu belirleyen denklem, stokastik
termodinamigin temel denklemlerinden biri olan Fokker-Planck denklemidir. Bu
denklem en genel haliyle, p(x,t) fonksiyonu, bu tez g¢ergevesinde, siirekli olasilik

uzayinda olasilik yogunlugu olmak {izere,

B, P 1 92
pg; 28 =55 [A P&, D] + 525 [B(x, OP(x, )] (3.9)

seklinde tanimhidir. Denklem (3.9)’da A(x,t) ve B(x,t) rassal olmayan iki fonksiyon
olup genellikle, A difiize olan pargaciklar {izerine etkiyen siirlicii bir kuvveti, B de
ortamin diflizyon katsayisin1 karakterize eder [58]. Bu tez kapsaminda ele alinacak

ornekte, difiize olan pargaciklar {izerine disaridan bir siiricii kuvvet uygulanmayacak
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ve B-fonksiyonu da zamandan ve konumdan bagimsiz difiizyon katsayis1 olarak ele
aliacaktir (B=D). Bu varsayimlar altinda, denklem (3.9), normal diflizyon denklemi

olarak bilinen,

2
Ip(xt) _ b d“p(x,t) (3.10)
ot 0x2

denklemine indirgenir. Normal diflizyon denkleminin baslangi¢ kosulu, §(x) Dirac-

delta fonksiyonu olmak tizere, p(x,0) = 8(x) bigiminde verildiginde, genel ¢oziimii,

+ 00
1
p(x,t) = \/ﬁe_"z/zm, f dxp(x,t) =1 (3.11)

biciminde olur. Buna gore x-degiskeninin ikinci momenti,

+o0
<x?>= f x?p(x, t)dt = Dt (3.12)

— 00

seklinde hesaplanir. Ikinci momentin zamana bu sekildeki dogrusal bagimliligi makro-
sistemlerde yaygin olandir. Ancak sistemin en az bir boyutu nano seviyeye indiginde
ve ortam silindirik bir geometriye sahip oldugunda, ikinci momenti zamanin karesiyle
orantili ¢ikan, siiperdifiizyon diye tabir edilen siirecler gergeklesir [59]. Ya da nano
boyutta gozeneklere sahip ortamlarda (porous medium) pargaciklarin difiizyonu
gerceklestiginde, ikinci momentin zamana bagimliligi denklem (3.12)’teki gibi
olmamaktadir. Eger < x? > (t) « t* bigiminde yazlirsa, s6z konusu bagmlilik
genellikle a = 1 bigiminde olmamaktadir. Bu demektir ki Fokker-Plank denklemi bu

tiir diflizyon olgularini agiklamakta yetersiz kalmaktadir.

Bu sebeplerden dolay1 normal difiizyon denklemi asagidaki sekilde genellestirilmistir,

dp(x,t) _D 9%[p(x,t]¥ _ %[p(x t]*

=2- 3.13
ot 9% oz VA GL9)
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Bu denklemin ¢6zlimii, yine normal difiizyondaki baslangis kosulu gegerli olmak

tizere, Tsallis dagilimi vermekte olup,

o) = pq (/D073

(3.14)
1 ‘uz/Aq _

pq(u) N JTAq “q ,/nA [

(1- q)uzl1 a

bigimindedir. Denklemdeki Ag-katsayisi sartli olarak,

((q—1)°-5 ( —1)/F(2(q 1)) 1< q<3ise.
A =J 2 ,q = 1lise (3.15)

l(q—l)o'sr(%)/r<i%g>,0<q< 1ise

seklinde tanimlidir. Bu ¢6ziime gore x-degiskenin ikinci momenti eskort dagilima gore

hesaplandiginda,
+0o0 +00 2
<x?>q= f dxxng(x, t)/f dxpg(x, t) o« t3-q, qg<3 (3.16)

yaklasik degeri bulunur [16]. Ikinci moment normal dagilimdaki ifadeyi de
kapsayacak (q=1) sekilde genisletildiginde, dagilimmin Tsallis dagilimi oldugu
goriilmektedir. Pargaciklarin bir dis kuvvet altindaki difiizyonu igin yapilan

analizlerde de sitemin dagilimi yine Tsallis dagilimi olmaktadir [60, 61].

Simdi ikinci bir 6rnek olarak pargacik sayisinin Avogadro sayisindan oldukg¢a az
oldugu bir durum ele alinacaktir. Sistem ekstensif olmayan kanonik bir sistemdir. Yani
1s1 deposu ile etkilesim halinde olan sonlu bir sistem, 1s1 deposu ile birlikte bileske
sistemi olusturur. Bileske sistemin enerjisi E, 1s1 deposunun enerjisi E, ve sonlu
sistemin enerjisi de E; olmak iizere, E=E; + E, dir. Boltzmann-Gibbs dagilimina
dayanan istatistiksel mekanikte, denge durumunda bileske sistemin sicakligi sabit ve
enerjiden bagimsizdir. Ancak sistem sonlu kabul edildiginde, yani sistemin parcacik

sayisiin Avogadro sayisindan olduk¢a az oldugu varsayildiginda (6rnegin parcacik
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sayist N=1000 oldugunda) sonlu sistemde siirekli sicaklik dalgalanmalar1 olacaktir.

Buna gore sonlu sistemin sicakligindaki dalgalanma, § = 1/kgT olmak iizere,

d (1) dQ,(E;)/dE,
—|=)l=qg—1v = 3.17
G, \p) =T P T Ty 447
seklinde tanimlandiginda, sonlu sistemin olasilik dagilima,
Q,(E—-Ey)
P(E;) o —— ™ = g (—B(E)EL) (3.18)

Q(E)

olacaktir [62]. Denklem (3.17), ekstensif olmayan sistemlere iligskin 6nerilen Tsallis

entropisindeki g-parametresinin fiziksel yorumunu vermesi bakimindan énemlidir.

Bilegke sistemin hamiltonyeni,

N
1
H(p' I') = Hl(p) + Hz(r) = 52 p12 + V(r),r 5 (rprz: R rN) (319)

bi¢iminde yazilabilir. Buradaki potansiyel fonksiyonu, V(r), 1s1 deposunun toplam
enerjisi olup, AV(r) = V(A~Y%r) homojenlik kosulunu sagliyor ise [57], bu durumda,

sabit K-enerjisinde potansiyel fonksiyona karsilik gelecek olan kompleksiyon sayisi,
Q,(K) = j §(V(r) — K)d3Nr (3.20)

olacaktir. Homojenlik kosulu dikkate alindiginda bu kompleksiyon sayis1

0,(AK,) = f S(V(r) — AKo)d3Nr = f SO-V(r) — Ko)d3Nr

= f xar 0) d3Nr = 5 f S(V(r") — Kg)A™3N/ag3Ny

1 1 1 3N
= }\q_lﬂz(Ko); r’ = Aar, ——=—-——-1LA>0
qg—1 o

esitligi saglar. Eger K= AK, tanimi yapilirsa yukaridaki varillan sonugctan,

kompleksiyon sayisina iligkin 6nemli bir sonuca ulasilir:
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1
—_— 1

K \a- 1 L
0,00 = ()" Q2(Ko) = CKI1,€ = K370,(Ky) (321)
0

Denklem (3.18)’deki olasilik ifadesi, denklem (3.21)’deki esitlik kullanilarak tekrar
yazilmak istenirse,

.Qz (E - El) - 1 aQZ
p(E;) « 0 ~ a®) {Qz (E) —E; (a_EZ)EZ=E}

1 E
9:(E) - — 0, (E)

:ﬁ{ q—1E }

1
_Qz(E){ 1 E1}~92(E) (1 E1)E
) q—1EJ  Q(E) E
bulunur. Bu son ifade, denklem (3.18)’in sag tarafindaki terimle karsilastirildiginda,

ters sicaklik fonksiyonu olan S ve g-parametresi,

1 1 N_ 3N
= — e - =
q-DE' g-1_ « 173N+«

B (3.22)

biciminde tanimlanir. Boylece sistem sonlu oldugunda sicaklik, bileske siteminin
enerjisinin bir fonksiyonu; g-parametresi de sonlu sistemin pargaciklarinin, iginde
etkilestikleri potansiyeli r-uzakligina baglayan a-parametresinin bir fonksiyonu
olmaktadir. Eger pargacik sayisi ¢ok biiyiik alinirsa g-parametresi bir ve sicaklik (f3)

da toplam enerjiden bagimsiz olur.

Burada yapilan hesaplamalar, ii¢ boyutlu uzayda (d=3) yapilmistir. Eger a-
parametresi 0 < a < d gibi bir esitsizligi sagliyorsa, sonlu sistemin pargaciklarinin
uzun erigimli bir potansiyel alaninda; o > d gibi bir esitsizligi saghiyor ise de kisa
erisimli bir potansiyel alaninda bulundugu kabul edilir. Bunu daha iyi gérmek i¢in

sonlu sistemin i¢inde bulundugu potansiyel, en genel haliyle

A
V(r) = — (A>0,a=>0) (3.23)
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tanimlanmis olsun. Bu durumda pargaciklarin homojen bigimde smirli bir kiirede

dagildiklar1 varsayildiginda pargacik basina diisen ortalama potansiyel enerji [16],

1
d

U N N
L()OC _A.f drrd—lr—o(
N 1
( A ,
T —q a/d > 1lise (3.24)
ANt-@/d _q A
== ——=In(N =1i
4 1-a/d { dn(), a/d ise
_ANl—OL/d
_ 0 <a/d<1lise.
\ d—«

seklinde olur. Klasik mekanik ve standart istatistiksel mekanik ger¢evesinde pargacik
basina diisen ortalama enerijinin, en azindan N — oo limiti durumunda sonlu olmasi
gerekir. Bu sart saglandiginda sistem istatistiksel olarak Boltzmann-Gibbs dagilimina
uyar. Yukaridaki esitlikten goriildiigi gibi, a > d oldugunda bu kosul saglanmaktadir.
Bu ise, pargaciklar kiimesinin, elektrik ve gravitasyon potansiyelleri altinda
etkilesmekte oldugu ya da bu etkilesmelerin gozardi edilemedigi durumlarda (a < d),
Boltzmann-Gibbs dagilimina uyamayacaklari anlamina gelir. Bu tiir sistemler artik

ekstensif olmamaktadir.

Tsallis entropisine dayali ekstensif olmayan istatistiksel mekanigin uygulama alani,
standart istatistiksel mekanik gergevesinde incelenen seyreltik gazdan [63, 64, 65]
optiksel orgiilere [66, 67]; siyah cisim 1simasimi veren Planck denkleminin
genisletiminden [68, 69] kuantum mekaniginin temel denklemlerinin lineer olmayan
denklemlere genisletimine [70, 71, 72]; kimyasal reaksiyonlardan [73] goreli kinetik
teoriye [74]; kuantum informasyondan [60] kuantum dolanikliga [75, 76] kadar genis
bir ¢erceveyi kapsamaktadir. Biitlin bu uygulama alanlarinin temelinde salt bir
matematiksel genisletme yatmaktadir. Bu tezde, sonu¢ kisminda da deginilecegi gibi,
s0z konusu ekstensif olmayan istatistiksel mekanigin temelinde bazi ¢eliskiler mevcut

oldugundan yukarida bahsi gecen alanlarla ilgili uygulamalar {izerinde durulmamastir.

Tsallis entropisi gibi iizerinde ekstensif olmayan istatistiksel bir mekanigin kuruldugu
ve yaygin bir sekilde kullanilan bagka bir entropi de Kaniadakis entropisidir.

Kaniadakis entropisi daha ¢ok lineer olmayan Kinetik teoriye [33], 6zel gorelilige [34]
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ve kuantum dolanikliga [77] uygulanmistir. Bu alanda da halad soru isaretleri

oldugundan bu tez kapsaminda Kaniadakis entropisinin ayrintilarina girilmeyecektir.

Bir sonraki boliimde genellestirilmis entropiler kapsaminda termal salinimlar
incelenirken 6zel olarak sadece Tsallis entropisi dikkate alinacaktir. Bu se¢imin
yapilmasinin sebebi nispeten teorisi kurulmus tek genellestirilmis entropinin, Tsallis

entropisi olmasidir.

3.2 Ektensif Olmayan Sistemlerde Termal Salimimlar

Boltzmann-Gibbs istatistigi ¢ercevesinde ele alinan sistemlerin ortalama enerji ve
belirli bir mikrodurumdaki ortalama pargacik sayis1 gibi fiziksel nicelikleri, sicakligin
esas itibariyle parcaciklarin hareketiyle iligkili olmasindan dolay:1 belirli sapmalar
gosterirler [2, sf. 191-207, 4, sf. 423-426]. Bu sapmalar pargacik sayisi sonsuz limitine
gotliriildiglinde sifira yaklasirlar; sadece bu sapmalar degil, 6rnegin kanonik bir
sistemin olasilik dagilimi da mikrokanonik dagilima yaklasir. Baska bir deyisle Dirac-
delta fonksiyonuna indirgenir. Bu ¢er¢evedeki en 6nemli nokta, denge durumunda
sistemin sicakliginin sabit varsayilmasidir. Ancak boliim (3.1)’de de goriildiigii gibi
sistem sonlu oldugundan sicaklik parametresi enerjiye bagl ¢ikmaktadir. Buna ek
olarak, kanonik bir sistemin kendisi ile termal etkilesimde oldugu 1s1 deposu,
kelimenin ger¢cek anlaminda bir 1s1 deposu degil de sonlu enerjiye sahip bir baska
sistem olarak dikkate alindiginda, sonlu sistemle yaptig1 enerji aligverisinden dolay1
sicakliginda dalgalanmalar olacaktir. Buna bagli olarak sonlu sistemin sicakligi da
dalgalanmalar gosterecektir. Bu konu asagida daha ayrintili olarak ele alinacaktir.
Bunun disinda 1s1 s13as1 i¢in denklem (3.8)’de verilmis olan tanim kullanildiginda bazi
uygulamalarda 1s1 si@asi negatif ¢ikmaktadir [64]. Bu anormallik bertaraf edilmek
tizere, fiziksel nicelikler tekrar tanimlandiginda sicakligin ve diger parametrelerin q-
parametresine bagimliliklar1 goriiniir olmaktadir. Bunu daha iyi gérmek iizere

termodinamigin sifirinci yasasi tizerinden bir inceleme yapilabilir.

Termodinamik dengede olan birbirinden bagimsiz iki alt sitemin toplam entropisi (bkz.
denklem (2.2)) maksimum ve bunlarin bileskesi olan sistemin enerjisinin diferansiyeli
sifir, yani 8Uq(A, B) = 8Uq(A) + 8Uq(B) = 0 dir. Bundan yararlanarak,
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Sq(A)
0 = 55,(A,B) = [1 +—s (B)] 0 Ua®
) (3.25)
Sq
+[1+ k g (A)] 30 Va®
yazilabilir. Bileske sistemin enerjisi sabit oldugundan
kpB(A) _ kpB(B)
1+ (1 —-q)/kgSq(A) 1+ (1—q)/kgSq(B)
(3.26)
_ . aSq
= kBB ’ kBB - OU

esitligi saglanmak zorundadir. Denklem (3.26), genellestirilmis entropiler igin sifirinci
yasaya [65] vyani, esitligin her iki tarafi alt sistemlerin denge durumundaki
sicakliklarma karsilik gelir. Gergekten de g-parametresi sifir alindiginda standart
termodinamigin sifirinci yasasi elde edilir. Denklem (3.26)’ya gore ekstensif olmayan

sistemler i¢in sicaklik,

o= kgB*

_ (1 + 11:quq)$ (3.27)

bi¢iminde tanimlanabilir [65]. Denklem (3.8)’deki serbest enerji ifadesi yeniden

k 1—q
4= Ug=Tpcin (1+=="54) (3.28)

bi¢ciminde tanimlanirsa, negatif 1s1 sigast problemi ortadan kalkar. Bu esitlikten,

T,dSq = 604 oldugu da dikkate alinirsa, sisteme verilen 1st,

1—q_ 80
ds, = (1 + qsq)—q (3.29)

bicimine girmis olur. Bu son esitlik, ayn1 zamanda Clasius’un (ekstensif)
termodinamik bir sistem icin tamimladigr entropinin, enkstensif olmayan

termodinamik bir sisteme nasil genisledigini gdsterir. Denklem (3.28),
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OF;
— q
Ug=Fy—T, (—an) (3.30)

seklinde diizenlenirse, sabit hacimdeki 1s1 sigasinin yeni ifade bigimi,

Cqv = W) _ _p (2Fa (3.31)
v = \or, P\ o1 '
\% \%

olur. Bu tanimlama dikkate alindiginda ekstensif olmayan istatistiksel mekanik

cercevesinde ele alinan klasik gaz kitlesinin, 1s1 s18as1 ve ortalama enerjisi

Cqv = ;NkB , Ug = ;NkBTp (3.32)
seklinde bulunur [64, 65]. Boylece 1s1 sigasinda ortaya ¢ikan anormallik bertaraf
edilirken, ekstensif olmayan sistemler i¢in tanimlanan sicaklik, ekstensif sistemlere
gore farkli bir sekilde tanimlanmis olmaktadir. Bu ise, ekstensif olmayan sistemlerin
sicakliklarinin, sistemin sadece parcaciklarinin hareketiyle tanimlanamayacagi
anlamina gelir. Yapilan bu uyarlamalar sonucu, bigimsel olarak, ekstensif olmayan
sistemlerin termodinamik niceliklerindeki dalgalanmalar ekstensif sistemlerinkiyle
ayni olmaktadir. Buradaki en 6nemli fark her iki alandaki sicaklik taniminin farkh
olusudur. Bolztmann-Gibbs istatistigindeki temel termodinamik denklikleri, ekstensif
olmayan alana gegerken bi¢imsel olarak degismez tutmak i¢in uyarlamalar yapmak
yerine, ekstensif olmayan istatistie yol acan sinirlamalar ve kosullar iizerinden bir

inceleme yapilirsa ne tiir bir sonuca varilacagina bakmak daha tatminkar olacaktir.

Ekstensif sistemlerde termodinamik limit durumu s6z konusudur. Bir 6rnek vermek
gerekirse, sayet 1s1 deposu diisilinsel olarak varsayildigi gibi sonsuz bir enerji deposu
degil de gercekte oldugu gibi sonlu bir enerji miktarina sahipse, etkilesimde oldugu
sonlu sisteme her enerji verisinde sicakliginda dalgalanma olmasi, beklenen bir
olgudur. Bu durumda sonlu sistemin diciilebilir zaman dilimi boyutunda (1077s)
termodinamik dengede oldugunu séylemek zordur. Uzerinde yapilacak her dl¢iimiin

farkli bir sicaklikta yapildigi sdylenebilir.

Istatistiksel mekanik cercevesinde sicaklik, sistemin enerjisi ile tanimlanacak sekilde

dogrudan iliskilidir (U = 3/2kgT). Olgiilebilir zaman dilimi arahigmnda sonlu
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sistemin 1s1 deposuyla enerji aligverisinde bulunmadig1 varsayilirsa, sonlu sistem bu
zaman diliminde mikrokanonik bir sistem gibi ele alinabilir ve bu zaman dilimine 6zgii
olarak mikrokanonik sicakiik tanimi yapilabilir. Enerji ile sicaklik arasindaki iliskiden
dolayi, enerjide gergeklesecek bir dalgalanmaya karsilik mikrokanonik sicaklikta da
bir dalgalanma olacaktir. Boylece (mikrokanonik) sicaklik(in) dalgalanmas: diye bir
olgudan bahsedilebilir. Eger sicaklik uzun bir zaman araliginda siirekli dalgalanma
gosterecekse ve bu dalgalanma enerjideki dalgalanmaya bagli olarak gerceklesiyorsa,
o zaman sicakliktaki bu dalgalanmay istatistiksel olarak tanimlayacak ve enerjinin

fonksiyonu olan bir “sicakligin olasilik dagilimi” nin var olmasi gerekir.

Bu kavramsallagtirma c¢ergevesinden bakildiginda, sicaklik dalgalanmasinin séz
konusu oldugu sistemler denge dis1 sistemler olmaktadir. Bu durumu somutlastirmak
icin su Ornek goz Oniine alnabilir: yalitkan zar kullanilarak bir kiibik hacim
icerisindeki gaz kitlesi sonlu sayida alt boliimlere ayrilmis ve her birinin sicakligi farkli
kilinmis olsun. Zarlar kaldirildiginda gaz kitlesi i¢cinde zaman evrimi boyunca sicaklik
degisimi yasanacaktir. Eger gaz kitlesi Avogadro sayisindan ¢ok az sayida parcacik
iceriyorsa bu sicaklik degisimi sonsuza dek siirebilir [1, sf. 65-67]. Hal boyle olunca
artik sabit sicaklikta, bir fiziksel niceligin 6l¢iimiinden bahsedilemeyecektir. Klasik
olarak (ekstensif) sistemin, sicakligin sabit oldugu varsayimi altinda, bir E;-enerji
seviyesinde bulunma olasiligindan bahsediliyordu. Ancak bu sefer sicakligin da
istatistiksel olarak belirlenmesinden dolayi, sistemin T;-sicakliginda E;-enerji
seviyesinde bulunma olasihiginin dikkate alinmasi gerekir. Boltzmann-Gibbs
istatistiginde sicaklik T = (kgB)~! biciminde tanimlidir. Bu durumda sicakligin
olasilik dagilimi da f = f(f3) bigiminde tamimlanabilir. Yeterince Slgiim yapilmasi
durumunda ya da parcacik sayisi (N) yeterince fazla oldugunda bu dagilimin Dirac-
delta fonksiyonuna indirgenmesi gerekir. Bunu dikkate alarak Boltzmann-Gibbs

dagilim,

K(E) = f f(B)p(E)dp
0
i) lim f(B) = 8(B — Bo) (3.33)

i) lim K(E) = lim jo f(B)p(E)dB = p(E)
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bi¢ciminde yeniden tanimlanabilir. Bu diisiinceyi saglamlastirmak icin ideal gaz 6rnegi
tizerinden bir inceleme siirdiiriilebilir. Is1 deposu ise etkilesim halinde olan ve n-tane
parcaciktan olusan gaz Kkitlesi, kanonik bir sistemdir. Eger sistemin parcaciklar
etkilesimsiz olarak kabul edilirse ve bu parcaciklarin 1s1 deposu ile enerji aligverisinde
olduklar1 g6z 6niinde bulundurulursa; her bir parcacigin enerjisine rastsal bir degisken
g06zii ile bakilabilir ve u; de i-parcaciginin enerjisi olmak iizere sistemin ortalama

enerjisi olan,

1
U, = HZ U (3.34)

fonksiyonu da bir rastsal degisken olur. Bu durumda ortalama enerjinin de bir olasilik

dagilim1 olacaktir:
g(u) = P{U, = u} (3.35)

Boylece ortalama enerjinin her bir belirli degerine (U, = u) bir ters sicaklik degeri
tekabiil ettirilebilir (B = B(u)). Bu fonksiyonel iliskiden dolay1, u = B(u) seklinde bir
dontisiimle g(u) olasilik dagilimindan f(f8) olasilik dagilimina gegilebilir.

Yapilan incelemeler sonucu, g(u) dagilimi, parcacik sayisi ile eksponansiyel

azalmakta ve bu azalma orani ortalama enerjinin bir fonksiyonu olmaktadir [17]. Yani,

g(u) ~ exp(—nD(u)) (3.36)

olmaktadir. Azalma katsayist kanonik dagilimin birikimli tirete¢ fonksiyonunun

Legendre doniisimii ile,

(k) = lnE[ek“(X)] = lnz p(x)eku®
XeX (3.37)

D(u) = uk(u) — @(k(u))

seklinde hesaplanmaktadir. Bu son esitlikten g(u) dagilimi yaklagik olarak

belirlenebilir ve buradan
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d
®) = 9P [ (339

tamimi aracilifiyla f(B) dagilimina gegilebilir [17]. Bu prosediirle bulunan f(3)
dagiliminin, pargacik sayist sonsuza giderken dirac-delta fonksiyonuna yaklastig
bulunmustur. Bununla birlikte olasilik dagilimi denklem (3.33)’e gore
hesaplandiginda bulunan sonug¢ Tsallis dagilimina benzer bir sonugtur. Tez kapsami
disinda oldugundan, termal dalgalanmanin teorisini gerektiren bu konuya
girilmeyecektir. Daha fazla bilgi i¢in Ref. [17, sf. 159-175]¢ bakilabilir.

Bu boliimde genellestirilmis entropilerden biri olan Tsallis entropisi gercevesinde
ekstensif olmayan sistemlerin termodinamigi ve termal salinimlarina iligkin kisa bir
inceleme yapilmistir. Bu inceleme yapilirken ayrintilara girmekten kacinilmistir.
Bunun sebebi, bu genellestirilmis entropilere iliskin temelde hala giderilemeyen ¢ok

ciddi sorunlarin ve geliskilerin mevcut olmasidir.
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4  SONUC

Boltzmann-Gibbs dagilimina uymayan, deneysel olarak da gézlenmis nano ve makro
yapili sistemlerin varligina tez boyunca deginilmistir. Bu deneysel gézlemlerin
Bolztmann-Gibbs dagilimimi genisletmeyi neden zorunlu kildig: acik degildir. Clinkii
Bolztmann-Gibbs istatistiginin temeli sentetik a priori bazi varsayimlara (ergodik
hipotezi, tiim mikrodurumlarin es olasilikli olmasi ve pargaciklarin ayirt edilebilir
olmas1 gibi) dayanmaktadir. Bu varsayimlarin ekstensif olmayan sistemleri igerecek
sekilde yeniden nasil diizenlenecegi hala muglak bir problem olarak durmaktadir.
Kuskusuz bu ekstensif olmayan sistemleri agiklayacak bir istatistigi kurmak, bir
ihtiyag olarak fizik¢iler tarafindan calisilmay1 beklemektedir. Fakat kurulacak yeni
istatistigin, Bolztmann-Gibbs istatistiginin temel varsayimlarini ve Ozelliklerini
yeniden diizenlemekle mi yoksa kendine has sartlar tizerinde mi kurulacag: sorusunun
cevabi acik degildir. Ancak problemin ele alinig bigiminin istatistiksel fizigin
temelinden baslamas1 gerektigi gergegi aciktir. M. Planck’in, siyah cisim 1gimasini
aciklamaya calisirken, klasik mekanigin ve elektromanyetizmanin temel
varsayimlarindan biri olan enerjinin stirekliligi varsayimin terkederek dogru sonuca

ulastigin1 hatirda tutmak gerekir.

Bu boliimde, “ergodik hipotezin ektensif olmayan sistemlerde gegerli olmadig1”
savinin [16] o kadar da agik olmadigi incelenecektir. Oncelikle, ergodik hipotezi
kullanilarak genellestirilmis Tsallis entropisi [62, 57] ve g-parametresi gibi bir
genellestirme parametresi gerektirmeyen, dahasi Boltzmann-Gibbs entropisini de

kapsayacak sekilde, entropiler tiiretilebilecegini belirtmek gerekir [78].

Ergodik hipotezinin fizikteki kullanimi itibariyle verilen tanimi, zaman tizerinden
alinan ortalamanin olasilik {izerinden alinan ortalamaya esit oldugu seklindedir. Bu
tanimin gegerliligi, ilk bakista sonlu durum gerektirdigi ve sistemin sonlu bir zaman
icinde belirli bir makro duruma karsilik gelen mikrodurumlarin hepsinden geg¢mesi
gerektigi ortadadir. Bu s6zel anlatimin matematiksel ifadesi modern olasilik teorisinde
verildiginden, ergodik hipotezini bu matematiksel tanim ¢ercevesinde ele almak daha

yerinde olur.
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Olasilik uzayinda tanimli bir sistem, girilebilir mikrodurum sayist N olmak ve n-

parametresi de zamani gdstermek {izere,

P:={pi(n),i=12,3,..,N} 4.1)

bi¢iminde bir olasilik dagilimu ile gosterilsin. Denklem (4.1)’deki p;(n) olasiligi “t=n
aninda i-mikrodurumunun olasilig1’” seklinde okunur. n-adimda mikrodurumlar

arasindaki gecis olasiliklar1 da

Pj(n) = P{Xn = j|xi = i} (4.2)

bi¢ciminde tanimlanir. Bu kosullu olasilik, sistemin t=k aninda i-mikrodurumunda
oldugu bilindigine goére n-adim sonra j-mikrodurumuna ge¢me olasiligini verir.
Buradaki “adim”dan kasit kesikli zaman 6lgeginde anlarin sayimidir. Eger n-adimda
I-mikrodurumundan herhangi bir j-mikrodurumuna bir gegis olasiligi ve k-adimda da
j-mikrodurumundan i-mikrodurumuna ters ya da tekrar bir gecis olasilig1 varsa bu
durumda i-mikrodurumu 6nemlidir denir. Bu tanimin matematiksel ifadesi, “Pyj (n) >
0 oldugunda P;;(k) > 0 ise i-mikrodurumu 6nemlidir” seklindedir. Eger herhangi bir
i-mikrodurumundan herhangi bir j-mikrodurumuna n-adimda bir gegis olasiligi
varken, (bu herhangi) j-mikrodumundan (bu herhangi) i-mikrodumuna da k-adimda
bir gecis olasilig1 varsa o zaman bu Orneklem uzaymin iletisimli oldugu sdylenir.
[letisimli bir rneklem uzayindaki biitiin mikrodurumlar tanim geregi dnemli durumlar

olurlar. Burada,
fij(n) = P{X4n = Ji Xkan-1 F b Xktn-2z F ) = Xkg1 # J[Xk = i} (4.3)

tanimini da yapmak gerekir. Bu tanimda sistem t=k aninda i-mikrodurumundayken n-
adim sonra ilk defa j-mikrodurumunda bulunma olasiligin1 verir. Bu tanim1 6zel bir

hali olarak,

(4.4)

Fi = i fi(n): = i fii(n)
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tanimi1 yapilabilir. Bu tanim da, sistemin n-adim sonra ilk defa tekrar i-

mikrodurumunda bulunma olasiliklarin1 adimlar iizerinden toplaminin olasiligini

verir. Ergodiklik hipotezini tanimlamak i¢in dort tane tanima daha ihtiya¢ vardir.

Bunlar,

Stfir  Durumu: i-mikrodurumu O6nemli olsun. Eger lim P;(n) = 0 oluyorsa bu
n—->oo

durumda i-mikrodurumu bir sifir-durumudur,

Tekrarlayan Durum: i-mikrodurumu 6nemli olsun. Eger (denklem (4.4)’teki olasilik)

F;=1 ise i-mikrodurumu tekrarlayan bir durumdur,

Pozitif Tekrarlayan Durum: i-mikrodurumu tekrarlayan ve sifir-olmayan bir durum

ise bu taktirde i-mikrodurumu pozitif tekrarlayan bir durumdur (F;=1 ve lim P;(n) -
n—»>oo

e€ (0,1]),

Periyodik-olmayan Durum: i-mikrodurumu énemli olsun. S = {n; | P;(n;) > 0,1 =

1,2, ..., m} seklinde tanimli bir kiime olmak tizere E.B. 0.B(ny, n,, ...,n,) = 1 ise i-

mikrodurumu periyodik olmayan bir durumdur,
seklinde siralanabilir. Bu tanimlardan sonra ergodikligin tanimi verilebilir.

Ergodik durum ve bir sistemin ergodikligi: i-mikrodurumu 6nemli olsun. Buna ek
olarak eger i-mikrodurumu pozitif tekrarlayan ve periyodik-olmayan bir durum ise bu
taktirde i-mikrodurumu ergodik bir durumdur denir. Eger sistemin biitiin
mikrodurumlari ergodik ise bu durumda sistemin 6rneklem uzaymin ergodik oldugu
sOylenir. Bu tanim, matematiksel olarak,
i. Fi:].,
il. lim Pii(n) —> €€ (0,1] ve
n—->oo
iii. S={n|Pi(m)>0,l=12,..,}olmak iizere E.B.0.B(ny, n,, ...,n,) =1
ise i-mikrodurmu ergodik bir durumdur. Orneklem uzayindaki biitiin mikro

durumlar ergodik durumlar ise bu durumda sistem ergodiktir denir,
biciminde ifade edilir.

Bu tanimin esdegeri, sistemin biitiin mikrodurumlarinin birbiriyle iletisimli oldugu

durumdur. Termodinamik denge durumunda bir i-mikrodurumun p;-olasilig
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rlll_{?o Pi(n) »e=p; >0 (4.5)

biciminde tanimlanir. Ekstensif ve ekstensif olmayan sistemler {izerinde konusurken
dikkate alinan olasiliklar, denklem (4.5)’teki p;-olasiliklaridir. Bu ise, genellestirilmis
entropilerden bahsederken bile dikkate alinan olasiliklarin ancak denge durumunda
sifir olmayan olasiliklar oldugu demektir. Bu durumda sistemin ergodikliginin, denge
durumundaki olasiliklar1 belirlemekle dogrudan bir iligskisi yoktur. Sistemin
ergodikligi izerine yorum yapabilmek i¢in onun zaman i¢indeki hareketinin de dikkate
alinmasi gerektigi gayet agiktir. Oysa hem Boltzmann-Gibbs istatistiginde hem de
ekstensif olmayan istatistiksel mekanikte sistemin denge durumu incelenmektedir. Bir
fiziksel niceligin zaman ortalamasinin topluluk iizerinden ortalamasina esit olmasi,
yukaridaki durum tanimlar dikkate alindiginda, dogrudan dogruya sistemin zaman
igindeki hareketi ile iliskili olarak tanimlanmis olan ergodik hipotezinin bir sonucu ya
da 6zel bir hali olarak belirir. Sonug olarak sdylemek gerekirse ekstensif olmayan
sistemler i¢in Onerilmis olan genellestirilmis entropilerde, ergodiklik hipotezinin

gecersiz oldugu soylenemez.

Boliim 3.1°de ekstensif-olmayan istatistiksel mekanige verilen 6rneklerde, 1s1 deposu
ile dengede olan sonlu sistem igin g-parametresi olgiilebilir nicelikler cinsinden
verilmisken; anormal diflizyon i¢in bu parametre, olasilik dagilimini deneysel verilere
uydurmakla belirlenebilir. Bunun sebebi g-parametresinin nasil belirlenecegine iliskin
bir yontemin, ya da bu parametrenin fiziksel bir yorumunun verilememis olmasidir.

Dolayisiyla q-parametresinin fiziksel statiisii hala muglaktir.

Ayrica genellestirilmis entropilere iligkin bazi celisik durumlara deginmek gerekir.
Boliim 2.2°de evrensel entropi incelenirken, fiziksel sartlar1 saglamasi durumunda b-
parametresinin sifir, a-parametresinin de sifirdan biiylik olmasi gerektigi sonucuna
ulagilmistir. Bunlar dikkate alindiginda formel grup isleminin kapali formu, Tsallis
entropisine has sanki-toplanirlik 6zelligine indirgeniyordu. Iki alt sistemin bileskesi
ekstensif olmayan bir sistem olusturuyorsa, bu bileske sistemin kompleksiyon
sayisiin iki alt sistemin kompleksiyon sayilarinin ¢arpimindan kii¢lik olmasi gerekir
(Wag < WyWg) [41]. Bu durumda entropinin artan bir fonksiyon olmasi ve

V{/im Sy(W) — oo iligkisinden dolay1 bileske sistemin entropisi de alt sistemlerin

entropilerinin toplamindan kii¢iik olmali, yani
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Sy(AUB) < Sy(A) + Sy(B)

olmalidir. Oysab = 0 ve a > 0 sartlar1 dikkate alindiginda evrensel entropinin formel

grup isleminin kapali formu bu sart1 saglamamaktadir:
S(AUB) = cp(S(A),S(B)) = S(A) + S(B) + aS(A)S(B) > S(A) + S(B)

Bu sorun, genellestirilmis entropilerin temeline iliskin bir itiraz olmas1 bakimindan

Onemlidir.

Ikinci bir celisik durum ise eskort ortalama diye bilinen ve Tsallis entropisinin
genellestirilmis entropi olarak kabul edildigi sistemlerde ortalama enerji hesabi igin

kullanilan,

quzpini/ZP? '
i=1 i=1

esitligidir. Tsallis ve Renyi entropileri i¢in denklem (3.4)’teki varyasyon fonksiyonu
yazilirken bu eskort ortalama kullanilir. Herhangi bir fiziksel niceligin ortalama
degerini hesaplamak i¢in bu eskort ortalama kullanildiginda s6z konusu fiziksel
niceligin kararlilik géstermeyecegi gosterilmistir [79]. Bunun disinda ontolojik agidan
bakildiginda, eskort ortalamada kullanilan p;-olasiliklarinin, E;-enerji seviyelerinin
Olglimii olarak degerlendirilemezler [80, 81, 82]. Ayrica bir entropinin Lesche
siirekliligini saglayip saglamadigi test edilmek istendiginde, Lesche siirekliliginin
tanim1 geregi olasiliklarin 6l¢iim olarak tanimlanmasi gerekir. Dolaysiyla bu sartlar

saglanmak lizere,

q W w pl/ay74
P; 1-(ZW, P
P = ‘q(=>)Uq=EPiEiveSq= (=7 )
i=1

i i q-1
gibi bir diizenleme yapilmalidir. Tsallis entropisinin bu yeni sekli dikkate alindiginda

artik Lesche siirekliligini saglayamamaktadir [80].

Bu geliskilere ek olarak, denge durumunda mikrodurumlarin olasiliklarini hesaplamak
icin kullanilan varyasyon fonksiyonunun (mevcut) genellestirilmis entropiler icin
gecerli olmadig1 gosterilmis [83] ve eskort ortalama kullanildiginda genellestirilmis
entropiler, garip bir sekilde Boltzmann-Gibbs entropisine esit ya da onun bir kati
cikmaktadirlar [84].
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Biitiin bu bahsedilen anormalliklerin (ya da ¢elisik durumlar) tali degil, temele iliskin
problemler oldugu hatirda tutulmalidir. Giris kisminda, entropinin, tarihsel seyri iginde
daima fiziksel gerekliliklerle ve gercekliklerle i¢ i¢e giden bir gelisim gosterdigini ve
nihayetinde Boltzmann-Gibbs entropisinin, sistemlerin fiziksel analizleri sonucu
matematiksel bir ifade olarak belirdigini s6ylemek miimkiindiir. Oysa Onerilen
genellestirilmis entropiler boylesi bir faaliyetin seyri iginde Onerilmis degil; adeta bu
seyrin tersi bir siiregle onerilmislerdir. Fakat her matematiksel ifadenin, mutlaka bir

fiziksel dayanag1 olmak zorunda degildir [85].

Formel grup yapisi ile entropinin 6zellikleri arasinda yadsinamaz bir benzerlik vardir.
Bu benzerlikten yola ¢ikarak genelletirilmis entropilere teorik bir altyap: verilebilir.
Burada temel sorun olarak, formel grup isleminin kapali bi¢iminin nasil olacagi
problemi durmaktadir. Eger tez iginde bahsi gecen gerekli fiziksel sartlar1 saglayan bir
formel grup islemi tanimlanabilirse, bu formel grup islemine karsilik gelecek entropi
ifadesi bulunabilir. Kuskusuz bu formel grup isleminin tanimlanmasinda matematiksel

bir analizin degil fiziksel bir yorumun merkeze alinmasi gerekir.

Ayrica sistemde sicaklik dalgalanmasi kabul edildiginde yine Tsallis entropisine
benzer bir entropi elde edilebilmektedir. Bu yontemde, fiziksel bir yorumdan yola
cikilarak (sicaklik dalgalanmalarinin varligl) yine genellestirilmis bir entropiye

ulasildigindan, uygulanabilir yontemlerden biri olarak goriilebilir.
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