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TEK GECIKME ICEREN REAKSIYON-DIFUZYON SiSTEMLERI ICIN HOPF
CATALLANMA ANALIZI ALGORITMASI VE UYGULAMALARI
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Bu tezde, tek gecikme iceren ve Neumann sinir kosullarina sahip reaksiyon-difiizyon
denklem sistemlerinin bir sinifinda gecikme teriminin degisimine bagh olarak ortaya
cikan periyodik c¢oziimlerin varligi ve Ozellikleri analiz edilmigstir. Bunun igin,
gecikme terimi catallanma parametresi olarak alinip bahsi gecen sistem sinifinda
Hopf catallanmanin ortaya ¢iktig1 kosullar belirlenmigtir. Bu sekilde varlig1 garanti
edilen periyodik coziimlerin Ozelliklerini belirlemek i¢in ise sistem merkez
manifolduna indirgenmigstir. Ayn1 sinifa ait farkli problemler i¢in bu adimlarin
tekrarim1 engellemek amaciyla bir algoritma olusturulmustur. Bu algoritma, Hopf
catallanma varlik analizini sadece sistemin karakteristik denkleminin katsayilarim
kullanarak ve yon analizini ise sadece sistemdeki fonksiyonlarin Taylor serilerindeki
birinci ve ikinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen katsayilar1 kullanarak
tamamlamay1 saglayacak kosullar ve formiillerden olugmaktadir. Boylece, bu tez
calismasi ile tek gecikme iceren reaksiyon-difiizyon denklem sistemlerinin bahsi
gecen sinifi tamamen analiz edilmigtir. Elde edilen algoritma ile bu sinifa ait dort
farkli problemin Hopf catallanma analizleri yapilmis ve bdylece algoritmanin
uygulanabilirligi gosterilmistir. Ayrica bu problemler ile difiizyon teriminin

sistemlerin dinamigi tizerindeki etkisi tartisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hopf catallanma, Reaksiyon-difiizyon, Zaman gecikmesi,

Kararlilik, Periyodik ¢oziimler.
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ABSTRACT
Doctor of Philosophy

AN ALGORITHM FOR HOPF BIFURCATION ANALYSIS OF
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APPLICATIONS
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In this thesis, we analyze the existence and properties of periodic solutions of a class
of systems of reaction-diffusion equations with a single delay and Neumann boundary
conditions while the delay parameter changes. For this, the delay term is chosen as
the bifurcation parameter and the conditions under which the Hopf bifurcation occurs
in the mentioned class of reaction-diffusion systems are determined. To specify the
properties of the periodic solutions whose existence guaranteed in as a result of the
method described the system is reduced to the center manifold. Moreover, in order to
prevent the repetition of the involved steps for different problems belonging to the
same class, an algorithm is developed. This algorithm consists of the conditions and
formulas that will allow the existence analysis of Hopf bifurcation to be completed
only by using the coefficients of the characteristic equation of the system, and will
allow the direction analysis of Hopf bifurcation to be completed merely by using the
coefficients of the second degree Taylor polynomials of functions in the system. Thus,
the considered class of reaction-diffusion equation systems containing a single delay
is fully analyzed by this study. Hopf bifurcation analysis of four different problems
belonging to this class are performed with the obtained algorithm, and thus the
feasibility of the algorithm is presented. Moreover, within the scope of these four

problems, effects of diffusion on the dynamics of the systems are also discussed.

Keywords: Hopf bifurcation, Reaction-diffusion, Time delay, Stability, Periodic

solutions.
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1. GIRIS

Dinamikler, bir¢ok bilim alaninda her zaman onemli bir arastirma konusu olmustur.
En basit bir cisimden, insan toplumuna kadar biitiin sistemler icin sistem parcalarinin
hareketine ve/veya bir biitiin olarak evrimine (gelismesine, degismesine) neden olan
itici giicler ve mekanizmalar nelerdir? Bu hareketin ve/veya evrimin Ozellikleri
nelerdir? Diger sistemlerle veya diger bilimlerle etkilesim gibi daha genis bir
baglamda diisiiniildiigiinde, bu dinamiklerin anlami1 ne olabilir? Bu sorular, yiizyillar
boyunca filozoflar ve bilim adamlar1 ic¢in zorlayici, heyecan verici problemler
olmustur (Malchow, 2008).

Dinamik, degisimle ve zamanla gelisen sistemlerle ilgilenen bir konudur. S6z konusu
sistemin denge halinde olup olmamasi, bir dongiiniin i¢inde kendini tekrar edip
etmemesi veya daha karmagik seyler yapip yapmamasi (0rnegin, kaotik yapilar
sergilemesi gibi), sistemin davranigini belirlemede kullandigimiz dinamiklerdir.
Dinamik, giiniimiizde disiplinler arasi bir konu olsa da aslinda fizigin bir dahdir ve
1600’lerin ortalarinda, Newton diferensiyel denklemleri kesfettiginde ortaya
cikmistir. Bu yillarda Newton, hareket yasasin1 ve evrensel kiitle ¢ekim yasasin
kesfetmistir. Bu kesifle, Kepler’in gezegensel hareket yasalarini agiklamistir. Newton,
ozellikle diinyanin giines etrafindaki hareketini hesaplama problemi olan aralarindaki
yercekiminin ters kare kanunu ile belirlendigi "iki cisim problemi"ni ¢6zmiistiir. Daha
sonraki yillarda, matematikciler ve fizik¢iler Newton’un "iki cisim problemi" i¢in
kullandig1 analitik yontemi "li¢ cisim problemi'"ne (6rnegin, giines, diinya ve ay i¢in)
genisletmeye calismiglardir. On yillarca ¢aba harcandiktan sonra ii¢ cismin hareketleri
icin acik formiillerin elde edilmesi anlaminda, "ti¢ cisim problemi"nin ¢6ziilmesinin
imkansiz oldugu anlasilmistir (Strogatz, 1994).

1800’lerin sonunda Poincaré, umutsuz goriinen bu duruma nicel sorulardan ziyade
nitel sorular1 vurgulayan yeni bir bakis agis1 getirmistir. Ornegin, "Gezegenlerin biitiin
zamanlardaki tam konumlart nedir?" sorusu yerine "Giines sistemi, sonsuza kadar
kararli midir, yoksa giines sistemindeki bazi1 gezegenler sonunda giines sisteminin
disina c¢ikacak midir?" sorusunu sormustur. Poincaré, bu tiir sorular1 analiz etmek icin
giiclii bir geometrik yaklasim gelistirmistir. Bu yaklasim sayesinde, dinamiklerin
modern konular1 gelismis ve uygulamalar, goksel mekanigin ¢ok Otesine ulagmustir.
Ayrica Poincaré, baslangi¢ kosullarina hassas bir bicimde bagli olan ve bdylece uzun
vadeli tahmini imkansiz hale getiren diizensiz davranislarin sergilendigi kaos
olasiligin1 deterministik bir sistem i¢in goren ilk kisidir (Strogatz, 1994).

Poincaré topoloji ile dinamik sistemleri bir madalyonun iki yiizii olarak gormiis ve
aralarinda bir iligki kurulmasini saglamistir. Bu iligki sayesinde, bir sistemin biitiin
davranig bi¢cimlerini i¢eren tabloyu gorsellestirmeyi saglayabilecek bir sekil kullanmak
miimkiin hale gelmektedir. Boyle bir seklin iistiindeki tek bir nokta, belirli bir sistemin
zaman i¢inde dondurulmus bir anda bulundugu hali gostermektedir. Bir sistem zaman
icinde yol alirken bu nokta da hareket etmekte ve s6z konusu sekil tizerinde bir yoriinge



cizmektedir. Seklimizi biraz biiktigtimiiz takdirde sistemin parametrelerini degistirmis
olacagimizdan, akigkani daha agdali yapmis veya sarkaci daha sert hareketlendirmis
oluruz. Birbirine benzer gibi goriinen sekiller, birbirine benzer gibi goriinen davranis
bicimleri verir. Sekli gorsellestirebildiginiz takdirde sistemi anlamaniz da miimkiin
olur (Gleick, 1987).

19. ylizyilinin en biiyiik matematikg¢ilerinden biri olan Jules Henri Poincaré,
29 Nisan 1854’te Nancy’de (Fransa) dogdu. 1873-1875 yillar1 arasinda
Paris’te Ecole Polytechnique’de matematik egitimi aldi. 1879°da Paris
Universitesinden doktorasini almadan 6nce galigmalarina Caen Madencilik
Okulu’nda devam etti. Ogrenci oldugu sirada pek ¢ok diferensiyel denklemi
¢ozen yeni karmagik fonksiyonlar kesfetti. Bu biiyiik ¢alisma, 1830’lu
yillarda kesfedilen ancak matematikgiler tarafindan 1870’li yillara kadar
kabul gormeyen Oklid digi geometrinin ilk "ana akim" uygulamalari
arasinda yer aldi. 1880’lerde Poincaré belirli bir diferensiyel denklem
tiirtiniin tanimladig1 ¢6ziim egrilerinin global davranisi tizerinde ¢aligmalara
bagladi. Bu caligmalarinda, "Coziimler bir noktaya sarmal bir sekilde
yaklagir m1 o noktadan uzaklagir mi1?", "Bazi ¢oziimler kapali dongiiler
olusturur mu, olustururlarsa yakindaki egriler bu kapali dongiilere sarmal bir
sekilde yaklagir m1 yoksa onlardan uzaklagir mi1?" gibi sorularin cevaplarini
arastirdi. Bu caligsmalartyla giines sisteminin hareketini tanimlayan ve daha
karmagik olan diferensiyel denklemleri analiz etmeyi amacladi. Ayrica bu
caligmalar, Poincaré’yi bir noktanin pozisyonunun cesitli koordinatlarla

belirlendigi matematiksel alanlar1 (simdi manifold olarak anilmaktadir)

. . p L diisii snlendirdi. Poi . o dif ivel denkleml .
Resim 1.1: Jules Henri Poincaré diisiinmeye yo.n endirdi c?ncare geomet.rl, di erens.lye. fien emler teorisi,
elektromanyetizma, topoloji ve matematik felsefesi gibi pek ¢ok konuda

onemli yeniliklere imza atti. Caligmalariyla giiniimiizde hala oldukca aktif
olan yeni matematik dallarinin olusmasina ve ¢ok sayida teknik sonuca
katkida bulunan Poincaré, 17 Temmuz 1912 tarihinde Paris’te hayata veda
etti (Url-1).

Son 50 yildir, gercek yasam problemleri, bir asir 6nce Poincaré tarafindan diferensiyel
denklemlerin 6zelliklerini anlamak i¢in baglatilan topolojik ve geometrik bakis acisi
kullanilarak tanimlanmaya devam etmektedir.

Temel olarak iki tiir dinamik sistem vardir: Diferensiyel denklemler ve Fark
denklemleri. Diferensiyel denklemler sistemin degisimini siirekli zamana gore
tanimlarken fark denklemleri ayrik zamana gore tamimlar. Ayrica diferensiyel
denklemler de sadece zamanin bagimsiz degisken oldugu adi diferensiyel denklemler
ve zaman ile birlikte farkli bagimsiz de8iskenlerin de oldugu kismi diferensiyel
denklemler olmak iizere ikiye ayrilir.

Simdi, X € R", F € CK(R",R"), k > 1 olmak iizere

X=F(X), X(0)=X, (1.1)

baglangi¢ deger problemini ele alalim.

Teorem 1.1 (Varhik ve Teklik (Strogatz, 1994)). Eger, F € C'(R",R") ise (1.1)
baglangi¢ deger probleminin bir 6 > 0 icin (—0,0) araliginda tanumli tek bir ¢oziimii
vardir.

Onemli arastirma konularindan biri, (1.1) gibi bir dinamik sistemin uzun vadeli
davramgidir. Ozellikle, (1.1) sisteminin ¢oziimlerinin kararli olup olmadigi merak
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konusudur. Bunun i¢in genellikle, sistemin ¢oziimleri F(X*) = 0 esitligini saglayan
X* denge noktasinin yakininda bagladiginda ne olur sorusuna yanit aranir. Bu soruya
verilebilecek cevaplari asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

Tamim 1.1 (Kararlilik Tiirleri (Strogatz, 1994)).

o Eger||X(0) —X*|| < 6 iken }LmX(t) = X* olacak sekilde bir 8 > 0 mevcut ise
X* denge noktasina cekicidir denir. Baska bir deyisle, bir denge noktasinin ¢ekici

olmasi, denge noktasinin yakin bir komsulugunda bagslayan her ¢oziimiin t — oo
iken denge noktasina ulagtigi anlanmina gelir (Sekil 1.1).

o Eger ¥V € > 0 icin ||X(0) —X*|| < 0 itken t > 0 i¢in ||X(t) — X*|| < € olacak
sekilde bir 6 > 0 var ise X* denge noktasina Liapunov (Lyapunov) anlamda
kararlidir denir. Diger bir ifadeyle, Liapunov (Lyapunov) anlamda kararlilik,
denge noktasimin yakin bir komsulugunda baglayan ¢oziimlerin biitiin t
zamanlarinda denge noktasina yakin kalmasidir (Sekil 1.1).

e Bir denge noktast hem cekici hem de Liapunov (Lyapunov) anlamda kararli ise
o denge noktasina yerel (lokal) asimptotik kararlidir denir.

e Bir denge noktasi kararli degil ise o denge noktasina kararsizdir denir.
cap =8 \

Cekici

Liapunov Kararli

Sekil 1.1: Kararlilik tiirleri (Strogatz, 1994).

Dinamik sistemlerin analizinde 6nemli olan bir bagka ayrim ise sistemlerin lineer
olup olmamasidir. Lineer olmayan ¢ogu sistemin analitik olarak ¢6ziimii miimkiin
degildir. Peki, lineer olmayan sistemleri analiz etmek, lineer olan sistemlere gore
neden daha zordur? Strogatz (1994), bu soruya su sekilde cevap verir: Lineer
sistemler pargalara ayrilabilir ve her boliim ayr1 ayr ¢oziildiikten sonra bu ¢oziimler
bir araya getirilerek sistemin ¢oziimii elde edilir. Bu fikir, karmasik problemlerin
harika bir sekilde sadelestirilmesine izin verir. Bu anlamda, lineer bir sistem tam
olarak parcalarinin toplamina esittir. Diger taraftan, dogadaki pek ¢ok sey bu sekilde
davranmaz. Bir sistemin parcalari, birbirlerine miidahele ettiklerinde, birbirleri ile is
birligi yaptiklarinda veya birbirleri ile yaristiklarinda, bu sistemde devam eden ve
dogrusal olmayan etkilesimler ortaya cikar. Bu nedenle, ayni anda ¢ok sevdiginiz iki
sarkiyr dinlediginizde iki kat keyif alamayacagimiz gibi giinlilkk yasamda
sliperpozisyon prensibi basarisiz olur.

Bu tezde, lineer olmayan iki boyutlu adi diferensiyel denklem sistemleri ve kismi
diferensiyel denklem sistemleri ele alinacaktir.
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Gercek yasam problemlerini anlamak, tanimlamak, aciklamak ve c¢6zmek icin
oncelikle onlar1 matematiksel olarak ifade etmek gerekir. Bu siirece, matematiksel
modelleme denir.

Biyolojik sistemlerin matematiksel modellemesinde ii¢ temel adim vardir. Bu
adimlarin birincisi, biyolojik siireci veya incelenen sistemi dogru olarak temsil etmek
icin matematiksel modelin formiile edilmesidir. Ikinci adim, modelin davranisini
anlamak i¢cin matematiksel tekniklerin uygulanmasi iken iiclincii adim anlaml
biyolojik sonuglarin elde edilip edilmedigini belirlemek icin model sonuglarinin
yorumlanmasidir (Allen, 2007). Formiilasyon, analiz ve yorum olarak dzetlenebilecek
bu adimlar, ayn1 zamanda, herhangi bir ger¢ek yasam problemini matematiksel olarak
modellemek icin de izlenmesi gereken adimlardir.

Model tasariminin en o©nemli yonii, modellerin sistemin bilinen 6zelliklerini
sergileyebildiginden emin olmaktir. Bu 6zellikler, acik veya kapali olabilir. Erken
evre modellerin matematiksel analizi, bu gibi modellerin sistemin bilinen
ozelliklerine uyan veya uymayan bazi gizli niteliklerini ortaya c¢ikarabilir. Eger
uyusmayan bir dzellik varsa bu tutarsizlik modellerin degistirilmesi i¢in yol gosterir.
Bir bagka deyisle, modelleme siirekli gelisen bir siirectir (Kuang, 2002). Modeller,
parametre ve/veya bagimsiz ve/veya bagimli degisken sayisim1 artirmak veya
azaltmak; problemin calisildigi  uzayin boyutunu degistirmek; gecikme,
reaksiyon-difiizyon gibi yeni terimler eklemek; modelde yer alan bazi fonksiyonlarda
degisiklik yapmak gibi pek cok farkli yontemle gelistirilebilir. Ornegin, memelilere
ait bir popiilasyonda, bireylerin yas ortalamasi1 popiilasyon artisi iizerinde etkilidir.
Yagsl birey sayisinin fazla oldugu bir popiilasyonda niifus artis hiz1 az iken geng birey
sayisinin fazla oldugu bir popiilasyonda niifus artig hiz1 fazla olacaktir (Bilazeroglu,
2012). Bu nedenle, eger erken evre modeliniz sadece zamana bagli ise modele yas
faktorii bagimsiz degisken olarak eklenip model gelistirilebilir. Bagka bir 6rnek olarak
"bir popiilasyonun hayatta kalabilecegi minimum alan problemi"ni ele alabiliriz. Bu
problemin erken evre modelinde, uzaysal/konumsal boyut Kierstead ve Slobodkin
(1953) tarafindan bir olarak almmus ve popiilasyonun biiyiimesi iistel'! kabul
edilmigtir. Daha sonra, modeli daha gercekci hale getirmek icin Cantrell ve Cosner
(1989), oncelikle modelin konumsal boyutunu ikiye cikarmis ve iistel biiylimeyi,
lojistik biiyiime! ile degistirmiglerdir. Ayrmtilar icin Allen (2007) kaynagina
bagvurulabilir.

Bu tezde, parcaciklarin konumsal boyutta herhangi bir yon kisitlamasi olmadan
hareket edebileceklerini ve gergek yasam problemlerinin gecmise olan bagliliklarini,
modellere sirasiyla reaksiyon-difiizyon mekanizmasi ve gecikme terimi ekleyerek
ilgili matematiksel modelleri daha gercekg¢i hale getirmek hedeflenmektedir.

Simdi, reaksiyon-difiizyon denklemlerine ve gecikmeli diferensiyel denklemlere kisa
bir girig yapalim.

!Ustel biiyiimede, kisi bagina diisen (kisi basina) bilyiime orani, niifus biiyiikliigiine bakilmaksizin
ayn1 kalir ve boylece niifus arttikca daha hizli ve daha hizli biiyiir. Lojistik biiylimede ise niifus
biiyiikliigii, tasima kapasitesi olarak bilinen ¢evre kaynaklarinin azami miktarina yaklagtiginda, niifusun
kisi bagina biiyiime oran1 gittikge kii¢iilmektedir (Url-2).
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1.1 Reaksiyon-Difiizyon Denklemleri

Difiizyon mekanizmasi, pargaciklarin bir cevrede veya medyadaki hareketini modeller.
Parcaciklar, fizikteki temel pargaciklar, bakteriler, molekiiller veya hiicreler gibi cok
kiiciik nesneler; hayvanlar, bitkiler, insanlar gibi cok biiyiik nesneler; salginlar veya
sOylentiler gibi belirli olaylar olabilir (Shi, 2004). Parcaciklardan olusan topluluklarda,
her bir parcacik genellikle rastgele bir sekilde hareket eder. Parcaciklar, bu bireysel ve
diizensiz hareketin sonucu olarak yayilir. Bu kii¢iik 6lcekli diizensiz hareket, grubun
biiytik 6lgekli veya briit diizenli hareketi ile sonu¢landiginda bunu bir difiizyon siireci
olarak diisiinebiliriz (Murray, 2002).

Murray (2002)’ye gore kiiciik Olgekli davramig bilgisi ilizerinden biiyiik Olgekli
davranigi elde etmek cok zordur. Bu nedenle, kiiresel davranig hakkinda bilgi sahibi
olabilmek ic¢in parcacik yogunlugu veya konsantrasyonuna bagli bir denklem
tiretmek gerekir. Cantrell ve Cosner (2003), Murray (2002) ve Shi (2004)
kaynaklarinda izlenen yollar takip edilerek bu denklem asagidaki gibi tiiretilebilir:

Parcaciklarin bulundugu bolgeyi Q olarak adlandiralim. Q C R”, n > 1, bir acik kiime
ve Q bolgesinin sinir1 dQ yeterince diizgiin olsun. Bu bolgedeki pargaciklarin ¢
zamanindaki ve x € Q konumundaki yogunluklarin1 veren fonksiyonu u(z,x) ile
gosterelim ve u € CK(R x R",R"), k > 2, olsun. Simdi ilgilendigimiz soru,  zaman
ve X konumu degistikce u(z,x) fonksiyonunun nasil degisecegidir. Bu degisim iki
sekilde olabilir. Birincisi, parcaciklarin bireysel olarak etrafta hareket etmesidir.
Ikincisi ise fiziksel, kimyasal ya da biyolojik nedenlerden otiirii yeni parcaciklarin
tretilmesi veya mevcut parcaciklarin yok olmasidir. Bu iki etkiyi ayri ayn ele
alacagiz.

Is1 transferi veya bir kimyasalin suda seyrelmesi gibi bir maddenin yiiksek yogunluklu
bolgelerden diisiik yogunluklu bolgelere gecmesi dogal bir olaydir (Shi, 2004). Bu
dogal siirece bagli olarak u(z,x) in hareketi, popiilasyon yogunlugunun akisi' olarak
adlandirilir.

Fick yasasi, akinin, yogunlugun gradyeni (konumsal tiirevi) ile orantili olan bir
biiyiikliikle parcaciklarin yogunlugunun yiiksek oldugu bolgeden, diisiikk oldugu
bolgeye dogru olacagini soyler (Url-3). Bagka bir deyisle, "yiiksek yogunluktan diisiik
yogunluga" ilkesi, akinin, u(#,x) in en hizli azaldig1 yon olan negatif gradyeni yoniine
dogru olacagi anlamina gelir ve bu durum matematiksel olarak

J(t,x) = —d(x)V,u(z,x) (1.2)

seklinde ifade edilir. Burada, J € Ck(]R x R"R"), k > 1, t zamanindaki ve x
konumundaki akiy1, d € CK(R",R"), k > 1, x konumundaki difiizyon katsayisini ve
V. ise V,g(x) = (dg1/dx1,0g2/dx2,--,dgn/dx,) gradyen operatoriinii temsil
etmektedir.

Ote yandan, herhangi bir noktadaki parcaciklarin sayis1 dogum, 6liim, avlanma veya
kimyasal reaksiyonlar gibi diger nedenlerden dolay1 da degisebilir (Shi, 2004). Bu
sebeplere bagl olarak yogunluk fonksiyonunda meydana gelen degisimin oranini,

IBirim yiizeyden birim zamanda gecen (giren ve ¢ikan) madde ya da 1stnim niceligi (Url-4).
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f(z,x,u) fonksiyonu ile gosterelim. Bu fonksiyon, genellikle reaksiyon orani olarak
adlandirilir.

Bu tanimlar ve kabullere gore, parcaciklarin € bolgesindeki toplam popiilasyonu ve
toplam popiilasyondaki degisim orani sirasiyla asagidaki gibidir:

d
/u(t,x)dx ve E/u(r,x)dx
Q

Q

Ayrica dQ nin dis birim normali n olmak iizere popiilasyonun Q bolgesinin i¢indeki
net biiylime oran1 ve Q bolgesinden diftizyona bagl disar1 ¢ikisin orani sirasiyla

/f(t,x,u(t,x))dx ve /J(t,x)-n X
Q aIQ

olarak ifade edilir. Toplam popiilasyondaki degisim orani, € bolgesinin i¢indeki net
biiyiime oranindan disartya dogru olan akiyi ¢ikararak elde edileceginden

% Jutexax =~ [ 3.5 n(x)as + [ o.x,u(,%))dx (13)
Q Q. Q
olur. Diger taraftan,
: _dfi [ 9fr A fa
div(f(x)) = oxy r dx iy ox,

olmak iizere Divergence Teoreminden (Bakiniz EK 1)
/ J(1,%) -n(x)dS = / div(J(1,x))dx
oQ Q

oldugu i¢in (1.2) denkleminden

/J(t,x) ‘n(x /le V.u(t,x))dx
aQ

esitli§ine ulasilir. Bu durumda, (1.3) denklemi

a’/ txdx—/dlv V. u(z,x) dx+/ftxutx))a’

esitligine doniisiir. JQ ve u yeterince diizgiin olduklar i¢in son esitlikteki tiirevi
integralin i¢ine alarak

/ (au((?tt, X) div(d(x)V,u(t,x)) — f(t,x,u(t,x))> dx =0
Q

esitligi elde edilir. Q keyfi bir bolge oldugu icin son denklemden



du(t,x)
ot

elde edilir ve bu esitlik her (7,x) i¢in saglamr. (1.4) denklemi, reaksiyon-difiizyon
denklemi olarak adlandirilir. Burada, div(d(x)V,u(z,x)) parcaciklarin hareketini
tanimlayan difiizyon terimi iken f(7,x,u(z,x)) yasam ortaminda meydana gelen
dogum-o6liim veya reaktordeki reaksiyon gibi etkileri tanimlayan reaksiyon terimidir.

=div(d(x)Vu(t,x)) +£(¢,x,u(t,x)) (1.4)

Parcaciklarin bulundugu ortamlar genellikle heterojen oldugu icin difiizyon katsayisi
d(x), genel olarak sabit degildir. Ancak difiizyon bolgesi yaklagik olarak homojen
oldugunda, d(x) = d oldugu varsayilabilir. Bu varsayimla,

Au = div(Vu) = ) =2 (1.5a)

Laplasyen operatorii olarak tanimlanmak iizere (1.4) reaksiyon-difiizyon denklemi

d

a—‘; — dAu+f(1,x,u) (1.5b)
seklinde basitlestirilebilir. Bir reaksiyon olusmadiginda ise son denklem, (homojen)
difiizyon denklemi olarak adlandirilan

Ju
E =dAu

denklemine doniisiir. Bu denklemde, u =T € ck (R x R™,R), k > 1 sicaklig1 gosteren
fonksiyon olarak alinirsa denklem st denklemine doniisiir.

Reaksiyon denklemleri, Fick yasasi kullanilarak tiiretilebildigi gibi rastgele yiiriiyiis
yaklagimi, stokastik diferensiyel denklemler, etkilesen parcacik sistemleri gibi farkl
yontemler kullanilarak da tiiretilebilir. Bu yontemler ve reaksiyon-difiizyon
denklemlerinin tarihcesi hakkinda daha fazla bilgi i¢cin Cantrell ve Cosner (2003) ve
Murray (2002) kaynaklarina bagvurulabilir.

Literatiirde yer alan pek cok calisma, sistemlerin durumlarinin zamana gore
degisimini analiz eder, yani sistemlerin zamansal dinamiklerine odaklanir. Buna ek
olarak gercek yasamdaki problemleri temsil eden pek ¢ok sistemin durumu, konuma
gore de degisebilir. Ornegin, matematiksel epidemiyoloji', bulasici bir hastaligin belli
bir niifusta nasil dolagimda oldugunu arastirir, ozellikle yayilimini kontrol eden
faktorleri belirlemeye calisir. Matematiksel epidemiyolojinin nihai amaci bulasict
hastaligin gelisimini tahmin etmek ve hastaligin salgina doniismesini Onlemektir.
Standart yaklagima gore, popiilasyon, enfeksiyona yakalanma olasilif1 acgisindan ya
da hastalik gelisimindeki evre ile ilgili olarak farkli 6zelliklere sahip birka¢ sinifa
ayrilir. Bu nedenle, basit bir model hastalik riskine agik ve enfekte olmuslar olmak
tizere iki smiftan olusur. Bu iki farkli siniftaki herhangi iki kisi kargilastiginda
(etkilesim veya reaksiyon gerceklestiginde) hastalik riskine agik olan kigi bir ihtimalle

' Toplumda goriilen hastaliklarin nedenlerini, goriilme siklig1 veya oranini, yayihslarini, hastaliklara
kars1 alinacak 6nlem ve korunma yontemlerini konu alan bilim alan1 (Url-7).
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hastaliga yakalanir ve boylece enfekte hale gelir. Bu siire¢ hastaligin bulagmasi olarak
tanimlanir. Konumsal boyut, kisilerin hareketlerinin rastgele yiiriiylis esasina gore
oldugu varsayilarak hesaba katilinca bu modeller reaksiyon-difiizyon denklemleri ile
temsil edilir (Volpert ve Petrovskii, 2009).

Baska bir 6rnek olarak hayvanlarin postlarinda beneklerin veya cizgilerin olugmast,
morfojenlerin® cesitlenmeleri ile aciklanabilir. Morfojenler diizgiin dagilmiyorsa, yani
dagilim heterojen ise, lekeler veya cizgiler olusurken (Resim 1.2) morfojenlerin
homojen olarak dagilmasi, herhangi bir model gelistirmez (Seydel, 2010). Bir diger
ornekte Kareiva (1983), bir¢ok bocek ve hayvan tiiriiniin, sabit difiizyon katsayisina
sahip bir reaksiyon difiizyon modeline gore dagilmakta oldugunu gostermistir. Ayni
calismada, difiizyon katsayilar1 i¢in cesitli bocek tiirleri itizerinde yapmis oldugu
deneylerden elde ettigi gercek degerleri vermistir (Murray, 2002). Son Ornek olarak
"bir popiilasyonun yasamini devam ettirebilmesi i¢in gerekli olan minimum alan
problemi"ni diisiinebiliriz. Cok genis bir bolgede eslerin birbirini bulma olasiliginin
azalacag1 ve ¢ok dar bir alanda ise yetersiz besin gibi sikintilar yaganabilecegi icin
popiilasyonun artis hizinda bir diisiis meydana gelecektir (Bilazeroglu, 2012).
Minimum alan problemini ¢6zmek icin farkli reaksiyon fonksiyonlari ile ortaya ¢ikan
farkli reaksiyon-difiizyon denklemleri kullanilmaktadir. Bu problem ile ilgili
caligsmalar, Allen (2007) kaynaginda bulunabilir.

Resim 1.2: Desen ve sekil olusumuna dogadan drnekler (Url-5 ve Url-6)

Tam genellik iceren pek cok problem, hem zamansal hem de konumsal dinamikler
gosterir. Bu nedenle, elbette ki problemin dogasmma bagl olarak, bir problemin
dinamigini temsil eden matematiksel modelin daha gercek¢i olmast icin
reaksiyon-difiizyon mekanizmasinin ihmal edilmemesi gerekir.

1.2 Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Adi ve kismi diferensiyel denklemler, teorik popiilasyon dinamikleri ¢alismalarinin
gelismesinde Onemli bir rol oynamistir ve siiphesiz gelecek arastirmalarda
vazgecilmez araclar olmaya devam edecektir. Bu gibi pek ¢ok uygulamada, dikkate
alinan sistemin nedensellik ilkesine (gelecekteki durumun ge¢cmisten bagimsiz olmasi

ZEmbriyonik dokularda bir konsantrasyon gradyeni olusturarak gelisme siirecini baslatan bir protein
(Url-8).



ve yalnizca o an tarafindan belirlenmesi) dayali oldugu varsayilmistir. Bu varsayimin
gercek duruma sadece bir ilk yaklasim oldugu unutulmamalidir. Bir problem,
sistemin ge¢mis durumlarindan bazilarinm igerebileceginden gercek bir problem ideal
olarak gecikmeli diferensiyel denklemlerle modellenebilir (Kuang, 1993).

Sistemlerin belirli bir girdiye veya uyariya verdigi tepki genellikle anlik degil
gecikmelidir (Allen, 2007). Ayrica dogal ve yapay siireclerin ¢ogu "zaman
gecikmeleri” igerir (Kuang, 1993). Bu nedenle, gecikmeli diferensiyel denklemler;
ekonomi, ekoloji, fizik, kimya, matematiksel biyoloji, mithendislik, sinirbilimi, tip ve
diger alanlardaki aktif titresim, giiriiltii kontrolii, uzaktan kumanda, sehir i¢i trafik,
elektrik iletim hatti, niikleer reaktorler, yapay sinir aglari, iiretim sistemleri ve
kapasite yonetimi (Bakiniz: Asl ve Ulsoy, 2003 ve burada atifta bulunulan kaynaklar);
popiilasyon dinamikleri (¢ogunlukla olgunlagsma/gebelik donemlerini kapsar),
immiinoloji (kulugka/latent donemler), fizyolojik ve ilag kullanimu ile ilgili kinetikler
(glikoz-insiilin, kan basinci/tansiyon diizenleme) (Bakiniz: Kayan ve Merdan, 2017
ve burada atifta bulunulan kaynaklar) gibi konulara ait ger¢cek yasam problemlerini
modellemek i¢in kullanilir.

Gecikmenin dogal olarak gerceklestigi sistemlere giizel bir 6rnek, kemik iligindeki
kirmizi kan hiicrelerinin iiretilmesidir. Yeni bir kan hiicresinin olgunlagsmas1 yaklagik
dort giin alir (Seydel, 2010). Bagka bir ornek olarak ise bir ise para yatirma karari
sonrasinda, yeni ig kurulup yatirim mallar teslim edilene kadar belirli bir gecikme
olur. Boyle bir gecikmeli model ile Kalecki (1935), is dongiilerinin' olusumunu
aciklamistir (Seydel, 2010). Son bir Ornek olarak tiimor-bagisiklik sistemi
etkilesimini diisinelim. Hiicre dongiisii, hiicrenin iki yavru hiicre iiretmek iizere
boliinmesine yol acan olaylar serisidir (Url-10) ve dort farkli fazdan olusur. Hiicre
dongiisiiniin  belirli bir fazi ilizerinde etki yapan ilacglar, kanserle miicadelede
kullanilmaktadir. Bir¢ok durumda bu ilaclar, hiicrenin hiicre dongiisiine devam
etmesini engeller. Boylece ¢ogalmay1 durdurur ve hiicrelerin dogal 6liimiine veya
bagisiklik sisteminin bu hiicreleri 6ldiirmesine izin verir. Villasana ve Radunskaya
(2003), ilacin tiimor hiicrelerini mitozda tuttugunu ve ilacin konsantrasyonunun
zamanla {stel olarak azaldigin1 varsayip tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimini
gecikmeli diferensiyel denklemler kullanarak modellemiglerdir.

Lineer olmayan tek gecikme iceren bir diferensiyel denklem sistemi X € R" ve 7 € R™
olmak iizere
X(t) =F(1,X(1),X(t — 7)) (1.6)

ile ifade edilir. n-boyutlu bir diferensiyel denklem sistemi ile temsil edilen bir
baslangi¢ deger probleminin baglangig verisi, n-boyutlu Oklid uzayinda bir noktadr.
Diger taraftan, tek gecikme iceren bir diferensiyel denklem sistemi ile temsil edilen
bir baglangi¢c deger probleminin anlamli olabilmesi i¢in baglangi¢ verileri sonlu bir
aralikta tanimli bir fonksiyon ile ifade edilmelidir. Forde (2005) ve Karaoglu (2016),
bu durumu su sekilde aciklamiglardir: Belirli bir #y anindaki zamana gore degisim,
yani X(fp) bulunmak istenirse X(#)) ve X(to — 7) bilgilerine ihtiya¢ varken € € [0, 7]
olmak iizere pertiirbe edilmis 7o + € ani i¢in ise X(#p + €) ve X (7 + € — 7) bilgilerine

'Ts dongiisii, iktisadi dongii veya konjonktiir devresi, iktisadi etkinlik veya iiretimde birkag ay veya
yil1 agan iktisadi dalgalanmalari belirtmek i¢in kullanilan terim (Url-9).
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ihtiyac vardir. Bu durumda, (1.6) sistemi i¢in baglangi¢ kosulu
X(t)=Xo(t), to—1<t<t (1.7)

olarak tanimlanmalidir. Boylece, X(¢), to <t <ty + 7 iken (1.6) sistemini ve fp — T <
t <t iken (1.7) baglangi¢ kosulunu sagliyor ise X(), (1.6) sistemi i¢in bir ¢6ziim olur.
Simdi, bu ¢6ziimiin varlig1 ve tekligi ile ilgili teoremi verebiliriz.

Teorem 1.2 (Varlik ve Teklik (El’sgol’ts ve Norkin, 1973)). Eger, F fonksiyonu
(t0,Xo(t0),Xo(to — 7)) noktasumn bir komsulugunda siirekli ve bagiml degiskene gore
Lipschitz kosulunu sagliyor ve Xo(t) baslangi¢c fonksiyonu [ty — T,ty] araliginda
siirekli ise (1.6) baglangic deger probleminin yeterince kiiciik bir 6 > 0 icin
to <t <ty+ & araliginda tanumli tek bir ¢oziimii vardur.

Tek gecikme iceren
X(t) =F(X(t),X(r— 1)), X(t)=Xo(r), to—7t<1<19 (1.8)

otonom diferensiyel denklem sistemine karsilik gelen lineer sistemin karakteristik
denklemi

P(A)+0(A)e ™" =0 (1.9)

quasi-polinomu seklindedir. Burada, P ve Q, A nin polinomlaridir. Bu denklem e AT

terimini icerdigi i¢in bir transandantal denklemdir. Ayrica kompleks diizlemde sonsuz
coklukta koke sahiptir (Bakiniz: Balachandran ve dig., 2009; El’sgol’ts ve Norkin,
1973; Seydel, 2010). Eger (1.9) denkleminin bir kokii A; ise (1.8) sistemine karsilik
gelen lineer sistemin bir ¢oziimii e** olur. Bu nedenle, (1.8) sistemine karsilik gelen
lineer sistemin sonsuz coklukta lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir ve bu gecikmeli
diferensiyel denklem sistemlerini sonsuz boyutlu yapar (Bolim 4, El’sgol’ts ve
Norkin, 1973).

Sistemlerde, belirli bir girdiye veya uyariya verilen gecikmeli tepki farkli sekillerde
olabilir. # zamanindaki bir girdi veya uyaridan sonra reaksiyon tam olarak ¢ + T
zamaninda meydana geliyorsa bu gecikmeye kesikli gecikme denir. # zamanindaki
uyarana verilen tepki, Smith (2001)’e gore [f,¢ 4 7] araligindaki gecikmelerin agirlikli
ortalamasi, MacDonald (1989)’a gore ayrik zamanlardaki gecmisin birikimli etkisi
olarak meydana geliyor ise bu gecikmeye dagilimli gecikme denir. Bu tezde, kesikli
gecikme ele alinacak ve gecikme terimi kesikli gecikme anlaminda kullanilacaktir.
Dagilimli gecikme icin Karaoglu (2016), Kuang (1993), MacDonald (1989) ve Smith
(2011) kaynaklarina bagvurulabilir.

Sonug olarak zaman gecikmelerini ihmal etmek, gercegi gormezden gelmek anlamina
gelir. Bu nedenle, adi diferensiyel denklem sistemleri hakkinda pek cok sey
bilmemize ve gecikmeli diferensiyel denklem sistemlerini incelemek ¢ok daha zor
olmasmma ragmen gercek yasam problemleri modellenirken gecikme ihmal
edilmemelidir.

Kuang (1993), sezgilerin aksine, kiiciik gecikmelerin biiyiik etkiler olusturabilecegini
belirtmistir. MacDonald (1989)’a gore, bir modeldeki anlik etkilesimi gecikmeli
olanla degistirmek sistemin davranisinda niteliksel degisikliklere yol acabilir. Bu
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degisikliklerin en yaygin olani, sistemin denge noktasinin kararlilik yapisindaki
degisimdir ve bu degisime genellikle kararli bir periyodik ¢oziimiin baglamas1 eglik
eder. Bu tezde, gecikme teriminin degisimine bagli olarak sistemlerde meydana gelen
niteliksel davramig farkliliklari, Bolim 1.3’te tamimlayacagimiz Hopf catallanma
kullanilarak analiz edilecektir.

1.3 Catallanma

Uygulamadaki her problem, belirli kiimelerde degisiklik gosterebilen birkac fiziksel
parametre icermektedir. Bu nedenle, sistemin nitel davranigini, parametreler
degisirken anlamak onemlidir. Bir sistem i¢in iyi bir tasarim, parametreler orijinal
tasartmin yapildig1 de8erlere gore kiiciik bir miktarda degistiginde nitel davranisin
degismeyecegi sekilde olacaktir. Bununla birlikte, nitel davranis, sistem parametre
degerlerinde biiyiik bir degisiklige maruz kaldiginda degisebilir (Chow ve Hale,
1982). Ornegin, birinci mertebeden tek boyutlu bir diferensiyel denklem sisteminde,
uzun zamanlt dinamigi denge noktasi belirler. Sistemin sahip oldugu tiim yoriingeler
ya denge noktasina yaklasir ya da ondan uzaklasip sonsuza gider. Ciinkii, dogru
tizerindeki bir vektor alanina ait yoriingeler ya monoton olarak artar ya monoton
olarak azalir ya da sabit kalir. Bu kadar sinirli bir dinamige sahip, birinci mertebeden
ve tek boyutlu bir diferensiyel denklem sistemi parametreye bagli oldugunda,
sistemin dinamigi nitel olarak parametre degistikce degisebilir. Ornegin, yeni denge
noktalar1 ortaya cikabilir, varolan denge noktalar1 yok olabilir veya kararlilik yapisi
degisebilir. Dinamiklerdeki bu nitel degisikliklere catallanma denir ve degisikliklerin
olustugu parametre degerine ¢atallanma degeri ad1 verilir (Strogatz, 1994).

Daha matematiksel bir ifade ile F € CF (R* x R,R™), k > 1, olmak iizere
X = F(X; ) (1.10)

gibi bir sistemde parametre u degisirken topolojik olarak denk! olmayan faz
portrelerinin® ortaya ¢ikmasina catallanma denir (Kuznetsov, 1998). Cizelge 1.1°de,
bazi1 parametre Ornekleri ve bu parametrelerin degisimine bagli olarak ortaya
cikabilecek bazi olaylar listelenmistir.

Tek boyutlu birinci mertebeden diferensiyel denklem sistemlerinde, n = 1 iken (1.10)
sisteminde, 3 tip catallanma meydana gelebilir. Bunlardan ilki, sabit noktalarin ortaya
ciktigt ve yok oldugu temel bir mekanizma olan kathi ("fold", "saddle-node")
catallanmadir. Bu catallanmada, parametre degeri degistik¢e iki sabit nokta birbirine
dogru hareket eder, carpisir ve her ikisi de yok olur (Strogatz, 1994). Ikinci
catallanma tipi ise biri kararli biri kararsiz iki denge noktasinin, belirli bir parametre
degerinden sonra kararlilik yapilarinin degiserek varliklarini koruduklari transkritik
("transcritical") catallanmadir (Allen, 2007). Sonuncu c¢atallanma tipi olan tirmik
("pitchfork") catallanmada, daima varolan bir denge noktasinin belirli bir parametre
degerinden sonra kararlilik yapis1 degisir ve kararl iki yeni denge noktasi ortaya ¢ikar
ya da kararsiz iki denge noktas1 kaybolur (Kuznetsov, 1998).

"Tanim 2.1°e bakiniz.
2Sistemin nitel olarak farkli olan biitiin yoriingelerini gosteren sekil, faz portresi olarak adlandirilir
(Strogatz, 1994).
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Cizelge 1.1: Parametre ornekleri (Seydel, 2010).

Olay

Kontrol eden parametre

Bir cubugun biikiilmesi

Yiik

Bir motorun titregimi

Frekans veya dengesizlik

Yanma

Sicaklik

Ucak kanadinin salinimi

Ucaga gore havanin hizi

iklim degisikligi

Glines radyasyonu

Gordigiimiiz gibi tek boyutlu faz uzaylarinda akig biitiiniiyle smrhidir, tim
yoriingeler monoton olarak hareket etmeye veya sabit kalmaya zorlanir. Yiiksek
boyutlu faz uzaylarinda yoriingelerin manevra icin daha fazla alani vardir ve bu
nedenle daha genis bir dinamik davranis yelpazesi miimkiin hale gelir (Strogatz,
1994). Ne gibi davranig farkliliklarinin olabilecegini gormek icin iki boyutlu bir
sistem, n = 2 iken (1.10) sistemini, ele alalim. Boyle bir sistemde, denge noktasinin
belirli bir parametre degerinde kararlili§im1 kaybetmesi demek sistemin negatif reel
kisma sahip iki 6zdegerinin reel kisimlarinin, o parametre degerinde sifir ve o
parametre degerinden sonra en az birinin pozitif olmast anlamina gelir. Bu ise ancak
sistemin c¢atallanma degeri dedigimiz parametre degerinde sifir ya da bir ¢ift sirf sanal
0zdegere sahip olmasi ile miimkiindiir. Bir 6zdegerin negatif, bir 6zdegerin sifir
oldugu durumda, yukarida bahsetti§imiz ii¢ tip catallanma, aynm1 dinamik yap ile
meydana gelir. Bir ¢ift sirf sanal 6zdegerin ortaya c¢iktigi durumda, tek boyutlu
sistemlerde ortaya cikmayan Hopf catallanma meydana gelir. ki 6zdegerin sifir
oldugu durumda ise ortaya Bogdanov-Takens catallanma ¢ikar ve bu catallanma
sistemdeki parametrenin degerine bagh olarak kathh ("fold", "saddle-node")
catallanma veya Hopf catallanma 6zelligi gosterebilir. Bu catallanma ile ilgili ayrintili
bilgi icin Kuznetsov (1998) ve Wiggins (2003) kaynaklarina bagvurulabilir.

1.4 Hopf Catallanmanm Onemi

Dogal ve yapay pek cok siire¢ periyodik bir yap1 gosterir ve bu periyodik yapilar
farkli sistemlerde farkli anlamlar ifade eder. Purali (2017), ¢evremizdeki en biiyiik
degisikligin, aydinlik ve karanlik periyotlar seklinde gerceklesen ve ¢ogu zaman
kaniksadigimiz gece-giindiiz dongiisii oldugunu ve insanda uyku-uyaniklik hali,
biligsel islevler, metabolizma ve hormon diizeyleri gibi yasamsal unsurlarin hepsinin
gece-giindiiz dongiisiiniin etkisiyle degistigini ifade eder (Sekil 1.2). Aymi calismada,
izerinde yasadigimiz gezegenin kendi cevresinde doniisii ile ortaya c¢ikan "diinya
saati" ile viicudumuzun kendi dongiisiinii olusturan biyolojik "i¢ saat"in uyumlu
olmasinin sagligimiz i¢in énemli oldugu ve bu uyumdaki aksamalarin hastaliklara
neden oldugu belirtilir.
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Uyanikhg@in
Yiiksek Oldugu Dénem

En lyi Koordinasyen Dénemi

En Hizli Reaksiyon Zamarni Dénemi

Tansiyonda
En Hizli Artig Dénemi

En Yiksek Vicut Sicakligi
Dénemi

Kortizol Salim Dénemi

En Yiksek Tansiyon
Dénemi

En Disgiik Viicut Sicakhig
Dénerni

Melatonin Salim Dénemi
Derin Uyku Dénemi

Sekil 1.2: Biyolojik saatimiz uyku diizenini, beslenme davranisini, hormon salinimini,
kan basincini ve viicut sicaklifini diizenlemeye yardimei olur (Nobel Fizyoloji veya
T1p Komitesi, Url-11; Sezer, 2017).

Varligi uzun zamandir bilinen ve insanlar da dahil olmak iizere tiim canh
organizmalarin, giiniin diizenli ritmini Ongdrmesine ve ona ayak uydurmasina
yardime1 olan igsel biyolojik saatin igleyisini aydinlatmay1 basaran Jeffrey C. Hall,
Michael Rosbash ve Michail W. Young, 2017 Nobel Fizyoloji veya Tip ddiiliine layik
goriildiiler (Sezer, 2017).

Nobel odiiliinii getiren ¢alismada, Jeffrey Hall, Michael Rosbash ve Michael Young
period adli genin kodladigr "PER" proteinini bulmuslar ve bu proteinin diizeyinin
gece-giindiiz  dongiisiiyle iligkili oldugunu, gece artip giindiiz azaldigim
gostermislerdir. Bu bulgulara dayanarak PER proteininin, period adli genin etkinligini
baskiladigim1 diisiinmiislerdir. Sekil 1.3’te basitlestirilmis olarak gosterildigi gibi
hiicre sitoplazmasinda iiretilen PER proteini ¢ekirdekte birikiyor ve period adli geni
baskiliyor. Baski azalinca gen tekrar etkinlesiyor ve PER proteini iiretiliyor. Artma
azalma dongiisii siirekli tekrarlaniyor (Purali, 2017). Giinliik ritimden sorumlu olan ve
periyod adi verilen gen hakkinda daha fazla bilgi i¢cin Nobel Fizyoloji veya Tip
Komitesi, Url-11 ve bu yaymin bir cevirisi olan Sezer (2017) kaynaklarina
bagvurulabilir. Nobel Odiillii bilim insanimiz Aziz Sancar ise insanlarda biyolojik
saati giin 1s1g¢1na bagh olarak diizenleyen cryptochrome genini ve kodladig1 proteini
kesfedip bu proteinin biyolojik saati diizenleme mekanizmasini ortaya koymustur
(Pural1, 2017).

Periyodik davranis farkli sistemlerde farkli anlamlara gelir. Ornegin, Townley ve dig.
(2000), yapay sinir aglarinin (ANN) bir sinifi olan tekrarlayan sinir aglarinin (RNN)
periyodik bir yoriingeye sahip olup olamayacagini belirlemekle ilgilenmis ve bu
tirden periyodik yoriingelerin, belirli etkinliklerin veya hareketlerin tekrarla
ogrenilmesi anlamina geldigini ifade etmislerdir. Bagka bir ornek olarak Yafia (2007),
Kirschner ve Panetta (1998) tarafindan elde edilen deneysel ve Galach (2003)
tarafindan elde edilen niimerik sonuglar1 kullanarak salinimlarin hastaligin terminal
olmayan donemini' uzattigmi, bu nedenle, tibbi agidan monoton olarak biiyiiyen

Terminal dénem, kanser ve artan fiziksel kisitlanmalara karsin hastanin yasam kalitesini korumak
ve iyilestirmek amaciyla biitiincti bakimin siire geldigi 6liim 6ncesi donemdir (Cavdar, 2011).
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durumdan daha fazla arzu edildigini ifade etmistir. Ayrica, popiilasyon dinamiginde,
av-avcl iligkisini ele alan bir modelde periyodik bir davranisin olmasi iki tiiriin de
hayatta kalmaya devam edecegi anlamina gelmektedir.

Sekil 1.3: Periyod geninin geri bildirimle diizenlenisinin basitlestirilmis bir semasi
(Nobel Fizyoloji veya Tip Komitesi, Url-11; Sezer, 2017).

Yukarida verdigimiz Orneklerde goriildiigii gibi, periyodik davraniglarin varligi
saglikli olmak, 6grenmek, yasamaya devam etmek gibi olumlu seyleri temsil eder.
Bununla birlikte, periyodik davraniglar, bazi1 sistemlerde sorunlarin habercisidir. Das
ve Kundu (2014), fizyolojik baz1 deneylere dayanarak beynin yapisinin kaotik
oldugunu ifade eder (Karaoglu, 2016). Karaoglu (2016)’ya gore bu kaotik yapida
meydana gelecek bir bozulma bilgi isleme siirecinde aksakliklara neden olur ve
Alzaymir hastaligi ortaya cikar. Dolayisiyla, periyodik davranigin oldugu bir
durumda, kaotik yap1 olmayacagi i¢in Alzaymir hastaligin1 modelleyen bir ¢aligmada
periyodik ¢oziim hastali1 ifade edecektir. Bagka bir 6rnek olarak epilepsi hastalig1 ele
alinabilir. Karaoglu (2016), epilepsi hastalarimin EEG kayitlarinda, epilepsi
ataklarindan Once, kaotik beyin yapisinin bozuldugunu ve bir takim periyodik
davraniglarin goriildiigiinii belirtir. Bu nedenle, epilepsi hastaligini temsil eden bir
matematiksel modelin periyodik ¢oziime sahip olmasi her ne kadar atak olacagi
anlamima gelse de, bu periyodik coziimlerin ortaya ¢ikacagi zamanlarin tespit
edilmesi tedaviye katki saglayabilir.

Goriildigti gibi, periyodik davraniglarin varligt ve yoklugu, gercek yasam
problemlerini temsil eden modellerin analizinde 6nemli bir yere sahiptir. Diger
taraftan, iki ve daha yiiksek boyutlu diferensiyel denklem sistemlerinde ortaya ¢ikan
Hopf catallanmay1 diger catallanmalardan ayiran ana Ozellik, denge noktasi
kararliligin1 kaybederken sistemde yerel (lokal) olarak periyodik ¢oziimlerin ortaya
citkmast veya varolan periyodik ¢oziimlerin yok olmasidir. Bdylece, Hopf
catallanmanin en 6nemli yonii ifade edilmis olur.

Ikinci olarak ise bir sistem iki farkli parametre degerinde iki farkli sirf sanal 6zdegere
sahip iken ortaya cikan Hopf catallanma, sistemde kararlilik gecisine neden olur.
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Tamm 1.2 (Kararlilik Gegisi (Cooke ve Grossman, 1982)). Catallanma parametresi
degisirken denge noktastmin kararlilik yapisi sonlu kez tekrar edecek sekilde
degisiyorsa buna denge noktasinin kararlilik gecisi denir.

Bu tezde, lineer olmayan iki boyutlu adi diferensiyel denklem sistemleri ve iki boyutlu
reaksiyon-difiizyon sistemlerinde gecikme terimi ¢atallanma parametresi olarak alinip
Hopf catallanma analizi yapilacaktir.
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2. MERKEZ MANIFOLD TEORISI

Bir dinamik sistemi basitlestirmek diistiniildiigtinde akla iki yaklasim gelir. Bunlardan
ilki sistemin boyutunu azaltmak icin kullanilan Merkez Manifold Teorisi, ikincisi ise
lineer olmayan terimlerin dinamik iizerindeki etkisini ortadan kaldirmaya yarayan
Normal Form Metodudur (Wiggins, 2003). Bu teknikler, dinamik sistemlerin yerel
(lokal) teorisinde mevcut, genel olarak uygulanabilen en Onemli yoOntemlerdir
(Wiggins, 2003).

Bu boliimde, n-boyutlu siirekli bir diferensiyel denklem sistemi i¢in Hopf Catallanma
Teorisinin temelini olusturan Merkez Manifold Teorisine yer verilecektir. Bu boliim
hazirlanirken Bressan (2007), Carr (1981), Hassard ve dig. (1981), Kuznetsov (1998),
Perko (2001) ve Wiggins (2003) kaynaklarindan yararlanilmustir.

2.1 Merkez Manifold Teoremi

Bu boliimde, siirekli bir diferensiyel denklem sisteminin boyutunu azaltmay1 saglayan
temel teoremler ifade edilecektir.

Terminoloji ile ilgili, Wiggins (2003) kaynaginda verilen kiiciik bir aciklama ile
baglayalim. Cok siklikla tek basina kullanilan "merkez manifold" terimi, dinamik
durumu tamimlamak icin tek basina yeterli degildir. Terimin mantikli olabilmesi icin
"bir sey"in merkez manifoldu olarak ifade edilmesi gerekir. Buradaki "bir sey" denge
noktasi, degismez bir kiime vb. olabilir. Bu tezde, n-boyutlu siirekli bir diferensiyel
denklem sisteminin denge noktasinin merkez manifoldu ele alinacaktir.

Not (ifade Sadelestirme). Bu noktadan itibaren hem yazim kolaylastirmak hem de
okumay1 daha akici hale getirmek i¢in "sistemin denge noktasinin merkez manifoldu"
ifadesi yerine "sistemin merkez manifoldu" ifadesi kullanilacaktir.

F ¢ Ck(R" x R,R"), k> 2, F(O;u) = 0, X € R” bagimsiz degisken ve u € R bir
parametre olmak iizere
X=F(X;u) 2.1)

adi diferensiyel denklem sistemini ele alalim ve

IF(X;1))

Dx(F(x:) = (255

olmak iizere (2.1) sisteminin orijinde hesaplanan Jakobiyen matrisini asagidaki gibi
gosterelim:

A(u) = Dx (F(0: 11)). (2.2)
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Oncelikle, parametrenin catallanma degerine sabitlendigi, yani g = 0 oldugu, kritik
durumu inceleyecegiz. Bu durumda, F(X,0) = F(X) olmak iizere (2.1) sistemi

X =F(X) (2.3)

adi diferensiyel denklem sistemi seklinde ifade edilebilir. (2.2) ile verilen Jakobiyen
matrisi kullanilarak A = A(0) tanimlanirsa (2.3) sistemine karsilik gelen lineer sistem

X = AX (2.4)

olur. A matrisinin ozdegerleri A1,A,,---,A, olsun. Ozdegerlerden reel kismu sifir
olanlarin sayisini ng, negatif olanlarin sayisin1 n_, ve pozitif olanlarin sayisini n, ile
gosterelim (Sekil 2.1). Eger ng = 0, yani biitiin 6zdegerlerin reel kism sifirdan farkli
ise denge noktas1 hiperbolik denge noktasi olarak adlandirilir. (2.3) sisteminin denge
noktas1 hiperbolik ise lineer olmayan (2.3) sistemi ile lineer (2.4) sisteminin
yoriingeleri arasinda bir iligki kurmak miimkiindiir.

Im A
\\ /
\\ /
\ i /
| |
! |
‘|‘ | Re A
fﬁ' » I‘\\‘
/ | ; \
n_ ny

Sekil 2.1: u = 0 iken denge noktasinin 6zdegerlerinin dagilimi (Kuznetsov, 1998).

Tanim 2.1 (Topolojik Denklik ve Topolojik Eslik (Perko, 2000)). & ve © sirasiyla
(2.3) sisteminin denge noktast olan orijini iceren ve (2.4) sisteminin denge noktast
olan orijini iceren acik kiimeler olsun. Eger (2.3) sistemine ait { daki yoriingeleri,
(2.4) sistemine ait © daki yoriingelere esleyen ve bu yoriingelerin zamana gore yoniinii
koruyan bir H : { — © homeomorfizmi' var ise (2.3) ve (2.4) otonom diferensiyel
denklem sistemlerine orijinin bir komsulugunda topolojik olarak denktir denir.

Eger H homeomorfizmi parametrizasyonu zamana gore de koruyor ise (2.3) ve (2.4)
otonom diferensiyel denklem sistemlerine orijinin bir komsulugunda topolojik olarak
estir® denir.

Tanimda gegen zamana gore yoniin korunmasi ifadesi, ¢ daki bir yoriingenin yonii X;
den X; ye dogru iken onun H homeomorfizmi altindaki goriintiisiiniin yoniintin H (X;)

'¢ ve ¥ topolojik uzaylar ve H : { — © bir fonksiyon olsun. Eger H fonksiyonu siirekli, H
fonksiyonunun tersi H~! mevcut ve siirekli ise H fonksiyonuna homeomorfizm denir (Yildiz, 2005).

2x = ¢(x) ve y — ¢(y) olmak iizere ¢, ¢ : R" — R” iki fonksiyon olsun. Eger Ho ¢ = ¢ o H
olacak sekilde bir y = H(x) homeomorfizmi var ise ¢ ve ¢ fonksiyonlarina topolojik olarak estir denir.
Topolojik olarak es olan fonksiyonlar, ayni sayida denge noktasina ve ayni kararlilik tipinde periyodik
yoriingelere sahip olmak gibi ayn1 topolojik 6zelliklere sahiptir (Kuznetsov, 1998).
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den H(X3) ye dogru oldugu anlamindadir. Ayrica H homeomorfizm, ¢’ : M — M ve
@ : N — N iki akis' olmak iizere ¢'(H(x)) = H(¢*"*)(x)) ise parametrizasyon
zamana gore korunmuyor, ¢'(H(x)) = H(¢'(x)) ise parametrizasyon zamana gore
korunuyor demektir. Bu acidan, topolojik eslik, topolojik denklige gore daha
kuvvetlidir. Sonug olarak, iki sistemin topolojik olarak denk olmasi sistemlerin ayni
nitel yapiya sahip olmas1 anlamina gelir. Topolojik olarak es olmasi ise iki sistemin
dinamiklerinin tamamen ayni oldugu anlamina gelir.

Ornek 1 (Perko, 2000).

A=

olmak iizere
X=AXx ve y=By

otonom diferensiyel denklem sistemlerini ele alalim. Bu sistemlerin

x(r) =eMxy ve y(r) =Py,

coziimlerine sahip oldugunu biliyoruz. Simdi, H operatoriinii

e L1 -1 P I
V201 e V2 -1 1

olmak iizere H(X) = Rx seklinde tammlayalim. Acik¢a H(x) = Rx ve H~!(x) = R~ 'x
siirekli oldugu icin H bir homeomorfizmdir. Ayrica gerekli hesaplamalar yapilirsa
BR = RA oldugu goriiliir. y = H(X) = Rx olarak alinirsa

y = RXx = RAX = BRXx = By

olur. Sonug olarak, y = Rx doniisiimii altinda eger X(t) = e*'xq, X = AX sisteminin X

baglangi¢ degerine sahip ¢oziimii ise y(t) = H(x(t)), y = By sisteminin yo baslangi¢
degerine sahip ¢oziimii olur:

H(eA[X()) = ReA[X()
1 1
= R(12+Ar+—A2t2+—A3t3+---)xo
2! 3!
-1 1 -1 -1 2 1 -1 -1 —1 3
= R|L+R BRl‘—i—ER BRR "BRt —|—§R BRR "BRR "BRt” +--- | Xp

L oo 13,3

IBir dinamik sistemin ¢ anindaki durumu X; ve baslangi¢c durumu Xy ile gosterilmek iizere baslangic
durumunu kullanarak sistemin t anindaki durumunu, X, = ¢'(Xp) iligkisi ile veren ¢’ fonksiyonuna
evoliisyon operatorii denir. Siirekli dinamik sistemlerde {¢'} evoliisyon operatorleri ailesi akig olarak
adlandirilir (Kuznetsov, 1998).

19



1 1
= (12 + Bt + 53%2 + §B3t3 + - ) Rx,
= eP'Rx,
= ePly,.
Bagka bir deyisle, H homeomorfizmi X = AX sisteminin ¢oziim egrilerini, y = By
sisteminin ¢oziim egrilerine esler, yani bu diferensiyel denklem sistemleri orijinin bir
komsulugunda topolojik olarak denktir. Ayrica ¢'(x) = e'x ve ¢'(x) = eP'x olmak
lizere

¢'(H(x)) = H(¢'(x))

oldugu icin H homeomorfizmi parametrizasyonu zamana gore korur. Bu ise bu
diferensiyel denklem sistemlerinin orijinin bir komsulugunda topolojik olarak es
oldugu anlamina gelir.

IR O IR e N cos(%) —sin(%)
V2|1 1 sin(7)  cos(%)
oldugu icin H(x) = Rx, basitce orijine gore saat yoniiniin tersine 45° derecelik bir
doniistiir. Bu iki sistemin faz portreleri Sekil 2.2°de gosterilmektedir.

Dikkat edilirse

X2 Y2
I
H
H
X 0 ]
—
H-I

Sekil 2.2: Ornek 1°deki sistemlerin faz portreleri (Perko, 2000).

Teorem 2.1 (Hartman-Grobman Teoremi (Perko, 2000)).

Lineer olmayan (2.3) sisteminin denge noktasi olan orijin bir hiperbolik denge noktas,
§, 0 C R” orijini iceren agik kiimeler ve (2.3) sistemine karsilik gelen akis @' olsun. Bu
takdirde, her Xo € € icin sifirt iceren acik bir Iy € R araligi mevcuttur ve her Xg € §
ve tg € Iy igin

Ho o' (X)) =e"H (X))

esitligini saglayacak sekilde bir H : { — ¥ homeomorfizmi vardir. Baska bir deyisle, H
homeomorfizmi, lineer olmayan (2.3) sisteminin orijin komsulugundaki yoriingelerini,
lineer (2.4) sisteminin orijin komsulugundaki yoriingelerine esler ve parametrizasyonu
zamana gore korur.

ispat. Bakiniz Perko (2000). ]
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Simdi, bu teoremin ne anlama geldigini daha iyi kavrayabilmek i¢in teoremi iki boyutlu
bir sisteme uygulayalim:
Ornek 2 (Perko, 2000).
y=-y
=27+ (2.5)
¥(0) =yo, z(0)=2zo

baslangic deger problemini ele alalim. Oncelikle, (2.5) sisteminin denge noktast
orijindir, yani (0,0) dir. Ayrica bu sisteme karsilik gelen lineer sistem ise

y=-y
1=z (2.6)
¥(0) =yo, 2(0) =20

olup bu lineer sistemin Jakobiyen matrisi Ay = —1 ve Ay = 1 ozdegerlerine sahiptir.

Bu nedenle, denge noktasi orijin bir hiperbolik denge noktasidir. Diger taraftan, adi
diferensiyel denklemler teorisinden, (2.5) ve (2.6) sistemleri, sirasiyla

y(1) = yoe™ y(t) = yoe™
t y% t -2t ve
z(t) = z0€ +§(e c ~) z(t) = zo€'

coziimiilerine sahiptir. Bu durumda, (2.5) sistemine karsilik gelen akis

—t

ye

(pt(ya Z) = yZ
ze' + (e —e™%)
3
olur.
y y
H(y,z) = 5 ve H'(yz)= 32
Z+ ? — ?

olmak iizere H ve H™ " siirekli oldugu icin H bir homeomorfizmdir. Ayrica
-1 0
A=
0 1

H(¢'(v,2)) = | = | HO2) =eYH ()

olmak iizere

oldugu icin



saglamr. Sonu¢ olarak Hartman-Grobman teoreminden, parametrizasyon zamana
gore korunarak H homeomorfizmi ile (2.5) sisteminin yoriingeleri, (2.6) sisteminin
yoriingelerine eslenir (Sekil 2.3).

|
-LJ

v = 0
| I

Sekil 2.3: Ornek 2’deki lineer olmayan (2.5) sisteminin faz portresi solda, lineer olan
(2.6) sisteminin faz portresi sagda verilmistir (Perko, 2000).

Ayrica (2.6) lineer sisteminin

dz Z 1
_ = —— e 7 =
dy y
yoriingeleri H™ ' ile
()]
'y 1.y
y 3
oldugu icin (2.5) sisteminin
Ly
= y 3

yoriingelerine eslenir.

Bu teorem, (2.3) sisteminin denge noktasi hiperbolik ise lineer olmayan (2.3) sistemi
ile kendisine karsilik gelen (2.4) lineer sisteminin dinamik yapilarinin, denge
noktasinin bir komgulugunda tamamen ayni nitel yapiya sahip oldugunu sdyler (Sekil
2.4). Dolayisiyla, Hartman-Grobman Teoremi, lineer olmayan bir sistemin hiperbolik
denge noktasinin kararlilik yapisini ve ¢6ziim egrilerinin bir komguluktaki nitel
davraniginm belirleme problemini tamamen ¢ézmektedir.

Sayet denge noktasi olan orijin hiperbolik degil ise lineer olmayan (2.3) sisteminin
orijinin bir komgsulugundaki nitel davranisi, aym sistemin merkez 6zuzayma! teget
olan merkez manifoldu iizerindeki davranigi tarafindan belirlenir. Bir sistemin merkez
manifoldunun boyutu merkez 6zuzayinin boyutu ile aynidir, yani genellikle sistemin

'Reel kismu sifir, reel kismi negatif ve reel kismi pozitif olan 6zdegerlere karsilik gelen
genellestirilmis 6zvektorlerin gerdigi altuzaylara sirasiyla merkez, kararli ve kararsiz 6zuzay denir.
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boyutundan kiiciiktiir. Bu durum, hiperbolik olmayan denge noktas1 komsulugundaki
akigin kararlilik yapisimi ve nitel davranigini belirleme sorununu basitlestirir.

X=FX) X =A4X

e

R

\ A \ \

W\ \
\\\ N II"‘-‘, | I,!'"

Sekil 2.4: Hiperbolik denge noktasi-topolojik eslik (Bressan, 2007).

no boyutlu merkez, n_ boyutlu kararli ve n;. boyutlu kararsiz 6zuzaylari sirasiyla E€,
E*® ve E* ile ifade edelim. Hirsch ve Smale (1974),

R'"=E‘®E°®E", no+n_+n.=n 2.7

ve T7'X = (u,v,y)T € R™ x R"™ x R"™ olmak iizere (2.4) sistemini kendi
Ozuzayindaki

u Ac 0 O u
v | = 0 Ay O v (2.8)
y 0 0 A, y

sistemine doniistiiren bir 7 matris doniisiimiiniin var oldugunu gostermistir. Burada,
Ac, Ag ve Ay strastyla ng X ng boyutlu ve reel kismu sifir olan 6zdegerlere sahip matris;
n_ x n_ boyutlu ve reel kism1 negatif olan 6zdegerlere sahip matris; n, X ny boyutlu
ve reel kismi pozitif olan 6zdegerlere sahip matristir. Ayn1 doniisiim kullanilarak (2.3)
sistemi

u=Au+f.(u,v,y)

v=Av+f(u,v,y) (2.9)

y=Auy+f,(u,v,y)

sistemine doOniigiir. Yukaridaki ifadede, f., f; ve f, fonksiyonlar sirasiyla,
T-'F(T(u,v,y)") fonksiyonunun lineer olmayan terimlerini iceren ilk ng, n_ ve n.
bilesenleridir.

t — oo iken (2.8) sistemine ait E¢ merkez 6zuzayinda baglayan yoriingeler, denge
noktasi olan orijine iistel olarak ne yaklagir ne de orijinden uzaklasir; E° kararh
0zuzayinda baslayan yoriingeler orijine yaklasir ve E* kararsiz 6zuzayinda baglayan
yoriingeler, sinirsiz hale gelerek orijinden uzaklagir. Eger E* = 0 oldugunu
varsayarsak (2.8) sistemine ait herhangi bir yoriingenin hizla E¢ merkez 6zuzayina
gidecegini goriiriiz. Dolayisiyla, lineer (2.8) sisteminin denge noktasinin kararlilig
gibi uzun siireli davranislarla ilgileniyorsak E¢ merkez 6zuzayina sikistirilmig sistemi
arastirmamiz yeterli olacaktir. Merkez Manifold Teoremi lineer olmayan (2.9)
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sisteminin hiperbolik olmayan denge noktasinin yerel (lokal) kararlilig1 gibi analizler
icin benzer bir indirgemenin var oldugunu soyler. Simdi, bu teoremin ifadesini
verelim.

ny =0ve (u,v) € R x R"- olmak iizere (2.3) sistemi

{ u=Au+f.(u,v) (2.10)

v=A,v+1£(u,v)
seklinde ifade edilebilir. Burada,

Afe, dfe,
ch(u7v): (aicl a{:) iLj=1,2,...... o, k=1,2,...... ,hn_,
J

9 fux afsk) ...... no;, j,k=1,2,...... n_

Dfy(u,v) = ( du;  dv;
i j

olmak tizere

dir.

Teorem 2.2 (Merkez Manifold Teoremi-Varlik).

Eger (2.10) sisteminin denge noktast olan orijin hiperbolik bir denge noktas: degil,
yani ng # 0, ise (2.10) sisteminin yerel olarak tammli ve no-boyutlu bir W5, (0) merkez
manifoldu vardir ve bu manifold asagidaki ozelliklere sahiptir:

(i) W{,,(0) manifoldu, E 6zuzayina denge noktast olan orijinde tegettir.

(ii) W9 ,(0) manifoldu yerel olarak degismezdir, yani ug € WS _ (0) ise yeterince
kiiciik t degerleri icin ¢ (ug) € W9 (0) olur.

(iii) Denge noktasinin bir komsulugu Ng(0), § > 0 ve V € C¥(N5(0),R"-) olmak
iizere W{_ (0) merkez manifoldu yeterince kiiciik & degerleri icin

oc(0) ={(w,v) e R" xR"- | v=V(u), |u| <5, V(0)=0, DV(0)=0}

olarak ifade edilebilir. Yani, merkez manifold W, (0) yerel olarak diizgiin bir V
Jfonksiyonunun grafigi olarak temsil edilebilir (Sekil 2.5).

(iv) (2.10) vektor alam C*, k > 2 oldugu icin merkez manifold Wi . (0) diizgiindiir
(WE(0)1ox € CX). Fakat (2.10) vektor alamn analitik (C*) olmast merkez
manifoldun analitik olmasini gerektirmez.

Ayrica (2.10) sistemi, yeterince kiiciik G degerleri icin

u=Aqa+f.(a,V(a))
vV=A,v
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sistemine topolojik olarak denktir, yani (2.10) sisteminin dinamigi, yeterince kiiciik @
degerleri icin kendisinin merkez manifolduna kisitlamasi olan

it = Acii +£,(ii, V(i) (2.11)

no boyutlu sistemi ile belirlenir.

Ispat. Bakimz Carr (1981). O

WL (0)={v=V(u)}

- —7
0 U5
Ec={v=0}

i,y

Sekil 2.5: v = V(u) grafigi ile temsil edilen merkez manifold (Kuznetsov, 1998).

Aciklama 2.1 (@i Notasyonu). (2.10) sisteminin merkez manifoldu yerel olarak
v="V(u) grafigi ile temsil edilmesine ragmen, teoremde (2.10) sisteminin merkez
manifolduna kisitlamasinda a yerine 0 kullanilmistir. Bununla, (2.10) sisteminin
merkez manifolduna kisitlamasimin genellikle dogrusal olmayan bir yiizey iizerindeki
bir vektor alani oldugu vurgulanmak istenmistir. Eger 1 yerine u kullanilmis olsaydi,
(2.10) sisteminin asil koordinatlart (u,v) € R" x R"= oldugu icin bu nokta gozden
kagabilirdi. Bu onemli nokta anlagsildiktan sonra, w veya baska bir semboliin
kullanmilmasinda bir sorun yoktur ve bu genellikle literatiirde yapilir (Wiggins, 2003).

Not (ifade Sadelestirme). Buradan sonra notasyonu basitlestirmek igin Wi .(0)
merkez manifoldu, W¢(0) ile gosterilecektir.

Yukarida verilen Merkez Manifold Teoremi, ng = 2,n_ = 1 icin R3’te Sekil 2.6 ile
orneklenmistir. Burada, g ve g3 sirasiyla A; = i@y, @y > 0, ve A3 < 0 6zdegerlerine
karsilik gelen ozvektorlerdir. Ayrica W¢(0) merkez manifoldu kompleks 6zvektor g
in reel ve sanal kisimlari tarafindan gerilen uzaya denge noktasi olan orijinde tegettir.

Teorem 2.3 (Merkez Manifold Teoremi-Kararlilik).
(i) Eger (2.11) sisteminin denge noktasi olan orijin kararli (asimptotik kararli) ise
(2.10) sisteminin denge noktast olan orijin de kararlidir (asimptotik kararlidir).

(ii) (2.11) sisteminin denge noktast olan orijin kararli ve Ng(0), 8 > 0 denge
noktasimin bir komsulugu olsun. Bu takdirde, (wg,vo) € Ng(0) olmak iizere
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(2.10) sisteminin her (u(t),v(t)) ¢oziimii icin (2.11) sisteminin bir G(t) ¢oziimii
vardir ve bu ¢oziim bir 'y > 0 sabiti icin t — oo iken

<

{ u(t) = () + o),
V(1) = V(i(r) + O(e ")

dir.

ispat. Bakiniz Carr (1981). ]

we(0)

Re g,

Sekil 2.6: Iki boyutlu merkez manifold (Kuznetsov, 1998).

Aciklama 2.2. Bu teorem, (2.10) sisteminin baslangi¢c noktasi orijine yeterince yakin
olan bir yoriingesinin, merkez manifold iizerindeki bir yoriingeye asimptotik olarak
yvaklastigini ifade etmektedir (Wiggins, 2003).

Bu sonug, lineer olmayan bir sistemin dinamigi ile merkez manifoldunun dinamigi
arasinda kurmus oldugu iliskiden dolayr onemlidir ve farkli kaynaklarda farkli
ifadelerle verilmistir. Bu sonucun iyi anlagilmasini istedigimiz ve farkli bakis
acilarinin buna katkisi olacagimi diisiindii§iimiiz icin Teorem 2.3’11 iki farkli sekilde
daha ifade edecegiz:

1. Kuznetsov (1998):

(2.10) sisteminin denge noktasi olan orijinin bir { komsulugu mevcuttur 6yle ki
eger her t > 0 igin @' (ug,vo) € § ise

t — 4o iken @'(ug,vo) — W(0)

dir.
Aciklama 2.3 (Cekici Merkez Manifold). Bu ifade, eger denge noktasimn bir §
komsulugunda baslayan tiim yoriingeler her t > 0 icin { komsulugunda kaliyorsa
(bunun icin gerekli bir kosul ny. = 0 olmasidir), bu yériingelerin t — oo iken W¢(0)

merkez manifolduna yaklasacagin igaret eder. Bu durumda, W€(0) ¢ekici merkez
manifold olarak adlandirilir (Kuznetsov, 1998).
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2. Bressan (2007):

(2.10) sisteminin r — oo iken ¢'(ug,vo) — 0 olacak sekilde herhangi bir
yoriingesi i¢in merkez manifold iizerinde bir ¢’ () € W¢(0) yoriingesi ve de
n > 0 vardir oyle ki

t — +oo iken e"|¢(ug,vo) — ¢’ (iig)| — 0

Aciklama 2.4. Bu ifade bize t — oo iken denge noktasi olan orijine ulagsan her
coziimiin, merkez manifold iizerindeki bir yoriingenin iistel olarak kiiciik bir sapmast
ile tamimlanabilecegini soyler (Bressan, 2007).

Bu noktada akla gelen soru Teorem 2.2 ve Teorem 2.3’iin sonuglarimi
kullanabilmemiz i¢in merkez manifoldu nasil hesaplayacagimizdir. Bu soruya bir
cevap olarak V(u) fonksiyonunun grafiginin merkez manifold olabilmesi i¢in V(u)
fonksiyonunun saglamasi gereken bir denklem tiiretecegiz.

Kabul edelim ki (2.10) sisteminin denge noktasinin merkez manifoldu yeterince kiigiik
0 degerleri igin

WE(0) = {(u,v) € R™ x R™|v = V(u), [u] <&, V(0)=0, DV(0)=0}

olsun.

W¢(0) tizerindeki her (u,v) noktast igin v = V(u) saglanir. Bu esitligin ¢ ye gore
tiirevini almak W¢(0) tizerindeki herhangi bir noktanin (1, v) koordinatlarinin

v=DV(u)u (2.12)

esitligini sagladigim ifade eder. W€(0) iizerindeki herhangi bir nokta, (2.10) sistemi
tarafindan tiretilen dinamige uydugu icin

{ u=Au+f.(u,V(u))
v=A;V(u)+£(u,V(u))

esitlikleri saglanir. Bu esitlikler kullanilarak u ve v, (2.12) denkleminde yerine konursa

M(V(u))=DV(u)[Acu+f.(u,V(u)] —A;V(u) — fs(u,V(u))

0 (2.13)

esitligi elde edilir. Bu esitlik V(u) fonksiyonunun grafiginin bir merkez manifold
olmast i¢in V(u) fonksiyonunun saglamasi gereken bir quasilineer kismi diferensiyel
denklemdir.

Bu noktada, merkez manifoldu bulmak i¢in, tek yapmamiz gereken (2.13) denklemini
cozmektir. Fakat (2.13) denklemini ¢6zmek ¢ogu zaman (2.10) sistemini ¢dzmekten
daha zordur. Bununla birlikte, asagida verecegimiz yaklasim teoremi bize bu
denklemin istenilen herhangi bir hassaslik derecesinde yaklasik c¢oziimiinii
hesaplamak i¢in bir yontem sunar.
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Teorem 2.4 (Merkez Manifold Teoremi-Yaklagim).
Z € C'(R"™,R"), Z(0) = 0 ve DZ(0) = 0 olsun. Bir d > 1 icin u— 0 iken M(Z(u)) =
O ([u|?) saglansin. Bu durumda,

u—0 iken |V(u)—Z(w)| = o(ul)

olur.

Ispat. Bakimz Carr (1981). O

Aciklama 2.5. Bu teorem, istenen hassaslik derecesindeki merkez manifoldu, (2.13)
denklemini ayni hassaslik derecesinde ¢ozerek hesaplayabilecegimizi soyler. Bunun
icin kuvvet serisi acitlimlart ise yarar. Bu gsekilde merkez manifoldu nasil
hesaplayacagimiz sorunu ¢oziilmiis olur (Wiggins, 2003).

Ornek 3 (Wiggins, 2003). Denge noktast orijin olan

w=u’v—u
{ . ) (2.14)
v=—v+tu

diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Bu sisteme karsilik gelen lineer sistem

u=>0
V= —v

olur. Actkca Ay = 0 ve Ay = —1 bu sistemin dzdegerleridir. Bu nedenle, denge noktast
olan orijin hiperbolik bir denge noktas: degildir. Bu nedenle, lineer sistemi kullanarak
denge noktast orijinin kararliligr hakkinda bilgi sahibi olamayiz. Teorem 2.2’den,
yeterince kiiciik 8 degerleri icin bu sistemin

We(0) = {(u,v) € R2jv =V (u), |u| <8, V(0)=0, DV(0) =0}

ile temsil edilen bir merkez manifoldu oldugunu biliyoruz. Kabul edelim ki V(u)
fonksiyonu
V(1) = au® + b’ + O (u*)

formunda olsun. V(u), Ac =0, Ay = —1, f. = u>v —u’ ve f; = u® ifadeleri, (2.13)
denkleminde yerine yazilirsa

(2au+ 3bu* + 0 () (au®* + bu® + O (u*) — ) + au® + b + O (u*) —u*> =0

esitligi elde edilir. Bu egitlikte, u” ve u® terimlerinin katsayilari bize a =1 ve b =0
oldugunu gosterir. Boylece

V(u) =u*+ 0(u*)

olur (Sekil 2.7). Elde edilen bu fonksiyon, (2.14) sistemindeki ilk denklemde yerine
konursa (2.14) sisteminin merkez manifolduna kisitlamasi

i=u*+0u) (2.15)
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olarak elde edilir. Bu denkleme dikkat edilirse sifirdan farkli her baslangi¢ degeri icin
u > 0 dir. Dolayisiyla, (2.15) diferensiyel denkleminin denge noktasi olan orijin
kararsizdir. Bu sonucu kullanarak Teorem 2.3’ten, (2.14) sisteminin denge noktast
olan orijinin de kararsiz oldugu sonucuna ulasilir (Sekil 2.7).

we(0)

u

Sekil 2.7: Ornek 3’teki sisteme ait merkez manifoldun grafigi (Wiggins, 2003).

Simdi, merkez manifoldun tekligini arastiralim.

Ornek 4 (Kuznetsov, 1998). (u,v) € R? olmak iizere asagidaki diferensiyel denklem
sistemini diisiinelim:

u= uz,
{ ' (2.16)
v=—w
Sistemin denge noktast olan orijin Ay = 0 ve A, = —1 dzdegerlerine sahiptir. A =0 ve

Ay = —1 ozdegerlerine karsilik gelen ozvektirler sirastyla g = (1,0)7 ve go = (0,1)T
oldugu icin u = 0 sistemin kararli 6zuzayr ve v = 0 ise sistemin merkez ozuzayidur.
Diger taraftan, (2.16) sisteminde bagimsiz degisken olan t elimine edilirse

dv_ %
du  u?

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii u # 0 icin
() = pe!/"
olur. Dolayistyla,

(u,v) € R? | v(u) =pe'/, u<0 ise,
W;(0) =
(u,v) €R? | v(u) =0, u>0 ise,

ile verilen egriler sistemin bir parametreye bagli merkez manifoldlar ailesidir (Sekil

2.8 (a)).
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Ornek 5 (Kuznetsov, 1998). (uj,uz,v) € R3 olmak iizere M2 = +i, A3 = -1
ozdegerlerine sahip

U = —un —ul(u%—l—u%),
Uy = uj| — uz(u% —Ht%)7 2.17)
V=—v

diferensiyel denklem sistemi iki boyutlu

1202412 .
WE(0) = (u1,u,v) €R3 | v(uy,up) = pe=1/20i+2) - 42 442 >0 ise,
°(0) =
(ur,up,v) €R3 | v(uy,up) =0, uy =uy =0 ise,

merkez manifoldlar ailesine sahiptir (Sekil 2.8 (b)).

v W (0) v

- . ‘\\__‘

/
— r
0\ )
"\‘I‘II‘I \‘.\‘

W;(0)
(a) (b)

Sekil 2.8: Merkez manifold tek degildir (Kuznetsov, 1998).

Ornek 4 ve Ornek 5’te goriildiigii gibi merkez manifoldun tek olmasi gerekmez.

Merkez manifoldun tek olmadigini ve merkez manifolda kuvvet serisi acilimi
kullanarak yaklagim yapabilecegimizi biliyoruz. Bu noktada, akla

Soru 1: Denklem (2.13) kullanilarak elde edilen kuvvet serisi acilimi aslinda hangi
merkez manifolda yakinsar?

Soru 2: Denge noktasinin biitiin merkez manifoldlar: tizerinde sistemin dinamigi ayn
muidir?

sorular1 gelir. Bu sorulara su sekilde cevap verebiliriz:

Aciklama 2.6. Teorem 2.4, bir sabit noktanin iki merkez manifoldunun her d > 1 icin
en fazla transandantal olarak kiiciik olan |u]d terimleri ile farklilik gosterdigini
soyler. Boylece, herhangi iki merkez manifoldun Taylor seri ag¢ilimlart biitiin
derecelerde ortiisiir (Wiggins, 2003).

Aciklama 2.7. Denge noktasi, periyodik yoriinge gibi her t > 0 icin denge noktasina
yeterince yakin kalan yoriingeler, merkez manifoldun cekici bir yapiya sahip olmasi
nedeniyle denge noktasimin biitiin merkez manifoldlarinda yer alir. Dolayisiyla, denge

30



noktasuun biitiin merkez manifoldlari iizerinde sistemin dinamigi ayni olur (Wiggins,
2003).

Not. ny =0 ve u = 0 iken (2.1) sisteminin, (2.10) sistemine topolojik olarak denk
oldugunu biliyoruz. Bu nedenle, bu boliimde elde edilen biitiin sonuglar ny = 0 ve
u = 0 iken (2.1) sistemi i¢in de gecerlidir.

Aciklama 2.8 (n # 0 Durumu). Denge noktast kararsiz oldugunda, yani n. # 0 iken,
elde edilen sonuclar hala gecerlidir fakat teoremlerdeki bazi sonuclarin asagidaki gibi
veniden ifade edilmesi gerekir.

Varlik: Teorem 2.2’nin (i), (ii) ve (iv) maddeleri (2.9) sistemi icin aynen
gecerlidir. Fakat madde (iii) su sekilde yeniden ifade edilmelidir:

Merkez manifoldun grafik gosterimi V(0) =Y(0) =0 ve DV(0) = DY(0) =0
olmak iizere

i0k(0) = {(u,v,y) € R® xR xR™ | v="V(u), y=Y(u), [uf <&}

olur.

Ayrica (2.9) sisteminin dinamigi, yeterince kiiciik @ degerleri icin kendisinin
merkez manifolduna kisitlamast olan

it = A+ f.(ii, V(ii), Y())

no boyutlu sistemi ile belirlenir.
Kararhlik: (2.9) sistemi i¢cin Teorem 2.3 asagidaki sekilde ifade edilebilir:

(2.9) sisteminin denge noktast olan orijinin bir { komsulugu vardir éyle ki eger
hert >0 (t <0) icin @' (up,vo,yo) € § ise

t— 4o (t — —o0) iken @' (ug,vo,yo) — W(0)

dir. Fakat bu durumda manifold ¢ekici olmaz.

Yaklagum: Sistem (2.9) icin Teorem 2.4 gecerlidir. Fakat merkez manifoldu
verecek fonksiyonunun saglamasi gereken quasilineer kismi diferensiyel
denklem (2.13) asagidaki gibi yeniden ifade edilmelidir:

DV(u)[Acu+f.(u,V(u),Y(u))] —A;V(u) —f;(u,V(u),Y(u)) =
DY(u)[Acu+f.(u,V(u),Y(u))]—A,Y(u) —f,(u,V(u),Y(u)) =

2.2 Parametreye Bagh Sistemlerde Merkez Manifold

Parametre u sifir olarak sabitlendiginde ve ny = 0 alindiginda (2.1) sisteminin denge
noktasiin W¢(0) merkez manifolduna sahip oldugunu gésterdik. Simdi, 4 = 0 iken

31



reel kismi sifir olan ng ve reel kismi negatif olan n_ = n — ng tane 6zdegerinin oldugu
(n4 = 0) kabulii altinda (2.1) sistemini, € R icin ele alacagiz. Oncelikle,

{ X=F(X,u) 2.18)

p=0

genigletilmis denklem sistemini diisiinelim. Dikkat edilirse (2.1) sistemi lineer olsa
dahi (2.18) sistemi lineer olmayabilir. A(it), (2.2) denklemi ile tanimlanmak ve A =
A(0) olmak iizere (2.18) sisteminin (X, ) = (0,0) noktasinda hesaplanan Jakobiyen

matrisi
Jo A Fy (0,0)
0 0

olur. /, birim matrisi gostermek iizere
det(J —AI) = —Adet(A — Al)

oldugu i¢in J matrisinin reel kismu sifir olan ng + 1 ve reel kismi negatif olan n_ tane
Ozdegeri vardir. Teorem 2.2°nin sonucu olarak (2.18) sisteminin denge noktasinin
no + 1 boyutlu bir W¢ C R" x R merkez manifoldu vardir. Bu manifold, J matrisinin
reel kismi sifir olan ng 4+ 1 0zdegerine karsilik gelen merkez 6zuzayimna orijinde
tegettir. T7!X = (u,v)T € R x R"- olmak iizere (2.10) sistemini elde etmek i¢in
kullandi@imiz 7 doniistimii ile (2.18) sistemi asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

u=Au+f.(uv,u)
v=A,v+f(u,v,u) (2.19)
L =0.

Yukanidaki ifadede, f. ve f; fonksiyonlar1 sirasiyla, T_lF(T(ll,V)T) fonksiyonunun
lineer olmayan terimlerini iceren ilk ny ve n_ bilesenleridir. Bu durumda varlik
teoreminden yerel olarak V(0,0) = 0 ve DV(0,0) = 0 olmak iizere yeterince kiigiik &
ve 7 i¢in merkez manifold

Wo={(u,v,u) eR"xR" xR | v=V(u,pu), [u| <6, |u|<y} (220

ile temsil edilir. Ayrica (2.19) sisteminin dinamigi, yeterince kiiciik @ degerleri i¢in
kendisinin merkez manifolduna kisitlamasi olan

2.21)

u=Aa+f(0,u, Via,u))
1=0

no + 1 boyutlu sistemi ile belirlenir.

Kararlilik ve yaklasim teoremleri (Teorem 2.3 ve Teorem 2.4), sistem (2.19) icin
aynen gecerlidir. Dolayisiyla, ¢ niin sisteme yeni bir bagimli degisken olarak
eklenmesi, A, matrisine dinamigi olmayan yeni bir merkez yonii ekleyerek sadece
matrisin ilaveli bir matris haline gelmesini saglar ve teori aynen gegerli kalir. Bununla
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birlikte, 4 = 0 durumundan farkli olarak merkez manifold u = O 1n yeterince kiiciik
bir komsulugundaki her p icin mevcut olur ve bu Hopf Catallanma Teorisi i¢in
onemli bir sonuctur. Boylece, degismez merkez manifold, denge noktasi
(u,) = (0,0) in hem u hem de u ye gore yeterince kiiciik bir komsulugunda var
oldugu i¢in catallanmaya bagli olarak ortaya c¢ikan veya kaybolan biitiin ¢oziimler
merkez manifold tarafindan icerilir (Wiggins, 2003).

Simdi, v = V(u, u) esitligi ve (2.19) kullanilarak
‘.’ = Duv(uau)u+D#V(u7u)“ :ASV(uvu) +fs(u7v<u7.u)7“)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (2.21) yerine konursa V(u, it ) fonksiyonunun saglamasi
gereken ve (2.13) denklemine cok benzeyen yar lineer kismi diferensiyel denklemi
asagidaki gibi elde edilir:

M(V(u, 1)) = D, V(u, p) [Acu+fe(u, V(u, 1), w)] —AV(u, 1) — £(u, V(u, ), p) = 0. (2.22)

Merkez manifoldu bulmak ve (2.19) sisteminin (2.21) ile verilen merkez manifolduna
kisitlamasini hesaplamak i¢in, yapilmasi gereken (2.22) denklemini ¢ozmektir.

Diger taraftan, 1 = 0 oldugu igin ITy+ = {(X,u*) | p* € R bir sabit} hiperdiizlemleri
de (2.18) sistemine gore degismezdir. Bu nedenle, W¢ merkez manifoldu, ny boyutlu

W (1) = WenTl,

katmanlarina ayrilir (Sekil 2.9).

WC

We(0) we(w

u

Sekil 2.9: Genigletilmis (2.18) sistemine ait merkez manifold (Kuznetsov, 1998).

Lemma 2.1. (2.1) sistemi parametreye bagli, yerel degismez ve ¢cekici W€() merkez
manifolduna sahiptir. Yeterince kiiciik her W icin (2.1) sistemi merkez manifoldu W(11)
ye kisitlanabilir.

Dikkat edilirse 4 = 0 durumundaki (2.18) sisteminin merkez manifoldu W¢(0), bir
onceki boliimde (2.10) sistemi i¢in tanimlanan merkez manifolddur.
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3. HOPF CATALLANMA TEORISI

Giris bolimiinde tamimlanan Hopf c¢atallanma, kaynagini Poincaré (1892)
calismasindan alir. Daha sonra Andronov ve Witt (1930) tarafindan ayrintili bir
sekilde ele alinmigtir. 1942 yilinda ise bugiinkii teorinin temeli olan Hopf’1n caligmasi
yayimmlamisgtir. Bu catallanma i¢in "Poincaré-Andronov-Hopf" ismi daha uygun olsa
da literatiirde yaygin olarak "Hopf" ifadesi kullanilmaktadir (Marsden ve McCracken,
1976).

Ergodik teorinin kurucularindan ve gatallanma teorisinin onciilerinden biri
olan Avusturyali matematik¢i Eberhard Frederich Ferdinand Hopf, Nisan
1902’de Salzburg’da dogdu. Doktora egitimini 1926 yilinda matematik
alaninda ve yiiksek doktora egitimini 1929 yilinda matematiksel uzay bilimi
alaninda Berlin Universitesinde tamamladi. Hopf’1n baslica basarilar1 kismi
ve adi diferensiyel denklemler, varyasyon hesabi, ergodik teori, topolojik
dinamikler, integral denklemler, diferensiyel geometri, karmagik fonksiyon
teorisi ve fonksiyonel analiz alanlarindadir. Caligmalart hidrodinamik,
tiirbiilans teorisi ve radyasyon transfer teorisi icin de biiyilk onem tastyan

Hopf, Temmuz 1983’te Bloomington, Indiana’da hayata veda etti (Url-12).

Resim 3.1: Eberhard F. F. Hopf

3.1 Hopf Catallanma Teoremi ve Ispati

Hopf Catallanma Teoremi tez c¢aligmasinin teorik temelini olusturmaktadir. Bu
nedenle, teoremin sundugu sonuglarin iyi anlagilmasi onemlidir. Bu ise ispatinin iyi
bir sekilde kavranmasi ile miimkiindiir. Bu nedenle, bu boliimde oncelikle, teoremin
ispatt icin Hassard ve dig. (1981) kaynaginda izlenen adimlar dikkatlice ele
alinacaktir. Ispatin bu kaynakta ayrintilarinin verilmedigi boliimler, acik¢a analiz
edilecektir. Boliim sonunda ise Hopf Catallanma Teoreminin ifadesi verilecektir.

Hopf Catallanma Teoreminin ispatin1 agsagida verilen ii¢ adimda ele alacagiz:

Adim I: Poincaré normal forma sahip iki boyutlu bir sistemin analizi,

Adim II: iki boyutlu bir sistemin Poincaré normal forma doniistiiriilmesi,

Adim III: n-boyutlu bir sistemin iki boyutlu bir sisteme indirgenmesi.
Ispatin ilk iki adim bir sistemin Hopf catallanma analizinin temelini olusturur.
Ciinkii, iki boyutlu bir sistemde periyodik ¢oziimlerin varliginin garanti edilebilmesi
icin gereken kosullar ve periyodik coziimlerin oOzellikleri hakkinda bilgi veren

formiiller bu adimlarda belirlenir. Ispatin iiciincii adim, ilk iki adim ile elde edilen
sonuglar yiiksek boyutlu sistemlere uygulama olanagi saglar. Yani, n € N veya
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sonsuz boyutlu bir sistem, ikinci adimdaki iki boyutlu bir sisteme indirgenebildigi
takdirde, catallanma parametresi degisirken sistemde periyodik ¢oziimler ortaya ¢ikar
ve bu periyodik c¢oziimlerin ortaya ¢iktigr catallanma degeri, kararlilik yapisi,
periyodu gibi 6zellikleri belirlenebilir.

Simdi, ispatin bu li¢ adimini sirayla analiz edelim.

3.1.1 Poincaré normal form

Bir diferensiyel denklem sisteminin normal formu, sistemin temel ©zelliklerini
koruyacak bir doniisiim ile elde edilen ve analizi daha basit olan bir sistemdir.
Diferensiyel denklemler icin normal form teorisi, Poincaré (1879) caligmasina
dayanir (Yu ve Leung, 2002). Poincaré, bu ¢alismasinda normal form teorisini, lineer
olmayan bir sistemin denge noktasi civarindaki seri ac¢iliminda bulunan, yiiksek
mertebedeki terimleri goz Oniine alacak sekilde degiskenlerin degistirilmesi olarak
ifade etmistir (Singla, 2003). Bagka bir deyisle, bu teorinin ana fikri, lineer olmayan
dinamik sistemleri, lineer olmayan koordinat degisiklikleri ile miimkiin oldugunca
basitlestirmektir (Touzé, 2012). Normal form yontemi, ¢atallanma ve kararsizlik gibi
karmagik davranig kaliplartyla ilgili lineer olmayan sistemlerin ¢alisilmasinda onemli
bir rol oynamaktadir (Yu ve Leung, 2002).

Periyodik ¢oziimiin varhg

Oncelikle, Poincaré normal formundaki iki boyutlu bir sistemin periyodik ¢oziimler
ailesine sahip oldugunu gosterecegiz.

P=(P,P,)" €eR% F(P;p) € CL2 (R? x R,R?), L > 2, ve F(0; 1) = 0 olmak iizere
P=F@P;u), P0)= (07, €>0 (3.1)

Poincaré normal formundaki baglangi¢c deger problemini ele alalim. Burada

[ a(un) —o(u)
A(“>_<w(u> () )

olmak tizere
%
F(P; ) = A(w)P+ Y B; ()PP + & (|P||(P; 1) [F) (32)
j=1

seklinde tanimhidir. Ayrica, (3.1) sistemi asagida verilen K3 kosulunu saglar.
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K3: A(u) matrisinin A(u) = o(p) +io(p) ve A(u) = o(u) — io(u) kompleks
eslenik 6zdeger cifti

a(0)=0, ®(0)>0 ve o'(0)=£0 (3.3)

ozelligine sahiptir.

y = ,yz)T € R? olmak iizere P = ey lineer dontistimii kullanilarak (3.1) sistemine
topolojik olarak denk asagidaki baslangi¢ deger problemi elde edilir:

L

Y=A(M)Y+ieszj(u)YIy|2j+ﬁ(!y\l(ey;u)l”l), y(0)=(1,0)". (34

j=1

(3.4) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin y = y(z,¢; 1) oldugunu kabul edelim.
Simdi, (3.4) sistemini ve y = y(¢,¢; i) ¢oziimiinii ¢ = 0 iken ele alahm. Oncelikle,
e = 0 ve yeterince kiiciik u degerleri icin (3.4) sistemi asagidaki diferensiyel denklem
sistemine doniisiir:

y=A()y+0 (ylu"*"), y(©0)=(1,0". (3.5)
Dikkat edilirse F(P;p) € CF72 (R? x R,R?) oldugu i¢in o(u) € C¥*2(R,R) olur.

Ayrica K3 kosulundan @(0) > 0 dir. Boylece, orijinin bir komsulugundaki p degerleri
icin @(u) > 0 olur. Boylece, adi diferensiyel denklemler teorisinden (3.5) sistemi

To(u) = +0 (u) (3.6)

periyotlu
y(t,0;u) = <

cOziimiine sahiptir. Dolayisiyla,

ve 2™ = [ oldugu igin

. 2mou(p) L+
y(To(w), 05 ) = (yl(TO(“)’Of“; ) = ( e (50 2)+ﬁ<“ ) > (3.7)

olarak elde edilir. Boylece, t = Tp(u) iken y; > 0 ve y, = 0 oldugu goriiliir.

Yani, Sekil 3.1°de orneklendigi gibi r = To(u) iken y(7,0;u) ¢oziimii y; eksenini
pozitif tarafta keser. Coziimiin y; eksenini kesecegi yon, orijinin bir komsulugundaki
U degerleri igin @ () > 0 oldugudan (i) niin isaretine baghdur.
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Sekil 3.1: Baslangi¢ degerinden baglayan ¢oziim, t = Ty(u) iken y; eksenini pozitif
tarafta keser (Hassard ve dig., 1981).

y(¢,0; 1) ¢oziimiiniin y; eksenini pozitif yonde kestigini garanti ettik. Siradaki adim,
bir €, > 0 i¢in € € (0,¢,) iken y(To(u),e; 1) = (1,0)7 oldugunu, yani ¢dziimiin y,
eksenini (1,0)” noktasindan kestigini gostererek periyodik ¢oziimler ailesinin varligin
ispatlamaktir. Oncelikle, (3.7) fonksiyonu r = Ty (1) iken (3.5) sisteminin bir ¢6ziimii
oldugu i¢in r = Tp(p) iken (3.5) sistemini saglamalidir. Boylece,

31 (To(1), 0: 1) = (i) exp (zg‘z‘ff)‘ )> +0 (utt), (3.82)
92 (To(1), 0: 1) = (1) exp (2’;‘2‘5)‘ )) +0 (ut) (3.8b)

esitlikleri elde edilir. Yeterince kiiciik u degerleri i¢in @(ut) > 0 oldugunu biliyoruz
(Denklem (3.3)). Bu nedenle, (3.8b) ile verilen y,(7p(w),0; 1) > 0 (3 0) dir. Boylece,
Kapali Fonksiyon Teoreminin (EK 1) bir sonucu olarak orijinin bir komsulugunda
v2(T (e; 1), €; ) = 0 olacak sekilde bir tek

t=T(en)

diizgiin fonksiyonu mevcuttur ve 7 € CI(R2,R) dir. Diger taraftan, Tp(u)
periyodunun tanimi (3.6) ile verilmek iizere T'(e; 1) tek oldugu ve (3.7) esitliginden

y2(To(u),0; 1) = 0 saglandigi igin
T(0;u) = To(u)

olur. Simdi,
S(ep) =y (T(ep),e 1)

oldugunu kabul edelim. Yeterince kiiciik € ve u degerleri i¢in S € CF+1(R?,R) olur.
Ayrica denklem (3.7)’den

S(0; ) = exp (27;0(63;)) +0 (u)
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olarak elde edilir. Oncelikle, K3 kosulu nedeniyle
$(0,0) = 1

olur. Diger taraftan,

Su(03 1) =27 (a/(“ )wwazz_(:;(“)w/(“ >) exp (22?‘(5 )) +6 (1)
ve K3 kosulundan
_,_a(0)
Su(0,0) =2m ©(0) #0

olarak elde edilir. Boylece, Kapal1 Fonksiyon Teoremi (EK 1) kullanilarak takip eden
sonuca ulagilir. Bir €, > 0 i¢in [0, €,) araliginda tanimli, S(e; i1 (€)) = 1 olacak sekilde
bir tek 1t = pt(¢) fonksiyonu vardir ve u € CET! (R, R) dir. Bagka bir ifadeyle, bir €, > 0
i¢cin

ce ) iken y(T(ap(O)eu() =1
olur. Béylece, Sekil 3.1°de 6rneklenen ¢oziim her bir € € (0,¢,) icin y; eksenini y; =1
noktasinda keser.

Sonug 3.1. Poincaré normal formundaki iki boyutlu (3.1) sistemi her bir € € (0,¢,),
ep >0, icin u = u(e) iken T(e) = T(e;u(e)) periyotlu periyodik bir ¢oziime,
dolayisiyla (0,¢,) araliginda periyodik ¢oziimler ailesine sahiptir. € = 0 iken (3.1)
sisteminin denge noktasi elde edilir.

Aciklama 3.1. Periyodik ¢oziimlerin € € (0,¢,,) icin ortaya ¢iktigr parametre degerleri
w = u(e) ve periyodu T(€) = T (e;u(€)) kapalr fonksiyonlari ile ifade edilmektedir.
Fakat bu agamada, varligi bilinen kapali fonksiyonlar i = l(€) ve T (€) = T (e; u(¢))
acik bir sekilde ifade edilemedigi icin periyodik ¢oziimlerin ortaya ¢iktigr parametre
degeri ve periyodu hesaplanamamaktadir.

Hopf catallanma formiilleri

Bir sistemin dinamigi hakkinda bilgi sahibi olmak i¢in periyodik ¢oziimlerin varligim
arastirmak ve periyodik ¢6ziim mevcut ise varligin1 garanti etmek biiyiik bir adim olsa
da yeterli degildir. Gerekli bilgiye ulagsmak i¢in varlifi garanti edilen periyodik
cozimlerin kararlilik yapisi, periyodu gibi oOzelliklerini belirlemek gerekir. Bu
nedenle simdi, Poincaré normal formundaki iki boyutlu (3.1) sisteminin sahip oldugu
periyodik ¢oziimlerin ©zelliklerini belirlememizi saglayacak Hopf catallanma
formiillerini elde edecegiz.

Oncelikle, z kompleks degisken, A(u) = a(u) +io(u) (3.3) ile verilen 6zelliklere
sahip 6zdeger, 1 <M < L keyfi, ¢j(u) kompleks degerli fonksiyon ve p = u(€) olmak
lizere

M
d=A(W)z+z Y cj(p) (), zZ(Ou)=e>0 (3.9)
j=1

Poincaré normal formundaki baslangic deger problemini ele alalim. Burada, ? ile %
ifade edilmektedir. Dikkat edilirse eger (3.9) denkleminin bir ¢oziimii z ise keyfi bir 6 €
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R icin ze'® da bir ¢éziimdiir. Dolayisiyla, (3.9) denkleminin ¢6ziim egrileri merkezleri
z = 0 olan ¢emberlerdir. Diger taraftan, denklem (3.9) kullanilarak elde edilen z ve Z

d(z2)

ar =Z+Z

ifadesinde yerine konursa asagidaki esitlik elde edilir:

@ = (Re(l () + f‘, Re(c;(1)) (Zi)j> : (3.10)

J=1

Simdi, (3.9) denkleminin bir ¢oziimii z(z) olsun. Boylece, (3.9) denkleminin ¢6ziim
egrileri orijin merkezli gemberler oldugu ve z(0; 1) = € > 0 oldugu igin bir € > 0 i¢in
2(1)z(t) = z(0)z(0) = €* olur. Sonug olarak, (3.10) esitliginin sol tarafi sifirdir. Diger
taraftan, (3.10) esitliginin sag tarafinin sifira esit olmasi i¢in gerek ve yeter sart z = 0
veya

Re(A (1)) + Y Re(c;(u))(z2)) =0 (3.11)
j=1

olmasidir. Sifirdan farkli ¢oziimlerin analizini yapmak istedigimiz i¢in z # O dir, yani
(3.11) esitligi saglamr. 7z = €2 ve u = u(e) esitlikleri (3.11) denkleminde yerine

konursa
M

a(u(e)+ Y. Rec;(u(e))e =0 (3.12)

Jj=1

elde edilir. (i) ve Re(c;(u)) fonksiyonlarinin pu = 0 noktasindaki Taylor serileri,
(3.12) esitliginde yerine konursa

@(0)+ @/ O + (e +
Re(c1(0)+ Re(ch O)(e) + =) 4. ) @
Re(c2(0))

20)-+Re(esOm() + LF 2 Y

!
ut

esitligine ulagilir ve bu esitlikte i (¢) fonksiyonunun e = 0 noktasindaki

Mo (i
(o)=Y we + oM, w=" ©

%
i=1 L

Taylor serisi yerine konur ise asagidaki esitlik elde edilir:
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e(c e(c) y i | ] e
+ | Re(c1(0)) +Re(c}(0)) (;H )) (3.13)

Burada, YMT kisaltmasi € a gore yiiksek mertebeden terimleri ifade etmektedir. K3
kosulu ve esitlik (3.13) kullanilarak p(e) fonksiyonunun Taylor serisindeki ilk birkag
terimin katsayilar1 su sekilde hesaplanir:

Uy = 07
Re(c1(0))

IJZ = " / 9

o' (0) (3.14)
pz =0,

il 1 / OC”(O) 2
s =~ (Re(ca0) +Rele O+ £ (22
Sonug olarak,
1(€) = toe® + pge* + YMT (3.15)

seklinde ifade edilebilir. Diger taraftan, (3.12) esitliginden dolay1 (3.9) asagidaki
denkleme doniisiir:

M
=1 <a)(u(e)) + Z Im(cj(,u(e)))621> Z. (3.16)
j=1
Adi diferensiyel denklemler teorisinden, z(0; i) = € oldugu i¢in, (3.16) denklemi
27 M 5
70 = W)+ Y Ime;(p(9)e” (3.17)
j=1

olmak iizere T (€) periyotlu

2= eexp (%t)

¢Oziimiine sahiptir. @(p) ve Im(c;(u)) fonksiyonlarmin p = 0 noktasindaki Taylor
serileri, (3.17) esitliginde yerine konursa
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M (i)
T(G):%gTiEIﬂLﬁ( M+1) a)2(7Z))E:T l.,(O)
u(0)

M .
:Zui€l+ﬁ(€M+l)’ Wi =
i=1

Taylor serileri yerine yazilirsa

(0) = (Tp+Tie+ Te* + Tae’ + Tye*)

M " M 2
x (w(O) +0'(0) (Zl .szi) + 2 2(0) <Z uie’) )
i= i=1

M
+ (T0+T16+T262+T363+T4e (Im )) +Im(c}(0)) <Z liiﬁi)) 2 (3.18)

M
+(To+The+ e + T3 + Tue”) (Im )) +1Im(ch(0)) (Z Mie’)) et

+YMT

esitligine ulagilir. K3 kosulu altinda, (3.18) esitligi kullanilarak 7'(¢) periyodunun
Taylor serisinin ilk birkac teriminin katsayilart agsagidaki sekilde hesaplanir:

To=1,
T, =0,

_ (0)u +1Im(cy(0))
" ( (0) ) ’ (3.19)
T3 =0,
I— — <w/(0)u O3 +Tm(c(0)) g2 + Im(c2(0)) w<o>T§>
T ©(0)
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Sonug olarak, periyot asagidaki seri acilimui ile ifade edilebilir:
2 2 4
T(e) = °(0) (1+Tae” 4 Tye* + YMT).. (3.20)

Sonug 3.2. Sonlu sayida terime sahip
Z+ZZC] (z2)!, z(O;u)=¢e
(3.9) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimleri

Z=6“P(?Z&)

periyodik ¢oziimleridir. Bu periyodik ¢oziimler Taylor serisi katsayilari (3.15) ile
verilen

1(€) = toe® + pge* + YMT

parametre degerinde ortaya cikar ve Taylor serisi katsayilart (3.19) ile verilen

T(e) = 1+ e + Tue* + YMT)

2 (
@(0)
periyoduna sahiptir.

Simdi elde ettigimiz bu formiillerin (3.1) sistemi icin de gecerli oldugunu gosterelim.
Oncelikle, G(g,&;u) € CF2 (C x C xR, C) ve

Gle) =Awe + L oelel+ o ellEmt) - Gan

olmak iizere, € = P; + iP» doniisimii kullanilarak elde edilen Poincaré normal

formundaki
¢=G(e,&u), e0u)=e (3.22)

baglangic deger problemi (3.1) sistemine topolojik olarak denktir.

Lemma 3.1. (3.22) denklemi

T(e) = 0)2(7(’;) (1 —l—ZTe) + O

periyotlu

€)

periyodik ¢oziimiine sahiptir ve bu periyodik ¢oziimler

€ =eexp (Tz(it> +0 (€L+2> (3.23)
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L
_ Z‘uiei_'_ﬁ(ebi-l)
i=1

parametre degerinde ortaya cikar. Ayrica (3.14) ve (3.19) denklemleri ile verilen
katsayilar sirastyla 1(€) ve T (€) fonksiyonlart i¢in aynen gegerlidir.

Ispat. Bir 6nceki boliimden, (3.22) denkleminin topolojik olarak denk oldugu (3.1)
sisteminin her bir € € (0,¢,), €, > 0, icin T'(€) periyotlu bir periyodik bir ¢6ziime
sahip oldugunu biliyoruz. Boylece, (3.22) denklemi de 7'(€) periyotlu ayni periyodik
¢Oziime sahiptir.

Simdi, (3.22) denkleminin ¢6ziimiinii 1-periyotlu hale getirmek i¢in zamani yeniden
Olceklendirip yeni bir degisken tanimlayalim:

ve &= ee?™.

Bu degisken degistirmesi ile (3.22) denklemi kendisine topolojik olarak denk olan
5
2min +1 =T (e Z n (M) ¥ + 0 () (3.24)

denklemine doniisiir. 7(0) = 1 olmak tizere 1 (s) nin (3.24) denkleminin bir periyodik
¢Oziimii oldugunu kabul edelim ve bu ¢6ziimii agsagidaki formda yazalim:

Zn, e+ 0 (3.25)

oyle ki
no(0)=1 ve n;(0)=0, 1<i<L.

Simdi, bu form yardimu ile (3.22) denklemine ait periyodik ¢oziimiin (3.23) seklinde
ifade edilebilecegi sonucuna ulagmak icin

No(s)=1 ve Mi(s)=0, 1<i<L

oldugunu gosterelim.

Oncelikle, A(u) ve Im(c;(u)) fonksiyonlarimin u = 0 noktasindaki Taylor serileri
(3.24) denkleminde yerine yazilirsa

2min +1 = T(e)n (A(0) + A (0)u(e)+---)
% . (3.26)
Y (6(0) +HOm(e) +---) () ¥+ 0 ()

=

esitligi elde edilir. A(0) = i®(0), (3.25) formu ve de T'(¢) ve u(e) fonksiyonlarinin

44



Taylor serileri (3.26) denkleminde yerine yazilirsa

L ' L '
27i (Z{)ni(s)6’> + (;}ﬁi(s)el>

2n - i - i
= 20 <1+iZIT,~e> <i20ni(s>€> (3.27)

L L L
(oo () (o) (o) -

esitligine ulagilir. (3.27) denkleminde &'(?) ile
27ino(s) +Mo(s) = 27ino(s)
elde edilir. Boylece,
Mo(s) =0 ve no(0)=1=1no(s) =1
olur. no(s) = 1 kullanilarak @'(¢!) ile (3.27) denkleminden

. , 2n
T]l(s) =2miT + Wl’(())ul =1

elde edilir. Buradan
n(s)=cy ve M(0)=0=ni(s) =cys

sonucuna ulasilir. Diger taraftan, 7 1-periyotlu bir fonksiyon oldugu i¢in 1 de 1-
periyotludur. Fakat c; # 0 i¢in 11 (s) = ¢y periyodik degildir. Dolayisiyla,

M(s) =0
olur. no(s) = 1 ve N (s) = 0 oldugu icin &(€?) ile (3.27) denklemi

fia(s) = 27Ty + % (Ti A/ (0) 11 + A/ (0)p12) = 2

esitligini verir. Boylece,
f]z(s) =cC) Ve 7]2(0) =0= 1’]2(8) =S

sonucuna ulagihir. Aym gerekgeyle 1, 1-periyotlu oldugundan ve ¢; # 0 i¢in 12(s) =
cps periyodik olmadigindan

M2(s) =0
olur. Bu sekilde devam edilirse ng(s) = 1 ve 1 <i < Lig¢in 1;(s) = 0 olarak elde edilir.
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Sonug olarak periyodik ¢oziimii veren esitlik asagidaki gibi elde edilir:

£ = ee?™n = cexp (%I) (1+6 (-71)) = eexp (%t) + 0 (-12).

Dikkat edilirse M = % olmak iizere (3.9) denklemi ile (3.22) denklemi 1 <i <L+ 1
icin O(')’de aym yap1 ve Katsayiya sahiptir. Bu iliski (3.9) denkleminin periyodik

¢Ozimi
ox 27i .
=€ _
TP T

ve (3.22) denkleminin periyodik ¢oziimii
i
€ =c€exp (%t) +0 (eL+2)

arasinda da mevcuttur. Boylece, (3.23) periyodik ¢oziimii (3.22) denkleminde yerine
konursa p(e) fonksiyonunun Taylor serisi (3.15)’in ve T (e) fonksiyonunun Taylor
serisi (3.20)’nin katsayilar1 sirasiyla (3.14) ve (3.19) denklemlerinde verildigi gibi
elde edilecektir. 0

Sonug 3.3. Her bir € € (0,¢p), €, > 0, igcin u = u(e) iken (3.22) denklemi T (e)
periyotlu

2mi
pliate)) = cenp (251) + 0/ ()
periyodik ¢oziimiine, dolayistyla (0,€,) araliginda bir periyodik ¢oziimler ailesine
sahiptir. Periyodik ¢oziimiin ortaya ¢iktigi parametre degerini veren [L(€) ve periyodu
veren T (¢€) fonksiyonlari, sirastyla (3.15) ve (3.20) denklemleri ile hesaplanabilir.

Dikkat edilirse (3.22) sisteminin denge noktasi € = 0 ve baglangi¢ noktasi € dur. Denge
noktas1 komsulugunda ortaya cikan periyodik ¢oziimlerin periyodunu ve catallanma
degeri 4 = 0 dan Once mi, sonra mi ortaya ¢iktigi gibi ozelliklerini belirlemek icin
e = 0 civarini analiz etmemiz gerekir.

Re(c1(0)) # 0 ise € = 0 m bir komsulugunda

u(e) ~pe®

27
T(e) %w (3.28)

47
T'(€) ~——T
9% a0

olur. up ve T; sirasiyla (3.14) ve (3.19) ile verilmistir.

Sonug 3.4. Her bir e € (0,¢,,), €, > 0, icin (3.22) sistemi |1 = () iken bir periyodik
coziime sahip oldugundan, yeterince kiiciik € degerleri icin bu periyodik ¢oziim 1 =
Woe? degerinde ortaya ¢ikacaktir. Yani, periyodik ¢oziimler
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e Uy > 0 ise catallanma degeri U = 0 dan sonra,

o Uy < 0ise catallanma degeri U = 0 dan once

ortaya ¢ikar. Ayrica ortaya ¢ikan bu periyodik ¢oziimler yeterince kiiciik € degerleri
icin
_ 2n

~ (0)

periyoduna sahiptir. Periyodik ¢oziimlerin periyodu € artarken

e 15 > 0 ise artar,

o 1) <0 iseazalr

Periyodik ¢oziimiin kararhhg:

Varli§1 ispatlanan periyodik coziimlerin kararli olup olmadiklarimi belirlemek,
sistemlerin kalitatif analizini yapmak acisindan 6nemlidir. Bu nedenle simdi,
Poincaré-Bendixson Teoremini (EK 1) kullanarak periyodik coziimlerin kararl
olmasi i¢in gereken kosulu belirleyecegiz.

G(r,0:1) = i 12746 (|(ra )

olmak iizere, € = re’® doniisiimii ile (3.22) denklemine topolojik olarak denk

~-
| |

Re(G(r,0: 1))

_ ) (3.29)
6 =1Im(G(r,6; 1))

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Ayn1 doniisiim ile, (3.22) denkleminin (3.23)
ile tanimlanan ve € € (0,¢,) ile endekslenmis periyodik ¢oziimii p(t; u(e))

21

_ L+2 _
r—e—i—ﬁ(e ), Q_T(e)

(-1 (3.30)

seklinde ifade edilir.

Simdi, §; € (0,1) ve & € (0, ) olsun. Bu segimlerle, 87 € (0, 1) oldugu igin €87 <
€2 < €2(14 &) iliskisi elde edilir. Boylece,

C) = {(r,0)|r2:62(1+31)}
G = {(r,@)]r2262522}

olmak iizere C; ¢emberi, (3.30) ile verilen p(z;u(€)) periyodik ¢oziimiiniin diginda
kalirken C, ¢cemberi i¢inde kalir (Sekil 3.2).
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|
' Jc,
p(t; u(e))

Sekil 3.2: p(t; u(e€)) periyodik ¢oziimiiniin diginda ve i¢inde kalan ¢cemberler (Hassard
ve dig., 1981).

Simdi, (3.29) sisteminin C| ¢emberi iizerindeki herhangi bir Q; noktasindan ve C;
cemberi lizerindeki herhangi bir O, noktasindan gecen yoriingelerini ele alalim. (3.29)

denklemlerinden _
dr  Re(G(r,0:u))

Ty =¥ =
d0  Im(G(r,0;u))
oldugu i¢in Re(c;(0)) # 0 ise bu yoriingeler iizerindeki Q; ve Q» noktalarinda

dr _ Re(cq(0 )28+ O (64)
40|, _qisyr | 00)+0(@)
veE
dr| __ Re((0)e(1-83)+0(c)
do|, ., 0(0)+ 0 (2)

olur. (3.3) ozelliginden dolay1 @(0) > O dir. Bu durumda, yeterince kiiciik ¢ degerleri
icin yukaridaki tiirev denklemleri kullanilarak Re(c(0)) < 0 ise Q; € C; noktasinda
4r <0 ve Q) € C; noktasinda 4% > 0 elde edilir (Sekil 3.2).

Sonug olarak, yeterince kiiciik € degerleri icin Re(c;(0)) < 0 ise C; ve C, ¢emberleri
tarafindan olusturulan halka, (3.29) denklemi icin degismez bir bdlge olacag: icin
Poincaré-Bendixson Teoreminden (EK 1) periyodik ¢oziim p(z;u(e)) yerel (lokal)
asimptotik kararlidir. Re(c;(0)) > 0 ise Poincaré-Bendixson Teoremi t — —eo iken
uygulandiginda periyodik ¢6ziim p(t; t(¢€)) yerel (lokal) asimptotik kararl olur, yani
Re(c1(0)) > 0 ise periyodik ¢oziim p(z; 1 (€)) kararsizdir.

Sonug 3.5. Re(c1(0)) # 0 olsun. Bu takdirde, yeterince kiigiik ¢ degerleri icin (3.22)
denkleminin periyodik ¢oziimii p(t;u(e)), Re(c1(0)) > 0 ise kararsizdir ve
Re(c1(0)) < 0 ise yerel (lokal) asimptotik kararldur.

Not. (3.1) sistemi (3.22) denklemine topolojik olarak denk oldugu i¢in, bu boliimde
elde edilen Sonuglar 3.3-3.5, sistem (3.1) i¢in de aynen gegerlidir.
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3.1.2 iki boyutlu bir sistemin Poincaré normal forma déniistiiriillmesi

Poincaré normal formundaki (3.1) sisteminin € = P; + iP, olmak ilizere (3.22)
sistemine topolojik olarak denk oldugunu ve (3.22) sisteminin (3.23) ile tanimlanan
periyodik ¢oziimlere sahip oldugunu; bu periyodik ¢oziimlerin, hangi sartlar altinda
catallanma degerinden ©Once veya sonra ortaya c¢iktigini; kararli veya kararsiz
oldugunu belirledik. Simdi, (3.3) 6zelligini tasiyyan kompleks eslenik 6zdegerlere
sahip iki boyutlu genel bir sistemin, Poincaré normal formundaki (3.22) sistemine
nasil doniistiiriildiigiinii gosterecegiz.

7€C,g(z,zu) €CEP2(Cx C xR,C), g(0,0;) =0 ve

_ 77/
sm)= ), gl o(|z*™) (3.31)
2<i+j<L
olmak tizere
=Au)z+g(z,z:1) (3.32)

kompleks diferensiyel denklemini ele alalim. Burada, A (i) = o(i) + i () d6zdegeri
(3.3) ozelligine sahiptir.

Aciklama 3.2.

Dikkat edilirse u = (uj,u2)’ € R? flwp) = (A(wwp),Hwwp)!
CE(R? x R,R?) ve £(0; 1) = Dy(f(0; 1)) = 0 olmak iizere z = uy + iu doniigiimii
ile (3.32) denklemi

< i ) _ ( a(n) —o(u) > < Uy )+ ( Ji(ur,uz; 1) )
753 o(u) alu) up folur,ua; 1)

reel sistemine topolojik olarak denktir, oyle ki sistemin denge noktasi olan orijinde
hesaplanan Jakobiyen matrisi K3 kosulunu saglar, yani (3.3) ozelligini tastyan A (Q) =
o(pu)+io(p) ve A(n) =o(u) —io(p) kompleks eslenik ozdegerlere sahiptir.

Simdi, k(g,&;u) € Ct2 (Cx C xR, C),

_ e'gl
KEegu) = Y K)o (3.33)
2<i+j<L B
ve i =1+ jic¢in k;; = 0 olmak iizere
7=€+K(€,& 1) (3.34)

degisken degistirmesi ile (3.32) denklemini Poincaré normal forma doniistiirecegiz.
Oncelikle,

E=A(n)e+9

olarak almirsa k& + k€ ifadesinde lineer bir terim olmadig1 icin ¢ lineer olmayan
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terimleri icerir. (3.34) denklemine zincir kurali uygulanarak
7= &+ Ke€ + K€,
ve denk olarak
Aeke +AEKs — Ak =g(e+ K, E+K) — (¢ + Ke + Ke0)
elde edilir. (3.31) ve (3.33) tamumlar1 kullanilarak (3.35) denklemi
N(Re(9),Im($), Re(e), Im(); 1) = 0

kapal1 fonksiyonu olarak yeniden yazilabilir, dyle ki
3 1 ’ = _
N= (Shrn(n) = 3820(0) ) €+ (A +T)kii (1) —gu(w)) e
1 - 1 5
H (A A ) Koo (1) = 5802(H)) | €

+ ¢+ Kkao(p)€P + K11 (1)€Y + K11 (1)EP + Koo (L)EP

+0(lell(e, 0)%).

Burada, N fonksiyonu en az C! simifina aittir ve N(0,0,0,0;0) = 0 dir. Ayrica

dRe(N) JRe(N) 1 0
dRe(¢) dIm(9) _ 20
dIm(N)  9Im(N) o 1
dRe(9) JIm(9) |(0,0,0,0:0)

(3.35)

olur. Dolayisiyla, Kapali Fonksiyon Teoreminden ¢(0,0;0) =0ve ¢ : CxCxR — C
olacak sekilde tek bir ¢ = ¢ (¢, €; u) fonksiyonu mevcuttur. Sabit bir u icin g, x € CL*2

oldugu icin (0,0;0) 1 bir civarinda ¢ € CL+2 dur.
Hassard ve dig. (1981), ¢ nin Taylor serisini

gij() = O(|uF=2), iA1+), 2<it <L+

0ij (W) = (14 ) 1le;(u) + O(u*=27h), i=1+j, 1<j<
olmak iizere

_ eig/
seEn) = Y oyl + (el
2<itj<L+1 Ly

seklinde hesaplamislardir. Boylece,

|t~

o(eEp) = Y ci(wele + o (el (e )+
j=1
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olur. Sonug olarak (3.32) denklemi (3.34) doniisiimii ile Poincaré normal formundaki
(3.22) ile verilen

e=A(wet Y ci(welel + & (Jell(es ) )
j=1

denklemine doniisiir ve (3.23) ile tanimlanan periyodik ¢oziimler ailesine sahiptir. Bu
periyodik coziimlerin ozelliklerini, sirasiyla (3.14) ve (3.19) ile tanimlanan, u; ve 7,
katsayilarin1 kullanarak belirleyebilecegimizi biliyoruz. u, ve 7, katsayilarmi
hesaplamak i¢in ise Poincaré normal formun ¢ (0) katsayisina ihtiyacimiz vardir. Bu
nedenle, (3.32) denklemini kullanarak c;(0) katsayisini verecek bir formiil bulmamiz
gerekmektedir.

€ ve € degigkenlerinin kuvvetlerine gore (3.35) esitliginin sol tarafi

e’/

— (3.37)
ilj!

Y i) (i) + A (r) ~ Aw)

2<i+j<L

olarak elde edilir. Esitligin sag tarafi i¢in (3.31), (3.33) ve (3.36) Taylor serileri
kullamilir ve |€|? in katsayilari (3.37) ile esitlenirse

2 . &2
Al w2o(p) 7 +A(H)Kn (1)ee+ (22 -2 (w)) Koo (M) =
2 =2
gzo(u)% +g11(u)8§+802(u)%
elde edilir. Yani,
Kao(l1) = gzo(li)’ K1 (1) = g1 (K k() = go2(H) (3.38)
m A (22 (1) -2 ()

olur. £2€ teriminin katsayilarindan
+ _ 1
o o) (3000 +200)) = gy () + 110 (K o) + Sl )

- %goz(ﬂ)foz(ﬂ) + %ng (1) —er(m)

esitligi elde edilir. k»; (1) = 0 oldugu i¢in yukaridaki esitlikten

RN CHARE M)

1 1

+ Egoz(li)foz(li) +58 (u)

olur. (3.38) esitlikleri kullanilirsa Poincaré normal form katsayisi i¢in aranan formiil
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0= 300)

olarak elde edilir.

(820(0)811(0) —2|g11(0))* - %!goz(o)lz) + %gzl (0) (3.39)

Sonuc¢ 3.6. Kabul edelim ki iki boyutlu genel (3.32) sistemi, (3.3) ozelligini tasiyan
kompleks eslenik 6zdegerlere sahip olsun. Bu durumda, iki boyutlu (3.32) sistemi, bir
ep > 0 icin (0,€,) araliginda periyodik ¢oziimler ailesine sahiptir. Bu periyodik
coziimler (3.23) ¢oziimii ve (3.34) degisken degistirmesi kullanmlarak

2= eexp (%I) Lo (@)

ile ifade edilebilir. Ayrica g»0(0), g11(0), g02(0) ve g21(0), (3.32) denklemindeki
2(z,7; 1) fonksiyonunun (3.31) ile verilen Taylor serisinin katsayilari ve

i

1 1
0) = —— 0)g11(0) —2|g11(0)]* — %[g02(0)]* | + =21 (0
c1(0) 20(0) (gzo( )811(0) = 2[g11(0)|" = 3 802(0)] )+2821( )
olmak iizere yeterince kiiciik € degerleri icin bu periyodik coziimler:

e Re(ci(0)) # 0 ise
__Re(c1(0)) »
SO N

degerinde ortaya ¢ikar,

o T = % periyoduna sahiptir ve bu periyot € artarken

 (/(0)pa+ Im(er(0))
TZ“( o) )

olmak iizere T, > 0 ise artar, T, < 0 ise azalrr,

e Re(ci(0)) > 0 ise kararsizdir ve Re(c1(0)) < 0 ise yerel (lokal) asimptotik
kararhdr .

Aciklama 3.3. Eger u, veya T katsayilari sifir olursa bu durumda sirasiyla (3.14) ve
(3.19) ile verilen g ve Ty katsayilarimin hesaplanmast gerekir. Bunun igin ise ¢;(0)
katsayisina ihtiya¢ duyulur. c(0) katsayisi (3.41) denklemi yardumi ile (3.39)
esitliginden i+ j < 4 icin K;;(1) katsayart hesaplanarak elde edilebilir (c;(0)
katsayistmin formiilii icin Hassard ve dig. (1981) kaynag sayfa 49’a bakiniz).

3.1.3 n-boyutlu bir sistemin iki boyutlu bir sisteme indirgenmesi

Su ana kadarki adimlar ile elimizde (3.3) oOzelligini tagiyan kompleks eslenik
ozdegerlere sahip iki boyutlu bir sistem varsa o sistemin periyodik ¢oziimler ailesine
sahip oldugunu ve bu periyodik ¢oziimlerin Ozelliklerinin hangi kosullar kontrol
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edilerek belirlenebilecegini biliyoruz. Elde ettigimiz bu sonuglari, n-boyutlu bir
sistemde kullanabilmemiz i¢in bu n-boyutlu sistemi, (3.32) denklemine
indirgeyebilmemiz  gerekir. n-boyutlu bir sisteminin  (3.32) denklemine
indirgenebilmesi ic¢in sistemin (3.3) 6zelligini tasiyan basit (tek katli) kompleks
eslenik 6zdeger ciftine sahip ve geriye kalan 6zdegerlerinin reel kisminin negatif
olmasi gerekir. Bu 6zellikleri saglayan n-boyutlu bir sistem, ayrintilar1 Boliim 2’de
verilen Merkez Manifold (Center Manifold) teorisi kullanilarak (3.32) denklemine
indirgenir.

Simdi bu indirgeme i¢in izleyecegimiz yoOntemden bahsedelim. Bolim 2.1°de
belirtildigi tizere (2.1) sisteminde ¢ = 0 alinarak elde edilen (2.3) gibi ¢ok boyutlu bir
sistemin analizi, n, = 0 iken W¢(0) merkez manifoldu ile kisitlanan daha diisiik
boyutlu (2.11) sisteminin analizine indirgenir. Bu nedenle, (2.3) sisteminin dinamigi
hakkinda bilgi sahibi olabilmek icin W¢(0) merkez manifoldunun ve (2.11)
sisteminin hesaplanmasi gerekir. W¢(0) merkez manifoldunu temsil eden v = V(u)
fonksiyonunun Taylor seri acilimina ait katsayilar, (2.13) denkleminin ¢oziilmesi ile
hesaplanabilir. Bunun icin ise her asamasinda cebirsel denklemelerin lineer bir
sistemini ¢6zmeyi gerektiren ardisik bir prosediir uygulamak gerekir. A¢iklama 2.6’da
ifade edildigi gibi bu katsayilar sistemin denge noktasina ait tek olmayan biitiin
merkez manifoldlar i¢in aynidir. (n4 # 0 Durumu: Bakiniz Ag¢iklama 2.8)

Boliim 2.2°de yukarida ifade edilen sonug¢ ve yontemlerin, € R iken (2.1) sisteminin
merkez manifoldunu bulmayr saglayan (2.18) sistemi ig¢in de gegerli oldugu
belirtilmigtir. ¢ € R iken W¢ merkez manifoldunu temsil eden v=V(u;u)
fonksiyonunun Taylor seri acilimina ait katsayilar, (2.22) denklemi ¢oziilerek istenen
dereceye kadar bulunabilir. Fakat (2.22) denklemini kullanabilmek icin (2.18)
sisteminin, kendi O6zuzayindaki (2.19) sistemine (kanonik forma) doniistiiriilmesi
gerekir. Bunun icin ise denge noktasi olan orijine karsilik gelen Jakobiyen matrisi
A(u) ye ait A1,Ay,- -+, A, 6zdegerlerine karsilik gelen genellestirilmis 6zvektorlerin
hesaplanmasi gerekir. Bu yaklagim, teorik olarak dogru olsa da uygulamada biiyiik bir
zaman kaybina neden olur. Bu nedenle bu boéliimde, Hassard ve dig. (1981) ve
Kuznetsov (1998) kaynaklar1 kullanilarak v = V(u;u) fonksiyonunun Taylor seri
acilimina ait katsayilarinin, bu doniisiime gerek kalmadan nasil hesaplanacagin
gosterecegiz. Bu hesaplamada kullanilacak yontem, Kuznetsov (1998) tarafindan
izdiigsim yontemi olarak adlandirilmistir. Bu yontemde, biitiin 6zvektorler yerine
sadece A(u) ve A(u) niin devrigi olan AT (1) matrislerinin (3.3) 6zelligini saglayan
Ozdegerlerine karsilik gelen ozvektorleri, (2.18) sistemini E¢ dzuzayma ve onun
tiimleyenine yansitmak icin kullanilir.

Fc CL+2(]R” x R,R"), L>2,F(0;u) =0, X € R"” bagimsiz degisken ve u € R bir
parametre olsun. Oncelikle, (2.2) ile tanimlanan Jakobiyen matris A(u) ve F(X;u)
fonksiyonunun X’e gore lineer olmayan terimlerini igeren fonksiyon f(X;u), yani
f(0; 1) = Dx(£f(0; 1)) = 0, olmak iizere (2.1) ile verilen

X=F(X;u)

sistemini
X=A(u)X+£(X;u) (3.40)
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seklinde yeniden yazabiliriz. Kabul edelim ki asagidaki kosullar sistem (3.40) icin
saglansin:

(K3) A(p) matrisinin
Alp)=o(u) +io(p) ve A(u)=oa(u)—io(u)
basit (tek katli) kompleks eslenik kritik 6zdeger ¢ifti
a(0)=0, ©0)>0 ve ' (0)#£0

ozelligine sahiptir.

(K4) A(0) matrisinin A(0) = i®(0) ve A(0) = —i®(0) siuf sanal 6zdegerlerinden
geriye kalan n — 2 tane 6zdegerinin reel kismi negatiftir.

Teorem 2.2°nin bir sonucu olarak (3.40) sistemi, W¢ merkez manifolduna sahiptir.
Hassard ve dig. (1981), tanimi (2.20) ile verilen W¢ merkez manifoldunu sabit u
degerleri icin

Wep) ={(w,v) | (u,v) e W}

kesitleri ~ seklinde  tamimlamayr daha  elverigli ~ bulmuslardir.  Burada,
F € CIT2(R" x R,R") oldugu igin merkez manifold W¢ € CEF2(R" x R, R") ve kesiti
W¢(u) € CEF2(R",R") olur. Teorem 2.2 nin bagka bir sonucu ise (3.40) sisteminin
dinami8inin, bu sistemin W¢(u) merkez manifold kesitine kisitlamasi tarafindan
belirlenmesidir. Simdi, bu merkez manifol kesitine kisitlanmig sistemi belirleyelim.

Oncelikle, AT (@) matrisi, A(u) matrisinin devrigi olmak iizere A7 (1) matrisinin bir
6zdegeri A (1) olur. A(u) matrisinin A (u) kritik 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii
q(u) € C* ve AT(u) matrisinin A(u) kritik dzdegerine karsilik gelen ozvektorii
q*(¢) € C" olsun. Bu durumda,

A(p)gq(u) =A(u)q(u), (3.41a)
AT ()q* (1) = 2 (u)q* (1) (3.41b)

esitlikleri saglanir. a, b € C" olmak {izere i¢ carpimi
(a,b) = Y @b, (3.42)
i=1

olarak tamimlayalim. Bu tanimi kullanarak q(u) ve q*(u)

(q,q) =1

esitligini saglayacak sekilde secelim. Diger taraftan,

(pa,b) =p(a,b) ve (a,pb)=p(ab)
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oldugu i¢in (3.41) kullanilarak

(a",Aq) = <q*,76> =1 (d"@)
(a",4@) =A(a"@) = (A"q".7) = (Aa",a) = A (a".@)

ve dolayisiyla

A{qq) =A(q",q = 2io(p)(q,q) =0

esitlikleri elde edilir. Bu ise ®(0) > 0 ve w(u) € CE*2(R,R) oldugundan yeterince
kiiciik u degerleri icin
(¢, @) =0

sonucunu verir.

Simdi, yeterince kiigiik u degerleri icin W¢(u) merkez manifold kesitlerini q(u) ve
q*(u) ozvektorlerini kullanarak kompleks degerli koordinatlarda tanimlayacagiz.
Hassard ve dig. (1981) ve Kuznetsov (1998) kaynaklarini dikkate alan bir okuyucu bu
koordinatlarin neye dayanarak tanimlandigim ilk bakista anlamayabilir, cilinkii bu
kaynaklarda bu koordinatlar gerekceleri izah edilmeden dogrudan tanimlanmislardir.
Bu nedenle, koordinatlar1 tanimlamadan Once bu tanimlari neye dayanarak
yaptigimizi anlatan iki lemma ve ispatlarin1 verecegiz.

Lemma 3.2. {Re(q),Im(q)} tarafindan gerilen iki boyutlu merkez 6zuzay E°,
E‘={zq+zq | xeR", z=(q",x) € C}

seklinde ifade edilebilir.

Ispat. Oncelikle,
Z={xq+zq | xeR", z=(q"x) €C}

kiimesini tanimlayalim. Dikkat edilirse, zq +zq = 2Re(zq) € R" oldugu i¢in Z C R”
dir. Simdi, keyfi bir y € E¢ C R” ele alalm. E¢ = span{Re(q),Im(q)} oldugu igin
y<E“yi

y = (2a1)Re(q) + (~2a2)Im(q)

lineer kombinasyonu olarak yazilabilecek sekilde ai, a; € R vardir. z = a;| +ia, olarak
alinirsa

zq+2zq = (a1 +iaz) (Re(q) +ilm(q)) + (a1 —ia2)(Re(q) —ilm(q))
=2a Re(q) —2a> Im(q)
=y

olur. Yani, her y € E€ i¢in y = zq +zq olacak sekilde bir z € C vardir. Ayrica (q*,q) =1
ve (q*,q) = 0 oldugu i¢in
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(q*,y) = (q",2q+zq)
=z(q",q) +2(q",q)
=2

olur. Boylece, z € C degeri a; ve a, reel sayilarin1 bulmaya gerek kalmadan z = (q*,y)
ile hesaplanabilir. Bu islemler bize agikca y € Z oldugu icin E€ C Z oldugunu gosterir.

Diger taraftan, keyfi bir x € R” ile hesaplanan z = (q*,x) = z; +izp i¢in zq+2zq € Z
dir. Ayrica
zq+2q = 2z1 Re(q) — 2z, Im(q)

olur. Dolayistyla z;, zo € R oldugu i¢in (zq +2zq) € Z ise (zq +2zq) € E€, yani Z C E€¢
olur. Bu ise
E‘={zq+zq | x€R", z=(q",x) €C}

demektir. ]

Lemma 3.3. Reel kismi negatif olan n — 2 tane ozdegere karsilik gelen ozvektorler
tarafindan gerilen n — 2 boyutlu kararli 6zuzay E° olmak iizere w € E* olmast icin
gerek ve yeter sart (", w) = 0 olmasidur.

ispat.
E'={weR" | (q",w) =0}

oldugunu gostermeliyiz. Oncelikle,
W={weR" | (q",w) =0}

kiimesini tanimlayalim.

Keyfi bir w € E* ele alalim. R" = E @ E* (Denklem (2.7)) oldugundan her bir x € R”
icin x = y + w olacak sekilde tek bir y € E€ vardir.! Diger taraftan, Lemma 3.2’den z =
(q*,x) olmak iizere zq + zq € E€ olur. Bu durumda, y € E€ tek oldugu i¢in y = zq +zq
elde edilir. Boylece,

(0", w) = (¢",x—y)
= <q*,X> - (q*,zq+z_q>
= Z_Z<q*7q> _Z<q*aq> = 07

yani E¢ C W olur.

Diger taraftan, kabul edelim ki W ¢ E* olsun. Bu durumda bir v € W vardir dyle ki
v € E°® dir. Boylece, v # 0 ve R" = E° @ E® oldugu i¢in v € E€ olur. Dolayisiyla,
z={q",v) € C olmak iizere v = zq + zq seklinde ifade edilebilir. Diger taraftan, ve W
oldugu i¢in (q*,v) = (q*,zq+2zq) = z = 0 olur. Bu ise v=0 € E* ¢eliskisini verir.

1V bir vektor uzay1 olmak iizere eer V. =W, + W, ve W) "W, = {0} ise V = W; & W, direk toplami
ile ifade edilir. Bu ise w; € W| ve w, € W, olmak iizere her bir v € V vektoriiniin v = w; 4+ w, seklinde
tek tiirlii yazilabilecegi anlamina gelir (Kolman ve Hill, 2008).
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Yani, W C E° olur. Sonug olarak
={weR" | (¢",w) =0}

elde edilir. n

Sonug 3.7. Sistem (3.40)’1n ¢oziim uzayini kapsayan R" = E @ E°® direk toplamini
olusturan E€ ve E* kiimeleri kompleks degiskenlerle asagidaki sekilde tanimlanabilir:

={zq+zq | xeR", z=(¢",x) €C} ve E'={weR" | (¢",w)=0}.

Boylece, (3.40) sisteminin herhangi bir X € R" ¢6ziimii, z € C, zq+zq € E€ ve w € E®
olmak iizere

X(1) = z(t)a(p) +z()q(p) +w(r)

seklinde pargalanabilir. Burada, kompleks degisken z, E€ {izerinde bir koordinattir.

Simdi, (3.40) sistemini bu yeni koordinatlarda ifade edelim. Oncelikle, q*(u)
vektoriiniin kompleks eslenigi q* (i) olmak iizere

z=(q",X)
w=X-(q".X)q—(q",X)q

(3.43)

olur. (3.43) ile tanimlanan yeni degiskenlerin tiirevleri asagidaki gibi elde edilir:

(0" X) = (q", A() X +(X; 1))
(@"A(u)X) +(q" f(X; 1))

= (AT (W)q",X) + (q", f(X; 1))
< (Wa", > (a",f(Xs )
A(u)(q", X) +(q", £(X; 1))
A(u)z+(q", f(zq +2q +w; 1))
A1)z +8(z,2,w; 1)

\

w=X-(q"X)q— (@, X)q=X—-z2q9-2q
=A(W)X+E(X; 1) — (A(u)z+8(z,Z,w1)) g — (I(u)ﬂz?’(z,z,w;u))ﬁ

(
= A()X — A (u)zq — 2 (W)zq +F(X; 1) — 8(2,Z, W; )q — 3(2,Z, W; 11)Q
=A(M)X —A(1)zq —A(n)zq +£(X; ) —2Re [§(z,Z, Wi )q]
=A(1)(X —zq —zq) +£(X; u) 2Re[g(z,Z,w; 11)q]
=A(1)X +f(zq +zq+w; ) —2Re[g(z,Z, Wi 1t)q] -
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Boylece,
3(z,Z,wWi ) = {q", fzq+zq+w; 1)),
~g( u)={(q f(i qQ+wu)) (3.44)
H(z,z,w; 1) = f(zq+2zq+w; 1) —2Re [§(z,Z, W; it )q]

olmak {iizere (3.40) sistemi, (3.43) ile tanimlanan koordinatlarla asagidaki sisteme
doniisiir:
=A(1)z+8(z,z,wi 1),

) (3.45)
w=A(u)w+H(z,z,w; ).

Aciklama 3.4. 7 € Cve w € R” oldugundan (3.45) sisteminin reel olarak n+?2 boyutlu
oldugu diisiiniilebilir. Fakat (q*,w) = 0 diklik ozelliginden

(Re(q”),w) =0 ve (Im(q"),w)=0
olur. Boylece,
Re(7})wi +Re(73)wa + -+ Re(q)wa =0,
Im(g})wi +1Im(g3)wz + - - - +Im(g,)w, =0,

ve q* # 0 oldugu icin w nun iki bileseni digerlerinin lineer kombinasyonu seklinde
yazulabilir. Sonug olarak (3.45) sistemi n-boyutludur.

Teorem 2.2’ye gore (3.40) sistemine topolojik olarak denk olan (3.45) sistemi W¢(u)
merkez manifold kesitlerine sahiptir. Bu kesitler, & ve y degerleri yeterince kiiciik iken
|z] < & ve |u| < yigin

Wc(nu) - {(Z,Z,W) ’ W:W(Z,Z;‘U), W(0,0,,U) =0, WZ(O,O,,U> =0, Wz(0,0,,U) :0}

ile temsil edilir ve F € CL*2 oldugu i¢in W(u) € C1*2 olur. Ayrica g fonksiyonu
(3.44) ile tanimlanmak ve

g(z,z1) = 8(z2,2,W(z,z 1); 1) = (q°,f(z,z 1))

olmak iizere (3.40) sistemine topolojik olarak denk olan (3.45) sisteminin denge
noktasinin yakin komsulugundaki dinamigi, kendisinin merkez manifolduna
kisitlamasi olan

z=A()z+g(z, 1) (3.46)

CL-‘rl

diferensiyel denklemi ile belirlenir. Diger taraftan, f € oldugu icin g(z,Z; 1) €

CLH1 olur ve f lineer olmayan terimleri icerdigi icin

8:(0,0;1) =0 ve gz(0,0;u)=0

esitlikleri saglanir. Dolayisiyla, (3.46) denklemi, n-boyutlu bir sistemi indirgemek

istedigimiz iki boyutlu (3.32) sistemi formundadir.
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Sonuc¢ 3.8. Kabul edelim ki n-boyutlu (3.40) sistemi K3 ve Ky kosullarimi saglasin.
Bu takdirde, (3.40) sisteminin merkez manifolduna kisitlamast (3.46) sistemidir.
Boylece, Teorem 2.2 ve Aciklama 2.7 den (3.40) sisteminin dinamigi (3.46) sistemi
tarafindan belirlenir. Ayrica (3.46) sistemi, Poincaré normal forma doniistiiriilebilen
(3.32) sistemi ile ayni forma sahip oldugu icin Sonug 3.6, sistem (3.46) icin aynen
gecerlidir.

Denklem (3.46)’y1 analiz edebilmek i¢in g(z,z;u) fonksiyonuna, g(z,7Z;u)
fonksiyonunu elde etmek igin ise w = W(z,Z; ) fonksiyonuna ihtiyacimiz vardir.
Agiklama 2.5°te belirtildigi gibi, w = W(z,Z;u) fonksiyonunun Taylor serisini
kullanarak W¢(u) merkez manifold kesitini istenen hassaslik derecesinde

hesaplayabiliriz. W(z,7; 1) € C*! olmak iizere w = W(z,Z; ) fonksiyonunun Taylor

serisi
) L+1 7izi Lid .
Wiz = 3 wil) i +0(), (' wii(w)) =0
i+j=2 J

seklinde ifade edilebilir. W = W(z,Z; 1) olmak iizere

w =W+ Wz
= W.(A(1)z+g) + Wz(A(n)z+3)

olarak elde edilir. Diger taraftan, H fonksiyonu (3.44) ile tanimlanmak ve
H(z,z:u) = H(z,Z, W(z,Z: 10); 1)
olmak iizere (3.45) sisteminin ikinci denkleminden
w=A(uW+H(z,z; 1),
olur. Sonug olarak
W(A ()2 +8) +We(A(1)2+3) = A(u)W+H(zZ: 1) (3.47)

esitligi elde edilir. Merkez manifold kesitlerini temsil eden W(z,Zz; i) fonksiyonunun
w;;(i) Taylor serisi katsayilari, (3.47) esitligi kullanilarak istenen dereceye kadar
hesaplanabilir (Bu katsayilarin belirli bir dereceye kadar hesaplanigi icin Hassard ve
dig. (1981) sayfa 64’e bakiniz).
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3.1.4 Hopf catallanma teoremi

Temelinde yatan mantif1 ifade ettiimize gore arttk Hopf Catallanma Teoreminin
ifadesine gecebiliriz. Hassard ve dig. (1981) kaynaginda Hopf Catallanma
Teoreminin ii¢ farkli ifadesi verilmistir. Biz buraya kadar bu teoremlerden ikincisine
ait ispatin adimlarini analiz ettik. Simdi ise ikinci teoremin 6ziinden ayrilmadan fakat

daha anlagilir bir sekilde ifade ederek Hopf Catallanma Teoremini verecegiz.

F:R" xR — R", x € R"” bagimsiz degisken ve v € R bir parametre olmak iizere

x=F(x,0) (3.48)
adi diferensiyel denklem sistemini ele alalim. (3.48) sisteminin ayrik denge noktasi
x*(v) ve

Dy(F(x,0)) = (@ =12, n)
J

olmak iizere sistemin x*(v) denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisi
A(v) = Dy(F(x*(v),v))
olsun. Ayrica bu Jakobiyen matris parametre degeri v = v, iken
a(v) =0, o(v,)>0 ve o (v)#0
kosullarim saglayan A(v) = o(v) 4+ io(v) ve A(v) = a(v) — io(v) basit (tek katl)
kompleks eslenik Ozdeger ciftine sahip olsun. Yukarida elde edilen sonuclari

kullanabilmek i¢in
X=x—x"(v) ve u=v-o,

degisken ve parametre degistirmesi yapalim.
F(X;u) = FX+x"(t+v.);  + 0c)
olmak iizere, yeni degisken ve yeni parametre ile elde edilen
X=F(X;u) (3.49)

sistemi (3.48) sistemine topolojik olarak denktir. (3.49) sistemi i¢cin Hopf catallanma

teoreminin ifadesi su sekildedir:
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Teorem 3.1 (Hopf Catallanma Teoremi (Hassard ve dig., 1981, Teorem II)).

Kabul edelim ki (3.49) sistemi icin asagidaki kosullar saglansin.

(K1) IC R sifirmn agik bir komsulugu olmak iizere her g € Licin F(0; 1) = 0ve 0 € R”

noktast ¥ fonksiyonunun ayrik bir denge noktasidur.

(K3) (0,0) € R" x R nin bir komsulugunda, L > 2 icin F(X;u) € CL+2 (R" x R,R")
dir, yani F nin X e ve L ye gore (L+2) inci mertebeye kadar biitiin kismi tiirevleri

mevcuttur ve bu tiirevler siireklidir.

(K3) A(u) = DxF(0; 1) Jakobiyen matrisi

A(u) = op) +io(w),
ve
a(0)=0, ©(0)>0 ve o (0)#£0
olacak sekilde M ve A basit (tek katly) kompleks eslenik ozdeger ciftine sahiptir.

(K4) A(u) Jakobiyen matrisinin geriye kalan n— 2 tane dzdegerinin reel kismi, L =0

catallanma degerinde negatiftir.

Bu takdirde,

a) Bir €, > 0 vardir yle ki her bir € € (0,¢,) i¢in ¢atallanma parametresi [
1(€) = o€ + pge* + YMT

degerine egit oldugunda (3.49) sistemi, pe(t) periyodik ¢dziimiine sahiptir.
Dolayisiyla, (3.49) sistemi (0,€,) araliginda periyodik ¢oziimler ailesine
sahiptir. Ayrica X = 0 denge noktasiun bir § komsulugu ve 1 = 0 ¢catallanma
degerini iceren bir © acitk araligi vardir oyle ki her L € O icin (3.49) sisteminin
§ komsulugunda yatan periyodik ¢oziimleri @ = l(e), € € (0,¢,) egitligini

saglayan e degerleri icin p.(t) ailesine aittir.

Ustelik yeterince kiiciik € degerleri icin, c1(0) Poincaré normal form katsayisi

(3.39) ile tanimlanmak ve Re(c1(0)) # 0 olmak iizere, periyodik ¢iziimler

R 0

ay) U = —% > 0 ise u = 0 catallanma degerinden sonra,
R 0

a) U = —% < 0ise u =0 ¢atallanma degerinden once

ortaya cikar.
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b) Re(ci(0)) # 0 olmak iizere, p¢(t) periyodik ¢oziimii

b1) Re(ci(0)) > 0 ise kararsiz,
by) Re(ci(0)) < 0 ise yerel (lokal) asimptotik kararlidir.

¢) pc(t) periyodik ¢éziimiiniin periyodu

27

@(0)

dir. Dolayistyla, yeterince kiiciik € degerleri icin periyot

T(e) = (14 Thé® + Tae* + YMT)

2
T(e)~ 2
() (0]
olur. Ayrica periyot T (¢),
/
1
c)) Ih=— ® (O)lec;l-(or)ll(c1 (0)) > 0 ise artan,
'(0 I 0
) I = h, ( )#2;-(0?1(01( ) < 0 ise azalandir.

Aciklama 3.5 (Hassard ve dig. (1981)).

1 = 0 catallanma degerinde A(0) Jakobiyen matrisinin kompleks egslenik ¢iftten
geriye kalan n — 2 tane ozdegerinin bazilarinin veya tamamimin reel kistmlarinin

pozitif oldugu durumda . € O icin ortaya ¢ikan periyodik ¢oziimler kararsizdir.

Teoremin ifadesinde gecen o’(0) # O kosulu, transversalite (kesme) kosulu olarak
adlandirtlir. Bu kosul ile kompleks eslenik 6zdeger ciftinin reel kismi (i) niin
isaretinin, 4 = 0 c¢atallanma degerinde de§ismesi garanti edilir. Geriye kalan n — 2
tane 6zdegerin reel kismi negatif oldugu i¢in o(u) niin isaret degisimi, denge
noktasinin kararlilik yapisinin degismesi anlamina gelir. Denge noktasi, a’(0) > 0 ise
catallanma degeri 4 = 0 dan 6nce kararl, sonra kararsiz; a’(0) < 0 ise catallanma

degeri u = 0 dan Once kararsiz, sonra kararlidir.

Diger taraftan, Teorem 3.1°de ifade edildigi iizere (3.49) sisteminin sahip oldugu
periyodik c¢oziimler kararli veya kararsiz olabilir. Periyodik c¢oziimlerin kararhilik

yapisina gore Hopf catallanma farkli sekilde isimlendirilir.

Tanmm 3.1. Hopf catallanma, periyodik ¢oziimler kararli ise Siiperkritik Hopf
Catallanma; kararsiz ise Subkritik Hopf Catallanma olarak adlandirilir (Wiggins,
2003).

Bu tanim denge noktasinin c¢atallanma degerindeki kararlilik yapisina gore su sekilde
ifade edilebilir:
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Tamm 3.2. Hopf catalanma, catalanma degerinde denge noktasi zayif bir sekilde
cekici ise Siiperkritik Hopf Catallanma; zayif bir sekilde itici ise Subkritik Hopf
Catallanma olarak adlandirilir (Robinson, 2004).

Denge noktasinin ¢atallanma degerinden once veya sonra kararli olmasina ve periyodik
cOziimlerin catallanma degerinden dnce veya sonra ortaya ¢ikmasina bagh olarak Hopf
catallanma dort farkli faz portresine sahip olabilir. Bu durumlar asagida ifade edilmis

ve iki boyutlu bir sisteme ait faz portreleri ile drneklendirilmigtir.

Durum I - o/ (0) > 0 ve iy < 0: Denge noktasi ¢atallanma degeri & = 0 dan 6nce
kararli, sonra kararsizdir. Periyodik ¢oziimler catallanma degeri 4 = 0 dan Once
ortaya cikar. Re(ci(0)) > O oldugu igin bu periyodik ¢oziimler kararsizdir.
Dolayistyla, Subkritik Hopf Catallanma meydana gelir (Sekil 3.3a).

Durum II - &/(0) > 0 ve u, > 0: Denge noktasi catallanma degeri yu = 0 dan 6nce
kararli, sonra kararsizdir. Periyodik ¢oziimler catallanma degeri u = O dan sonra
ortaya ¢ikar. Re(c;(0)) < 0 oldugu i¢in bu periyodik ¢oziimler kararlidir. Dolayisiyla,
Siiperkritik Hopf Catallanma meydana gelir (Sekil 3.3b).

L. |6

p<0 p=0 u>0 u<0 u=0 u>0

L.

(a) Subkritik Hopf Catallanma 1 (b) Siiperkritik Hopf Catallanma 1

Sekil 3.3: Denge noktasi ¢atallanma degerinden once kararhidir (Wiggins, 2003).
(a) Kararsiz periyodik ¢oziimler catallanma degerinden dnce ortaya cikar.
(b) Kararl periyodik ¢oziimler catallanma degerinden sonra ortaya cikar.

Durum III - &/(0) < O ve up > 0: Denge noktasi ¢atallanma degeri £ = 0 dan 6nce
kararsiz, sonra kararlidir. Periyodik c¢oziimler catallanma degeri 1 = 0 dan sonra
ortaya ¢ikar. Re(c;(0)) > 0 oldugu i¢in bu periyodik c¢o6ziimler Kkararsizdir.
Dolayisiyla, Subkritik Hopf Catallanma meydana gelir (Sekil 3.4a).

Durum IV - /(0) < 0 ve u, < 0: Denge noktasi catallanma degeri g = 0 dan 6nce
kararsiz, sonra kararlidir. Periyodik ¢oziimler catallanma degeri g = O dan Once
ortaya ¢ikar. Re(c1(0)) < 0 oldugu igin bu periyodik ¢oziimler kararlidir. Dolayisiyla,
Stiperkritik Hopf Catallanma meydana gelir (Sekil 3.4b).
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(a) Subkritik Hopf Catallanma 2 (b) Siiperkritik Hopf Catallanma 2

p<0 p=0

Sekil 3.4: Denge noktasi ¢atallanma degerinden sonra kararhidir (Wiggins, 2003).
(a) Kararsiz periyodik ¢oziimler catallanma degerinden sonra ortaya cikar.
(b) Kararli periyodik ¢oziimler catallanma degerinden once ortaya ¢ikar.

3.2 Tez Problemi ve Tezin Amaci

Gergcek yasam problemlerini modellerken pek cok problemin dogasinda bulunan
reaksiyon-difiizyon mekanizmasi ve girdilere/uyaranlara verilen cevapta meydana
gelecek gecikmeyi ihmal etmemek gerektigini ifade etmistik. Ayrica calisilan
problemin dogasina bagli olarak reaksiyon-difiizyon mekanizmasi ve gecikme terimi
iceren modellerin, problemleri daha gercek¢i bir sekilde temsil edecegi sonucuna
varmistik (Bolim 1.2 ve Boliim 1.1). Bu nedenle, gecikme iceren reaksiyon-difiizyon
denklem sistemleri, problemleri modellemek amaciyla literatiirde yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir. Bu tezde, iki bagimsiz degisken iceren tek gecikmeli
reaksiyon-difiizyon denklem sistemlerinin bir sinifin1 temsil eden ve (3.50) ile verilen

genel bir formu ele alinacaktir.

f.g € CKR*R), k >2; f(E*) = g(E*) =0, E* = (u*,v*); Q € R™, m > 1 acik ve

diizgiin bir dQ sinirina sahip sinirh bir kiime; dQ nin birim normal vektorii T olsun.

t >0, x € Q; up(t,x), vo(t,x) € C>([~7,0] x Q,R)NC([~71,0] x Q,R) baglangic

fonksiyonlari ve A = Y, 9%/dx? Laplace operatérii olmak iizere

du v
— =0. t>0 Q
o onm ) =Y X€

Neumann sinir kosullar ve
u(t,x) =up(t,x) >0, tc[-1,0], x€Q,
v(t,x) =v(t,x) >0, t€[-1,0], xEQ
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baglangi¢c degerlerine sahip

)

duit,x) _ diAu(t,x) + F(ut,x),u(t — 7,%),v(t,%),v(t — T,x))

(t,x
ot
(3.50)
av(t,x)
5, = drAv(t,x) + g(u(t,x),u(t — t,x),v(t,x),v(t — 7,X))
tek gecikme iceren reaksiyon-difiizyon sisteminde, d; ve d; sirasiyla u ve v nin (pozitif)

difiizyon katsayilari; 7 (pozitif) gecikme parametresidir.

Bu tezde gecikme parametresi degisirken (3.50) ile verilen tek gecikmeli
reaksiyon-difiizyon sisteminin dinamik yapisinda ne gibi degisiklikler olacagi analiz
edilecektir. Bolim 1.3’te tanimladi§imiz Hopf catallanma, Bolim 3.1°de
ispatladigimiz  gibi bir sistemde catallanma parametresi degisirken periyodik
cOzlimlerin yerel (lokal) olarak varligim1 gostermenin bir yoludur. Periyodik
coziimlerin 6neminden dolay1 (Bolim 1.4), bu tezde, T gecikme terimi ¢atallanma

parametresi olarak alinip (3.50) sisteminin Hopf ¢atallanma analizi yapilacaktir.

Bu tez calismasinin dort amaci vardir. Bu amaglardan ilki, gecikme terimi 7 degisirken
(3.50) sisteminde Hopf ¢atallanmanin ortaya c¢ikacagi kosullar: belirlemektir. Boylece,
bu forma sahip bir sistemin periyodik ¢éziimlerinin varligin1 garanti eden sartlar elde

edilmis olacaktir.

Tez problemi (3.50), ilk bakista iki boyutlu bir sistemdir. Bu durum, sistemin
dogrudan (3.32) denklemine doniistiiriillmesi gerektigini diisiindiirebilir. Fakat bu
sistem gecikme terimi igerdigi i¢in karakteristik denklemi iistel polinom (iistel ifade
iceren bir transandantal denklem) formundadir. Yani bu sistemin denge noktasinda
hesaplanan Jakobiyen matrisi sonsuz c¢oklukta 6zdegere sahiptir (Bolim 1.2).
Dolayisiyla, (3.50) sistemi, sonsuz boyutludur ve merkez manifolduna
indirgenmelidir. Bu nedenle, ikinci amag, varli1 garanti edilen periyodik ¢oziimlerin
ozelliklerini belirlemek icin (3.50) sistemini merkez manifolduna indirgemektir.
Indirgeme igin kullanilacak yontem, n-boyutlu diferensiyel denklem sistemleri igin
Boliim 3.1.3’te izlenen yol baz alinarak Hassard ve dig. (1981) kaynaginda n-boyutlu
gecikmeli diferensiyel ve n-boyutlu reaksiyon-difiizyon denklem sistemleri i¢in ayri
ayrt verilen merkez manifolda indirgeme yOntemlerinin birlestirilmesi ile elde

edilecektir.

Tezin ii¢lincii amact ise (3.50) sistemi ile ayni1 forma sahip her farkli problem icin bu
yontemdeki adimlarin tekrarimi engellemek amaciyla, Hopf catallanmanin varlik
analizini sadece karakteristik denklemin katsayilarin1 kullanarak ve yon analizini ise
sadece (3.50) sistemindeki f ve g fonksiyonlarinin Taylor serilerindeki birinci ve

ikinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen katsayilart kullanarak tamamlamay1
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saglayacak kosullar ve formiiller iceren bir algoritma olusturmaktir. Ciinkii bir
sistemde Hopf catallanma analizi yapmanin ilk adimi, sistemin denge noktasinda
hesaplanan Jakobiyen matrisinin (3.3) o6zelligini tasiyan basit (tek katli) kompleks
eslenik 6zdeger ciftine sahip oldugunu gostermektir. Bu nedenle, her kosulda sisteme
ait karakteristik denklemi, dolayisiyla (3.50) sistemindeki f ve g fonksiyonlarinin
Taylor serilerini bulmak gerekir. Karakteristik denklem bulunduktan sonra indirgeme
prosediiriinii takip etmek yerine, karakteristik denklemin katsayilarina baglh kosullar
ile f ve g fonksiyonlarinin Taylor serilerindeki birinci ve ikinci mertebeden tiirevlere
kargilik gelen katsayilara bagli formiillerin hesaplanmasi daha kolay olacaktir. Burada
algoritma, iyi tanimlanmis kurallarin ve iglemlerin adim adim uygulanmasiyla bir
sonuca en hizli bicimde ulasilmasi islemi anlaminda kullanilmaktadir (Tirk Dil
Kurumu, Url-13).

Bu tez galismasi ile iki boyutlu, tek gecikme iceren reaksiyon-difiizyon denklem
sistemlerinin yukarida verilen sinifi tamamen analiz edilmis olacaktir. Sonug¢ olarak
(3.50) sistemi ile aym1 forma sahip keyfi bir sistemin Hopf catallanma analizi,
sistemin karakteristik denklemi ve sistemdeki f ve g fonksiyonlarinin ikinci
dereceden Taylor polinomlar1 bulunduktan sonra elde edilen algoritma kullanilarak
yapilabilecektir. Tez calismasinin son amaci ise algoritmay1r 4 farkli probleme
uygulayarak algoritmanin uygulanabilirligini gostermek ve difiizyon teriminin

sistemler iizerindeki etkisini arastirmaktir.
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4. TEK GECIKME ICEREN BIR REAKSIYON-DIFUZYON SISTEMININ
HOPF CATALLANMA ANALIZI

Bu boliimde, gecikme terimi olan 7 nun ¢atallanma parametresi olarak alindig: (3.50)
tek gecikme iceren reaksiyon-difiizyon sisteminin Hopf c¢atallanma analizi icin bir
algoritma olusturulacaktir. Bu algoritma Hopf catallanmanin varlik analizi ve yon
analizi olarak adlandiracagimiz iki asama ile elde edilecektir. Varlik analizinde,
sistemin periyodik c¢oziimler ailesine sahip olmasi icin karakteristik denklemin
katsayilar1 tizerine konmasi gereken kosullar belirlenecektir. Yon analizinde ise
sistem merkez manifolduna indirgenecek ve periyodik coziimlerin ozelliklerini
belirlemek i¢in ¢;(0) Poincaré normal form katsayisinin hesaplanmasini saglayan
formiiller elde edilecektir. Bu formiiller, algoritmanin uygulabilirligini kolaylagtirmak
acisindan (3.50) sistemindeki f ve g fonksiyonlarinin Taylor serilerindeki birinci ve
ikinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen katsayilara bagh olarak belirlenecektir.

Hesaplamalarin kolaylilig1 agisindan Q = (0,¢r) C R olarak alinacaktir, fakat biitiin
hesaplamalar yiiksek boyutlara da genisletilebilir. Bu durumda, ug(z,x), vo(t,x)
€ C*([~7,0] x (0,¢x),R) N C([-7,0] x [0,4%],R); f,g € CKR*R), k > 2;
f(E*) =g(E*) =0, E* = (u*,v") olmak iizere (3.50) sistemi

du(t,x)  dv(t,x)
ox  ox

=0, t>0, x€{0,/(n}
Neumann sinir kosullar ve
u(t,x) =up(t,x) >0, te[-1,0], xel0,{x],
v(t,x) =vo(t,x) >0, te€[-71,0], x€]0,{n]

baslangi¢c degerlerine sahip

du(t,x) _ 4 d%u(t,x)
dr T ox2

v(t,x 20(t . x
) ((Qt; ):dza aitz, )—|-g(u(t,x),u(t—T,x),v(t,x),v(t_T,x))

+ f(u(t,x),u(t —t,x),v(t,x),v(t — 7,x))
“4.1)

sistemine doniisiir. Burada r > 0 ve x € (0,47); d ve dy sirastyla u ve v nin pozitif
difiizyon katsayilari; 7 pozitif gecikme parametresidir.

Hopf catallanmanin varhi§ini, yani sistemin periyodik coziimler ailesine sahip
oldugunu, garanti etmek i¢in (4.1) sisteminin Teorem 3.1°in dort kosulunu saglamasi
gerekir. Bu kosullart test etmek icin Oncelikle, U(t,x) = u(t,x) — u* ve
V(t,x) = v(t,x) — v* lineer doniistimleri ile E* denge noktasini orijine tagtyalim:
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_ df _odf _ 9f _odf
Ju= du(t,x)’ Jue = du(t —1,x)’ fr= ov(t,x)’ Joe = ov(t—1,x)’
g 9g g g

S ultx) T dur—t.x) YT vnx) BT vt—tx)

olmak tizere

kl - fu(E*)7 k2 - fuT(E*)v
ks = f(E"), ka= fo (E"),
v(E7) v (E7) “42)
L= gu(E*)a b= guT(E*)a
I3 = gv(E*)7 ly = gvr(E*)7
olsun. Oyleyse Uy(t,x) = ug(t,x) — u* ve Vy(t,x) = vo(t,x) — v* olmak iizere
aU(t,x) dIV(t,x)
- = =0 0,0 t>0
dx dox , x€{0dn}, 2
Neumann sinir kosullar1 ve
U(t,x) =Uy(t,x), x€[0,4x]|, te€][-1,0],
V(t,x) =W(t,x), xe€l[04x], te€[-1,0]
baslangi¢ degerlerine sahip, denge noktasi orijin olan ve lineerlestirilmis
(JU(t,x) 2°U (t,x)
BP =d 92 —|—k1U(t,x)+k2U(t—‘L',x)
+k3V(t,x) +k4V (t — T,x) + YMT
) 4.3)
aV(t,x) -V (t,x)
% =d BJS) +11U(t,x)+le(t—T,x)
+ l3V(t,x) + l4V(l‘ — ’L',x) +YMT

\

sistemi, (4.1) sistemine topolojik olarak denktir. Ayrica Teorem 3.1’in K; ve K
kosullar1 sistem (4.3) tarafindan saglanir. Hatirlayalim ki Teorem 3.1’in K3 ve Ky

kosullar1 asagidaki gibidir:

(K3) (4.3) sisteminin denge noktas1 olan orijinde hesaplanan Jakobiyen matrisinin,

(3.3) ile verilen
a(tjo) =0, o(t0)>0 ve a'(tj0)#0
ozelligine sahip
At)=a(t)+io(t) ve A(r)=o(1)—io(7)
basit (tek katli) kompleks eslenik 6zdeger c¢ifti vardir.
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(K4) (4.3) sisteminin denge noktast olan orijinde hesaplanan Jakobiyen matrisinin
catallanma degerinde A(7;0) = iw(Tj0) ve A(Tj0) = —iw(Tjo) suf sanal
0zdegerlerinden geriye kalan 6zdegerlerinin reel kismi1 negatiftir.

Bu kosullar test etmek icin dncelikle (4.3) sisteminin orijinde hesaplanan Jakobiyen
matrisinin karakteristik denklemini elde etmemiz gerekir.

Not (Ifade Sadelestirme) Buradan itibaren, daha sade bir ifade elde etmek igin
"sistemin denge noktasi olan orijinde hesaplanan Jakobiyen matrisi" ve "sistemin
denge noktas1 olan orijinde hesaplanan Jakobiyen matrisinin karakteristik denklemi"
ifadeleri yerine sirasiyla "sistemin Jakobiyen matrisi" ve "sisteminin karakteristik
denklemi" ifadeleri kullanilacaktir.

Adi diferensiyel denklem sisteminin karakteristik denklemi

51,5, € R olmak iizere U(r) = Sie* ve V(1) = Spe* ¢oziim adaylari, iki boyutlu tek
gecikme igeren

du(t) _ kU(t) +koU(t —T) + ksV (1) + ksV (¢ — T) + YMT,
(4.4)
d‘;ﬁt) — l]U(t) +12U(f — T) —|—l3V([’) +l4V(t . T) ‘|‘YMT,

adi diferensiyel denklem sisteminde yerine konursa sistemin Jakobiyen matrisi

k k —AT k k AT
Joy=[ 7 * 3+ o 4.5)
1+ e I3+ e

olarak elde edilir. J(0) matrisinin karakteristik denklemi agagidaki gibi hesaplanir:
A2 4tadl +be M rcde M rd+he T =0 (4.6)

ve yukaridaki ifadede

a= —(k] + 13), b=kily —kyqly + kol3 — k315,

c= —(kz +l4), d=kils—ks3li, h=kyls—kslr
dir.
Reaksiyon-difiizyon sisteminin karakteristik denklemi

%z{(u,v) | u,v e C?([0,¢n],R) ve x=0,n iken ZE:Q—O}

x  dx

olmak iizere ¥ = C ([—1,0], Z") bir Banach uzay1; dom(A) = 2" olmak iizere A tanimi
(1.5a) ile verilen Laplasyen operatorii ve 4 = diag{d,,d>} olsun. L: ¢ — 2 olmak
lizere @ = (¢1,¢2)7 € € igin
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veE

Ui(6)=U0@+8), 6¢c[-1,0]
olarak tanimlansin. Bu durumda, (4.3) sistemi asagidaki soyut adi diferensiyel denklem
olarak ifade edilebilir:
dU(t)
dt

= £AU(t) + L(U;) + YMT. 4.7)

bc=C D€ veery e br
(e*y)(0) =€y, 6€e[-1,0]

seklinde tanimlanmak iizere y € 2" ve y # 0 icin (4.7) diferensiyel denkleminin
karakteristik denklemi agagidaki gibi elde edilir (Wu, 1996):

Ay — dAy — L(e*'y) = 0. (4.8)

Sinirh bir bolgede taniml Laplasyen operatoriiniin 6zelliklerinden, A operatorii (— 2‘—;)

ozdegerlerine ve n € Ny = {0, 1,2, ...} igin bu 6zdegerlere kargilik gelen

(1) m= () ween(p

(o)

ozvektorlerine sahiptir. {ﬁ,},ﬁf}nzo, & kiimesi i¢gin bir baz teskil eder. Bu nedenle,
keyfi biry € 2 i¢in bu baza gore Fourier a¢ilimi asagidaki gibi olur:

oo 1 1
y=ZY£<ﬁ’;>, Yn=<<y”3">). 4.9)

p <y,B?>

1 1
() (1)

ve J(0) mn tanimu (4.5) ile verilmek tizere

Diger taraftan,

LE*Y)T =YL 1(0)"

oldugu i¢in (4.9) ile verilen y, (4.8) karakteristik denkleminde yerine konursa
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A

T 2 ki +koe T ] e AT 1 1
/Uz—l—tfn—z— 1+ 26/l 1—1—26/1 an —o
¢ ky+kge T I3+ 14e T B;,
esitligi elde edilir. Burada b, 2 x 2 birim matristir. Y,,, B} ve B2 sifirdan farkli ve
det(A) = det(AT) oldugu i¢in yukaridaki esitlik ancak

LY,

n=0

AL+ s (4.10)

n? ki +k2€_lr k3 —I—k4e_/w
gz —AT AT =0
1+ e I3+ e

ise gecerli olur. Dikkat edilirse J(0) = —d' Ly (0) olmak iizere, (4.10) esitligi J(0)
Jakobiyen matrisinin karakteristik denklemldlr. Sonug¢ olarak (4.3) sisteminin
karakteristik denklemi

n2

a= (d] —l—d2) 7

— (k1 +13),

- 2
b= (dll4 +d2k2)£ +kily — kaly + kpls — kslp,

—(kz -+ 14),

~ n4 n2
d= d1d2€—4 — (dil3 +d2k1)€—2 +kil3 — k3l

h=koly — kalr

olmak iizere B o
AL ah+be M L che L d+he T =0 4.11)

olur.

Lemma 4.1. (4.3) reaksiyon-difiizyon sisteminin ve (4.4) adi diferensiyel denklem
sisteminin karakteristik denklemleri, asagida verilen ayni iistel polinom forma
sahiptir:

A2+ AL +Be " 4 CAe T 4D+ He T =0,

Aciklama 4.1. d| = dy = 0 iken (4.3) reaksiyon-difiizyon sisteminin (4.11)
karakteristik denklemi, (4.4) adi diferensiyel denklem sisteminin (4.6) karakteristik
denklemine doniisiir. Sonu¢ olarak (4.3) reaksiyon-difiizyon sistemi icin karakteristik
denklemin katsayilarina ve (4.1) sistemindeki f ve g fonksiyonlarimin Taylor
serilerindeki birinci ve ikinci mertebeden tiirevlere karsiik gelen katsayilara bagl
olarak elde edilecek sonuglar, di = dy = 0 alindiginda (4.4) adi diferensiyel denklem
sistemi icin de gecerli olacaktir.

Aciklama 4.2. f.g € CK(R* R), k > 2; f(E*) = §(E*) =0, E* = (u*,v*) ve

) 2 2
Ju(EX) =k d] 2 ve g,(E¥)= l3—d2£—2
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olmak iizere f ve g fonksiyonlarin geriye kalan Taylor serisi katsayilart sirasiyla f
ve g fonksiyonlaruminki ile ayni olsun. Bu durumda

du(t) -
= Fw(0)u(t = 1),v(1),v(t = 7)),
dZ(f) = g(u(r), u(t = 7),v(0),v(t — 1)),

adi diferensiyel denklem sistemi U (t) = u(t) —u* ve V(t) = v(t) — v* olmak iizere

du(t) _ (kl _ dl’g—i) U(t)+koU(t —T) +k3V (1) + kaV (t — T) + YMT,
(4.12)
d‘;g’) = WU +bU( =)+ (b =5 ) V(1) + 14V (1 = ©) + YMT,

sistemine doniisiir. Dikkat edilirse J(0) matrisi (4.5) ile tanmimlanmak iizere (4.12)
sisteminin ~ Jakobiyen —matrisi  J(0) = —d’;—; + J(0) olur Ayrica (4.3)
reaksiyon-difiizyon  sisteminin (4.11) karakteristik denklemi, J(0) matrisinin
karakteristik denklemi ile aymdir. Diger taraftan, Hopf catallanmanin varlig
sistemlerin karakteristik denklemlerinin sahip oldugu ozelliklerle ve yonii ise sistemi
olusturan fonksiyonlarin Taylor serilerinin katsayilart kullanilarak belirlenir.
Boylece, (4.3) reaksiyon-difiizyon sisteminin Hopf catallanma analizi, (4.12) adi
diferensiyel denklem sisteminin Hopf catallanma analizine denk olur.

4.1 Literatiir Taramasi

Yukarida ifade edildigi tizere Hopf c¢atallanmanin varligini, yani sistemin periyodik
coziimler ailesine sahip oldugunu, garanti etmek icin (4.3) sisteminin K3 ve Ky
kosullarini saglamasi gerekir. Yani,
n2

A= (di+dy) 7

(kl —l—lg),

2
n
B=—(dil +d2k2)£—2 + (k1ls — kaly) + (kolz — k3la),

C:—(k2+l4), (4133)
D= d1d2€—4 — (dil3 +d2k1)£—2 + (k113 — kaly),

H = (k2l4 — k412)
olmak iizere (4.3) sisteminin karakteristik denklemi

A2+ AL +Be M+ Cle AT+ D+ He 7 =0, (4.13b)
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(3.3) ozelligini tagiyan basit (tek katli) kompleks eslenik kok ciftine ve geriye kalan
kokler catallanma degerinde negatif reel kisma sahip olmalidir. Dolayisiyla, (4.3) tek
gecikme iceren reaksiyon-difiizyon sisteminin Hopf catallanma varlik analizi, sistemin
(4.13b) karakteristik denkleminin analizi ile miimkiindiir. Bu analiz, denge noktasinin
kararlilik yapis1 ve Hopf catallanmanin varlig1 hakkinda bilgi sahibi olabilmek i¢in son
yarim asirda pek cok arastirmaci tarafindan kullanilmistir.

Tek gecikme iceren iki boyutlu bir reaksiyon-difiizyon sisteminin karakteristik
denkleminin alabilecegi en genel form (4.13b) denklemidir. Calisilan probleme bagh
olarak bu denklemdeki bazi katsayilar sifir olabilir. Simdi, (4.13b) karakteristik
denklem formu baz alinarak literatiirde yer alan bu konu ile ilgili calismalardan
bahsedelim.

Denklem (4.13b) icin B= H = 0 ve C = H = 0 alindiginda sirasiyla
AP 4 AL +CLe "+ D=0 (4.14a)

A2+ AL +Be M+ D=0 (4.14b)

denklemleri elde edilir. Belmann ve Cooke (1963), Cooke ve Grossman (1982)
(4.14a) denkleminin; Baptistini ve Taboas (1997), Belmann ve Cooke (1963), Bodnar
ve dig. (2011), Cooke ve Grossman (1982) ise (4.14b) denkleminin koklerinin reel
kisimlarinin  isaretleri iizerine c¢alismiglardir. Boylece, (4.14b) karakteristik
denklemine sahip bir sistemin denge noktasinin kararlilik yapisini analizi etmislerdir.
Ayrica Hadeler ve Ruan (2007), karakteristik denklemi (4.14b) formunda olan bir
sistemde Hopf catallanmanin var oldugunu gostermistir.

H = 0 iken ise (4.13b) karakteristik denklemi
A2+ AL+ Be M+ CAe T+ D=0 (4.15)

denklemine doniigiir. (4.15) karakteristik denklemlerine sahip bir denklem sisteminin
denge noktasinin kararlilik durumu Bi ve Ruan (2013), Cooke ve Driessche (1986),
Cooke ve Grossman (1982) ve Ruan (2001) tarafindan calisilmistir. Bi ve Ruan
(2013) elde ettigi sonuglart gecikmeli tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimi modelinde;
Ruan (2001) ise elde ettigi sonuglar1 gecikmeli Kolmogorov tipi av-avci sisteminde
Hopf catallanmanin varligin1 gostermek i¢in kullanmistir. Brauer (1987) ise (4.15)
karakteristik denklemine sahip denklem sisteminin denge noktasinin mutlak
kararliligin1 arastirmigtir, mutlak kararliligin tanimi su sekildedir:

Tamim 4.1. Bir denge noktast her T > 0 icin yerel (lokal) asimptotik kararli ise o denge
noktasina mutlak kararli denir.

Mahaffy (1982), (4.14b) ve (4.15) karakteristik denklemlerine sahip denklem
sistemlerinin denge noktasint T = 0 iken kararli kabul etmis ve 7 degerleri artarken
denge noktasinin kararsiz hale gelmesini saglayan sartlar1 belirlemistir.

Bu konuda bizim planladigimiz ¢alisma kapsamina en yakin calisma Chen ve dig.
(2013) tarafindan yapilmistir. C ve D den en az biri sifirdan farkli ve H # 0 sartlar
altinda Chen ve dig. (2013), (4.13b) karakteristik denklemine sahip bir denklem
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sisteminde hangi kosullar altinda Hopf catallanmanin meydana gelecegini
arastirmiglardir. Fakat bu ¢alismada varlik analizi ile ilgili elde edilen sonuglar sadece
H # 0 durumunda gecerlidir. Ayrica yukarida verilen calismalarda yon analizi ile
ilgili bir sonug¢ yoktur.

Ekoloji, ekonomi, fizik, kimya, matematiksel biyoloji, tip, vb. alanlardaki gercek
yasam problemlerini modelleyen pek ¢ok gecikmeli diferensiyel denklem sistemi
(Bakimiz: Bi ve Ruan, 2013; Merdan ve Kayan, 2016; Pal ve dig., 2015; Ruan, 2001;
Yafia, 2007) veya reaksiyon-difiizyon sistemi (Bakimz: Merdan ve Kayan, 2015;
Kayan ve dig., 2017; Zuo ve Wei, 2011), (4.15) tipinde karakteristik denkleme
sahiptir, yani H = 0 dir. Bu yaygin kullanimla birlikte, literatiirde (4.15) karakteristik
denklemine sahip genel bir gecikmeli adi diferensiyel sistemi veya genel bir
gecikmeli reaksiyon-difiizyon sistemi i¢in Hopf catallanmanin varlik ve yon analizini
tam ve sistematik bir sekilde ele alan bir ¢calisma yoktur.

4.2 Lineer Kararhlik ve Hopf Catallanmanin Varhk Analizi Algoritmasi

Bu boliimde, (4.3) sisteminin denge noktasi olan orijinin T = 0 iken yerel (lokal)
asimptotik kararli olmasini, mutlak kararli olmasin1 ve (4.3) sisteminde Hopf
catallanmanin meydana gelmesini garanti edecek ve (4.15) karakteristik denkleminin
katsayilarina bagli kosullar belirlenecektir. Boylece, Teorem 3.1’in K3 ve Ky
kosullarina denk fakat (4.3) sisteminin (4.15) karakteristik denkleminin katsayilarina
bagli yeni kosullar belirleme hedefine ulasilacaktir.

Simdi, bu kosullar1 elde edelim.

Lemma 4.2. Eger

H;)) A+C >0,
(Hy) B+D >0

kosullart ayni anda saglaniyorsa T = 0 iken (4.15) karakteristik denkleminin kokleri
negatif reel kisma sahiptir. Yani Hy ve Hy kosullart altinda T = 0 iken (4.3) sisteminin
denge noktasi olan orijin yerel (lokal) asimptotik kararlidrr.

Ispat. Gecikme terimi T = 0 iken (4.15) karakteristik denklemi ikinci dereceden
A*+(A+C)A+B+D=0

polinomuna doniisiir. Bu polinomun kokleri

—(A+C)+£/(A+C)2—4(B+D)

Moo= 5

oldugu i¢in (A+C) > 0 ve (B+ D) > 0 saglanirsa Re(A4;),Re(A2) < 0 olur. Bu ise
denge noktasinin yerel (lokal) asimptotik kararl1 olmasi anlamina gelir. [
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Lemma 4.3. Kabul edelim ki Lemma 4.2 de tanimlanan H| ve H, kosullar: saglansin

ve
F(T,A) =A%>4+AA+Be **+CALe **+D

olarak tamimlansin. Ayrica (ty,Ay) € [0,00)] x C olmak iizere Ty yeterince kiiciik ve
F(t9,A0) = 0 olsun. Bu takdirde, Ty in bir civarinda tammli bir tek A = A (1) = a (1) +
i0(7) fonksiyonu vardir dyle ki A(ty) = Ao ve Ty in bu civarinda F(t,A(7)) =0 olur.
Ayrica A € C*(R,C) dir.

Ispat. Kabul edelim ki
F(T,A) =A%>4+AA+Be ** +CLe ™"+ D

ve F(19,40) = 0 olsun. Dikkat edilirse Hy kosulundan B+ D > 0 oldugu i¢in Ay # 0
dir. Ayrica
Fy(T,A) =24 +A—Bte »* 4+ Ce ™" —CATe ™"

oldugu i¢in
F3,(0,4) =240 +A+C

seklinde elde edilir. H; kosulundan A 4+ C > 0 oldugu i¢in "Ap € C" veya "Ay > 0"
iken F (0, 4g) # 0 olur. Simdi, "Ag < 0 ve (B+CAp) # 0" oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, 79 > 0 ve A9 < 0 oldugu i¢in F(1p,Ap) = 0 esitliginden

A§+AM+D

o TAMTE AT
—(B+Cho) '

esitsizligi elde edilir. Boylece,
—(B+CX) >0 ise AZ+(A+C)A+B+D>0,

—(B+CX) <0 ise AZ+(A+C)A+B+D<0
olur. Bagka bir deyisle, "Ag < 0 ve (B+CAy) # 0" ise

F(O,A)=A*+(A+C)A+B+D

olmak iizere A9 < 0, F(0,A) fonksiyonunun bir kokii degildir. Diger taraftan, Lemma
4.2’de tanimlanan H; ve H, kosullari altinda F(0,A) fonksiyonunun bir kokii
—(A+C)/2 dir. Boylece, 4y # —(A+C)/2 dir. Yani, "A9 < 0 ve (B+CAy) # 0" ise
de F,(0,9) # 0 dur.

Sonug olarak F € C*(R x C,C) oldugundan "Ay € C" veya "Ap > 0" veya "Ag < 0 ve
(B4 CAy) # 0" ise yeterince kiigiik 7y degerleri icin

Fy(t0,A0) #0

olur. Boylece, s6z konusu durumlar i¢in Kapali Fonksiyon Teoreminden (EK 1) 7
yeterince kiigiik iken 7y 1n bir civarinda tanimh ve tek bir A = A(7) = a(1) +io(7)
fonksiyonu vardir 6yle ki A (1) = Ag ve 7p n bu civarinda F (7,4 (7)) = 0 olur. Ayrica
A € C*(R,C) dir.
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Son olarak "Ay < 0 ve (B+CAg) = 0" oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her 7 > 0
igin F(7,A) = A3 +AX+ D = 0 olacagindan A(7) = A sabit fonksiyonu olur. ~ [J

Lemma 4.4. Kabul edelim ki Lemma 4.2°de tanimlanan H ve H; kosullar: saglansin
ve
R=A>-C*-2D ve S=D*-B (4.16)

olsun. Eger

(H;,) R>—45<0,

(Hs,) R?—4S=0veR >0,

(H3;) R=5=0,

(H3,)) R>0veS=0,

(H3,) R*—4S>0,R>0veS>0,

kosullarindan biri saglaniyorsa her T > 0 icin (4.15) karakteristik denkleminin biitiin
kokleri negatif reel kisma sahiptir. Sonug olarak (4.3) sisteminin denge noktasi olan
orijin mutlak kararlidir.

Ispat. H; ve H, kosullari saglandig1 icin Lemma 4.2°den (4.3) sisteminin denge
noktast 7 = 0 iken kararhdir. Denge noktasi, kararhilifini 7 sifirdan sonsuza dogru
artarken ancak (4.15) karakteristik denklemi bir 7 > 0 icin sifir kdke veya sirf sanal
kok ciftine sahip oldugunda kaybedebilir. Aksi takdirde, T = O iken koklerin reel
kisminin negatif ve A (7) fonksiyonunun siirekli olmasi nedeni ile denge noktasi 7 > 0
icin kararliligin1 koruyacaktir. (4.15) karakteristik denkleminin sifir kokiiniin olmasi
B+ D = 0 oldugu anlamma gelir. Bu ise Hy kosulu ile ¢elisir. Bu nedenle, (4.15)
karakteristik denkleminin sirf sanal bir kdke sahip olup olmadigini arastirmamiz
gerekir. Denklem (4.15) bir iistel polinom oldugun i¢in koklerini acikca elde
edebilecegimiz bir formiil yoktur. Bu nedenle, bir 7y > 0 icin T = 79 iken (4.15)
denkleminin Ay = iwy kokiiniin oldugunu kabul edip hangi kosullar altinda @y > 0
elde edilebilecegini belirleyecegiz. Oncelikle, Lemma 4.3’ten Ty 1 bir civarinda
taniml1 bir tek A = A(7) = o(7) +iw(7) fonksiyonu vardir 6yle ki i@y = iw(7p) olur.
Bu durumda, 7 = 1 iken (4.15) denklemi

— 0 (1) +iAw(T)) +Be ()% 4 iCe(19)e (™)™ 4D =0

denklemine déniisiir. Bu esitlikte e ~/@(0)% = cos(w(1y)To) — isin(®(7)Ty) yerine
konur, reel ve sanal kisimlar ayr1 ayr1 yazilirsa

@* (1) — D = Bcos(0 (1) 7o) +Co (o) sin(@(1) ), win
A0(1) = Bsin(6(1) %) — Co(To) cos(@(%)To) '

esitlikleri elde edilir. (4.17)’deki denklemlerin her iki tarafinin kareleri alinir ve taraf
tarafa toplanirsa

*(10) + (A% = C* —2D)w* (1) + D* — B> =0
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polinomu elde edilir. Bu polinomun kokleri

~R+VRZ—4S

(02(70) = 5

esitligi kullanilarak bulunabilir, dyle ki
R=A>-C*-2D ve S=D*-B.
Bu kokler, R ve S nin degerleri 1y a bagli olmadig i¢in @(7)) = ® olarak asagidaki

gibi ifade edilebilir:
ol — —R+VR2—4S
= 5 ,

Dikkat edilirse 1, = {1,2,3,--- ,n} olmak iizere i € I5 icin H3, kosullarindan biri
saglanirsa (4.18) formiilinden @ > 0 elde edilemez. Bu ise (4.15) karakteristik
denkleminin herhangi bir 7 > 0 degerinde sirf sanal kok ciftine sahip olmadigi
anlamina gelir. H; ve H; kosullar saglandigi icin 7 = 0 iken 6zdegerlerin reel kismi
negatiftir. i € I5 i¢in H3, kogullarindan biri saglanirsa (4.15) karakteristik denkleminin
sifir kokii ve sirf sanal kok cifti olmadigindan, siireklilikten dolayr 7 > 0 icin
0zdegerlerin tamami negatif reel kisma sahip olur. Sonug olarak H; ve H, kosullarina
ek olarak i € I5 i¢in H3, kosullarindan biri saglanirsa (4.3) sisteminin denge noktasi,
T > 0 iken yerel (lokal) asimptotik kararlidir, yani (4.3) sisteminin denge noktasi
mutlak kararlidir. ]

(4.18)

Lemma 4.2, Lemma 4.3 ve Lemma 4.4 bize su sonucu verir:

Sonug 4.1. Hy ve H; kosullarina ek olarak Hs,, i € Is kosullarindan biri saglanirsa
denge noktasi daima (t > 0 icin) kararli oldugundan (4.3) sisteminde Hopf catallanma
meydana gelmez.

Lemma 4.5. Kabul edelim ki Lemma 4.2 de tanimlanan H ve Hj kosullar: saglansin.
Tamimlari (4.16) ile verilen R ve S ye bagli asagidaki kosullardan biri saglanirsa (4.15)
karakteristik denkleminin bir T > 0 icin tek bir A(1y) = i® ve A(T0) = —i®, @ > 0
surf sanal kok ¢ifti vardr:

(Hy4,) R?—45S=0veR <0,

(Hy,) §$<0,

(Hy)) R<O0veS=0,

(Hy) R*—45>0,R<0veS>0.

Ispat. (4.15) karakteristik denkleminin bir 7y > 0 i¢in Ty 1n bir civarinda tanimli ve
A1) = io(10), ©(T0) > 0 olacak sekilde bir kokii var ise bu kokiin sanal kismini
verecek @ nin (4.18) formiilii ile elde edilebilecegini bir 6nceki ispatta gostermistik.
Bu formiil ile

Hy, R?> — 4§ =0 ve R < 0 saglanirsa

—R
W) = 7>O,
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Hy, S <0 saglanirsa

\/_R+m
= >0,
2
Hy, R <O0veS=0saglanirsa
o3 =vV—-R>0,

Hy, R>—4S>0,R<0veS >0 saglanirsa

Wy = >0

—R+VR?—-4S —R—VR?—4S§
5 >0 ve 5= )

pozitif degerleri elde edilir. Dolayisiyla, (4.15) karakteristik denklemi j € /3 igin Hy,
kosullarindan biri saglanirsa 1;(19) = i@; ve 1j(10) = —i®;, ®; > 0 sirf sanal kok
giftine; H44 saglanlrsa 14(”50) =iy Ve 1_4(1'0) = —iy; 7(‘5(170) =iM5 ve 1_5(1'0) = —i@s
sirf sanal kok ciftlerine sahip olur.

Simdi, bu 6zdeger ciftlerinin ortaya ¢iktig1 7o degerlerini bulalm. j € I5 igin A; =
io; karakteristik denklem (4.15)’te yerine konur ise (4.17) kullanilarak cos(®;7) ve
sin(®; %)

(B—AC)w; —BD
B>+ Clw;

cos(@;Ty) = (4.19a)
Co;} + (AB—CD)w;

4.19b
B2 +C2w} ( )

sin(@;Ty) =

olarak bulunur. Buradan, j € I5 ve k € Ny olmak {izere sirf sanal kok c¢iftlerinin ortaya
ciktig1 degerler

1 (Cw]3.+(AB—CD)w,~> kT
J J

To = Tij) — — arctan + — 4.20a
07 T (B—AC)w? — BD ® (4-202)

esitlifi ile elde edilir. Diger taraftan, bu degerler asagidaki esitlikler ile de
hesaplanabilir:

: (4.20b)

1 (Ca)j3.’+(AB—CD)a)j) | %=
j

T;, = — arcsin
" w; C’w? +B? o;

B—AC)w? — BD
1 (( ) ) 2k @200

T;j = — arccos .
I j CZ(JOJZ—FB2 j

J € 14 icin siurf sanal kok ciftlerinin ortaya ¢iktig1 ilk gecikme degeri ise

Co; + (AB—CD)w;
(B—AC)w? —BD

T;0 = — arctan 4.21
0= 4.21)

J
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olur. Dolayistyla,

Ai(t) = aj(t)+iwj(t) ve Aj(7)=0o;(t)—iw;(T) (4.22)

olmak iizere (4.15) karakteristik denklemi, j € {1,2,3} i¢cin Hy; kosullarindan biri
saglandiginda 7, 1n bir komsulugunda tanimli A;(7) ve A;(t) kompleks eslenik kok
ciftine ve Hy, kosulu saglandiginda 74 o 1n bir komsulugunda tanimli A4(7) ve A4(7);

Ts 1n bir komgulugunda tanimhi As(7) ve As(t) kompleks eslenik kok giftlerine
sahiptir. Bu kokler, j € I5 i¢in

j(tj0) =0 ve @;(t0)=®;>0
ozelligini sahiptir. [
Lemma 4.2, Lemma 4.3 ve Lemma 4.5 ile asagidaki sonuclara ulagilir:

Sonuc¢ 4.2. H| ve H; kosullarina ek olarak j € 14 icin H4J. kosullarindan biri saglanirsa
T € [0,7)0) iken (4.3) sisteminin denge noktast olan orijin yerel (lokal) asimptotik
kararlidr.

Ispat. Kabul edelim ki H; ve H, kosullart saglansin ve 1*(17) = a*(7) + io*(1),
(4.15) karakteristik denkleminin bir kokii olsun. Lemma 4.2’den 7 = 0 iken (4.15)
karakteristik denkleminin koklerinin reel kisimlari negatif oldugunu ve Lemma
4.3’ten A* fonksiyonunun siirekli oldugunu biliyoruz. Bu durumda, bir 77 degerinde
a*(t") > 0 olmasi igin, 6ncelikle bir t* < 7 degerinde o*(7*) = 0 olmalidir. Fakat
J € 14 i¢in Hy, kosullarindan biri saglandigr i¢in suf sanal kok ¢ifti ilk kez 70
degerinde ortaya ¢ikar, yani ' > ¥ > 7;( olur. Sonug olarak 7 € [0,7;¢) iken
a*(tj0) <0 olur. O

Sonug 4.3. H, ve H; kosullarina ek olarak j € 14 i¢in Hy; kosullarindan biri saglanirsa
T = T;0 degerinde (4.15) karakteristik denkleminin A;(T;0) = i®; ve Tj(fj,o) = —io;
kompleks eslenik kok ciftinden geriye kalan koklerin reel kismi negatiftir.

Ispat. Kabul edelim ki H; ve H, kosullarina ilaveten j € I icin Hy; kosullarindan biri
saglansin. Bu durumda, (4.15) karakteristik denkleminin (4.21) ile tanmimlanan 7; o 1n
bir civarinda tanimli ve Ao(7;0) = i@y, @y > 0, olacak sekilde tek bir tane A;(7) =
0(7) +iw;j(t) kokii oldugunu biliyoruz (Lemma 4.5).

Simdi kabul edelim ki A*(7) = a*(7) +i@w*(7), (4.15) karakteristik denkleminin 7;
mn bir civarinda tanimli baska bir kokii daha olsun. Oncelikle, T = T;0 iken (4.15)
karakteristik denklemi tek bir +iw;(7;0) suf sanal kok ciftine sahip oldugu igin
a*(tj0) # 0 olur.

Diger taraftan, Lemma 4.2’den 7 = 0 iken (4.15) karakteristik denkleminin kokleri
negatif reel kisma sahiptir ve Lemma 4.3’ten A* fonksiyonu siireklidir. Bunun bir
sonucu olarak a*(7; ) > 0 olmasi igin, dncelikle bir 7% < 7; o degerinde a*(7*) =0
olmalidir. Fakat j € I i¢in Hy, kosullarindan biri saglandi81 i¢in sirf sanal kok cifti ilk
kez 7; o degerinde ortaya cikar. Boylece, a*(7;0) < O olur. O
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Lemma 4.6. Kabul edelim ki Hy ve Hy kosullari saglansin. T;o in tanuim (4.21) ile
verilmek iizere j € {2,3} i¢in Hy; kosullarindan biri saglanirsa

dA
Re| — >0
dT T=Tj0
ve Hy, kosulu saglanirsa

dA dA
Re| — >0 ve Rel| — <0
dt T=T40 dt T=T50

esitsizlikleri elde edilir. Sonug olarak Re(Aj(7)) = o;(T) olmak iizere j € {2,3,4,5}
icin

o;(tj0) #0
olur.

Ispat. Lemma 4.2’nin ispatinda varligmi Kapali Fonksiyon Teoreminden (EK 1)
garanti ettifimiz A = A(7) fonksiyonu igin

F(1,A) =A>4+AA+Be 2"+ Che "+ D
olmak iizere

dA(t)  Fi(t,A(17))
dt P (t,A(1)

oldugunu biliyoruz. Boylece, A (7) fonksiyonunun 7 ya gore tiirevi

dA (1) BA(t)+CA%(7)

dt  (A+2A(1))e*0)*+C—Bt—CA(T)T

oqe _ . . _ . l(JJ‘E _ . . . . . .
olarak elde edilir. A;(7j0) = W;(7j0) = ®; ve €'%%0 = cos(w;T;0) + isin(@;Tjp)
oldugu i¢in, bu tiirevde T = 7, o yerine konursa

* 2 . .
Pj = —C(Dj‘i‘lB(Dj

Q; = (ACOS(O)J"CLQ) — 2(1)j sin(a)jrm) —I—C—BT]'70)
+1i (2(1)j COS(COj’L’L()) +A sin(a)jrjvo) —Ca)jfjjo)

olmak tizere .
x| P

dt T=Tj,0 Qj
elde edilir. Bu tiirevin reel ve sanal kisimlarin1 ayirmak icin payr ve paydasi Q_j ile

carpilir ve son denklemin pay1, daha basit bir ifade elde etmek icin, (4.19) ile verilen
cos(;Tj0) ve sin(®;Tj o) yerine konursa
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Re(P)) = (2w; +A*—C*—2D) 07 (4.23a)
Im(P;) = — ((A+C?150) 07 +B°tj9+AD — BC) o, (4.23b)

Qj= (Acos(w;Tjp) —2w;sin(®;Tjo) +C — ij,o)2

+ (2w cos(@;Tj0) +Asin(w;T;0) — C0;Tj0)° (4.23¢c)
olmak iizere
dA P
dt =Tj0 Qj

olur. Sonug olarak R = A%> — C%? — 2D olmak iizere T =7 ;.0 iken kompleks eslenik kok
ciftinin reel ve sanal kistmlarinin tiirevleri asagidaki sekilde elde edilir:

2% + R)w?
o(Tj0) = (JQ—)J (4.24a)
J
—((A+C2j0) @3+ BPtj0+ AD— BC) o
0'(1;0) = (4.24b)

Q;

Dikkat edilirse (4.23c¢) ile tanimlanan Q; pozitiftir. Dolayisiyla, (4.24a) ile verilen reel
kismin tiirevinin igaretini (2 cojz + R) terimi belirler. Bu durumda,

Hy, R?> —4S =0 ve R < 0 saglanirsa

2
R
2w12+R:2< 7) +R=0 = Re(P|)=0,

H4, § <0 saglanirsa

+R=+VR>*—45>0 = Re(P,) >0,

2
—R+V/RZ—4S
20 +R=2 \/ ki >

Hy, R <0veS§=0saglanirsa
202 +R=2(V=R)’+R=-R>0 = Re(Py) >0,

Hy, R>—4S>0,R<0veS >0 saglanirsa

+R=VR?*-45>0 = Re(P) >0,

2
—R+VRZ—4
20 +R=2 \/ i 5 S
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2
~R—VRZ—4S
20} +R=2 \/ > +R=—VR?—45<0 = Re(P5) <0

olur. Sonug olarak
je{2,3,4} igin aj(tj0) >0 ve as(t50) <0

elde edilir. ]

Lemma 4.2, Lemma 4.3 ve Lemma 4.6 ile asagidaki sonuclar elde edilir:

Sonuc¢ 4.4. Oncelikle, H, ve Hy kosullarina ek olarak j € {2,3,4} icin Hy,
kosullarindan biri saglanirsa

dA
| 70

T:Tj"()

oldugunu biliyoruz. Diger taraftan A € C*(R,C) dir. Sonu¢ olarak aym kogsullar
altinda, siireklilikten dolayr (4.22) ile verilen kompleks eslenik kok cifti Tjo in bir
komsulugunda basittir.

Sonu¢ 4.5. Sonug¢ 4.2’den H, ve H, kosullarina ek olarak j € I icin Hy,
kosullarindan biri saglanirsa t € (0,7 ) iken (4.3) sisteminin denge noktasinin yerel
(lokal) asimptotik kararly oldugunu biliyoruz. Diger taraftan, Hy, kosulu altinda
oj(t10) = 0 ve j € {2,3,4} icin Hy; kosullart altnda o(t;0) > 0 olarak
hesaplanmustir. Bu ise j € {2,3,4} icin Hy; kosullarimin denge noktasumn kararlilik
yvapisinin degisimini garanti ettigi anlamina gelir.

Sonu¢ olarak Teorem 3.1’in K3 ve K4 kosullarina denk ve (4.15) karakteristik
denkleminin katsayilarma bagh H;, Hy ve j € {2,3,4} icin Hy kosullari elde
edilmistir. Yeni kosullar ile varlik teoreminin ifadesi asagidaki gibi olacaktir.

Teorem 4.1 (Hopf Catallanmanin Varligi-1).
Asagidaki kosullarin saglandigin kabul edelim.

(V1) (4.1) sisteminin ayrik denge noktasi E* = (u*,v*)’da hesaplanan karakteristik
denklemi
A2 +AL+Be ** +CAe™**+D =0

formundadir. Baska bir deyisle, A, B, C, D ve H karakteristik denklem katsayilar
(4.13a) ile tamimlanmak tizere H = 0 dir.

(V2) Bu karakteristik denklemin katsayilart (Hy) A4+C >0 ve (Hy) B+D >0
kosullarint saglar.

(V3) R=A?—C?-2Dve S =D?— B olmak iizere (H4,) S <0 ve (Hy;) R<0,S=0
kosullarindan biri saglanir.
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Bu takdirde,

1. E* denge noktast j € {2,3} icin © € [0,7;0) iken yerel (lokal) asimptotik
kararlidir ve T > T; o iken kararsizdir. Burada, j € {2,3} icin @; Cizelge 4.1’in
ikinci siitununda verilmek iizere

1
Tiog = — arctan
]7 a).

(wa + (AB —CD)a)j>
J

2
(B—AC)w} —BD
dir.

2. T=71j0, j €{2,3} iken (4.1) sisteminde Hopf catallanma meydana gelir, yani
(4.1) sistemi j € {2,3} icin T} o n bir komsulugunda periyodik ¢oziimler ailesine

sahiptir.
Cizelge 4.1: Hopf catallanma varlik kogsullar: - 1.
R,S ; Transversalite Kosulu
(Hy) S <0 W = _R%m o (720) >0
(Hy,) R<OveS=0 || w3=+v—R o (T3.0) > 0

Teorem 4.2 (Hopf Catallanmanin Varligi-2).
Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim.

(V1) (4.1) sisteminin ayrik denge noktast E* = (u*,v*)’da hesaplanan karakteristik
denklemi
A 4 AL +Be M 4 Che T+ D=0

formundadir. Baska bir deyisle, A, B, C, D ve H karakteristik denklem katsayilar
(4.13a) ile tanimlanmak iizere H = 0 dir.

(V2) Bu karakteristik denklemin katsayilart (Hy) A4+C >0 ve (Hy) B+D > 0
kosullarint saglar.

(V4) R=A%—C?—-2Dve S=D?— B? olmak iizere (Hy,) R* —4S >0, R<0ve S >0
kosulu saglanir.

Bu takdirde,

1. E* denge noktast © € [0,740) U (5,0, T4,1) U+ - U (T5,r—1,Ta,) iken yerel (lokal)
asimptotik kararli ve T € (T4, 75,0) U (Ta,1,T5,1) U+ - U (T4 r—1,T5,r—1) U (T4 r, )
iken kararsiz olacak sekilde pozitif bir r tamsayist vardir: Burada, j € {4,5} icin
; Cizelge 4.2°nin ikinci siitununda verilmek ve k € Ny olmak iizere

T;x = ——arctan

Co; + (AB—CD)w; kn
oj

(B—AC)w? —BD o;
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dir. Bu durum, v degerleri arttikca E* denge noktasimin kararlilik yapisinin
degistigi ve sonunda kararsiz hale geldigini ifade eder. Baska bir deyisle,
sistemde kararlilik gecisi meydana gelir.

2. T =1y iken (4.1) sisteminde Hopf ¢atallanma meydana gelir, yani (4.1) sistemi
T4.0 n bir komsulugunda periyodik ¢oziimler ailesine sahiptir.

Cizelge 4.2: Hopf catallanma varlik kosullar - 2.

R,S OF Transversalite Kosulu

_ 7_
Wy = W OCZL(T470) >0

(Hy,) R>—45>0,R<0,5>0

_R—v/R2_
W5 = w OCS,(T57()) <0

Sonu¢ 4.6. Sekil 4.1°de goriildiigii gibi Teorem 4.1 ve Teorem 4.2°nin V-Vy4
hipotezlerini kontrol etmek icin (4.1) sistemindeki f ve g fonksiyonlarimin Taylor
serilerindeki birinci mertebeden tiireviere karsilik gelen ve (4.2) ile tamimlanan k;, [;,
1 <i <4, katsayilarimin hesaplanmas yeterlidir.

ki, ko, k3, ks,
I, b, 3, 1y

AN
v e ) ey

Sekil 4.1: V-V, kosullarini1 hesaplama diyagrama.

4.3 Hopf Catallanmanin Yon Analizi Algoritmasi

Bu boliimde, (4.1) sistemi merkez manifolduna indirgenecektir. Bu indirgeme icin
Hassard ve dig. (1981) kaynaginda n-boyutlu tek gecikme iceren diferensiyel ve
n-boyutlu reaksiyon-difiizyon denklem sistemleri icin ayr1 ayri verilen yontemler
birlestirilerek bir algoritma elde edilecektir. Ayrica bu algoritma ile indirgemedeki
adimlarin tekrarin1 engellemek amaciyla, periyodik c¢oziimlerin 0zelliklerini
belirlemeyi saglayacak ve (4.1) sistemindeki f ve g fonksiyonlarinin Taylor
serilerindeki birinci ve ikinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen katsayilara bagl
formiiller elde edilecektir.
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Hopf catallanmanin o6zelliklerini arastirmak igin Oncelikle var oldugunu kabul
edecegiz. Bagka bir deyisle, bu boliimde, (4.1) sisteminin Teorem 4.1°de ve Teorem
4.2°de verilen Vi, V;, kosullarina ek olarak V3 veya V4 kosullarindan birini sagladigi
kabul edilecektir.

Daha once, (4.1) sisteminin, denge noktasi orijin olan ve lineerlestirilmis (4.3)
sistemine topolojik olarak denk oldugunu; (4.3) sisteminin de (4.12) sistemi ile ayni
karakteristik denkleme sahip oldugunu ifade etmistik (A¢iklama 4.2). Bu nedenle, bu
boliimde, (4.12) ile verilen

U (t

dz( ) _ <—d1'g—§+k1> U(t) +koU(t —7) + k3V (1) + ksV (1 — 7) + YMT,
dv (t
_dg ) LU +bUG—1)+ (~dot%+8) V() +LaV (= 7) + YMT,

sistemini ele alacagiz. Algoritmayi, asagida verilen bes adimdan olusan bir yolu takip
ederek olusturacagiz:

Admm I: Sistemi tek bilinmeyen iceren bir forma doniistiirme
Adim II: Ozvektorleri hesaplama

Adim III: Sistemi merkez manifolduna indirgeme

Adim I'V: Merkez manifolda kisitlanmaig sistemi hesaplama
Adim V: Merkez manifoldu hesaplama

Bu adimlarla, (4.12) sistemini merkez manifolduna indirgeyecek ve periyodik
coziimlerinin 6zelliklerini belirlemeye yarayacak formiilleri elde edecegiz.

4.3.1 Sistemi tek bilinmeyen iceren bir forma doniistiirme

Oncelikle, U(z) = (U(t),V ()T ve

2
—di" +k k ky k
B_ re Ttk 3 L oc=| 2 M), (4.252)
h —dy’y +13 by

F(U(),U(t—1),V(0), V(i — 1)) = ( FI(U(I)’U(“T)’V(t)’v(t_?) ) (4.25b)

olmak iizere (4.12) sistemini

dU(t)
dt

=BU(t)+CU(t—1)+F(U(r),U(t — 7)) (4.26)
seklinde yeniden yazalim. Ayrica V3 veya V4 kosullarindan hangisinin saglandigina
bagl olarak bir j € {2,3,4} icin u = 7 — 7, lineer doniisiimii ile 7;( ¢atallanma

degerini sifira tagtyalim. Boylece, ¢ = (¢1,¢:)" € 2 =C([-7,0],R?) i¢in L, :  —
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R? operatdrii
Lu(9(8)) = Bo(0) +C¢ (—1 — 7j0) (4.27)
olarak tanimlanirsa (4.26) denklemi Z°de

dU(t)
dt

=Ly (U(0)) +h(U(0); 1) (4.28)

fonksiyonel diferensiyel denklemi olarak yazilabilir. Burada, 6 € [—7,0] i¢in U,(0) =
U(r+0) ve
i ($(8); 1) = myi 97 (0)+mi291(0)91 (— — Tj0)
+m13¢1(0)92(0) +m1a1 (0) 92 (—1 — Tjp)
+m¢f (—H —Tj0) +ma3i (—1 — T0)92(0)
+maafi (—p — Tj.0) 92 (— 1 — Tj.0) +m3305 (0)
+m34$2(0)@a(—H — Tj0) + Maa 93 (— 1t — Tj0) + YMT,

ha(9(60): 1) = r1197(0) +r1201(0)91 (—pt — Tj0)

(—H
(

+r1301(0)92(0) + 71401 (0) 92 (— 1 — T0)
+ 007 (= —Tj0) + 2301 (— 1 — Tj,0)$2(0)
+ 1241 (— 1 — Tj0)$2(— 1 — Tj0) + 3395 (0)

(—u
+73402(0) 92 (— 1t — Tj0) + raad3 (— 1L — Tj0) + YMT,

olmak tizere

=F(9(0).9 (—1 —Tj0)) (4.29)

h(9(6); 1) = ( hi(9(6);u) )

ha(9(6); 1)

olarak tanimhidir. Ayrica 1 <i <4 vei < j <4icinm;; ve r;; katsayilar1 agagidaki gibi
hesaplanir:

mi1 = %fuu(E*)y miy = fuur (E*)v mi3 = fuv(E*)a
mis = fu(E*),  mon =% fuu(E*), maz = fu(E*),
ma4 = furvf (E*)a ms3z = %fVV(E*)a ms3q = fvvr (E*)a
mgyq = %fvTvT(E*)a
(4.30)

i = %guu(E*); r12 = Guu, (E*), r13 = &uw(E),
4 = 8uv; (E*), r = %gufur (E*), r3 = gufv(E*)v

24 — guTvT(E*)a r3z = %gvv(E*)a 34 = gy, (E*>7

r44 = %erVr (E*)
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Dikkat edilirse (4.26) denklemi U(r) ve U;(6) olmak iizere iki farkli bilinmeyen
icermektedir. Bir sonraki amacimiz, bu denklemi sadece U, (0) degiskenini igeren tek
bilinmeyenli bir denkleme doniistiirmektir. Riesz Temsil Teoreminden (EK 1) ¢ € ¥
i¢in

0
Lu(0(0)) = [ dn(u,0)9(6)

olacak sekilde her bir bileseni sinirli degisime sahip olan 2 x 2 matris degerli bir

nu,0) : [-7,0] — R?’ fonksiyonu vardir. § Dirac delta fonksiyonunu gostermek
tizere tanim (4.27)’den

L” (Ut(G)) = BU(I) +CU (t — U — ‘L'j’())

oldugu i¢in
dn(u,0) = (B&(0)+C8(0+u+7;0))do (4.31)

olur. ¢ € 2! icin n(u, @) fonksiyonu kullanilarak A(u) ve R(u) operatorleri

d¢(6) :
T, 0 e [—T,O) ise

AL)9(8) =19 (4.32a)
fdn(lia"W(V)a 0 =0 ise

ve
0, 6 € [—7,0) ise
R(1)9(6) = (4.32b)
h(¢(0);p), 6 =0 ise

seklinde tanimlanir ise (4.28) denklemi
Uy = A(u)U, +R(1)U, (4.33)

tek bilinmeyen iceren soyut diferensiyel denklemine denk olur. Dikkat edilirse (4.33)
denklemi 0 € [—Tj,O,O) icin agikar dU, /dt = dU,/d6 denklemine; 6 = 0 iken (4.28)
denklemine doniisiir.

Aciklama 4.3. n(u,0) fonksiyonu reel degerli oldugu icin A(W) operatériiniin
tanmimindan dolayr asagidaki egitlik saglanir:

4.3.2 Ozvektorleri hesaplama

Sistemin 4 = 0 catallanma degerindeki dinamigini analiz etmek istedigimiz icin
siradaki amacimiz, A(0) ve A*(0) operatorlerinin reel kismu sifir olan dzdegerlerine
karsilik gelen Ozvektorleri hesaplamakti. Burada, A*(u) operatori, A(u)
operatoriiniin  adjoint operatoridiir ve & = C ([O,T],R2> olmak lzere

v =(y1,y)" € & igin
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dy(o) :
i € (0,7] ise

A(ylo) =4 (4.34)
Jdn"(p,v)y(-v), 6=0 ise

—T

olarak tanimlanir. Dikkat edilirse A*(u) operatorii, A(i) operatoriiniin kompleks
devrigi oldugu igin A;(7j0) = —i®;, A*(0) operatoriiniin bir 6zdegeri olur. Ozdegerler
mevcut oldugu i¢in, 6zdeger tanmimindan, asagidaki esitlikleri saglayan sifirdan farkl
q(6) ve q*(o) vektorleri vardir:

A(0)q(0) = iw;q(6), (4.352)
A*(0)q" (0) = —iw;q" (o). (4.35b)

Bagka bir deyisle, A(0) operatoriiniin A;(7j0) = i®; ozdegerine karsilik gelen

’

J,0
ozvektorii q(8) ve A*(0) operatriiniin A;(; 0 ) = —iw; 6zdegerine karsilik gelen
ozvektorii q* (o) mevcuttur. Diger taraftan, ¢ € Z ve y € & i¢in i¢ ¢arpim

0 0
(v.0)=V(0)-90 - [ [V (E—0n@0)9&dE @36

(q",q) =0 (4.37a)
(q",q) =1 (4.37b)

ozelliklerine sahip olmasi gerektigini biliyoruz.

Simdi, (4.37a) esitliginin saglandifim gosterelim. Oncelikle, A;(7;0) = i®w; basit
(simple) bir 6zdeger oldugu i¢in A(0)q, = q + iw;q, olacak sekilde genellestirilmis
bir q. Ozvektorii bulma ihtimali yoktur. Dolayisiyla, q vektorii, q nun sabit bir kati
olmadig1 i¢in, A(0) operatoriiniin iy 6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektorii veya bir
genellestirilmis 6zvektorii' olamaz. Diger taraftan, Aciklama 4.3’ten A(0)q(0) =
A(0)q(0) saglanir. Bu durumda, (4.35a) denkleminin her iki tarafinin eslenigi alinirsa
A(0)q = —iw;q olur. Bu durumda, i¢ ¢arpim tanimindan (py,¢) = p(y,¢) ve

(W,p9) = p (v, ) saglandig1 igin
(0",A(0)q) = (0", —iw;q) = —iw;(q",q)
(0", A(0)q) = (A"(0)q", @) = (~iw;q".q) = iw; (q",q)
esitlikleri ve dolayisiyla

—i0;(q",q) =iw;(q",q) = 2i0;(q",q) =0

1A, nxn boyutlu bir matris ve A bu matrisin bir 6zdegeri olsun. (A — AI)*v = 0 esitligini bir k € Z
icin saglayan v vektoriine A matrisinin genellestirilmis 6zvektorii denir.
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esitligi elde edilir. Bu ise @; > 0 oldugu i¢in (4.37a) esitliginin saglandi1 anlamina
gelir. Esitlik (4.37b)’yi analiz etmek i¢in Oncelikle q ve q* 6zvektorleri hesaplayalim.

Ozvektor q nun hesaplanmasi

Tanim (4.32a) kullanilarak (4.35a) esitliginin sol tarafi agsagidaki gibi elde edilir:

d((ll—(:), 0 € [—1,0) ise

A0)q(8) =19 (4.38)

[ dn(0,v)q(v), 6 =0 ise

-7
Bu nedenle, 6 € [—7,0) iken (4.35a) esitligi

dq(0)

—g —i0a(8)

diferensiyel denklemine doniisiir ve bu denklem ¢ € C olmak tizere

q(6) = < i )ei“”"

¢oziimiine sahiptir. Simdi ¢ sabitini bulalim. dn(u, 6) fonksiyonunun (4.31) ile verilen
tanimu ve (4.38) kullanilarak 6 = 0 iken

0 0
A(0)q(0) = B / §(v)q(v)dv +C / 5 (v+150)q(v)dv

= Bq(O) +Cq(—’cj70)
—dy" 4 kg 4 kse+ (ko 4 kge)e %0

it (—dofs +bs ) e (o + lac)e @

elde edilir (B ve C i¢in denklem (4.25a)’ya bakiniz). Diger taraftan,

A(0)q(0) = iajq (0) = i, ( ! )

oldugunu biliyoruz (Denklem (4.35a)). Boylece, A(0)q(0) i¢in yukarida elde edilen iki
sonug kullanilarak

_dlz_; + ki +kzc + (ko + kgc)e”10i%i0 ( 10 )

I+ (—dzz—; + l3> c+ (b + lsc)e 1 ®i%o0 1wjc
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matris esitligine ulagilir. Bu matrislerin ilk satir esitliginden ¢ asagidaki gibi bulunur:

2 .
0+ dy e — ki — kpe @0
P A Y L . (4.39)
ks + kge 1950

Ozvektor q* 1 hesaplanmasi

Ayn1 yontemle (4.35b) esitliginin sol tarafi (4.34) tanimai ile

o €(0,1] ise
A" (0)q* (o) =19 (4.40)
[ an”(0v)a'(—v), o =0 ise

—T

seklinde elde edilir. Dolayisiyla, o € (0, 7] iken (4.35b) esitligi asagidaki diferensiyel
denklemi verir:
dq*(o)

do

Bu denklem, s, ¢* € C olmak iizere

= iO)jq* (G) .

¢oziimiine sahiptir. Oncelikle, ¢* sabitini bulalim. (4.31) ile tammlanan dn(u,o)
fonksiyonu, (4.40)’ta yerine konursa ¢ = 0 iken

A*( BT/5 dG+CT/6 (6+7j0)q"(—0)do

=B"q*(0)+C"q* (7))

I+ (—d1 w +k1> ¢t + (kac* + 1) eii%io

—dz'g—; + I3 4 k3c* + (kac* + 14) €' i%i0

=5
elde edilir. Diger taraftan, (4.35b) esitliginden
* * . * . C*
A(0)q"(0) = —iw;q"(0) = —leS< | )

oldugunu biliyoruz. Bu durumda, A*(0)q*(0) i¢in yukarida elde edilen iki sonug bize

L+ (—d12’—§ +k1> ¢+ (koc* + ) e'®i%io B ( —iw;c* )
—dZZ_j + I3+ k3c* + (k4c* + l4)eiwfrf-0 —iw;
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matris esitligini verir. Bu matrislerin ikinci satir esitligi kullanilarak

(4.41)

e ia)j — dz}z—j + 134+ l4eiwjrfv0
B k3 + ke ®i%i0

sonucuna ulasilir. Simdi, q ve q* 6zvektorlerinin (4.37b) 6zelligine sahip olduklarini
garanti edelim. I¢ carpim tanimi (4.36) ile

0 0
@@= 7090~ [ [& E-0)n0.0)a&)ds
0=—7&=0

Il
VR
—_— 0

*
~
VR

a ==
~__—
|
—c
\.m
wl
—
gl
*
~——
w\
g
~
=
QL
=
—
=
[en
SN~—
VR
o
N~
QNA
£
Fre
U
e
~
>
~
\e}
N

= E(F+c)—§< 1 ) (/dn(O,e)eimjee) ( i )

olur. Diger taraftan,

0 0 0
/dn(O,G)e"“’fGG = 3/5(9)e"“’f"9de+c/5(e+r,-,o)eiwj99d9
i J

—T

*i(D‘T'
— ’L’j7()e 7t0C

= —Tjpe 'UTi0 k2 k4
J, Lol

olarak elde edilir. Bu sekilde elde edilen sonug, (4.42) i¢ ¢arpiminda yerine yazilirsa

) - |
o= s oo (e 1) (24 (])
2 U4 c

=3 [C +c*+ Tj’oe_iwjrj=0 (lz +koc* +lyc+ k4c_*c)}

esitligine ulagilir. (4.37b) 6zelliinin saglanmasi, yani (q*,q) = 1 olmasi i¢in s sabiti
asagidaki gibi secilmelidir:

5= [c+ 0 47,0675 (I + koc® + lac+ kacc)] . (4.43)
Sonug 4.7. A(0) operatoriiniin Aj(Tjo) = iw; ozdegerine karsilik gelen ézvektorii

q(0), 8 € [~7,0] i¢in ve A*(0) operatiriiniin j(T;0) = —iw; dzdegerine karsilik
gelen ozvektorii q*(o), o € [0,t] icin swasiyla asagidaki formiiller ile

hesaplanabilir:
1 iw;0 * c* i0:0
q(6) = ¢ ve q'(o)=s| | (4.44)
c



Bu hesaplamada ihtiya¢ duyulan c, c¢* ve s sabitlerinin formiilleri sirasiyla (4.39),
(4.41) ve (4.43) ile verilmistir.

4.3.3 Sistemi merkez manifolda indirgeme

A(0) ve A*(0) operatorlerinin q ve q* 6zvektorlerini hesapladik. Simdi, bu 6zvektorleri
kullanarak (4.33) sisteminin tt = 0 daki W¢(0) merkez manifoldunu hesaplayabiliriz.
(4.33) sisteminin bir ¢éziimii U; olsun. Bu ¢6ziim,

2(t)=(q",U;) eC ve (q",w)=0
olmak iizere Sonug 3.7’°den
U = z(t)q+2()q+w (4.45)

seklinde pargalanabilir. Boylece, (4.33) sistemini asagidaki degiskenler cinsinden
yazabiliriz:

Z(t) s <q*7Ul>7
w(t)=U—(q"U)q—(q"U)q.
Oncelikle, (4.35) esitliklerinden
(@",A(0)U;) = (A*(0)q",Uy) = (—iw;q",Uy) = iw; (q",U;) = iwjz ~ (4.46a)
olur. Diger taraftan, R(0)U,;(6) operatorii 6 € [—7,0) iken R(0)U;(0) =0 ve 6 =0
iken R(0)U;(0) = h(U,(0);0) olacak sekilde parcali tanimlidir (Denklem (4.32b)). Bu

durumda, (4.36) i¢ carpiminda integralin bolgesi & € [0, 0] ve 6 € [—1,0] oldugu i¢in
6 € [—1,0) iken R(0)U,(&) = 0 olur. Boylece

0 0
(@' ROIU) = @ (0)- ROU)~ [ [ (6~ 0)dn(0,6)(RO)U,(E))a

0=—-15=0 1T
0
r 6 L.
— @(0): ROU,©O) - tim [ [ G (&~ 6)an(0.0)(RO)U,(8))d
e (4.46b)
0 6
- [ [ @€ eran(.0)(RO)U.(E)a
0 5:0 |j= ==~ —====
77777777777 L~ L o, |
3 Sinirlar ayn1 14—1 L ,h EI,J,(,& ? ,0,) o
”””””” = q7(0)-h(U;(0);0)
sonucuna ulagilir. Bu durumda,
g(z,z,w;0) = q*(0) - h(zq(0) +zq(0) + w;0) (4.46¢)

olmak iizere (4.33), (4.46a)-(4.46¢c) denklemleri ile
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Z == <q*7Ul>
=(q",A(0)U;) +(q",R(0)U;) (4.47)
=iwjz+ §(z,z,w;0)
olarak elde edilir. Diger taraftan, (4.35a) esitliginden
A(0)U; —iwjzq +iw;zq = A(0)(zq +2q+ W) — iw;zq +i®;Zq
=A0)w+2zA(0)q+7A(0)q — iwjzq +im;zq
(0) (0) (0) j j (4.482)
A(O)W—f—i&)qu—ia)qu—i(l)qu—l—i(l.)qu
=A(0)

0)w

ve (4.32b) tanimindan

{ —g(Z,Z,W;O)q(e) _§(Z727W;0)6(0)7 0c [—T,O) ise (448b)

=
—~
=
—
(e)
=
+
Il
=]
/-\
(=)
S—
+
=
(e]
=
001
)
2N
Il
=
=
\_/
/x
(=)
N—
Om\
—
N
2l
=
=
\_/
/\
(=)
:_/

0 =0 ise

esitliklerine ulagilir. Dolayisiyla,

H(z,z,w;0) =
{ _g(Z’ZaW;O)q(G) —E(Z,E,W;O)ﬁ(e), RS [_T70) ise (4480)
h(zq(0) +zq(0) +w,0) — §(z,z,w;0)q(0) — &(z,Z,w;0)q(0), 6 =0 ise

olmak iizere (4.33), (4.35), (4.47), (4.48a)-(4.48¢c) denklemlerinden
w=U,— (q",0.)q— (7. 0)q
=U, - 2q—2q
=A(0)U; +R(0)U; — [iwjz+ &(z,Z,w;0)] q — [—io;z+ &(z,Z,w;0)] q
= [A(0)U; — iwjzq +i0;zq] + [R(0)U; — §(z,Z,W; t)q — &(2,Z, W; 1 )q]

= A(0) (U; —2q —7q) + [R(0)U; — §(2,Z, W; ) q — &(2.Z, W: 1)
= A(0)w+H(z,z,w;0).

tiirevine ulasilir. Sonug olarak yeni degiskenler ile (4.33) sistemi kendisine topolojik
olarak denk olan asagidaki sisteme doniisiir:

z=iwjz+ §(z,Z,w;0)

. (4.49)
w=A(0)w+H(z,z,w;0).

Teorem 2.2°den su sonug elde edilir:
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Sonug 4.8. Sistem (4.49), O yeterince kiiciik iken |z| < 0 igin
W) = {(z2,w) | w=W(z%0), W(0,0;0)=0, W,(0,0;0)=0, W(0,0;0) =0}

ile temsil edilen W€(0) merkez manifolduna sahiptir. Ayrica (4.49) sisteminin denge
noktasmin yakin komsulugundaki dinamigi, kendisinin merkez manifolduna kisitlamast
olan

z=1iwjz+g(z,7;,0) (4.50)

denklemi ile belirlenir. Burada, h(¢(0); 1) fonksiyonu (4.29) ile tanimlanmak ve
h(z,7:0) = h(zq(6) +zq(60) + W(z,:0);0) = h(U,(8);0) (4.51)

olmak iizere (4.46¢) ile tamumlanan g fonksiyonunda w = W(z,7;0) yerine yazilirsa
2(z2,7;0) fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:

8(2,2:0) = g(z,Z,W(z,z;0);0)
(4.52)
= q*(0)-h(z,z:0).

4.3.4 Merkez manifolda kisitlanms sistemi hesaplama

Sonug 4.8°de ifade edildigi gibi (4.12) sistemine, dolayisiyla (4.1) sistemine, topolojik
olarak denk olan (4.49) sisteminin denge noktasinin yakin komgulugundaki dinamigi
kendisinin W¢(0) merkez manifolduna kisitlamas1 olan (4.50) denklemi ile belirlenir.
Bu denklemdeki (4.52) ile tanimlanan g(z,7;0) fonksiyonu & € C*, k > 3, oldugu icin
g € CK, k > 3, 6zelligine sahiptir ve lineer olmayan terimleri igerdigi icin

8:(0,0;0)=0 ve g:(0,0;0)=0

saglanir. Boylece, (4.50) denklemi, dinamik yapist hakkinda yeterince bilgiye sahip
oldugumuz (3.32) denklemi formundadir.

Sonuc¢ 4.9. Kabul edelim ki (4.1) sistemi Teorem 4.1 ve Teorem 4.2’de verilen V| ve
V, kosullarina ek olarak V3 veya V4 kosullarindan birini saglasin. Bu takdirde, (4.1)
sisteminin merkez manifolduna kisitlamast (4.50) sistemidir. Yani (4.1) sisteminin
dinamigi, (4.50) sistemi tarafindan belirlenir. Ayrica (4.50) sistemi, Poincaré normal
forma doniistiiriilebilen (3.32) sistemi ile aynt forma sahip oldugu icin Sonug¢ 3.6,
sistem (4.50) icin aynen gecerlidir.

Sonug 3.6, (4.50) sisteminin periyodik ¢oziimler ailesine sahip oldugunu soyler. Ayrica
2(z,7,0) fonksiyonunun Taylor serisi

8(z,2,0) = Z 8ij(0) 5= + O, (4.53)
i+j=2
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olmak iizere (3.39) ile verilen

i

a0 =2,
J

(820(0)811(0) —2|g11(0)]* - %!goz(o)lz) + %gm(o)

Poincaré normal form katsayisinin hesaplanmasi durumunda, bu periyodik
cOzlimlerin ortaya ¢iktid1 catallanma degerlerini, kararlilik yapilarini ve periyotlarini
belirleme imkani sunar. Bu béliimde, Sonu¢ 3.6’y1 kullanabilmek i¢in gerekli olan
220(0), g11(0), g02(0) ve g21(0) katsayilarin1 verecek formiiller iiretilecektir. Bu
formiiller, Teorem 4.1°de ve Teorem 4.2°de verilen V| ve V; kosullarina ek olarak V3
veya V4 kosullarindan birini saglayan ve (4.1) formunda olan gecikme igeren tiim
reaksiyon-difiizyon sistemleri i¢in gecerli olacaktir.

(4.52) denkleminden bildigimiz gibi g(z,7;0) fonksiyonu q*(0) vektorii ile h(z,7;0)

fonksiyonunun skaler ¢arpimina esittir. Bu nedenle, oncelikle h(z,7;0) fonksiyonunu

z ve 7 cinsinden agikea ifade edelim. 1 <i <4 ve i < j <4 i¢in m;; ve rij (4.30) ile

tanimlanmak ve

11 (Ui(6);0) = mi1 U7 (0) +mioUs (0)Us (= 71.0) +m13Uy (0)V;(0) + mialy (0)V; (=) 0)
+mnUF (=7j0) +m3Ui (= 7j.0) Vi (0) +masUs (= 7.0)Vi (= Tj0)
+m33V/? (0) + maaVi (0)Vi(—Tj0) + maaV;? (—Tj0) + YMT,

hz(Ut(9>;0) = rllUtz(O) + I’IQUt(O)Ut(—TLo) + I’13Ut(0)Vt(0) + r14Ut(0)Vt(—‘L'j’0)
+ rnUZ (= 750) + r3Ui(—=71,0)Vi (0) + raalUy (= 7.0) Vi (= Tj0)
+r33V2(0) + 34V, (0)Vi (—7Tj.0) + raaVi (= T0) + YMT,

olmak iizere (4.29) denkleminden

(4.54)

BUL(8):0) = ( h1(U;(6):0) )

hy(U(0);0)

formunda yazilabilir. Diger taraftan, W¢(0) € C, k > 2, oldugu icin w = W(z,Z;0)
fonksiyonu Taylor serisine agcilabilir. Boylece, 6 € [—7,0] icin W(z,z;0)
fonksiyonunun Taylor serisi

k isj
_ 77 .
W(z,7;0) = ) Wij(e;o)—l.,j, +0(12FY), {(q",W(8;0)) =0 (4.55)
i =2 A

olmak iizere U, (0) nin pargalanisi (4.45) kullanilarak U,(0)
Ui(6) = z(1)q(6) +z(1)q(6) + W(z,2;0)

= z(1)q(0) +z(1)q(0) +W20(9;0)222(t) +W11(6:0)z()z(r) +W02(6;0)Z2§ e

~—

T
seklinde ifade edilebilir. W;;(6;0) = ( Wi (6;0), W;;,(6;0) ) olmak iizere (4.44)

ile verilen q(), bir 6nceki esitlikte yerine yazilirsa
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Wi1,(6:0) _ Woz,(6;0) '\ 22(¢)
—|—< ) >Z(I)Z(I)+<WOQZ(9;O) >T+

T
olur. Sonug olarak U,(0) = ( U;(0) Vi(6) ) olmak tizere

Ui(8) = z(1)e® +z(r)e"r”

2 =2
ot _ s
+Woo, (9;0)# + Wi, (0;0)z(1)z(1) + Wz, (9;0)L +--
Vi(0) = z(t)ce'™® +z(t)ece "0
2(1) ; Z(1)
+W202(9;0)T —I—W112(9;O)Z(Z‘)Z(l‘) +W022(9;0)— +--
esitliklerine ulagilir. Bu esitliklerde 6 = 0 ve 6 = —7,  yerine yazilirsa
2 —2
U, (0) = Z+z2+ W, (05 0) > —I—Wlll(O O)ZZ—I—W()zl(O 0) > +-
2 —2
Vi(0) = ZC+ZC+W202(0 0) 5 +W112<0 O)ZZ+W022(O 0) 2
Ul(—Tj0) = ze "504z¢ im0
7 7
+Wa0, (= 71.0:0) 5 + Wit (= 71.0:0)22+ Woz, (=703 0) 7 + -+
‘/t(_TLO) — Zce*ia)jfjvo +Z—Ceiwjfj_o
7 7
W20, (= 71.0:0) 5 + Wity (= 71,01 0)22 + Won, (=703 0) 7 + -+

olarak elde edilir. Elde edilen son ifadeler (4.54)’te yerine yazildiginda h(z,z;0)
fonksiyonunun z ve 7 degiskenlerine gore acik ifadesi

(4.56)
h20,(0)2% + h11,(0)2Z + hoz, (0)Z% + h212(0)z22+ .

olur. 1 <i<4vei<j<4icin m ve ryj (4.30) ile tammlanmak itizere (4.56)
denklemindeki katsayilar asagidaki gibi hesaplanmugtir:
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h201 (0> = my +mpe Q0 —|—ml3c—|—m14ce7’wﬂj70

—2iw; —iQ;j —2i0;Tjp

+mye %0 + moyzce ' i%i0 + mysce

—l; —lejTj_()’

+m33c? + m3acte 0 4 mygcte

h202 (0) = r + rlzeﬂwﬂj’o + ri3c + rmcefza)jrjjo
+ ’,.226—21(,0]7]'10 _|_ r23ce—la)jfj70 + 1’2406_2’(0/1‘-1»0

2 2 ,—i0;T; 2 —2iw;T;
+r33¢” +r34¢7€ 0 4 pgqcte” SN0,

hlll(o) = 2my] +m2 (eiiwjfjvo —l—eiwﬂj’o) +my3 (C—I—E)
+m14 (Cefi(l)jijo +E€iwj1j‘0)
+2ma; + myo3 (ce'®iT0 4 Te " PiTi0) + myy (¢ +C)

+2m33¢C + m3gcc (e 4 € PITi0) + 2myyc,

hi1,(0) = 2ri1+r12 e 1@i%i0 —I—eiwﬂj’O +riz(c+c
2
+ra (Ce—ia)j’l.'j_o +E€iwjrj’0)
+ 22 + 123 (ce'®iTi0 +-2e 1 ?iTi0) 41y (¢ +-0)
+ 2r33¢C + r3acc (e 4 € CiTi0) + 2ryyct,
hoo, (0) = myy 4 my2e'®%0 4 my3E + my4ce' @70
02, 11 12 13 14

Zl(l)j 100 Zla)jTj‘O

+ Mo e Piti0 4 mys3ce'®iti0 4 moyce

+ m3352 + In3452€lwﬂj’0 + magct e @i%io

= Iy,
ho2,(0) = ri1 + r12e" 50 + ri3¢ + rigce’ @it
_|_ rZZeZzwjrj?Q _|_ r23EeleTj‘O _|_ r24zezla)j17j"0
+ 7’3362 + r3452€lerj’0 + ,/,44526210)}‘1']'_0

- h202 )
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(4.57a)

(4.57b)

(4.57¢c)

(4.57d)

(4.57e)

(4.571)



ho1,(0) = mi1 [Wao, (0) +2Wiy, (0)]

+mio

+m3

+myq

(1 1 0T i
Wao, (—=Tj0) + Wity (—Tj0) + 5 Wao, (0)€" %0 + Wiy, (0)e lw’t”o}

2 2

1 1
= Wao, (0) + Wiy, (0)c + 5 Wag, (0) +Wi1,(0)

2 2
_1 — i(l)j‘L'j() 7[(1)1*‘51'() 1
EWQOI(O)Ce 0+ Wi, (0)ce ; +EWzoz(—Tj,o)—i-an(—Tj,o)

+m [Wao, (—Tj0) €750 +2Wiy, (—7j0) e "%90]

1 1 | | (4.57¢)
s [2W201(TJ,O)C+W111 (=T0) €+ 5 Waoy ()"0 +an(0)€_lwﬂj‘o}
g | 2Wo0r (STi0) 2B W, (=) ce "0
+3Wao, (—=j,0)€" %0 + Wi, (—7j0)e @0
+m33 [Wao, (0)c+ 2Wi1, (0)c]
1 P i 1 »
+m3y [ZWQOZ (O)Eelwﬂ/'o + Wi, (O)Ce 10;Tj0 EWQOZ(—TLQ)C-FWIIZ(_T]‘,O)C
+ mag [Wao, (—7;,0)2e" ™50 + 2Wy1, (= Tj0)ce %] ,
ha1,(0) = 111 [Wao, (0) +2Wi1, (0)]
1 1 i0;T; —i0;T;
+riz §W201 (—Tj,o) + Wi, (—Tj,o) +§W20] (0)e' %0 + Wiy, (0)e™ " @i%i0
B ~ 1
+r13 EWzol(0)C+W111(0)C+§W202(0)+W112(0)
B o I |
+ 114 | 5 Wao, (0)2e®50 + Wiy, (0)ce ™0 + 5 Wao, (= 7j0) +W112(—Tj,0)}
+r22 [Wao, (=710) €50 +2Wiy, (= 1j0) 7]
| . (4.57h)
+r3 [2W201 (—=Tj0)c+ Wi, (=Tj0) e+ 5 Wao, (0)e'®itio +W112(0)6’lwﬂ""0}

+ o4

3Wao, (—Tj0) T %0 + Wiy, (—Tj0) ce™ "0
+3Wao, (—Tj.0)e" %0 + Wiy, (—Tj0)e @i%0

+r33 [W202 (0)5 +2W; 1, (O)C]

+r34[

1 T P 1
EWZOZ (O)Eelw«’rf’o + W 12(0)C€ 10%j0 4 EWQOZ(—TLO)E"’W] 12(—Tj_,0)c

+ g [Wao, (—7;,0)Ce %0 +2Wy 1, (—Tj ) ce " i%i0] .
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Simdi, h(z,7;0) fonksiyonunun (4.56) ile verilen ifadesini kullanarak g(z,z;0)
fonksiyonunu hesaplayabiliriz. (4.44) ile tanimlanan q* 6zvektorii ve denklem (4.56),
2(z,7;0) fonksiyonunu ifade eden (4.52) denkleminde yerine yazilirsa

2(z,7;0) =q*(0) - h(z,z;0)

[ h, (0)2% + 11, (0)2Z + hoa, (0)Z2 + hay, (0)2°Z + - - -
1 h20,(0)z2 4 h11, (0)2Z + hoo, (0)Z2 + ho1, (0)222+ - -+

s

=5 [h20, (0)c* + hao, (0)] 22 +5 [h11, (0)* + h1,(0)] 2z
+ 5 [ho2, (0)¢F + hoo, (0)] 22 +5 [ha1, (0)¢F + a1, (0)] 224+

olarak elde edilir.

,,,,,,,,,,,

" (4.192)

,,,,, g Wl
[ cos(®;jTj0) ] [ sin(@;Tj0) ]
W & N e
( e*i®i%0 = cos(w;T;0) E£isin(w;Tj) |

e 200 = [cosz(a)jfm) = sinZ(ijjvo)]

+2icos(w;Tjp)sin(@;T;0)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Sekil 4.2: Ustel ifadeleri hesaplama diyagramu.

Yukaridaki esitligin sag tarafi, g(z,7;0) fonksiyonunun Taylor serisi (4.53) ile
esitlenirse

(0) = 25[ho0,(0)c™ + a0, (0)], (4.58a)
g11(0) = 5[h11,(0)c* +hi1,(0)] (4.58b)
802(0) = 25 [hop, (0)c* + hoo, (0)], (4.58¢)

(0) = 25[ha1,(0)c* +ha1,(0)] (4.58d)

820(0

(
221(0 (

olarak bulunur. g29(0), g11(0), g02(0) ve g21(0) katsayilarin1 hesaplamak i¢in ¢*, §
sabitleri ve h;;(0) vektorlerine ihtiyacimiz vardr.
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,,,,,,,,,,,

. Tanim !
[ ki, ka, k3, k4 ]—* (4.13a) ~—[ l, b, I3, 14 ]

,,,,,,,,,,,

Sekil 4.3: @; degerini hesaplama diyagrami.

Denklem (4.2) ile tantmlanan ve (4.1) sistemindeki f ve g fonksiyonlarinin Taylor
serilerindeki birinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen katsayilar k; ve [;, 1 <i <4,
olmak iizere ¢, 5 sabitleri ve h;;(0) vektorlerinin formiillerinde yer alan iistel ifadelerin
ve @; degerinin nasil hesaplanacagini, sirasiyla Sekil 4.2 ve Sekil 4.3 6zetlemektedir.

Ayrica tanimi (4.30) ile verilen ve (4.1) sistemindeki f ve g fonksiyonlarinin Taylor
serilerindeki ikinci mertebeden tiirevlere kargilik gelen katsayilar m;; ve rij, 1 <i <4,
i < j <4, olmak iizere Sekil 4.4, ¢, c* ve § sabitlerinin; Sekil 4.5 ise h;;(0), i+ j =2
vektorlerinin nasil hesaplanacagini gostermektedir.

Sonu¢ 4.10. Sekil 4.6°da goriildiigii iizere g20(0), g11(0) ve g02(0) katsayilarim
hesaplamak icin (4.1) sistemindeki f ve g fonksiyonlarinin Taylor serilerindeki birinci
mertebeden tiirevlere karsilik gelen k;, l;, 1 <i < 4, katsayilarini ve ikinci mertebeden
tiirevlere karsilik gelen myj, rij, 1 <i <4, i < j <4, katsayilarini bilmek yeterlidir.
Boylece, biitiin bu adimlarin tekrarina gerek kalmadan sadece (4.2) ile tanmimlanan

ki, i, 1<i<4
ve (4.30) ile tamimlanan
mij, rij, 1<i<4, i<j<4
katsayilarint kullanarak Sekiller 4.2-4.6’da verilen adimlarla (4.1) sisteminin

dinamigi hakkinda bilgi sahibi olmaya yaracak g20(0), g11(0) ve g02(0) katsayilar:
hesaplanabilir.
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[ ki, ko, k3, ka, 11, b, I3, 1a ]

********** /\

| Sekil 4.2 | | Sekil 43 | | Sekil 4.2 |

77777 b b b

NS NS

Formiil
(4.43)
|

Sekil 4.4: ¢, ¢* ve s sabitlerini hesaplama diyagramu.

ki, ko, k3, ks, 11, o, I3, 14

Sekil 4.5: i+ j = 2 i¢in h;;(0) vektorlerini hesaplama diyagramu.
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Geriye kalan g5;(0) katsayinin hesabi i¢in yine c¢*, 5 sabitleri ve hy;(0) vektoriine
ihtiyacimiz vardir. ¢* ve s sabitlerini nasil hesaplayacagimiz Sekil 4.4 ile 6zetlenmistir.
Fakat (4.57g) ve (4.57h) denklemlerine dikkat edilirse hy;(0) vektoriiniin hesabi i¢in
oncelikle W(z,7;0) fonksiyonunun (4.55) ile verilen Taylor serisindeki W((60;0) ve
W11(6;0) vektorlerinin hesaplanmasi gerektigi goriiliir.

Simdi ihtiyacimiz olan bu katsayilar1 hesaplayalim.

Sekil 4.6: i+ j = 2 igin g;;(0) katsayisin1 hesaplama diyagramu.

4.3.5 Merkez manifoldu hesaplama

Aciklama 2.5’te ifade edildigi gibi, W¢(0) € C*, k > 2 oldugu icin w = W(z,7;0)
fonksiyonunun Taylor serisi kullanilarak W¢(0) merkez manifoldunu temsil eden
fonksiyon istenen hassaslik derecesinde hesaplanabilir. Bu bolimde, g»1(0) katsayini
elde etmek i¢in merkez manifoldu temsil eden W(z,7;0) fonksiyonunun (4.55) Taylor
serisinin W;;(0;0), i + j = 2, vektorlerini hesaplayacagiz.

Oncelikle, h(z,7;0) fonksiyonu (4.56) ile tanimlanmak iizere H fonksiyonunun (4.48c¢)
ile verilen tanirminda w = W(z,Z;0) yerine yazilirsa

H(z,7;0) = H(z,z,W(z,z;0);0)
B { —8(2,2:0)q(0) —2(z,z:0)q(0), 6 € [-7,0) ise (4.59)
h(z,z,0) — ¢(z,2;0)q(0) — g(z,z:0)q(0), 6 =0 ise

fonksiyonu elde edilir. Boylece, (4.49) sisteminin ikinci denklemi

102



w=A(0)W(z,z;0) +H(z,z;0),

denklemine doniisiir. Diger taraftan, w = W(z,7;0) oldugu i¢in

w=W,(z2,7,0)z+ Wz(z,7;0)Z
=W.(z,7,0)[iw;z+ g(z,7;0)] + W=(z,7,0)[—i®;z + §(z,7;0)]

olarak elde edilir. Sonug olarak bu iki denklemden

WZ(Z’Z; 0) [iwjz + g(Zaz;O)] + Wz(Z,Z; 0) [—i(x)jZ—}—g(Z’Z;O)]
= (4.60)
A(0)W(z,7;0) + H(z,7;0)

esitligine ulagilr. Simdi, H € C¥, k > 3, olmak iizere H(z,Z;0) fonksiyonunun Taylor

serisi
k

H(z,z:0)= Y H;;(6;0)
i+j=2

27 k+1

il +O0(|z]"") (4.61)
olsun. W(z,z;0) ve H(z,7;0) fonksiyonlarmnin sirasiyla (4.55) ve (4.61) ile tanimlanan
Taylor seri agilimlarini (4.60) esitliginde yerine yazarak

[W2(0;0)z+ W11 (0;0)z+ -] [iw;z+g(z,7:0)]

+[W11(0;0)z24+Wp(0;0)74 -] [—iO)jZ—l—g(Z,Z;O)]

2 22

2 =2

denklemine ulasiriz. Bu denklemde, 72, 7z ve 72 terimlerinin katsayilart karsilikli
esitlenirse

[2iw;] — A(0)] Wao(6:0) = Ha(6;0) (4.62a)
—A(0)W1(6;0) = Hy1(6;0) (4.62b)
— [2iw,-1+A(O)} WOZ(O;O) = HOZ(G;O) (4.62¢)

denklemleri elde edilir. Dikkat edilirse Teorem 4.1°deki V; kosulundan A(O)
operatoriiniin 0 6zdegeri yoktur. Ayrica ayni teoremdeki V3 kosulundan dolay1 basit
+iw; ozdegerinden geriye kalan 6zdegerlerin reel kismi negatif oldugu i¢in 2iw;,
A(0) operatdriiniin bir 6zdegeri degildir. Dolayisiyla, [A(0)]™" ve [2iw;! —A(O)r1
mevcuttur. Bu nedenle, (4.62) denklemlerinden elde edilecek Wy(0;0), W11(6;0)
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ve Wo»(60;0) vektorleri tektir. Goriildiigii gibi tek olan bu vektorleri hesaplamak igin
Hy0(6;0), H;;1(6;0) ve Hyy(6;0) vektorlerine ihtiyag vardir. Bu vektorleri verecek
esitlikler, g(z,7;0) ve H(z,z;0) fonksiyonlarmin sirasiyla (4.53) ve (4.61) ile
tamimlanan Taylor serilerinin (4.59) denkleminde yerine yazilmasi ile asagidaki gibi
elde edilir:

—£20(0)q(0) —202(0)q(0), 60 € [—1,0) ise
H>(6;0) = (4.63a)
2 20000 ) e (0)a(0) — 202(0)a(0), 6=0 ise,
hao, (0)
—211(0)q(0) —2,,(0)q(6), 0 € [-7,0) ise
H;(6;0) = (4.63b)
) (’;:fg;)gu<o>q<o>gu<o>q<o>, 0=0 ise
~402(0)a(8) — Z20(0)G(6), 0 c[-1,0) ise
H((6;0) = (4.63¢)
2 2O ) e (0)a(0) — g0 (0)a(0), 6=0 ise
ho2, (0)

Buradaki q o6zvektoriiniin formiilii (4.44); hyo(0), hy;(0) ve hp(0) vektorlerinin
formiilleri (4.57); g20(0), g11(0) ve go2(0) katsayilarinin formiilleri (4.58) ile
verilmistir.

Simdi, W50(0;0), W11(0;0) ve W(0;0) vektorlerine ait formiilleri bulalim.
Wy(6;0) vektoriiniin hesaplanmasi

A(0) operatoriiniin tanimi (4.32a) ve Hpo(0;0) vektoriiniin tanimi (4.63a) kullanilarak
(4.62a) esitliginden 6 € [—1,0) iken

dW2(6;0)

o~ 2i0W(6:0) = 220(0)a(8) +202(0)q(6)

diferensiyel denklemi elde edilir. Integral carpani ¢=2?i® kullanilarak Ko integral

sabiti olmak iizere bu denklemin ¢6ziimii

W2(6:0) = —Egzo(O)Q(O)elwﬂ — %goz(o)qm)e 0% 1 Kppe?®i%  (4.64)
j j

olur.

Simdi K sabitini bulalim. Oncelikle, 8 = 0 iken (4.64) ¢oziimiine A(0) operatérii
uygulanirsa Aciklama 4.3’ten A(0)q(0) = A(0)q(0) oldugu igin
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0
A(0)Wa(0;0) = / dn(0,v)Wao(v;0)

0
iiiiii - [ano) iy OO 000 K|
) ‘ | Q)
ffffff 1 1 ’ e
=~ 1 6000) / an(0.V)a(v) - 375 Enl0) / an(O.)(v) + Kao / an(o,v)e*”
0
= L e (0)4(0)a(0) — —— 20, (0)A(0)g(0) + K / dn(0,v)e¥ e
l.wjgzo( q 3ia, 5 q 20_1 n(0,
iw;q(0) ‘ ’ ~ —iw;q(0)

0
1 oo
=~ g2(0)4(0) + 570(0)F(0) + Koo [ dn(0,v)e*
elde edilir. Bu sonug ile 8 = 0 iken (4.62a) esitliginin sol tarafi

[2ia)jI—A(0)] Wzo(O;O) = 2iij20(0;0) —A(O)Wzo(O;O)

_ e [—i;jgzow)q(m - i F 00 K

0
+820(0)q(0) — %EOZ(O)G(O) — Ky /dn (0, v)eXor

= —20(0)q(0) —2,(0)q(0) + Kazo

0
2wl — /dn (O,V)eziwf"]
-7
olur. Diger taraftan, (4.63a) denklemi 6 = 0 iken (4.62a) esitliginin sag tarafin

hao, (0)

Hao(0:0) =2 ( 0 (0)

> —820(0)q(0) —g20(0)q(0)

olarak verir. Boylece, (4.62a) denkleminin yukarida elde edilen sag ve sol taraflari
birbirine esitlendiginde

—£20(0)q(0) —202(0)q(0) + Koo

0
2ia)j1/dn(0,v)e2"“’fV]
-7

=2 < ZEZ; Eg; ) —820(0)q(0) — 22(0)q(0)

oldugu i¢in
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0
Koo | 2ie0, — / dn(0,v)eXeV | =2 120,(0) (4.65)
o h20,(0)

sonucuna ulagilir. dn(u,0) fonksiyonunun (4.31) tanimi kullanilarak (4.65)
denklemindeki integral

0 0 0
/dn(()’ v)eZiij 23/5(\/) eZiijdv+C/5 (V—{—‘CLO) 29V vy

—T

—B+ Ce—Ziijj_’o

2 . .
_dllz_z_}_kl _f_kze*zla)jfjﬁ() k3+k4ef2la)jl'jﬁ0

ll + lze—Ziﬂ)jTj,O _dzz_; + l3 + l4e_2iwfff‘0
seklinde elde edilir. Bu durumda

. 2 0T 50T
2i0j+dy % — ky — kpe™ 2 ®iTi0 —k3 — kge ™ 2OiT0
My = 2 2 2
—1 — lhe “19i%0 2iw; +d2z_2 — I3 — lge” “1?i%0

olmak iizere (4.65) denklemi

_ —1 [ 120,(0)
Ky = 2(My) ( 120, (0) ) (4.66)

esitligine doniisiir. Simdi, Dy = det(Mg) olsun. Bu durumda

2 .
Dyy= — 46012 +2iw; [(dl -f—dz)’;—z — (ki1 +13)— (ka + 14)6'_2’(0-"1-/30}
n4 n2
+d1d2£—4 — (dll3 +d2k1>€_2 + (kll3 — k3ll)

2 .
+ {—(dl la+ daky) Z—z + (kily — kaly) + (kals — k312)} e 2i0iTj0

+ (k214 — k4lz)e_4iwjfj’0
olarak hesaplanir. D, (4.13b) karakteristik denkleminin katsayilar1 cinsinden ise
Day = —407 +2iw; (A+ Ce #®%i0) + D+ Be™ 2®i%0 4 He™ H®%0

seklinde ifade edilir. Ayrica Teorem 4.1’in V; kosulundan dolayr H = 0 oldugu icin
D asagidaki formiille hesaplanabilir:
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2

Dyy= — 4(1)J2 +2i(1)j [(dl —’rdz)’;—z — (kl + 13) — (kz + l4)e_Zia)-7Tj’0}
nt n?
+d1d2€—4 —(dilz +d2k1)£—2 + (ki3 —kaly),
4.67)

2
n 7 . .
T {_(dll4 +d2k2)€—2 + (k1ly — kaly) + (kal3 — k3lz)] e 2i0jTj0
= — 4()()]2 +2iw; (A + CeiZiwﬂ/ﬁ) + D+ Be 21070,
Boylece
1 2le + dzz—j — 13 — l4e_2iwjfj~,0 k3 +k4€_2iwjrjs0

(Mao) ™! = o N | 2 )
20 ll + lzef 1W0;Tjo zle +d1% _ kl _ kzef i0;Tjo

olarak elde edilir. Sonu¢ olarak, bu ifade (4.66) denkleminde yerine yazildiginda
Wy(6;0) vektoriiniin (4.64) formiiliindeki bilinmeyen sabit

Ky =
2 ( S A A & .S ) ( h20,0) ) (4.68)
Dy I} + L~ 20 2i@; +d) % — ki —koe 2i0T0 hao, (0)
olarak bulunur.
[ ki, ka, k3, ka, Iy, o, 13, 14 ]
g

Sekil 4.7: Dy sabitini hesaplama diyagramu.

Sekil 4.7 ve Sekil 4.8 sirasiyla Dy sabitinin ve Ky vektoriiniin (4.1) sistemindeki f ve
g fonksiyonlarinin Taylor serilerindeki k;, [;, 1 <i<4,vem;j, rij, 1 <i<4,i<j<4,

katsayilarini kullanarak nasil hesaplanacagini gostermektedir.
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ki, ko, k3, ks, 11, 1o, I3, 14

| Sekil 4.5 | | Sekil 4.2 | | Sekil4.7 | | Sekil 4.3 | | Sekil 4.5 |

77777 A A A AR A
[ hao, (0) ] [ e—2iwﬂj,0] Dy [ @j ] [ h20,(0) ]

Sekil 4.8: Kyo vektoriinii hesaplama diyagrama.

Aciklama 4.4. Ky vektorii (4.68) ile tamimlanmak iizere Wy (0;0) vektoriiniin (4.64)

Sformiilii

. — _L 1 ia)je _ Lf 1 71'(1)]'9 2[(1)]'9
W20(9,0) = iCOj gzo(O) ( . ) e 3i(1)jg02(0) ( . ) e + Kype (4693)
olur. Ayrica (4.57g) ve (4.57f) formiillerine bakilirsa hy | (0) vektoriinii hesaplamak i¢in
W (0;0) vektiriinii her 6 € [—1,0] icin hesaplamak gerekmedigi, sadece W(0;0)
ve Wo(—1;0:0) vektorlerinin hesaplanmasimn yeterli olacagu goriiliir. Bu vektirlere
ait formiiller (4.69a) formiiliinden asagidaki gibi elde edilir:

W2(0;0) = — %gzo(o) ( 1 > ! 202(0) < i ) + Ky, (4.69b)

10; c 3i0)j

| 1Y e 1 1Y o
Wao(—7;050) = — ——g20(0) ( ) e "0 — ———0,(0) ( . ) e o (4.69¢)

i(L)j c 3i(1)j
+ Kage 2%,

Sekil 4.9 ve Sekil 4.10 sirasiyla W2(0;0) ve Woo(—7j0;0) vektorlerinin (4.1)
sistemindeki f ve g fonksiyonlarimin Taylor serilerindeki k;, I;, 1 < i < 4, ve m;j, rij,

1 <i<4, i< j<A4 katsayilarin kullanarak nasil hesaplanacagini 6zetlemektedir.
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. Sekil 4.4 | Sekil 4.8 |

Sekil 4.9: Wy,(0;0) vektoriinii hesaplama diyagramu.

Formiil
(4.69¢)

Sekil 4.10: Wog(—7;,0;0) vektoriinii hesaplama diyagramu.
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W11(6:0) vektoriiniin hesaplanmasi

6 € [—1,0) iken (4.62b) esitliginden A(0) operatoriiniin tanimi (4.32a) ve H;;(6;0)
vektoriiniin tanimi (4.63b) kullanilarak

dW1(6;0)

o —8u(0)a(8)+z1(0)a(e)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklem, K; integral sabiti olmak iizere

1 ; 1 o —iw
Wii(0:0) = -Lgi (0)a(0)e° — g, (0)q(0)e ™ + Ky (470)
j @;
¢coziimiine sahiptir. Kj; vektoriinti bulmak icin 6 = 0 iken (4.70) ¢oziimiine A(0)
operatorii uygulandiginda Agiklama 4.3’ten A(0)q(0) = A(0)q(0) oldugu igin

0
A(0)W1(0:0) = / an(0,v)Wy, (v:0)

0
=[O | Oa0)E Y — gy O0)e > + K
) - ‘ L am
,,,,,, O N
= l.;)jgn(o)_/rdn(o v)q( —*811 /dn (0,v)q +K11_/Td77(0a")
= ! 0)A(0)q(0 ! 0)A(0 O K d 0
77777777 = S OA)a(0)~ g (DAOJTO) + u/ o
i0jq(0) - | . - —ioq(0) |

= £1(0a(0)+7 OO+ K11 [dn©,v)

esitligine ulagilir. Bu sonug ile 8 = 0 iken (4.62b) esitliginin sol tarafi

~AO)W11(0:0) = ~¢11(0)a(0) ~ 7,1 (0(0) ~ K1 [ dn(0,v)

seklinde elde edilir. Diger taraftan, 6 = O iken (4.62b) esitliginin sa§ tarafi, (4.63b)

denkleminden

olarak bulunur. Boylece, (4.62b) denkleminin elde edilen sag ve sol taraflar1 birbirine
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esitlenirse
i iy, 0)
—£11(0)q(0) —2,;(0)q(0) — K1y /dn(O,v) = ( h111 ) —£11(0)q(0) —2,,(0)q(0)

-7

oldugu icin

0
Kn/dMQvﬁ:—<Z?£;> 4.71)

esitligi elde edilir. (4.31) ile tanimlanan dn(u,0) fonksiyonu kullanilarak (4.71)

denklemindeki integral

0 0 0
/dn(O,v)=B/6(v)dv+C/6(v+fj7o)dv

-7

—B+C

—diG itk kstks

Li+0b —d2Z—§+I3+l4
olarak elde edilir. Bu durumda

—dlz—;—Fk]-i—kz ks +ky

My = 5
L+ —d2%+l3 + 1y
olmak iizere (4.71) denklemi
hi1,(0
K =—(M)~! 11,(0) (4.72)
h112(0)

esitligine doniisiir. D1y = det(M;;) ile tanimlanmak iizere

2

n
D= — (dll4 +d2k2)£_2 + (kll4 —kqly) + (kzl3 — k3lz)
l’l4 I’l2
+d1d2€—4 — (dllg, +d2k1)€—2 + (kll3 — k311)

+ (k214 - k4lz)

olarak hesaplanir. D (4.13b) karakteristik denkleminin katsayilari cinsinden ise
D1 =B+D+H

seklinde ifade edilir.
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[ ki, ky, k3, ks, I, b, 13, Iy ]

Sekil 4.11: Dy sabitini hesaplama diyagrama.

Ayrica Teorem 4.1°in V| kosulundan dolay1 H = 0 oldugu i¢in Dy asagidaki formiille

hesaplanabilir:
n2
Dy = —(dily +d2k2)£—2 + (kils — kaly) + (kols — k3lp)
n* n? (4.73)
+d1d2£—4 — (d15 +d2k1)€—2 + (k113 — k3ly)
= B+D.

Tl T

Formiil
4.74)

Sekil 4.12: Ky vektoriinii hesaplama diyagrami.

Boylece

2
» 1 —dyr + 3+l —k3 — k4
(M)~ = 5— )
1 —hL -0 —di’z +ki+k

olarak elde edilir. Bu ifade (4.72) denkleminde yerine yazilirsa Wy (6;0) vektoriiniin
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(4.70) formiiliindeki bilinmeyen sabit i¢in
2
1 by —l—1 k3 + ka hi, (0
K11 = D_ ’ ) l( ) (474)
11 Lh+1h dl%—kl—kz hllz(o)
formiiliine ulagilir.

Sekil 4.11 ve Sekil 4.12 sirasiyla Dy sabitinin ve K;; vektoriiniin (4.1) sistemindeki
f ve g fonksiyonlarinin Taylor serilerindeki k;, [;, 1 <i <4, ve m;j, rij, 1 <i<4,
i < j <4, katsayilarimi kullanarak nasil hesaplanacagini géstermektedir.

Formiil
(4.775b)

Sekil 4.13: W1(0;0) vektoriinii hesaplama diyagrama.

Aciklama 4.5. Wy (0;0) vektoriiniin (4.70) formiilii

1 1 . 1 1 i
Wll(G;O):%gll(O) ( )elw]e—.gll(0)< B )e zw/9+K11 (4753)
10; c 10; c

olur. Ayrica (4.57g) ve (4.57f) formiillerine bakilirsa hy | (0) vektériinii hesaplamak icin
W11(0;0) vektiriinii her 6 € [—1,0] icin hesaplamak gerekmedigi, sadece W11(0;0)
ve W11 (—7;0;0) vektorlerinin hesaplanmasinin yeterli olacag goriiliir. Bu vektorlere

ait formiiller (4.75a) formiiliinden asagidaki gibi elde edilir:

Wi1(0;0) = .1811(O)< : ) —Lgu(o) ( i >+K11, (4.75b)

HON c 10; C

1 . 1 .
Wii(=7)0:0) = 1 (0) ( > e 'm0 — #?11(0) < _ ) 0+ Ky (4.75¢)
C C

T _ 811
lCOjg l(i)j
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Sekil 4.13 ve Sekil 4.14 sirastyla W11(0;0) ve Wii(—7j0;0) vektorlerinin (4.1)
sistemindeki f ve g fonksiyonlarimin Taylor serilerindeki k;, I;, 1 < i < 4, ve m;j, rij,

1 <i<4, i< j<A4, katsayilarint nasil hesaplanacagint ozetlemektedir.

" Sekil 4.6 | | Sekil 43 | | Sekil 4.2 | | Sekil 4.4 || Sekil 4.12 !
77777 I e e

Sekil 4.14: W1 (—7;0;0) vektoriinii hesaplama diyagramu.

Aciklama 4.6. g,(0) katsayisint hesaplamak icin (4.58d) formiiliinden hy;(0)
vektoriine ihtiyacumiz oldugunu biliyoruz. Woy(0;0), Wao(—7j0;0), W;1(0;0) ve
Wi1(—70:0) vektorlerini  hesapladigimiza gore artik  hy(0)  vektoriinii
hesaplayabiliriz. Sekil 4.15 bu hesaplama icin iznelecek yolu gostermektedir.

Sonug 4.11. Sekil 4.16°da goriildiigii iizere g»1(0) katsayisini hesaplamak icin (4.1)
sistemindeki f ve g fonksiyonlarimin Taylor serilerindeki birinci mertebeden tiirevlere
karsitlik gelen ki, l;, 1 < i < 4, katsayilarini ve ikinci mertebeden tiirevlere karsilik
gelen m;j, rij, 1 <i<4,i< j<4, katsayilarim bilmek yeterlidir. Bdylece, biitiin bu

adimlarin tekrarina gerek kalmadan sadece (4.2) ile tanimlanan
ki, i, 1<i<4
ve (4.30) ile tanimlanan
mij, rij, 1<i<4, i<j<4

katsayilarini kullanilarak Sekil 4.16°da verilen adimlarla (4.1) sisteminin dinamigi

hakkinda bilgi sahibi olmaya yarayacak g»1(0) katsayist hesaplanabilir.
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~N

{ oo ] [eﬂiﬂm] | [ i ] W11(0;0) ]

Wao(—70:0) \ L Wii(—70:0)

Formiil

4.57g)

[ W(0;0)

W20 (—70:0) Wii(—70:0) ]

Formiil
(4.57h)

Sekil 4.15: (a) hyy, (0) katsayisini hesaplama diyagramu.
(b) h21,(0) katsayisin1 hesaplama diyagramu.
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Sekil 4.15a Sekil 4.4 | Sekil 4.15b |
777777 T R
[ h21,(0) ] [ c* ] h21,(0)

Sekil 4.16: g»1(0) katsayisini hesaplama diyagrama.

Wi2(6;0) vektoriiniin hesaplanmasi

Dikkat edilirse (4.57¢) ve (4.57f)’den
hoa, (0) = hao, ve  hoa,(0) = hao,
oldugu i¢in (4.63c) tanimindan
H2(60;0) = H(6:0)

esitligi elde edilir. Boylece, (4.62c¢) esitligi

—[2iw;I +A(0)] W02(6;0) = Hpz(6;0) = Ha(6;0)

denklemini verir. Diger taraftan Aciklama 4.3’ten A(0)W(0;0) = A(0)W(,(8;0)
oldugu i¢in

—[2iw;1+A(0)] W02(0;0) = [2iw;l — A(0)] W2 (6;0)
saglanir. Bu esitliklerin sag taraflari ile
[2iw;l — A(0)] Wo2(6;0) = Ha(6;0) (4.76)

elde edilir. Son denklem (4.62a) esitliginden bagka bir sey degildir. Ayrica Sonug
4.5’te agiklandi81 lizere basit +i@; 6zdegerinden geriye kalan 6zdegerlerin reel kismi

negatiftir. Dolayistyla [2iw;l —A(0)] ! meveuttur. Bu nedenle, (4.76) bir tek ¢oziime
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sahiptir. Bu ¢6ziim ise Woo(0;0) vektoriidiir. Boylece,
W2(60:0) = Wa(6:0) 4.77)

esitligine ulagilir.

Sonu¢ 4.12. Sistem (4.1)’in W€(0) merkez manifoldunu temsil eden W(z,7;0)
fonksiyonunun (0,0) daki ikinci dereceden Taylor polinomu W, (z,7;0), 6 € [—1,0]
icin

2 )

W>(z,7;0) = Wzo(e;o)% +W11(9§0)ZZ+W20(9;0)(9;0)% (4.78)

olur. Wo(0;0) ve W11(0;0) vektirlerinin formiilleri sirastyla (4.69a) ve (4.75a) ile

verilmigtir.

. Sekil 4.6 | . Sekil 4.3 1 Sekil 4.16 |

P R U b

Sekil 4.17: ¢1(0) Poincaré normal form katsayisini hesaplama diyagramu.

Teorem 4.3 (Periyodik Coziimlerin Ozellikleri).

(4.1) sisteminin Teorem 4.1’de ve Teorem 4.2 de verilen V| ve V, kosullarina ek olarak

V3 veya V4 kosullarindan birini sagladigini kabul edelim. Bu takdirde,

a) Poincaré normal form katsayisi

i

a0 =2,
J

(820(0)811 (0) —2|g11(0)]* - %!goz(o) |2> - %gm 0)  (4.79)

Sekil 4.17°de verilen diyagram ile sadece (4.1) sistemindeki f ve g

Jonksiyonlarumin Taylor serilerindeki birinci mertebeden tiireviere karsilik gelen
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ki, I;; 1 <i < 4, katsayllarini ve ikinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen mj,

rij 1 <i<4,i< j<4, katsayilarim kullanarak hesaplanabilir.

b) Bir €, > 0 mevcuttur ve her bir € € (0,¢p,) icin Tj o (4.21) ile tanimlanmak iizere

(4.1) sisteminin periyodik ¢éziimii ¢atallanma parametresi T
Tjo+ 1(e) = Tj 0+ tae® + tge* + YMT

degerine esit oldugunda ortaya ¢ikar.
Kabul edelim ki asagidaki kosul saglansin:

Vs. Re(c1 (0)) 75 0.

Bu durumda, V3 veya V4 kosullarindan hangisinin saglandigina bagli olarak bir
J € Iy icin OC;-(TLQ) ifadesi (4.24a) ile verilmek ve

_ Re(ci1(0))

@ (50) (4.80)

U =

olmak iizere yeterince kiiciik € degerleri icin periyodik ¢oziimler

b1) Uy > 0ise T = T; catallanma degerinden sonra,

by) U <O0ise T= 7 catallanma degerinden dnce
ortaya ¢ikar.
¢) Periyodik ¢oziimler

c¢1) Re(c1(0)) > 0 ise kararsiz (Hopf ¢atallanma subkritik),
¢2) Re(c1(0)) < 0 ise yerel (lokal) asimptotik kararlidir (Hopf catallanma

siiperkritiktir).

d) € € (0,¢p) icin periyodik ¢oziimiiniin periyodu
21 2 4
T(e)= o (14 Toe” + Tue* + YMT)
J
dir. Dolayistyla, V3 veya V4 kosullarindan hangisinin saglandigina baglh olarak

bir j € Iy igin co}(’cm) ifadesi (4.24Db) ile verilmek ve

@(j0) 2 +1Im(c1(0))
;

=

(4.81)

118



olmak iizere yeterince kiiciik € degerleri icin periyot

T(e) ~ —
CES

olur. Ayrica periyot T (¢),

d) 7> > 0 ise artan,

dy) T, < 0ise azalandir.
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5. TEK GECIKME ICEREN REAKSIYON-DIFUZYON SISTEMLERINDE
HOPF CATALLANMA ANALIZI UYGULAMALARI

Sistem (4.1), gecikme terimi iceren 2 X 2 reaksiyon-difiizyon denklem sistemlerinin
bir smifim temsil etmektedir. Boliim 4’te, sadece (4.1) sistemindeki f ve g
fonksiyonlarinin Taylor serilerindeki birinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen k;, /;,
1 <i <4, ve ikinci mertebeden tiirevlere karsihik gelen m;j, r;j, 1 <i<4,i < j <4,
katsayilarin1 hesaplayarak (4.1) sistemi i¢in Hopf catallanmanin varlik kosullarini
belirleyebilecegimizi ve Hopf catallanmanin yon analizi icin gerekli degerleri
hesaplayabilecegimizi gosterdik.

Bu boliimde ise onceki boliimde elde edilen algoritma farkli alanlardan dort farkl
probleme uygulanacaktir. Oncelikle, Bi ve Ruan (2013) tarafindan ele alinan
gecikmeli tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimi modeli ile algoritma test edilecektir
(Kayan ve Merdan 2017). Ardindan, difiizyonun denge noktasinin kararlilik yapisi
tizerindeki etkisini inceleyebilmek i¢in Zuo ve Wei (2010) tarafindan calisilan
gecikmeli reaksiyon-difiizyon av-avci modeli ele alinacaktir (Kayan ve Merdan
2017). Ugiincii olarak daha once Merdan ve Kayan (2015) tarafindan teorik analizi
yapilmig gecikme iceren reaksiyon-difiizyon Lengyel-Epstein modelinin bir 6zel
durumu icin Hopf c¢atallanma analizi yapilarak difiizyonun Hopf ¢atallanmanin tipi
tizerindeki etkisi incelenecektir (Kayan ve Merdan 2017). Son olarak algoritmanin
yeni bir problemin Hopf catallanma analizinde nasil kullanilacagini gérebilmek i¢in
algoritma gecikme iceren reaksiyon-difiizyon tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimi
modeline uygulanacaktir (Kayan ve dig. 2017).

Niimerik problemlerde, algoritmay1 hizl1 bir sekilde uygulayabilmek icin MATLAB®
programi kullanilarak Boliim 4°te elde edilen biitiin kosullarin kontrolii ve formiillerin
hesabini saglayan bir kod yazilmistir. Bu kod sayesinde niimerik problemler i¢in k;, /;,
1 <i<4,vem;j, rij, 1 <i<4,i< j<4, katsay1 degerleri belirlendikten sonra hizl bir
sekilde sonuca ulagabilir ve farkl difiizyon katsayilari i¢in birden fazla hesaplama kisa
siire igerisinde yapilabilir. Bu boliimdeki niimerik orneklerin Hopf catallanma varlik
ve yon analizi ile ilgili biitiin hesaplamalar, algoritmanin MATLAB kodu kullanilarak
yapilacaktir.

5.1 Gecikmeli Tiimor-Bagisiklik Sistemi Etkilesimi Modeli

Bagisiklik bilimi (immunoloji) ve kanser arastirmalarindaki en 6nemli ve zorlayici
sorulardan biri, bagisiklik sisteminin kanser gelisimini ve ilerlemesini nasil
etkiledigidir. Bu soruya cevap arayan temel tiimor!-bagisiklik sistemi etkilesimi

Hiicrelerin anormal ¢cogalmasiyla olusan biiyiime. Cogalan hiicreler ya o bélgede kalir (iyi huylu
tiimor) ya da ¢ogalmaya devam eden hiicreler organizmanin diger bolgelerine yayilarak metastaz yapar
(habis tiimor: kotii huylu tiimor) (Url-14).
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modelleri Kuznetsov (1996) tarafindan Ozetlenmistir. Bununla birlikte, hedef
popiilasyona sahip bagisiklik bilesenlerinin etkilesim dinamiklerini ele alan
matematiksel modeller fazlasiyla idealize edilir. Ilgili siireclerin karmagikligi
nedeniyle gercek¢i modeller olusturmak olduk¢a zordur. Bu nedenle, baskin
bagisiklik olaylarinin bazilarini aciga ¢ikaran diisiik boyutlu basit modeller 6nermek
makuldiir. Caligmalarina yukaridaki bilgilerle giris yapan Bi ve Ruan (2013), bu
noktada okuyucuya habis bir timor ile bagisiklik sistemi arasindaki etkilesimleri
tanimlayan ve konumsal olarak homojen olan matematiksel modeller iizerine Eftime
ve dig. (2010) tarafindan yapilan incelemeyi tavsiye eder.

Tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimini modellemede esas alinan fikir, genellikle
efektor hiicrelerin! tiimor hiicrelerine saldirdigini ve bu hiicrelerin cogalmasinin,
timor hiicrelerinin mevcudiyetiyle uyarildigin1 varsaymaktir. Fakat modele dahil
edilmesi gereken bir gercek daha vardir: tiimor hiicreleri hem yogunlugu tiimoriin
boyutuna bagli olabilen bir efektor hiicre akisi meydana getirir hem de efektor
hiicrelerin yok olmasina neden olur. Bu nedenle, cogunlukla tiimor hiicrelerinin ve
bagisiklik sisteminin efektor hiicrelerinin etkilesimi icin iki boyutlu adi diferensiyel
denklem sistemleri kullanilir.

Tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimi modellenirken etkilesimi, avlanmadaki doyum
noktasini, tiimor hiicrelerinin biiylimesini ve efektor hiicre akigini temsil eden
terimleri biyolojik a¢idan makul olan farkli fonksiyonlarla ifade etmek miimkiindiir.
Bu nedenle, d’Onofrio (2005) tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimini

Do) [ f (x(6)) = & (x())y(0)]
;lt (5.1
d_f = Bx())y(t) — u(x(1))y(t) + oq(x(1)) + 6(1)

modeli ile tanimlamis ve incelemistir. Burada,

e x(t) ve y(t) swrasiyla timér hiicrelerinin ve efektor hiicrelerin ¢+ zamanindaki
boyutsuz yogunlugunu gostermektedir.

e f(x) fonksiyonu, tiimor hiicrelerinin nispi bityiime oranini”> tamimlamaktadir ve
0 < f(0) < oo, f'(x) < 0 kosullarini saglar. Ayrica f azalan bir fonksiyon iken
f(¥) = 0 olacak sekilde 0 < X < oo vardir ve

lim xf(x) =0

x—07*

dir. Bu kogullar sayesinde, f(x) yaygm olarak kullanilan tiimor biiyiime
modellerini ozetler. Ornegin, iistel modelde f(x) = 1 (Wheldon, 1988),
Gompertz modelinde f(x) = log(A/x) (Laird, 1964; Marusic ve dig., 1994;
Wheldon, 1988), lojistik modelde f(x) = 1— (x/A)" (Marusic ve dig., 1994),

IBelirli bir siirecin son cevabi veya islevini yerine getiren bir hiicre. Ornegin, bagisiklik sisteminin
ana efektor hiicreleri, aktive olmug patojenlerin yok edilmesinde ve viicuttan c¢ikarilmasinda rol alan
lenfositler ve fagositlerdir (Url-15).

ZBir popiilasyonun biiyiime oraninin, o popiilasyonun niifus biiyiikliigiine boliinmesi ile elde edilen
degere denir (Stewart, 2008).
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Hart ve dig. (1998) tarafindan caligsilan modelde f(x) =x~7,0 < y < 1 ve Guiot
ve dig. (2003) tarafindan calisilan modelde f(x) = x>/* — b olarak alinmustir.

e @(x), efektor hiicrelerin saldirist nedeni ile tiimor hiicrelerinin oraninda
meydana gelen kayiptr ve ¢(x) > 0, ¢(0) = 1, ¢'(x) < 0,
lim x¢(x) = ¢ < +o0 kogullarini saglar.
X—>+o0
e ¢(0) =1 ve g(x) artmayan veya basta artan sonra azalan bir fonksiyondur. Yani,
tiimoriin biiylimesi ya efektor hiicre akisini azaltir ya da en bagta akis1 uyarir.

e B(x), tiimoriin efektor hiicre proliferasyonu! iizerindeki uyaric1 etkisini modeller
ve B(x) >0, (0) =0, B’(x) > 0 kosullarim saglar.

e L (x), tumor hiicreleri ile etkilesimden dolay: efektor hiicre oraninda meydana
gelen kayiptir ve pt(x) > 0, u’(x) > 0 kosullarini saglar.

e O(t) > 0 immiinoterapiyi> modeller ve sabit, periyodik veya 6 (¢) = 0 olabilir.

(5.1) modelinin biyolojik temellere dayanarak genellestirilmis versiyonu

% = (1) [f(x(r)) — D(x(1), ¥(1))]
(5.2)

dy
= = BG0))y(e) = u(x(@))y(r) + oq(x(r)) +6(r)
d’Onoftrio ve dig. (2010) tarafindan ele alinmustir. Iki sistem arasinda asagidaki farklar
vardir:

e o¢(x) > 0ve g(0) = 1. Bu terim efektdr hiicrelerin tiimériin bulundugu bolgeye
akisini temsil eder. Bu akisin yogunlugu tiimoriin biiyiikliigiine baghdir. Daha
kesin bir ifade ile, bu terim artmayan veya basta artan sonra azalan bir yapiya
sahip olabilir. Bu ise kiiciik tiimorlerin efektor hiicre akisimi tetikleyebilirken
ileri evrelerdeki tiimorlerin ters etkiye sahip olabilecegi anlamina gelir.
Nitekim, Gabrilovich ve Hurwitz (2008) ve Schmielau ve Finn (2001)
caligmalarinda x >> 1 igin ¢/(x) < 0 iken kanserin ilerlemesinin genellestirilmig
bir immiinosupresyona® neden olabileceginin deneysel olarak gozlemlendigi
ifade edilmektedir (d’Onofrio ve dig., 2010).

e ®(x,y) efektor hiicrelerin saldirisi nedeni ile timér hiicrelerinin oraninda
meydana gelen kayiptir ve ®(x,0) = 0, ®(0,y) > 0 kosullarini saglar. Ayrica bu
etkilesim terimi tiimore gore azalan, efektor hiicreye gore artandir:

IP(x,y)
ox

dP(x,y)

<0 —_—

> 0.

!Ozellikle hiicreler icin kullanilir. Cogalma, artma anlama gelir (Url-16).

2Viicudun bagisiklik sistemini, kanserli hiicrelere kars1 daha kesin, etkili ve daha giiclii saldirilar
yapacak sekilde yiikselterek kanserli hiicrelerin bilylime ve yayilmasini durdurmay: veya hiicrenin
tamamen ortadan kaldirilmasini amaclayan tedavi yontemi (Url-17).

3Viicudun antijene karsi gosterecegi cevabin onlenmesidir, 6zellikle doku implantasyonunda
viicudun dokuyu kabullenmesi i¢in bagisikligin ortadan kaldirilmasidir (Url-18).
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Diger taraftan, bagisiklik sisteminin cok biiyiik bir tiimor tizerindeki diigiik
etkinligini modellemek icin

lim ®(x,y)=0

X—>-o0

kosulu ve efektor hiicre yogunlugunun cok fazla oldugu ideal durumda, tiimor
hiicrelerinin gerilemesini modellemek i¢in f(x) < L(x) < 4o olmak lizere

lim ®(x,y) =L
im ®(x,y) = Lix)

kosulu saglanir. Boylece son kosul ile efektor hiicre yogunlugunun ¢ok fazla
oldugu durumda

o ~x[f(x)—L(x)] <0

garanti edilmis olur. ®(x,y) fonksiyonu i¢in su ornekler verilebilir: d’Onofrio
(2005), @(x,y) = ¢ (x)y fonksiyonunu terih ederken Huisman ve de Boer (1997),

D(x,y) = H%icy Beddington-DeAngelis fonksiyonunu kullanmustir.

Tiimor-bagisiklik sistemi etkilesiminde Asachenkov ve dig. (1994) hiicrelerin
olusmas1 i¢in; Mayer ve dig. (1995) molekiiler iiretim, proliferasyon, hiicre ve
molekiillerin tasinmasi, hiicrelerin farklilasmasi! vb. icin belirli bir miktar zamana
ihtiyag oldugunu ifade eder. Bu nedenlerden dolayi, gecikmeli yanitlar
timor-bagisiklik sistemi etkilesimi i¢in goz ardi edilmemis ve gecikme terimi iceren
timor-bagisiklik sistemi etkilesimi modelleri kapsamli olarak calisilmistir (Bakiniz:
Byrne, 1997; Byrne ve Gourley, 1997; d’Onofrio ve Gandolfi, 2009; d’Onofrio ve
dig., 2010; Galach, 2003; Liu ve dig., 2007; Piotrowska ve Forys, 2011;
Rodriguez-Perex ve dig., 2007; Villasana ve Radunskaya, 2003 ve buralarda atifta
bulunulan kaynaklar).

d’Onofrio ve dig. (2010) immiinoterapinin olmadigi durumda, yani 6(r) = O iken,
(5.2) sisteminde efektor hiicre proliferasyonunu (¢ogalmasini) temsil eden f(x)
fonksiyonuna gecikme terimi eklemenin tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimini nasil
etkiledigini aragtirmak icin

L) () = D((t),3(0))]
;it (5.3)
D Blalr— 2)y(0) ~ 1x(0)y(0) + 09(x(0)

modelini
(x0(s),y0(s)) : [-7,0] — ]Ri

baglangi¢ kosullar1 ile birlikte ele almiglardir. Gecikme terimi degisirken hastalik
icermeyen denge noktasinin kararlilik yapisinin degismedigini, asikar olmayan denge
noktasinda ise Hopf catallanma meydana geldigini gostermislerdir.

IBir doku veya olusumun yapi veya gérev bakimindan kendine has ozellik tagiyacak sekilde
gelismesidir (Url-19).
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d’Onofrio ve dig. (2010) calismasim takiben Bi ve Ruan (2013) asagida verilen
gecikmeli tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimi modelini ¢alismiglardir:

D Ol =) = D((e),9(2)
jf (5.4)
Y = Bt~ (o)~ 0)y(0) + og(x(1) + 010).

Burada, 7; > 0O tiimor hiicrelerinin proliferasyonundaki (¢ogalmasindaki) gecikmeyi
ifade ederken 7, > O tiimor hiicrelerinin biiyiimesine bagli olarak uyarilan efektor
hiicrelerin ¢ogalma siirecini yansitir.

Eger ®(x,y) = ¢(x)y ve 71 = 7p = 0 alirsa (5.4) sistemi, d’Onofrio (2005) ve
d’Onofrio (2008) kaynaklarinda calisilan probleme doniisiir. 7; = 0 ve 7, # 0 alinirsa
(5.4) sistemi d’Onofrio (2010) tarafindan analiz edilen (5.3) sistemine doniisiir.
Dolayisiyla, sistem (5.4) bahsi gecen caligmalardaki modellerin bir genislemesi
olarak degerlendirilebilir.

Bi ve Ruan (2013), immiinoterapinin olmadigini, yani 6(¢) = 0 oldugunu, kabul
etmisler ve T; = 7, = 7 iken (5.4) sisteminin denge noktasindan periyodik ¢oziimlerin
catallanmasi i¢cin gereken kosullar1 belirlemislerdir. Ayrica Hassard ve dig. (1981)
kaynaginda n-boyutlu gecikmeli diferensiyel denklem sistemleri icin verilen
hesaplama yontemini kullanarak periyodik ¢oziimlerin Ozelliklerini tespit etmeyi
saglayan sisteme ait ¢;(0) Poincaré normal form katsayisini hesaplamiglardir. Bu
teorik sonuclara bir 6rnek vermek i¢in Bi ve Ruan (2013), d’Onofrio (2005)
tarafindan Onerilen

f(x)= 1.636(1—-0.002x), P(x,y)=y

1.131x

= — =0.00311x+0.3743 =0.1181
fonksiyonlarini 6(7) = 0 ve 7; = 7, = 7 iken (5.4) sisteminde yerine koyarak asagidaki

sistemi elde etmislerdir:

dx
dt
dy 1.131x(t—7)

dr 200901

x(1) [1.636(1 — 0.002x( — 7)) — y(1)]
(5.5)
(r) — (0.0031Lx +0.3743) () +0.1181.

Hastalik icermeyen denge noktast (0,0.315522), mikro denge noktasi
(8.18971,1.6092), pozitif bir denge noktasi (267.798,0.759765) ve makro denge
noktast (447.134,0.17298) olmak iizere (5.5) sisteminin dort farkli denge noktasi
oldugunu ifade eden Bi ve Ruan (2013), mikro denge noktasi i¢in (4.2) ile tanimlanan
degerleri

ki =0, ky = —0.0268,
ky =1.6902, k4s=0,

I = —0.005, I, =0.0456,

I3 =—0.0734, I3=0,

(5.6)
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olarak ve bu degerleri kullanarak (4.13a) ile tanimlanan karakteristik denklemin
katsayilarini

A=0.0734, B=0.07904, C=0.0268, D=-0.00845, H=0, (5.7)

seklinde  hesaplamiglardir.  Ayirca sistemin  pozitif denge noktalarindan
(8.18971,1.6092) mikro denge noktasinin T < 1.27248 iken yerel (lokal) asimptotik
kararli oldugunu, 7 = 1.27248 iken mikro denge noktasimin kararliligin
kaybetmesine bagl olarak sistemde siiperkritik Hopf catallanma meydana geldigini
ve ortaya ¢ikan periyodik ¢oziimlerin kararli oldugunu gostermislerdir.

Boliim 4’te sistem (4.1) icin elde ettigimiz biitiin sonuclar, Aciklama 4.1’den dolay1
di = d» = 0 alindi@inda (5.5) sistemi icin de gecerli olur. Boylece, Bolim 4’te
olusturulan algoritma ve algoritmanin MATLAB kodu d; = d, = 0 alinarak (5.5)
sistemi i¢in kullanilabilir.

Hopf catallanmanin varlik ve yon analizi i¢in Oncelikle (4.2) ile tanimlanan k;, /,
1 < i < 4, katsayilarina ihtiyactmiz vardir. Dikkat edilirse (5.6) ile verilen bu
katsayilardan k3 ve buna bagli olarak da (5.7) ile verilen katsayilardan B ve D, Bi ve
Ruan (2013) tarafindan yanlis hesaplanmistir. Hopf catallanma analizinde, 6zellikle
yon analizinde, ¢ok fazla de8isken iceren, cok uzun denklemler oldugu icin bu ve
benzeri hatalar ne yazik ki olasidir. Algoritmay1 olugturmamizin temel nedenlerinden
biri, Hopf catallanma analizinde yapilan karmagsik! hesaplamalara bagh olarak ortaya
cikabilen bu gibi hatalar1 ortadan kaldirmaktir. Her problem igin ayri, uzun ve
karmagsik hesaplamalar yapmak yerine sadece sistemin fonksiyonlarinin denge
noktasindaki ikinci dereceden Taylor polinomuna odaklanmak, yapilmasi muhtemel
hatalar1 en aza indirgeyecektir.

Cizelge 5.1: k3 = 1.6902 iken (5.5) sisteminin varlik analizi.

Formiil Deger Teorem 4.1’in kosullar:
(4.13a) H=0 V; kosulu saglanir.
H,; 0.1002 >0 .
Lemma 4.2 V; kosulu saglanir.
H, 0.0706 > 0

(4.16) Hy, §=—-0.0062 <0 V3 kosulu saglanir.

(4.18) w, =0.2618 Surf sanal 6zdeger ¢ifti 0.2618i
(4.21) To = 1.2725 Catallanma degeri.

Bi ve Ruan (2013) gibi k3 = 1.6902 alinip algoritmanin MATLAB kodu
kullanildiginda varlik analizi i¢in Cizelge 5.1 ve yon analizi icin Cizelge 5.2°de
verilen sonuglar elde edilir. Cizelge 5.1, sistemin (8.18971,1.6092) mikro denge
noktasinin 7 € [0,1.2725) iken yerel (lokal) asimptotik kararli oldugunu; 7 = 1.2725

!Ogelerinin veya gerekli islemlerin sayisinin ¢oklugu, cesitliligi yiiziinden anlagilmasi, yapilmast
gii¢ olan, komplike (Url 10).
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iken sistemin karakteristik denkleminin 4+0.2618; sirf sanal kok ciftine sahip olmasi
nedeni ile mikro denge noktasinin kararliligim1 kaybedecegini ve bu gecikme
degerinde sistemde Hopf catallanmanin ortaya ¢ikacagini; denge noktasinin
T > 1.2725 iken kararsiz kalacagini gosterir. Yani, Teorem 4.1’e gore sistem (5.5)
periyodik ¢oziimler ailesine sahiptir. Cizelge 5.2 ise Teorem 4.3’e gore bu periyodik
cozimlerin Ozellikleri hakkinda bilgi verir ve meydana gelen Hopf c¢atallanmanin
stiperkritik oldugunu soyler. Kayan ve Merdan (2017) kaynaginda belirtildigi gibi bu
sonuglar, Bi ve Ruan (2013) tarafindan elde edilen sonuglar ile ortiisiir.

Cizelge 5.2: k3 = 1.6902 iken (5.5) sisteminin yon analizi.

Formiil || Deger Teorem 4.3’e gore sonu¢

e V5 kosulu saglanir.
(4.79) || Re(c1(0)) = —0.1998 <0 e Periyodik ¢oziimler karariidrr.

e Hopf catallanma siiperkritiktir.

Periyodik ¢oziimler, catalanma
(4.80) || up =5.3436 >0

degerinden sonra ortaya cikar.

(4.81) T = 0.7035 > 0 Catallanma degerinden
. 2 — .

uzaklastik¢a periyot artar.

Catallanma degeri civarinda

Periyot ~ 24.0002 dir.

(4.82) Periyot

Simdi, (5.5) sisteminin Hopf catallanma analizini dogru degerler ile yapalim.
Oncelikle, (4.2) ile tanimlanan k;, [;, 1 < i < 4, katsayilar1 asagidaki gibi hesaplanir:

k1 =0, ky = —0.0268, |k3 =—8.1897| k4=0,
l1 = —0.0050, [, =0.0456, I3 =-0.0734, 14 =0.

(5.8)

Cizelge 5.3: Varlik analizi - Sistem (5.5).

Formiil Deger Teorem 4.1’in kosullar:
(4.13a) H=0 V; kosulu saglanir.
Lemma 4.2 H, 0.1002 >0 V; kosulu saglanir.

H, 0.3346 >0

(4.16) Hy, $=-0.1394 <0 V3 kosulu saglanir.

(4.18) w; =0.5767 Sirf sanal 6zdeger cifti +i0.5767.
4.21) 70 = 0.2669 Catallanma degeri.
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Karakteristik denklemin tanimlari (4.13a) ile verilen katsayilari ise (5.8)’deki degerler
kullanilarak

A=0.0734, [B=0.3756], C=0.0268, [D=-0.0410], H=0

seklinde elde edilir. (5.8) ile verilen katsay1 degerleri kullan1ldiginda Hopf ¢atallanma
varhk analizi algoritmas1 Cizelge 5.3’teki su sonuglar1 verir: sistemin
(8.18971,1.6092) mikro denge noktast T € [0,0.2669) iken yerel (lokal) asimptotik
kararhidir; 7 = 0.2669 iken sistem +0.5767i sirf sanal 6zdeger c¢iftine sahip oldugu
icin mikro denge noktast kararliligin1 kaybeder ve bu gecikme de8erinde sistemde
Hopf catallanma meydana gelir; mikro denge noktast T > 0.2669 iken kararsizdir.
Ayrica Teorem 4.1’e gore sistem (5.5), periyodik ¢oziimler ailesine sahiptir.

Teorem 4.3’e gore Hopf catallanmanin tipini ve periyodik c¢oziimlerin 6zelliklerini
belirlemek i¢in ¢ (0) Poincaré normal form katsayis1 hesaplanmalidir. Bu hesaplama
icin gerekli olan ve (4.30) ile tanimlanan katsayilarin sifirdan farkli olanlar1 asagidaki
gibi hesaplanmustir:

mipz = —0.0033, m;3=—1,
(5.9)
r|;3 = —0.0031, )y = —0.0016, 3 = 0.0284.

Bolim 4.3’te formiilleri verilen ve c¢;(0) Poincaré normal form Kkatsayisini
hesaplamak i¢in gereken degerler, katsayilar (5.8) ve (5.9) kullanilarak Cizelge 5.4 ve
Cizelge 5.5’teki gibi hesaplanmugtr.

Cizelge 5.4: Yon analizi i¢in gerekli degerler 1 - Sistem (5.5).

Diyagram Formiil Algoritma ile elde edilen deger
(4.39) ¢ = —0.0032 —0.0699i
Sekil 4.4 4.41) ¢* = —0.0090+0.0704i
(4.43) s =—0.0010+7.0568i

(4.572)-4.57b) | hy(0) = 0.0704i
~0.0019 - 0.0012i

Sekil 4.5 || (4.57¢)-(4.57d) hu(0)=( ’ )
—0.00282

(4.57e)-4.570) | hoa(0) = ( 0.0704i )

—0.0019+0.0012i
(4.58a) 20(0) = 0.0264 +0.0429i
Sekil 4.6 (4.58b) ¢11(0) = —0.0195i
(4.58¢) 202(0) = —0.0264 — 0.0970i
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Cizelge 5.5: Yon analizi i¢in gerekli degerler 2 - Sistem (5.5).

Diyagram Formiil Algoritma ile elde edilen deger
Sekil 4.9 (4.69b) W0 (0:0) = —0.1238 4+ 0.0482i
0.0047 +0.0005:
—0.107 .0478i
Sekil 4.10 (4.69¢) Wao(—0.2660;0) = | 1070 HO0478
0.0058 +0.0002i
Sekil 4.13 (4.75b) W11 (0:0) = —0.0676 —0.0032i
0.0002

Sekil 4.14 (4.75¢) Wi (—0.2669;0) =
0.0009

—0.0668 —0.0032 )

Sekil 4.15 || (4.572)-(4.57h) hy; (0) = ( " 0000880071 )

0.0004
Sekil 4.16 (4.58d) £21(0) =0.0001 +0.0053i
Sekil 4.17 4.79) ¢1(0) = 0.0005 — 0.0002i

Cizelge 5.6, sistem (5.5)’te meydana gelen Hopf catallanmanin yon analizi hakkinda
su bilgileri verir: Hopf catallanma subkritiktir ve catallanma degerinden 6nce ortaya
cikan periyodik ¢oziimler kararsizdir. Ayrica ¢atallanma degerine yeterince yakin iken
periyodik ¢oziimlerin periyodu yaklasik olarak 10.8955’tir ve bu periyot catallanma
degerinden uzaklastikca artar.

Cizelge 5.6: Yon analizi sonug - Sistem (5.5).

Formiil || Deger Teorem 4.3’e gore sonu¢

e V5 kosulu saglanir.
(4.79) || Re(c1(0)) =0.0005 > 0 e Periyodik ¢oziimler kararsizdir.

e Hopf catallanma subkritiktir.

Periyodik ¢6ziimler, catalanma
(4.80) || tp =—0.0027 <0 _
degerinden dnce ortaya ¢ikar.

(4.81) T = 0.0002 > 0 Catallanma degerinden
. = . >
’ uzaklastik¢a periyot artar.

Catallanma degeri civarinda

Periyot ~ 10.8955 dir.

(4.82) Periyot

129



Algoritmay1 kullanarak ulagtiimiz bu teorik sonuglart desteklemek iizere MATLAB
DDE (Delay Differential Equations) paketi kullanilarak (5.5) sistemi icin asagidaki
simiilasyonlar elde edilmistir. Bu simiilasyonlardan Sekil 5.1 ¢atallanma degerinden
kiicik T = 0.05 € [0,0.2669) gecikme degerinde denge noktasinin yerel (lokal)
asimptotik kararli oldugunu gostermekte iken Sekil 5.2 catallanma degerinden kiigiik
fakat catallanma degerine daha yakin 7 = 0.1 € [0,0.2669) gecikme deZerinde
kararhili§in zayiflamaya bagladigini gosterir.

13,2“5;:” 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 13,2“5;:” 300 350 400 450 500 0 10 20 30 © 40
Sekil 5.1: T=10.05 < 129 iken (xg,y0) = (6,0.8) baslangi¢ degerine sahip tiimor hiicre

yogunlugu ¢oziim grafigi solda, efektor hiicre yogunlugu ¢oziim grafigi ortada ve (5.5)
sisteminin faz portresi sagda verilmistir.

Sekil 5.2: T =0.1 < 1o iken (x0,y0) = (6,0.8) baslangi¢ degerine sahip timor hiicre
yogunlugu ¢oziim grafigi solda, efektor hiicre yogunlugu ¢oziim grafigi ortada ve (5.5)
sisteminin faz portresi sagda verilmistir.

Sekil 5.3’ten T = 1o = 0,0.2669 iken (8.18971,1.6092) mikro denge noktasinin
kararsizligimin zayif oldugu goriilmektedir. Tanim 3.1, catallanma degerinde denge
noktasi zayif bir sekilde itici ise Hopf ¢atalanmanin subkritik olarak adlandirildigim
sOyler. Boylece Hopf catallanma subkritiktir. Ayrica Sekil 5.4, catallanma degerinden
bilyik 7 = 0.3 > 7 gecikme degerinde denge noktasinin kararsiz oldugunu
gostermektedir. Sonu¢ olarak bu simiilasyonlar algoritma ile elde edilen sonuclari
destekler.

Dikkat edilirse hatal1 k3 katsay1 degeri kullanildig1 durumdan farkli bir sonug ortaya
cikmustir: Hopf catallanmanin tipi degismistir. Yani, tek bir katsayida yapilan basit bir
hatayla yapilan analiz sonucu elde edilen bilgiler, sistemin gercek dinamigini
yansitmamaktadir. Bu da bize gercek yasam problemlerine dogru katkida
bulunabilmek icin matematiksel modellerin analizindeki hata ihtimalini en aza
indirgememiz gerektigini gosterir. Bu tezde elde edilen algoritmanin amaglarindan
birisi budur.
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Sekil 5.3: T = 19 = 0.2669 iken (xo,y0) = (6,0.8) baslangic degerine sahip timor
hiicre yogunlugu ¢oziim grafigi solda, efektor hiicre yogunlugu ¢6ziim grafigi ortada
ve (5.5) sisteminin faz portresi sagda verilmistir.

o 5 10 15 2 25 3 3B 40 45 &0 0 5 0 15 20 25 3 3 40 45 &0 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Zamant Zaman't xt)

Sekil 5.4: 1 =10.3 > 1 iken (xp,y0) = (6,0.8) baslangi¢ degerine sahip tiimor hiicre
yogunlugu ¢oziim grafigi solda, efektor hiicre yogunlugu ¢oziim grafigi ortada ve (5.5)
sisteminin faz portresi sagda verilmistir.

5.2 Gecikmeli Reaksiyon-Difiizyon Av-Avc1 Modeli

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin matematiksel biyoloji/ekoloji alanindaki
uygulamalarindan biri basit bir ekosistemde! av-avci iligkisini modellemektir.
Ornegin, av ve avci olmak iizere sadece iki tiir hayvanmin bulundugu kapali, yani ice
veya disa gociin izin verilmedigi, bir ekosistem diisiinelim. Bu ekosistemde avci, av
ile; av, ekosistemdeki iiciincii bir besin (6rnegin bitki ortiisii) ile beslenerek basit bir
besin zinciri olustursun. Bu ekosistemde, av ve avci tiirlerinin ¢evresi ve evrimi
hakkinda asagidaki varsayimlar saglansin:

e Av hayvanlarinin her zaman sinirsiz besin kaynagi vardir.

e Avcinin yoklugunda, av popiilasyonu popiilasyonun biiyiikligii ile orantili olarak
artar (iistel bilyiime).

e Avin yoklugunda, avci popiilasyonu popiilasyonun biiyiikliigii ile orantili olarak
azalir (avci popiilasyonu yok olur).

e Hem avin hem de avcinin bulundugu durumda, ekosistemde rastgele dolasan avci
popiilasyonundaki artis ve av popiilasyonundaki azalis tiirlerin karsilasma sikliklar
ile orantili olarak gerceklesir.

IBir alandaki canli birliklerin ve cansiz varliklarin hepsinin birden olusturdugu sistem.
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Resim 5.1: Alfred James Lotka

Alfred James Lotka, 2 Mart 1880 tarihinde daha once Polonya’nin bir
parcast olan Lwéw’da (Avusturya - Macaristan) dogdu. Lisans derecesini
1901°de Birmingham Universitesinden aldi. 1901-1902 yillar1 arasinda
Leipzig Universitesinde fizikokimya alaninda lisansiistii caligmalar yapt1.
Yiiksek lisans derecesini, fizik dalinda 1909 yilinda Cornell Universitesinden
aldi ve 1909-1912 yillar1 arasinda Birmingham Universitesinde doktora
egitimini tamamladi. Matematiksel niifus bilimi alanindaki calismalar1 1907
yilindan 1939 yilana kadar devam etti. 1920°deki caligmasinda, biyolojik
sistemlerde soniimsiiz ve kalici salinimlar ortaya ciktigini kanitladi (Lotka,
1920). Alfred James Lotka, yardimec1 kimyager, yardimcr fizikgi, Scientific
American Magazine dergisinin Scientific American Supplement haftalik
ekinde editor ve Johns Hopkins Universitesinde &gretim elemani olarak
calisti. 1924°te New York Metropolitan Hayat Sigorta Sirketi’nde istatik¢i
olarak basladig1 gorevine 1947°de emekli olana kadar devam eden Lotka, 5
Aralik 1949 tarihinde New York’ta 6ldii. Lotka, kimya, fizik, epidemiyoloji ve
biyoloji konularinda yaklagik yiiz makale yayimladi. Bu makalelerin yaklasik
yarisi niifus konularina ayrilmigtir. Ayrica alt1 kitap yazdi (Anisiu, 2014).

Boyle bir ekolojide iki tiiriin (av ve avcr hayvanlar) varlik miicadelesini modelleyen
denklemler, iki bilim insaninin adim tasir: Lotka ve Volterra (Anisiu, 2014). Av-avci
etkilesimi problemi, Lotka tarafindan 1920°de, Volterra tarafindan 1926’da tartisilmig
ve bu iki bilim insan1 farkl iilkelerde yasamis, farkli mesleki ve yasam tecriibelerine
sahip olmus olmalarina ragmen aym: sonuca ulagsmislardir: iki tiiriin etkilesimi,
popiilasyonlariin periyodik salinim yapmasina neden olur.

Av-avci etkilesiminde, Volterra kendi calismasindaki farkliliklart da ifade ederek
Lotka’nin onceligini kabul etmistir. Boylece, bu popiilasyonlarin biiyiikliiklerindeki
degisimi tamimlayan, periyodik c¢oOziimlere sahip denklemlere Lotka-Volterra

denklemleri denilmistir.

Vito Volterra, 3 Mayis 1860 tarihinde o zaman

Papalik Devletlerinin bir

parcast olan Ancona’da c¢ok fakir bir Yahudi ailesinde diinyaya geldi.

1883 yilinda Pisa Universitesinde makine bilimi (rational mechanics)

profesorii olarak atandi. 1884 yilinda basladigi simdi Volterra integral

denklemleri olarak adlandirilan denklemler iizerine yaptigi en iinli
caligmasi, 1896 yilinda yayimlandi. Cok degisenkenli fonksiyonlar fikrinin

bir genellestirmesi olarak fonksiyoneller teorisi,

yilindan itibaren yayimlanan bir dizi yaym ile gelistirildi. Bu yayinlar
fonksiyonel analizin modern teorisinin baglangici oldu. Vito Volterra, 1892°de
Turin Universitesinde mekanik profesorii ve 1900’de Roma La Sapienza
Universitesinde matematik fizigi profesorii oldu. Birinci Diinya Savagt’nin
baglangicinda Italyan Ordusu’na katildi ve hava gemileri gelistirmeye calisti.

Birinci Diinya Savasi’ndan sonra Volterra, dikkatini matematiksel fikirlerini

Volterra tarafindan 1887

biyolojiye uygulamaya cevirdi. Accademia Nazionale dei Lincei, Volterra’nin

yayinlarini, notlarin1 ve anilarinin ¢ogunu 3000

sayfalik 5 ciltte topladi. Resim 5.2: Vito Volterra

Volterra’nin ilk yaym 1881 yilinda yayimlanirken son yaymm 1939-1940

yillarinda kendisi neredeyse sekseninde iken yayimlanmigtir. Volterra, 11
Ekim 1940 tarihinde hayata veda etmistir (Anisiu, 2014).

Lotka-Volterra denklemleri, dogal biiyiime, dogal o6lim ve etkilesim oranlarini
birlestirerek av ve avci popiilasyonundaki degisimi

d_u
dt
dv

dt

= ow(r) — Bu(t)v(t)
(5.10)

= = v(1) + Su(r)v(r)
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sistemiyle tanmimlar. Burada, u(t) ve v(f) sirasiyla ¢ zamanindaki av ve avci
popiilasyon yogunlugunu gostermektedir; &, [, v ve & pozitif katsayilardir. Bu
modelde, av popiilasyonundaki degisim, popiilasyonun dogal biiyiimesi ile avlanildig
miktarin farki ile ifade edilir. Avcl popiilasyonunun degisimi ise avlanmaya bagh
biiylimeden dogal 6liim oram ¢ikarilarak tanimlanir.

Temel av-avcr (5.10) sisteminin belirgin bir eksikligi vardir: av popiilasyonunu,
avcinin yoklugunda katlanarak, smirsiz bir sekilde biiyiir. Bu gercek¢i olmayan
davranig, listel biiylime teriminin lojistik biiylime ifadesiyle degistirilmesi sonucu
diizeltilebilir. Boylece, av popiilasyonu, lojistik denklem tarafindan verilen cevresel
tasima kapasitesinde dengelenir (Url-20). Diger taraftan, avci tiirii avlanmak icin
kendi igerisinde bir yarisa girebilir. Bu durum, ikinci denklemdeki dogal oliim
teriminin degistirilmesi ile (5.10) sistemine dahil edilebilir (Url-21). Bu gercgekleri
baz alarak Volterra (1931), n tane tiir icin genel bir teori gelistirmigtir. Bu teoride
n = 2 alindiginda agagidaki sistem elde edilir (Anisiu, 2014):

du

= = u(0) o= Au()] = Bu(r)v(r)

dv (5.11)
== V(O [y —xv(0)] + Su(t)v(r).

Gercek yasamda, bir tiirlin niifusunun biiyiime hizi ¢cogu zaman tiiriin kendi
popiilasyonundaki veya tiiriin etkilesim halinde oldugu bagka bir popiilasyondaki
degisikliklere hemen yanit vermez, belirli bir zaman aralifindan sonra yanit verir
(May, 1973). Ornegin, Volterra (1929) calismasinda, tiirlerin popiilasyonlarinda
belirli bir zaman araliginda meydana gelen artisin, aslinda bu zaman araligindan
onceki bir donemde alinan besinlere bagl oldugu ifade edilmistir ve tiirlerin ge¢mis
etkilesimlerini iceren bir model gelistirilmistir (Anisiu, 2014). Av-avci
etkilesimindeki ge¢mise diger bir baglilik ise av ve avci tiirlerin tireme olgunluguna
erisme siireleridir. Avin lireme olgunluguna ulagma siiresi T nun (5.11) sistemine
dahil edilmesi ile

Z_? = u(t)[r —anu(t—1)—apnvt)]
a (5.12)
i v(t) [=ry 4 axu(t) —axnv(t)]

sistemi elde edilir. Burada, r; ve a;j, i, j = 1,2 pozitiftir. riaz; —rpaj; > 0 olmak iizere

sistem
Ef= (0,0), E3= <—” ,o), Ej = (0,——r2 )
ar ann

B ( riaxp+rajix - riaz) —raip )
4 — ’ )
ajlaxy +aipax ajax +appaz

denge noktalarindan yalmzca Ej pozitiftir. Ruan (2001), E} denge noktasinin lineer
kararlilik analizini yaparak denge noktasinin mutlak kararli olmasi, yerel (lokal)
asimptotik kararli olmasi, kararlilik yapisinin degismesi ve (5.12) sisteminde Hopf
catallanma meydana gelmesi i¢in gerekli kosullari belirlemistir. Song ve Wei (2005),
lokal Hopf catallanma analizi ile (5.12) sistemi i¢in varlig1 garanti edilen ve E denge

133



noktasindan catallanan periyodik ¢oziimlerin 6zelliklerini belirlemis ve bazi kosullar
altinda global olarak da mevcut olduklarim1 gostermislerdir.

Zuo ve Wei (2011), (5.12) modeline tiirlerin bulunduklar1 kapali ekosistemdeki
konumsal diftizyonunu dahil ederek

du(t,x) _ av(t,x)

pu— >
o o 0, xe{0,x}, t>0

Neumann sinir kogullar ve
u(t,x) =up(t,x) 20, xel0,7], 1e[-7,0],
v(t,x) =vo(t,x) >0, xe€[0,x], t€[-1,0]

baslangic degerlerine sahip

2
du(t,x) J 0 u(t,x) +u(t,x) [r] —ayu(t —7,x) — ajpv(t,x)]

= 1—2

; ot azax (5.13)
t, l

M) T L o,3) [+ amralen) - (e, )

sistemini elde etmislerdir. Burada d; ve d, sirasiyla av ve avcinin difiizyon
katsayilaridir. Av ve avcinin bulundugu kapali ekosistemdeki i¢ ve dig yonli goclere
izin olmamasi, homojen Neumann sinir kosullar ile temsil edilir. Zuo ve Wei (2011),
E} denge noktasinin lineer kararliik analizi sonucu (5.13) sisteminde Hopf
catallanma meydana geldigini gostermiglerdir. Ayrica ortaya c¢ikan periyodik
coziimlerin Ozelliklerini belirlemek i¢in yon analizi yapmigslardir. Elde ettikleri teorik
sonuglari

&ug,x) _ 0.2% +u(t,x) [1 —u(t —1,x) —v(t,x)]
t e (5.14)
ov(t,x) 38 v(t,x) +v(t,x) [ 1 4 8u(t,x) — Tv(t,x)]

ar ox2

sistemine uyguladiklarinda, bu sistemin Ej = (0.5333,0.4667) pozitif denge
noktasinin 7 € [0,21.3827) iken yerel (lokal) asimptotik kararli, T > 21.3827 iken ise
kararsiz oldugunu gormiislerdir. Ayrica T = 21.3827 iken (5.14) sisteminde subkritik
Hopf catallanma meydana geldigini, catallanma degerinden Once ortaya c¢ikan
periyodik ¢oziimlerin kararsiz oldugu sonucuna ulagmislardir.

Difiizyonun sistemler tizerindeki etkisi merak edilen konulardan biridir. "Modellerin
reaksiyon-difiizyon terimi ile daha gercekci hale gelmesi, modelin dinamigi ile ilgili
elde edilen sonuglar1 degistirir mi?" sorusunun yaniti i¢in reaksiyon-difiizyon
sistemlerinin d; = d, = 0 durumu i¢in de analiz edilmesi gerekir.

Simdi, diftizyonun (5.14) reaksiyon-difiizyon sistemine etkisini arastiralim.
Oncelikle, (5.14) sisteminin d; = d, = 0 iken Hopf catallanma analizi asagidaki
sisteminin analizine denktir (Ac¢iklama 4.1):
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— = u(t)[1 —u(t — 1) —v(1)]
(5.15)
— = v(t) [~ 1+8u(t) — Tv(r)].

Boliim 4’te elde edilen algoritma kullanilarak (5.15) sistemi i¢in Cizelge 5.7’°de verilen
degerler elde edilmistir. Bu degerlere gore E} = (0.5333,0.4667) denge noktas1 mutlak
kararlidir ve dolayistyla, (5.15) sisteminde Hopf ¢atallanma meydana gelmez.

Cizelge 5.7: Mutlak kararlilik analizi - Sistem (5.15).

Formiil Deger Sonug

(5.15) sisteminin karakterisitik

denklemi, (4.15) formundadir.

(4.13a) H=0

H,; 3.8000 >0 Denge noktas1 £} = (0.5333,0.4667),
Lemma 4.2
H; 3.7333 >0 7 = 0 iken yerel (lokal) asimptotik kararhdir.
R? — 48 =37.3002 > 0, Denge noktasi Ej = (0.5333,0.4667),
Lemma 4.4
Hs, R=6.4044 > 0 ve her 7 > 0 icin yerel (lokal) asimptotik

§=0.9292 > 0. kararhdir, yani mutlak kararlidir.

Bu sonuglar1 destelemek amaciyla, (5.14) sistemi icin FORTRAN programini ve (5.15)
sistemi icin MATLAB DDE (Delay Differential Equations) paketini kullanarak bazi
simiilasyonlar elde edilmistir.

Gecikme degeri T = 15 olarak, yani 21.3827 catallanma degerinden Kkiiciik,
secildiginde difiizyonun olmadigi durumdaki c¢oziim egrileri Sekil 5.5 ile ve
difiizyonun varligindaki ¢6ziim egrileri Sekil 5.6 ile verilmistir. Bu simiilasyonlar
bize her iki durumda da Ej = (0.5333,0.4667) denge noktasinin yerel (lokal)
asimptotik kararl oldugu gosterir.

05 04 04
0 20 4 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 05 051 052 053 054 05 05 05 05
aaaaaaaaaaaa ut)

Sekil 5.5: dy =d, =0 ve 7 =15 < 21.3827 iken (ug,vp) = (0.5,0.4) baslangi¢
degerine sahip av popiilasyon yogunlugunun ¢dziim grafigi u(t) solda, avci popiilasyon
yogunlugunun ¢oziim grafigi v(¢) ortada ve (5.15) sisteminin faz portresi sagda
verilmisgtir.
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Sekil 5.6: dy = 0.2, dy =3 ve T = 15 < 21.3827 iken u(x,0) = 0.5333 + 0.02cos(x)
ve v(x,0) = 0.4667 +0.03 cos(x) baslangi¢ deger fonksiyonlarina sahip av popiilasyon
yogunlugunun ¢oziim grafigi u(z,x) solda ve aver popiilasyon yogunlugunun ¢6ziim
grafigi v(z,x) sagda verilmistir.

Gecikme degeri 7 = 21.3827 olarak, yani ¢atallanma degerine esit, secildiginde elde
edilen simiilasyonlar Sekil 5.7 ve Sekil 5.8 ile verilmistir. Bu simiilasyonlara gore,
difiizyonun olmadigi durumda E} = (0.5333,0.4667) denge noktas: Sekil 5.7°de
goriildiigii gibi yerel (lokal) asimptotik kararli iken difiizyonun varliginda (5.14)
sisteminin ¢coziim egrileri Sekil 5.8’deki gibi periyodik bir yapiya sahiptir.

048 048
§D54 2048 Zos.
0.44 044

0.42 042

05 0.4 04
0 20 40 B0 80 100 120 140 180 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 180 80 200 05 051 05 053 054 05 08 05 058
)

Zamant Zamant

Sekil 5.7: dy = dy = 0 ve T = 21.3827 iken (up,vo) = (0.5,0.4) baslangi¢c degerine
sahip av popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi u(r) solda, avci popiilasyon
yogunlugunun ¢oziim grafigi v(r) ortada ve (5.15) sisteminin faz portresi sagda
verilmistir.

Sekil 5.8: dj = 0.2, d =3 ve T = 21.3827 iken u(x,0) = 0.5333 + 0.02cos(x) ve
v(x,0) = 0.4667 + 0.03 cos(x) baslangi¢ deger fonksiyonlarina sahip av popiilasyon
yogunlugunun ¢oziim grafigi u(z,x) solda ve aver popiilasyon yogunlugunun ¢6ziim
grafigi v(z,x) sagda verilmistir.
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Gecikme de8eri T = 25 olarak, yani 21.3827 catallanma degerinden biiyiik,
secildiginde Sekil 5.9 bize difiizyonun olmadigi durumda E} = (0.5333,0.4667)
denge noktasinin kararlilik yapisini hala korumakta oldugunu gosterir. Sekil 5.10°da
ise aym gecikme degerinde difiizyonun Ej = (0.5333,0.4667) denge noktasini
kararsiz hale getirdigi goriilmektedir.

100 120 140 180 180 5.
Zaman t Zamant uft)

Sekil 5.9: dy =d, =0 ve T =25 > 21.3827 iken (ug,vp) = (0.5,0.4) baglangi¢
degerine sahip av popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi u(z) solda, avci popiilasyon
yogunlugunun ¢oziim grafigi v(¢) ortada ve (5.15) sisteminin faz portresi sagda
verilmisgtir.

Sekil 5.10: dy = 0.2, dp =3 ve T =25 > 21.3827 iken u(x,0) = 0.5333 +0.02cos(x)
ve v(x,0) = 0.4667 +0.03 cos(x) baslangi¢ deger fonksiyonlarina sahip av popiilasyon
yogunlugunun ¢oziim grafigi u(,x) solda ve avcr popiilasyon yogunlugunun ¢oziim
grafigi v(z,x) sagda verilmisgtir.

Sonug olarak av-avci etkilesimi analizinde difiizyon terimi icermeyen (5.15) sistemi
kullanildiginda avin tireme olgunluguna erismek icin ihtiya¢ duydugu siire ne olursa
olsun popiilasyonlarin yogunlugunun E; = (0.5333,0.4667) denge degerine
ulasacag1 goriiliir. Fakat, difiizyonu ihtiva ettigi icin daha gercekci olan (5.14)
sistemine gére popiilasyonlarin yogunlugunun E; = (0.5333,0.4667) denge degerine
ulasip ulasamayacagi, avin iireme olgunluguna erismek icin ihtiya¢ duydugu siireye
baghdir. Bu ise bize gercek yasam problemleri hakkinda gercek¢i sonuglar elde
edebilmek icin difiizyon teriminin ihmal edilmemesi gerektigini gosterir.

Difiizyonun etkisini inceleyebilmek i¢in modellerin farkl difiizyon degerleri i¢in pek
cok kez analiz edilmesi gerekir. Boliim 4’te elde edilen algoritmanin MATLAB kodu
ile bir modelin farkl1 difiizyon katsayilar1 kullanarak hizli bir sekilde analizini yapmak
miimkiindiir.
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5.3 Gecikmeli Reaksiyon-Difiizyon Lengyel-Epstein Modeli

Morfogenez!' alamindaki en eski ve en iyi bilinen 6rneklerden biri, 1744 yilinda
Abraham Trembley tarafindan kesfedilen hidra rejenerasyonudur? (Sekil 5.11).
1952’de Alan Turing, biyolojik desen ve sekil olusumunda (pattern formation) énemli
bir yeri olan hidra rejenerasyonunu modellemeye calisirken "difiizyon odakl
kararsizlik" fikrini ileri stirmiistiir (N1 ve Tang, 2005).

Besinler ~ Atiklar

Birka¢ milimetrelik bir hayvan olan Hidra, on bes civarinda
farklr tiirde yaklasik 100.000 hiicreden olugur. Uzunlugunun bir
ucunda yer alan bir bag bolgesi vardir. Hidra iizerinde yapilan
tipik deneyler, bas bolgesinin bir kisminin ¢ikarilmasi ve viicut
kolonunun diger boliimlerine nakledilmesini igerir. Nakledilen
alan (eski) kafadan yeterince uzakta ise yeni bir bas olusur.
Bu gozlemler, yavas yavas yayilmakta olan bir aktivator ve
hizla yayilan bir inhibitr olmak iizere iki kimyasal maddenin

varliginin varsayimina yol agmstir (Ni, 1998).

Resim 5.3: Hidra hayvam

Uzun yillar boyunca difiizyonun, kararsiz bir denge noktasinin kararli hale gelmesi
gibi, sadece karmagik yapidaki sistemleri diizenli hale getirdigine inanmilmistir
(Bilazeroglu, 2012). Fakat Turing (1952), farkli difiizyon oranlarinin, iki etkilesimli
maddeden olusan bir sistemde, reaktantlarin® homojen olmayan dagilimlarina yol
acabilecegini savunmustur (Ni ve Tang, 2005). Kararli bir denge noktasinin
difiizyonun varliginda kararsiz hale gelebilecegini ve biyolojik sistemlerde sik sik
kargilagilan diizgiin olmayan desen ve sekil olusumunun, kararlilik yapisinda
meydana gelen bu degisiklikle aciklanabilecegini ifade etmistir (Yi ve dig., 2008). Bu
kararsizliga "Turing tipi kararsizlik" veya "diftizyon odakli kararsizlik" denir.

- > Rejenerasyon Biiyiime
Vv — T’ —

Sekil 5.11: Hidra rejenerasyonu.

Turing’in bu yaklasimi biyoloji, kimya, yari iletken fizigi, yildiz olusumu, ekonomi
gibi alanlarda calisan pek cok arastirmacinin dikkatini ¢cekmis ve teorik anlamda
kabul gormiistiir (Epstein ve Pojmann, 1998). Ornegin, Gierer ve Meinhardt (1972),

!'1-Bir canlinin gelismesi ya da ontogenisi sirasinda biiyiime ve hiicre farklilasmast ile 6zel seklini
almasi olayi. 2-Hiicrelerin embriyolojik olarak farklilagmasi (Url-22).

2Organizmada yikimlanmis doku ve hiicrelerin yerine aym morfolojik yapida ve ayni islevi géren
yeni bir dokunun meydana gelmesi (Url-23).

¥Kimyasal reaksiyona dahil olan bir molekiil, reaktan (Url-25).
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bu fikri hidra rejenerasyonunu modellemede teorik acidan bagarili bir sekilde
geligtirmistir. Fakat Turing’in bu devrimci fikri, hidra icin bu tarihe kadar deneysel
olarak heniiz dogrulanamamistir (Ni ve Tang, 2005).

23 Haziran 1912 tarihinde Londra’da diinyaya gelen Alan Mathison Turing
on dort yagina geldiginde Dorset’te bulunan Sherborne Okulu’na baglar.
Sherborne’dan sonra Cambridge’de Kings College’a kaydolur ve burayi
Matematik Onur Ogrencisi olarak bitirir. 1936 yilinda, daha sonraki yillarda
bilgisayar biliminin temel yapi tas1 olarak kabul gorecek olan Hesaplanabilir
Sayilar: Karar Verme Probleminin bir Uygulamasi makalesini yazar. Bu
makalede tinlii matematik¢i Kurt Godel’in 1931°de yaptig1 hesaplamalart
yeniden ve daha basit olarak formiile eder. Bu formiilasyon sirasinda,
herhangi bir bilgisayar algoritmasini simiile etmeye yarayan ve kendi icadi
soyut bir diizenek olan Turing makinesi kavramini da ortaya atar. Makine
kavrami, Turing tarafindan ilk defa ortaya kondugunda goriiniirde somut bir
mekanizma yoktur. Makine iki yonde sonsuz uzunlukta oldugu varsayilan
ve lizerine karakter basilabilen bir kagit serit, bu seridi okuyabilen ve
iizerine yazabilen bir kafa ve belirli sayida komutlar iceren bir komut
tablosundan olugur. King’s College’dan mezun olduktan sonra ABD’ye giden
Turing 1936-1938 yillar1 arasinda Princeton Universitesinde doktora yapar.
Burada matematik ve kriptoloji (sifrebilim) tizerine ¢alisir, 1938 yilinda
II. Diinya Savaginin gobegindeki Ingiltere’ye geri doner ve bir siireligine
Alman deniz kuvvetlerine ait sifrelerin kirtlimi igin calisan kriptoanaliz
ekibinin bagina getirilir. Alman hiikiimeti, savas sirasindaki haberlesmesinde
degisen sifreli mesajlar kullanmaktadir ve bu sifreleri Enigma adi verilen
bir makine ile olusturmaktadir. Bu gorevdeyken, Alman sifrelerini kirmak
icin farkli yontemler gelistirir ve Enigma cihazi tarafindan iiretilen sifreleri
kirmaya yarayan Bombe isimli bir elektromekanik makinenin tasarimina
katkida bulunur. Dijital bilgisayarlara giden ilk adim olarak goriilen Bombe
cihazlari, Nazileri sifreli mesajlarin1 desifre ederek miittefik devletlere Nazi
Almanyas1 karsisinda ¢ok biiyiik bir avantaj saglar. Turing sayesinde pek

¢ok kisinin hayati kurtulur ve savasin seyri Nazilerin aleyhine doner. 1949 ‘
yilinda, "Bilgisayar Mekanizmasi ve Zeka" isimli iinlii makalesini yazar. Bu
makalede 6zell.ikle yapay zeka konularina deginf?n Turing, bir makinenin Resim 5.4: Alan
"akilli" sayilabilmesi i¢in gereken standartlari belirleyen bir deney tasarlar. . .
Turing testi ad1 verilen bu test, makinenin kargisindaki denegin, gérmeden Mathison Turlng
iletisime gectigi seyin makine mi yoksa insan mi oldugunu tahmin etmesi

esasina dayanmaktadir. Son yillarinda matematiksel biyoloji iizerine galigir.

Ozellikle bitkisel yapilarda goriilen Fibonacci rakamlarini inceler ve 1952

yilinda yazdigi "Morfogenez’in Kimyasal Kokenleri" isimli makalesinde

dogada gozlemlenen ¢izgi, benek ve spiral gibi diizensiz yapilarin homojen

ve diizenli bir durumdan nasil koken aldiklarini agiklar. Bireysel tercihleri

yiiziinden yargilanan, ugradig1 ayrimeilik ve baski nedeniyle intihar eden Alan

Turing 1954 yilinda, 42. yas giiniinden birka¢ hafta nce evinde 6lii bulunur.

O giine dek ortaya stirdiigii fikirler bilgisayar ve yapay zeka konularinda

c1gir acmisti, belki yasasaydi bilim ve insanlifa ¢ok daha fazla katkida

bulunacakti. Ama toplumsal tahammiilsiizliik bu dahinin aramizdan ¢ok erken

yasta ayrilmasina neden oldu (Url-26).

Bu anlayis, uzun yillar boyunca deneysel olarak desteklenemese de, ilk kanit Castets
ve dig. (1990) ve De Kepper ve dig. (1991) tarafindan CIMA reaksiyonu ile
gozlemlenmigtir (Ni ve Tang, 2005). CIMA reaksiyonunun 5 farkli reaktanttan
olugmasgi, onun matematiksel olarak tanimlanmasini karmagik hale getirir. Bununla
birlikte, Lengyel ve Epstein (1991, 1992), CIMA reaksiyonundaki bes reaktant
maddenin {igiiniin neredeyse sabit kaldigin1 goézlemlemis ve reaksiyonu
Lengyel-Epstein Modeli olarak adlandirilan asagida verilen 2 X 2 sisteme
indirgemislerdir (Ni ve Tang, 2005):
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du(t,x) u(t,x)v(t,x)

= Au(t,x)+a—u(t,x)—4

- T+u2(t,x) (5.16)
ov(t,x s |
((;t ) . [cAv(t,x) +b (u(t,x) - %)} .

Burada, A = Y, 9?/dx? Laplace operatorii; Q C R” sinirli bir kilme olmak iizere
u(t,x) ve v(t,x), sirastyla, t > 0 zamanindaki ve x € Q noktasindaki aktivator iyodiiriin
(I") ve inhibitor kloriiriin (CIO; ) konsantrasyonu; a > 0 ve b > 0 konsantrasyonla
ilgili parametreler; ¢ > 0 aktivator ve inhibitoriin difiizyon katsaylar1 oran1 ve ¢ > 0
skale parametresidir. CIMA reaksiyon modeli hakkinda daha fazla bilgi icin Epstein
ve Pojman (1998) kaynagina bagvurulabilir.

Resim 5.5: Morfogenez iizerine yaptigir calismalariyla baglantili olarak Turing
tarafindan yapilan 6rnek ve hesaplamalar1 gosteren renkli diyagramlar (Url-24)

Ni ve Tang (2005), uo(t,x), vo(t,x) € C2(Q,R) NC(Q,R) olmak iizere

du(t,x) _ av(t,x)

=0 Q >0
ox ox y X35 -

Neumann sinir kosullar ve

u(t,x) =up(t,x) >0, x€Q, te[-1,0],

v(t,x) =vo(t,x) >0, xe€Q, te-1,0]

baglangi¢ degerlerini kullanarak (5.16) reaksiyon-difiizyon sisteminde kiiciik difiizyon
oranlar1 icin sabit olmayan kararli durumlarin' yoklugunu; biiyiik difiizyon oranlar
icin ise sabit olmayan kararli durumlarin varligini gostermiglerdir.

Y1 ve dig. (2009), (5.16) reaksiyon-difiizyon sisteminin c¢Oziimlerinin global
asimptotik davramslarini incelemislerdir. 0 < a®> < 27 iken sistemin denge noktasinin
global asimptotik kararli oldugunu gostermislerdir. Du ve Wang (2010), (5.16)

Zaman icinde degismeyen veya bir yondeki degisikligin siirekli olarak digerinin degisimiyle
dengelenmesine dayanan istikrarli bir durum (Url-27). Burada zamana gore degisimin olmadigi
¢oziimler kastedilmektedir.
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reaksiyon-difiizyon sisteminin konumsal olarak homojen olmayan periyodik
coziimlere, yani difiizyondan kaynaklanan periyodik c¢oziimlere sahip oldugunu
gostermiglerdir. Jin ve dig. (2013), & = a/5 olmak iizere o y1 ¢atallanma parametresi
olarak almig ve (5.16) sisteminde Hopf catallanmanin ortaya c¢iktigini ifade
etmislerdir.

Yi ve dig. (2008), (5.16) reaksiyon-difiizyon sisteminin yerel (lokal) sistemi olan

du(t) u(t)v(t)
RO s Ty ‘17
dv(t) ©-17)

_ u(t)v(t)
a - (u(t>_1+u2(t))

adi diferensiyel denklem sistemini ele almiglardir. Bu c¢alismada sistemin
parametrelerinden b > 0 catallanma parametresi olarak alinmis ve (5.17) sisteminde
a = a/5 ve by = (3a®> —5)/(1 + a?) olmak iizere sistemin tek pozitif denge
noktasinin b < bg iken kararsiz, b > b iken kararl oldugu ve bg catallanma degerinde
(5.17) sisteminde Hopf catallanma meydana geldigi ifade edilmistir. Sisteme difiizyon
teriminin eklenmesi ile denge noktasinin kararlilik yapisinda degisiklik olustugu, yani
Q = (0,m) iken (5.16) sisteminin denge noktasinin b > by iken baz1 kosullar altinda
kararsiz hale geldigi belirtilmistir. (5.17) sisteminin periyodik c¢oziimleri, (5.16)
reaksiyon-difiizyon sistemi icin konumsal olarak homojen olan periyodik
coziimlerdir. Bu calismada, difiizyonun konumsal olarak homojen olan periyodik
cOziimlerin kararlili§1 ve Hopf catallanmanin yonii iizerindeki etkisi de incelenmistir.

Celik ve Merdan (2013), inhibitoriin belirli bir siire icerisinde kimyasal tepkimeye
girecegi gercegini (5.17) sistemine dahil ederek

du(t) u(t)v(t —)

o~ 4Tun—4 14+ u2(r) 5.18)
dv(t) u(t)v(t — ) '
“ar - P (”(t)_ [+2(r) )

gecikmeli diferensiyel denklem sistemini elde etmiglerdir. T gecikme terimini,
catallanma parametresi olarak alip (5.18) sisteminin Hopf ¢atallanmaya sahip olmasi
i¢in sistemin parametreleri iizerine konmasi gereken sarti

och 3025

:—]+(X2 ve m——1+a2

olmak iizere k > m olrak belirlemislerdir. Ayrica Hopf catallanmanin yon analizi ile
ortaya cikan periyodik ¢oziimlerin dzelliklerini belirlemislerdir.

Merdan ve Kayan (2016), aktivatoriin kimyasal tepkimeye girisindeki gecikmenin
sistemin dinamigi lizerindeki etkisini gormek icin Oncelikle sadece inhibitor ile
etkilesime giren aktivator terimine gecikme ekleyerek
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du(t) u(t —7)v(r)

dt a—ult) =45 o0 14 u2(1) (5.19)
dv(t) u(r —7)v(r) '
i "”(”@‘Tu())

sistemini ve daha sonra sistemdeki biitiin aktivator terimlerine gecikme ekleyerek de

du(t) o)
e a—u(t—f)—“pruz—(t_f) 5.20
dv(t) o

u(t —1)v(t)
dt © (u( ) 1+u2(t—1:)>
gecikmeli diferensiyel denklem sistemini elde etmiglerdir. Bu ¢alismada,

och 3a2-5 1 —7a?
= ——— m:— p—
1+ a?’ 1+ a? p 1+ a?

olmak iizere e8er |k + p| < 4 ise (5.19) sisteminde; eger k —m > 0 ise (5.20)
sisteminde Hopf catallanma meydana geldigi gosterilmistir. Dolayisiyla, gecikme
teriminin farkli terimlere eklenmesi Hopf catallanmanin ortaya ¢ikma sartlarim
degistirmektedir. Ayrica dikkat edilirse (5.18) ve (5.20) sistemlerinde Hopf
catallanmanin meydana gelmesi icin gereken sart aynidir.

Merdan ve Kayan (2015), difiizyonun (5.18) sistemindeki etkisini gérmek i¢in (5.18)
sistemine  reaksiyon-difizyon  terimi  eklemis ve  up(f,x), vo(t,x) €
C2((0,47),R)NC([0,4x],R) olmak iizere

du(t,x)  dv(t,x)
dx  Ox

=0, xe€(04m), t>0
Neumann sinir kosullar ve
u(t,x) =uo(t,x) >0, xel04x], te€[-1,0],
v(t,x) =vo(t,x) >0, xe€[0,¢n], te€[-1,0]

baglangi¢ degerlerine sahip

du(t,x) 0%u(t,x) u(t,x)v(t — ,x)
3, =d 92 +a—u(t,x)—4 1+ u2(1,x) 521)
v(t,x)  9%*(t,x) u(t,x)v(t —7,x) .
T Rl T CR s g

tek gecikme iceren reaksiyon-difiizyon sistemini elde etmislerdir. Sistemin
parametrelerine baglh 6 farkli kosuldan biri saglanirsa (5.21) sisteminin pozitif denge
noktasinin biitin 7 > 0 degerleri icin kararli oldugunu ve dolayisiyla (5.21)
sisteminde Hopf ¢atallanmanin meydana gelmedigini gostermiglerdir. Gecikme degeri
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T sifirdan sonsuza dogru artarken (5.21) sisteminde Hopf catallanmanin meydana
geldigi, yani reel degerli periyodik c¢oziimlerin ortaya c¢iktigi ve sistemin
parametrelerine bagli 5 farkli kosul belirlemislerdir. Ayrica Hopf catallanmanin
yoniinii ve olusan periyodik ¢oziimlerin kararlilik yapilarim tespit etmek i¢in gerekli
olan ve bu 5 farkli kosulun her biri i¢in gecerli olan formiilleri elde etmiglerdir.

Gecikmeli  (5.18)  sisteminin  periyodik  c¢oOziimleri,  gecikmeli  (5.21)
reaksiyon-difiizyon sistemi icin konumsal olarak homojen olan periyodik
cozimlerdir. Celik ve Merdan (2013), (5.18) sisteminde Hopf catallanmanin k > m
iken meydana geldigini ifade etmiglerdir. Merdan ve Kayan (2015), —25k* < 0
oldugu icin herhangi bir sart olmaksizin (5.21) reaksiyon-difiizyon sisteminin
konumsal olarak homojen olan periyodik c¢oziimlere sahip oldugunu gostermislerdir.
Sisteme difiizyon teriminin eklenmesi, konumsal olarak homojen olan durum ig¢in
sistemin denge noktasini belirli bir T degerinden sonra kararsiz hale getirir.

Simdi, Bolim 4’te elde edilen algortimayi kullanarak konumsal olarak homojen
olmayan durumda difiizyonun (5.18) sistemi tizerindeki farkli bir etkisini gorelim
(Kayan ve Merdan, 2017). Laboratuvar kosullarinda Lengyel-Epstein modelinin
parametreleri i¢in asagidaki deger ve araliklar belirlenmistir (Ni ve Tang, 2005):
0<a<350<b<8veo=2_8.

Bu deger ve araliklar1 dikkate alarak (5.21) reaksiyon-difiizyon sistemi i¢in oncelikle
di=0, d=0, a=15 b=12, o0=8, (5.22)

parametre degerleri ile hesaplama yapilmistir. Bu hesaplama, d; = d» = 0 oldugudan
(5.18) sistemi i¢in de gegerli olan sonuclar verir.

Cizelge 5.8, sistemin (3,10) denge noktasinin 7 € [0,0.0443) iken yerel (lokal)
asimptotik kararli oldugunu; 7 = 0.0443 iken sistemin karakteristik denkleminin
+4.0287i surf sanal kok ciftine sahip olmasi nedeni ile denge noktasinin kararliliini
kaybettigini ve bu gecikme degerinde sistemde Hopf catallanmanin ortaya ciktigini;
denge noktasinin 7 > 0.0443 iken kararsiz kaldigim gosterir. Yani, Teorem 4.1°e gore
sistem (5.18), 7 o = 0.0443 degerinin bir komgulugunda periyodik ¢oziimler ailesine
sahiptir.

Cizelge 5.8: Varlik analizi - Sistem (5.18).

Formiil Deger Teorem 4.1’in kosullar:
(4.13a) H=0 V| kosulu saglanir.
Lemma 4.2 H; 0.6800 >0 V; kosulu saglanir.

H, 14.4000 > 0

(4.16) Hy, §=-207.36 <0 V3 kosulu saglanir.

(4.18) w; = 4.0287 Sirf sanal 6zdeger cifti +i4.0287.
4.21) T = 0.0443 Catallanma degeri.
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Cizelge 5.9: Yon analizi i¢in gerekli degerler 1 - Sistem (5.18).

Diyagram Formiil Algoritma ile elde edilen deger
(4.39) ¢ = 2.4000 — 2.9786i
Sekil 4.4 (4.41) ¢* = —1.8042 + 3.3040i
(4.43) 5=0.0317 —0.1647
4.575)(4.575) boo(0) = ( —0.1333 — 1.0743i )
03200 — 2.5784i
ekil 4.5 _
? (4.57¢)-(4.57d) || i (0) = < 0.2667 )
—0.6400
4570457 hos(0) = ( —0.1333+ 1.0743i )
—0.3200 4 2.5784i
(4.58a) 220(0) = —0.1644 — 1.2081i
Sekil 4.6 (4.58b) g11(0) = —0.1502 4 0.0018i
(4.58¢) 202(0) = —0.1359+ 1.2116i

Cizelge 5.10: Yon analizi icin gerekli degerler 2 - Sistem (5.18).

Diyagram Formiil Algoritma ile elde edilen deger
Sekil 4.9 (4.69b) Wio(0:0) — 0.0013 + 0.0054i
0.0007 +0.0122;
Sekil 4.10 (4.69¢) Wao(_0.0443,0) [ 0:0349+0.1064i
0.0732 +0.2245i
Sekil 4.13 (4.75b) Wi1(0:0) = 0.0009
0.0024 + 0.0025i
Sekil 4.14 (4.75¢) W1 (~0.0443;0) = 0.0141
0.0302 + 0.0025i
Sekil 4.15 || (4.572)-(4.57h) hyy(0) = [ 0-0172+0.0342i
0.0412 +0.0821i
Sekil 4.16 (4.58d) 221(0) = 0.0198 +0.0383i
Sekil 4.17 (4.79) c1(0) = —0.0126 — 0.0446i
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Cizelge 5.9 ve Cizelge 5.10°da verilen degerler kullanilarak yapilan yon analizi ile
Teorem 4.3’e gore Cizelge 5.11, bu periyodik c¢oziimlerin 6zellikleri hakkinda bilgi
verir. Sonug¢ olarak a = 15, b = 1.2 ve o = 8 iken (5.18) sisteminde, yani (5.22)
parametre degerine sahip (5.21) sisteminde, siiperkritik Hopf catallanma meydana

gelir.

Cizelge 5.11: Yon analizi sonug - Sistem (5.18).

Formiil || Deger Teorem 4.3’e gore sonug

e Vs kosulu saglanir.

(479) | Re(c1(0)) = —0.0126 <0 e Periyodik ¢oziimler kararlidir.

e Hopf catallanma siiperkritiktir.

Periyodik ¢oziimler, catalanma

@.80) || po =0.0014>0 degerinden sonra ortaya ¢ikar.

Catallanma degerinden

@81 | 12 =0.0094>0 uzaklastik¢a periyot artar.

Catallanma degeri civarinda
Periyot ~ 1.5596 dir.

4.82) Periyot

Ikinci olarak difiizyonun etkisini gérebilmek amaciyla
di=1, dr=13, a=15 b=12, o0=38§,

parametre degerleri ile (5.21) sistemi i¢in hesaplama yapilmustir.

(5.23)

Cizelge 5.12’ye gore sistemin (3,10) denge noktast T € [0,0.8650) iken yerel (lokal)
asimptotik kararli; 7 = 0.8650 iken sistemin karakteristik denklemi +0.5831i sirf
sanal kok c¢iftine sahip oldugu i¢in denge noktasi kararlilifini kaybeder ve bu gecikme
degerinde sistemde Hopf catallanma meydana gelir; denge noktas1 7 > 0.8650 iken
kararsiz kalir. Yani, Teorem 4.1’e gore sistem (5.21), 79 = 0.8650 degerinin bir

komsulugunda periyodik ¢oziimler ailesine sahiptir.

Cizelge 5.12: Varlik analizi - Sistem (5.21).

Formiil Deger Teorem 4.1’in kosullar:
(4.13a) H=0 V; kosulu saglanir.
Lemma 4.2 H, 14.6800 >0 V; kosulu saglanir.
H, 1.6800 > 0

(4.16) Hy, S =—-55.2384 <0 V3 kosulu saglanir.

“4.21) 0 = 0.8650 Catallanma degeri.

(4.18) w; =0.5831 Sirf sanal 6zdeger ¢ifti +i0.5831.
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Cizelge 5.13: Yon analizi icin gerekli degerler 1 - Sistem (5.21).

Diyagram Formiil Algoritma ile elde edilen deger
(4.39) ¢=1.110340.0578i
Sekil 4.4 (4.41) c* = —11.6497 4 5.6604i
(4.43) 5=0.0835—-0.1913;
(4.572)-(4.57b) o (0) — —0.4000 — 0.1555i
—0.9600 —0.3732i
Sekil 45 || (4.570)-4.57d) || nn)=| O
—1.9200
(4.57e)-(4.576) hya (0) —0.4000 + 0.1555i
—0.9600 + 0.3732i
(4.58a) 820(0) = —0.9456 4 1.6966i
Sekil 4.6 (4.58b) 211(0) = —0.2485+1.7932i
(4.58¢) 802(0) = 0.4485 + 1.8898i

Cizelge 5.14: Yon analizi icin gerekli degerler 2 - Sistem (5.21).

Diyagram Formiil Algoritma ile elde edilen deger
Sekil 4.9 (4.69b) Wao(0;0) = |~ 7985~ 1.7264
—2.9645 —2.2618i
Sekil 4.10 (4.69¢) Wao(—0.8650:0) = | 23312113604
—3.7331 +1.1805i
.5522 . ]
Sekil 4.13 (4.75b) Wi (050) = | 22322 +0-00667
6.1168 +0.0073i
Sekil 4.14 (4.75¢) Wi (—0.8650:0) = [ 1983 +0-00060
5.9020+0.0073i
. —3.2247 . ]
Sekil 4.15 || (4.572)-(4.57h) ||  hxy(0) 3-2247+0.0698i
—7.7394 +0.1674i
Sekil 4.16 (4.584) 21(0) = —1.6910 + 14.5001
Sekil 4.17 (4.79) c1(0) = 0.9702 — 1.8569i
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Cizelge 5.13 ve Cizelge 5.14’te verilen degerler kullanilarak yapilan yon analizi
sonucu Teorem 4.3’e gore Cizelge 5.15, (5.23) parametre degerlerine sahip (5.21)
sistemin periyodik ¢oziimlerinin 6zellikleri hakkinda bilgi verir ve meydana gelen
Hopf catallanmanin subkritik oldugunu belirtir.

Cizelge 5.15: Yon analizi sonug - Sistem (5.21).

Formiil || Deger Teorem 4.3’e gore sonug

e V5 kosulu saglanir.
4.79) Re(c1(0)) =0.9702 >0 e Periyodik ¢coziimler kararsizdir.

o Hopf catallanma subkritiktir.

Periyodik ¢oziimler, catalanma
(4.80) || tp=—-0.5796 <0 o
degerinden once ortaya cikar.

(4.81) || T, =2.6434>0 Catallanma degerinden
. = . >
2 uzaklastik¢ca periyot artar.

Catallanma degeri civarinda

Periyot ~ 10.7762 dur.

(4.82) Periyot

Difiizyonun sistem iizerindeki ilk etkisi denge noktasinin kararliligi ile ilgilidir.
Difiizyonun olmadigi durumda (3,10) denge noktast 7 € [0,0.0443) degerleri i¢in
yerel (lokal) asimptotik kararli iken difiizyonun varlifinda 7 € [0,0.8650) degerleri
icin yerel (lokal) asimptotik kararlidir. Yani, denge noktasinin kararlilif1 diftizyonun
yoklugunda gecikme degerinden daha hizl etkilenir. Difiizyon ikinci olarak sistemin
sahip oldugu periyodik ¢oziimlerin ozelliklerini etkilemistir. Cizelge 5.11 ve Cizelge
5.12 karsilastirildiginda difiizyonun bu etkisi acgikca goriiliir. Difiizyonun yoklugunda
periyodik c¢oziimler kararli ve catallanma degerinden sonra ortaya cikarken
difiizyonun etkisi altinda periyodik ¢oziimler kararsizdir ve catallanma degerinden
once ortaya cikarlar. Dolayisiyla, difiizyon Hopf catallanmanin tipini degistirmistir.
Son olarak, difiizyon periyodik ¢oziimlerin periyodunu, yani sistemin dinamiginin
kendini tekrarlama siiresini, degistirmistir. Sonug olarak reaksiyon-difiizyon teriminin
(5.18) ve (5.21) sistemlerinin dinamigi iizerinde ¢ok belirgin bir etkiye sahip oldugu
goriilmektedir. Reaksiyon-difiizyon terimini iceren modellerin daha gercek¢i oldugu
g0z oniinde bulunduruldugunda bu etki daha anlamli hale gelir.

5.4 Gecikmeli Reaksiyon-Difiizyon Tiimor-Bagisikhik Sistemi Etkilesimi Modeli

5.4.1 Matematiksel model

Kanserle Savas Vakfi’nin web sitesinde tanimlandig: iizere kanser, viicudun bir organ
veya dokusunda beliren baz1 anormal hiicrelerin kontrolsiiz ve diizensiz bir sekilde
cogalmasi sonucu ortaya ¢ikan kotii tabiath bir hastaliktir. Cogalan bu hiicreler (kanser
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hiicreleri) bir araya gelir ve tiimor olarak isimlendirilen bir kitle olustururlar. Normal
viicut hiicreleri bir diizen i¢inde biiyiir, boliinerek ¢ogalir ve dliirler. Yagsamin erken
donemlerinde, kisi gelismesini tamamlayana kadar, normal hiicreler hizla boliinerek
cogalirlar. Gelisme tamamlaninca ise yalnizca yipranan veya olen hiicrelerin yerini
almak veya travmada tamir iglemini ger¢eklestirmek i¢in boliiniir ve ¢ogalirlar. Buna
karsilik kanser hiicrelerinin ¢ogalmasi siirekli oldugundan, tiimér kitleleri de devaml
biiyiirler. Kanser hiicreleri ¢evre dokulart istila ederek buralari tahrip eder. Ayrica kana
ve lenf sivisina katigsarak, kan ve lenf yoluyla viicudun diger kisimlarina yayilir ve
yeni tiimor odaklarinin olugmasina yol acarlar. Bagka doku ve organlarda olusan bu
tiimor odaklar1 "metastaz” olarak isimlendirilir. Kanser kaynak aldig1 viicut kismina ve
mikroskobik goriiniimiine gore isimlendirilir. Ornegin: meme kanseri, akciger kanseri,
deri kanseri, mide kanseri gibi. Degisik tipteki kanserlerin biiyiime hizlari, yayilma
sekilleri ve farkli tedavilere verdikleri cevap da degisik olur (Url-28).

Kanser, yiizyillar oncesinde oldugu gibi giiniimiizde de aramizdaki varlifim
siirdiirmekte ve insanlig1 gecmiste oldugundan daha fazla tehdit etmektedir. Tip tarihi
boyunca hicbir hastaligin kanser kadar arastirmalara konu olmadigini séylemek yanlig
olmaz (Atici, 2007). Sigerist (1960) kaynagina gore malign (kotii huylu) tiimorlerle
ilgili tanimlara ilk olarak Misir papiriisleri, Babil ¢ivi yazis1 tabletleri ve eski Hint
yazmalarinda rastlanilmaktadir (Resim 5.6). Kanserin tarihcesi ile ilgili daha ayrintili
bilgiye Atic1 (2007) kaynagindan ulagilabilir.

Resim 5.6: Edwin Smith Papiriisii, diinyanin en eski cerrahi dokiiman olup MO 16.
yiizyila aittir (Van Middendorp ve dig., 2010)

Diinya Saglik Orgiitiinii’niin web sitesindeki verilere gore (Url-29):

* Kanser, hastalik ve 6liimlerin diinya capinda 6nde gelen nedenlerinden biridir ve
2012 yilinda yaklagik 14 milyon yeni kanser vakasi tespit edilmisitir (Ferlay ve dig.,
2015),

* Yeni vakalarin sayisinin oniimiizdeki 20 yilda yaklasik %70 artmasi1 beklenmektedir,

* Kanser, diinyadaki 6liimlerin 6nde gelen ikinci nedenidir ve 2015 yilinda 8,8 milyon
oliimiin ana nedenidir, yani 6 6liimiin yaklasik 1’1 kansere baghdir,
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* Kanserden Oliimlerin yaklagik iicte biri, davranigsal ve diyetle ilgili bes temel
riskten kaynaklanmaktadir: yiiksek viicut kitle indeksi, diisik meyve ve sebze
tilkketimi, fiziksel aktivite eksikligi, tiitiin kullanimi1 ve alkol kullanimu,

* Tiittin kullanimi, kanser icin en 6nemli risk faktoriidiir ve kanser 6liimlerinin yaklagik
%?22’sinin basta gelen nedenidir (Forouzanfar ve dig., 2016),

* Kanserden Oliimlerin yaklasik %70’1, diisik ve orta gelirli iilkelerde
gerceklesmektedir. Hepatit ve insan papilloma viriisii (HPV) gibi kansere neden olan
enfeksiyonlar, diisiik ve orta gelirli iilkelerdeki bu kanser vakalarinin %25’inin ana
nedenidir (Plummer ve dig., 2016).

Kanserin tedavisinde, genterapi', immunoterapi?, kemoterapi’, radyoterapi* veya
ameliyat gibi bazi ilerlemeler olmasina ragmen ne yazik ki bu yontemler ¢cogunlukla
tam bir tedavi saglayamamaktadir. Bunun altinda yatan temel sebep, kanserin gelisim
mekanizmasi ve tahribatlarinin tam olarak anlagilamamasidir.

Gatenby ve Maini (2003)’e gore, deneysel onkoloji verilerle dolup tasiyor: 2001°de
tek basina, habis tiimorleri tantmlama, teshis etme ve tedavi etme iizerine 21.000’den
fazla makale yayinlandi. Molekiiler biyolojinin giiglii teknikleri, memeli hiicrelerinde
yasami ve Oliimii kontrol eden makromolekiillerin® yapisinda ve islevinde kansere
bagh sayisiz degisiklik oldugunu gostermistir. Insan genomunda®, kanseri tesvik
edebilen veya Onleyebilen en az 200 gen tammmlanmustir. Dikkat ¢ekici bir sekilde, bu
zengin bilgiye ragmen, klinik onkologlar ve tiimor biyologlari, bu verilerin
anlasilmasi, organize edilmesi ve uygulanmasi i¢in bir cerceve gorevi gorecek
neredeyse higbir kapsamli teorik modele sahip degildir. Mevcut matematiksel
modeller tamamen dogru olmayabilir. Fakat bu modeller, basit bir sozel akil yiiriitme
ve dogrusal sezgilerin 6tesinde gerekli olan bir sonraki adimi temsil edebilmektedir.
Bu nedenle, kanser biyolojisindeki karmasik, lineer olmayan sistemlerin anlagilmasi
mevcut verilere dayanan ve siirekli yeni bilgilerle revize edilen matematiksel
modellerin deneysel tasarim ve yorumlamaya kilavuzluk ettigi disiplinler arasi,
interaktif bir aragtirmay1 gerektirir (Gatenby ve Maini, 2003).

Disiplinler aras1 caligmalar1 artirabilmek icin diinya genelinde tip doktoru, biyolog,
uygulamali matematik¢i ve fizik¢ilerin yer aldigi kanser arastirma enstitiileri ve
merkezleri kurulmaktadir. Bu enstitii ve merkezlerde, kanserin baglangi¢ ve gelisim
evrelerini daha i1yi anlamak, mevcut tedavi yontemlerini iyilestirmek ve yeni tedavi
stratejileri  gelistirmek amaciyla matematiksel modeller ve bu modellerin
simiilasyonlar1 iizerinde ¢alisilmaktadir.

"Viicudun bagisiklik sistemini, kanserli hiicrelere karsi daha kesin, etkili ve daha giiclii saldirilar
yapacak sekilde yiikselterek kanserli hiicrelerin biiyiime ve yayilmasini durdurmayi veya hiicrenin
tamamen ortadan kaldirilmasini amaglayan tedavi yontemi (Url-17).

2Gen terapisi, hastalig1 tedavi etmek veya 6nlemek icin genleri kullanan deneysel bir tekniktir. Bu
teknik, gelecekte, doktorlara bir hastaligi ilag veya ameliyat yerine, hastanin hiicrelerine gen ekleyerek
tedavi etme imkan1 sunacaktir (Url-30).

3Viicutta bulunan mikroplari, organizmaya zarar vermeden kimyasal maddelerle Sldiirme veya
tiremelerine engel olma ve bu yolla hastalig1 tedavi etme (Url-31).

“#Kanser gibi hastaliklarin X 1sinlar1 ya da radyoaktif maddelerle tedavisi. (Url-32).

SProteinler, polisakkaritler ve diger dogal ve sentetik polimerlerde oldugu gibi birka¢ binden
milyonlara uzanan molekiil agirligina sahip ¢ok biiyiik polimerik zincir yapida bir molekiil (Url-33).

®Bireye bir veya her iki ebeveynden gelen gen takimi (Url-34).
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Kanserin ortaya ¢ikmasinda genetik yatkinlik, sagliksiz beslenme, cevre kirliligi,
radyasyon, alkol ve tiitiin iiriinleri gibi pek c¢ok farkli etken séz konusudur. Gerekce
ne olursa olsun kanserle miicadele siirecinde tiimor hiicreleri ile bagisiklik sistemi
arasindaki iligki cok dnemli bir yere sahiptir.

Sekil 5.12’de goriildiigii gibi bilinmeyen bir doku, bir organizma veya tiimor hiicreleri
viicutta goriindiigiinde, bagisiklik sistemi onlar1 tamimaya ve basarili olursa onlari
ortadan kaldirmaya calisir. Bagisiklik sistemi hiicresel! ve hiimoral® olmak iizere iki
farkli sekilde yanit® verir. T hiicreleri hiicresel bagisiklik yanitim olustururken, B
hiicreleri hiimoral bagisiklik yanitint  olustururlar. Bagisiklik  yaniti, timor
hiicrelerinin viicuda ait bir doku olmadig:1 fark edildigi anda baglar. Sonra, timor
hiicreleri viicuttaki biitin dokularda bulunan makrofajlar* tarafindan yakalanur.
Makrofajlar tiimor hiicrelerini i¢ine alir, onlar1 yer ve karsi atagi koordine etmek i¢in
yardimer T hiicrelerini® aktif hale getirecek sitokinleri® serbest birakirlar. T hiicreleri,
ayn1 zamanda antijenlerle’ etkilesime girmesi icin dogrudan uyarilabilir. Bu yardime1
hiicreler tiimor hiicrelerini 6ldiiremezler, fakat T lenfositlerin 6zel bir tipi olan dogal
oldiiricii hiicreleri® uyarmak icin acil kimyasal sinyaller génderirler. T hiicreleri
cogalmaya baglar ve daha fazla T hiicresi, B hiicresi ve dogal oldiiriicii hiicrelerin
uyarilmasi icin sitokin salgilarlar. B hiicrelerinin sayis1 artarken, T hiicreleri antikor’
tiretiminin baglamasi icin sinyal gonderirler. Antikorlar kanda dolagirlar ve timor
hiicrelerine tutunurlar ki makrofajlar onlar1 daha hizli yutabilsin ve dogal oldiiriicii
hiicreler daha hizli yok edebilsin. Biitiin T hiicreleri gibi, dogal oldiiriicii hiicreler de
enfekte olmus o©zel bir hiicre veya kanser hiicresi tipini tammmaya yonelik
egitilmislerdir. Dogal oldiiriicii hiicreler viicut savunmasinda kritik bir rol oynarlar
(Galach, 2003).

1970’11 yillardan itibaren, bagisiklik sistemi ile biiyiiyen bir timor arasindaki
etkilesimi ele alan modeller gelistirilmistir (Bakimz: Kuznetsov ve dig., 1994 ve
burada atifta bulunulan kaynaklar). Tiimor-bagisiklik sistemi dinamikleri iizerine
yapilan deneysel ve klinik c¢alismalarin yanmi sira, bu dinamigin matematiksel

"Viicuda giren mikroorganizmalar, tiimor hiicreleri veya aktarilan organ ve doku gibi antijenlere
kars1 T hiicrelerinin gosterdii tepkiye bagh olarak gelisen bagisiklik tiirii (Url-35).

ZViicuda giren antijenlere karsi B hiicrelerinin olusturdugu immiinoglobulinler (antikorlar)
aracilifiyla gergeklesen bagisiklik tiirti (Url-36).

3Yabanci madde ile karsilasmada immiin sistem hiicre ve molekiillerinin karsilikli ve diizenli
etkilesimleriyle ortaya ¢ikan savunmadir (Url-37).

“Dokularda bulunan patojenlerin, olii hiicrelerin, hiicresel kalintilarin ve viicuttaki yabanci
maddelerin yutulmasindan sorumlu hiicrelerdir (Url-38).

>Bazi antijenlerle uyarildiginda T hiicrelerinden olusan, sitotoksik T hiicrelerinin iiretilmesine
yardim eden, antikor yanitinin olugmasinda B hiicreleri ile birlikte gorev yapan T hiicresi tiirii. (Url-
39).

®Yangisal ve bagisiklik ile ilgili yanitlara aracilik eden, farkli hiicre tiirleri tarafindan iiretilen ve
bagisiklik sisteminin hiicreleri arasinda iletisimi saglayan proteinlerden herhangi biri (Url-40).

7Organizmada kendisine kars1 bagisik cevap olusturan ve bu cevap sonucu ortaya ¢ikan antikor ve
duyarh hiicre almaclariyla 6zgiil olarak birlesme 6zelligi gosteren bakteri, zehir, yabanci protein vb.
maddeler, immiinojen (Url-41).

8Sitotoksik T hiicreleri gibi sitotoksisite yetenegi olan, ancak T hiicresi antijen reseptorleri ve yiizey
immiinoglobulinleri tasimadiklarindan dolay1 ne T ne de B hiicresi olmayan, 6zellikle bazi1 viriislerle
enfekte olmug hiicreler ile tiimor hiicrelerini taniyip yok edebilen hiicrelerin olusturdugu lenfositlerin
bir grubu (Url-42).

?(zel bir antijene cevap olarak B lenfositleri ve plazma hiicreleri tarafindan meydana getirilen ve
bagisikliktan sorumlu olan glikoprotein yapisindaki maddeler (Url-43).
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modellemesi ¢ok ilgi ¢cekmistir. Bu modeller cogunlukla tiimér ile mikro-cevrenin
bir¢ok bileseni arasindaki etkilesimi anlamak icin kullanilmistir (Bakiniz: Adam ve
Bellomo, 1997; Eftime ve dig., 2010 ve burada atifta bulunulan kaynaklar).

1. Enfekte . 2. Makrofajlar viriisii
hiicrelerde viriis 9 - Makrofaj yutunca viriis antijenleri
antijenleri 4 yiizeylerine gikar.
yiizeye gikar. .

Viriis Antijeni

o o
Viriss 0
3. Makrofajlar

Yardima T-hiicrelerini _zgms
aktiflestirir.
est ‘ 5. B-hiicreleri

||||| =% '\ Plazma hiicrelerine
i i donilsgiir.

B-hiicresi

8. Sitotoksik
T-hiicreleri enfekte

viicut hiicrelerini

imha ederler. 4. Yardima T-hiicreleri f . Plasma Hiicresi
Sitotoksik T ve B-hiicrelerini | =3 |
aktiflestirir. | 6. Plazma hiicreleri
= - viriislere baglanan
Qi antikorlan iiretir.
a ¥ P =
o E &’ ﬂ & % Q o
Enfekte Olmus \/ O o
Vueut Fierest 7. Antikorlar viriislere ve Antikorlar g 8 e

enfekte hiicrelere baglanarak
onlan imha igin isaretler.

Sekil 5.12: Bagisiklik yaniti (Immiin yanit) siireci.

Timor-bagisiklik sistemi etkilesiminin matematiksel modelleri agirlikli olarak adi
diferensiyel denklemler ((")rnek icin bakimiz: Arciero ve dig., 2004; de Pillis ve dig.,
2005; Kirschner ve Panetta, 1998; Kuznetsov ve dig., 1994; Lejeune ve dig., 2008;
Nani ve Freedman , 2000; Owen ve Sherratt, 2008 ve buralarda atifta bulunulan
kaynaklar), gecikmeli diferensiyel denklemler (Ornek icin bakimz: Asachenkov ve
dig., 1994; Byrne, 1997; Byrne ve Gourley, 1997; d’Onofrio ve Gandolfi, 2009;
d’Onofrio ve dig., 2010; Galach, 2003; Liu ve dig., 2007; Piotrowska ve Forys, 2011;
Rodriguez-Perex ve dig., 2007; Villasana ve Radunskaya, 2003 ve buralarda atifta
bulunulan kaynaklar) ve kismi tiirevli diferensiyel denklemler (Ornek igin bakiniz:
Gatenby ve Gawlinski, 1996; Matzavinos ve dig., 2004 ve buralarda atifta bulunulan
kaynaklar) kullanilarak tiiretilmistir.

Kuznetsov ve dig. (1994) tarafindan adi diferensiyel denklemler kullanilarak
olusturulan tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimi modeli, bu etkilesimde timor
hiicrelerinin yok edilmesi yaninda, buna es zamanli olarak bagisiklik sistemi
hiicrelerinin de etkisiz hale geldigi durumu ele aliyor olmasi nedeni ile diger
modellerden ayrilmaktadir (Galach, 2003). Kuznetsov ve dig. (1994), laboratuvar
ortamindaki efektor hiicreler' ile timor hiicreleri arasindaki etkilesimi, Sekil
5.13’teki kinetik sema ile ifade etmiglerdir.

Bu semada, E efektor hiicrelerin, 7' tiimor hiicrelerinin, C efektor hiicre-tiimor hiicresi
ciftinin, E* aktive olmamis efektor hiicrelerin ve 7* 6lmiig tiimor hiicrelerinin lokal
konsantrasyonlarin1 gostermekdir. Ayrica k; efektor hiicre-timor hiicresi birlesme
oranini, k_; efektdr hiicresinin tiimor hiicresinden, tiimor hiicresine zarar vermeden

IBelirli bir siirecin son cevabi veya islevini yerine getiren bir hiicre. Ornegin, bagisiklik sisteminin
ana efektor hiicreleri, aktive olmus patojenlerin yok edilmesinde ve viicuttan ¢ikarilmasinda rol alan
lenfositler ve fagositlerdir (Url-15).
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ayrilma oranini, k> tiimor hiicrelerinin efektor hiicreler tarafindan yok edilmesi
oranini, k3 efektor hiicre-tiimor hiicresi etkilesiminin efektor hiicreyi etkisiz hale
getirmesi oranini ifade etmektedir.

" k, # E + T
1
Bt s T
k
. S e

Sekil 5.13: Efektor hiicre-tiimor hiicre etkilesimi (Kuznetsov ve dig., 1994).

Bu etkilesimde aktif olmayan efektor hiicrelerin hesaba katilmasi bu modeli daha
onceki calismalardan ayiran bir 6zelliktir. Bunun sebebi ise laboratuvar ortamindaki
kiiltirde dogal oldiiriicii hiicrelerin hedef hiicreleri tekrar tekrar 6ldiirme yeteneginin
sinirh gozikkmesidir. Bunun, efektor hiicrelerin tiimor hiicrelerine tutundugu sirada,
tiimor hiicrelerinden molekiillerin salinmasina bagl olarak sitotoksik etki veya diger
diizenleyici etkilerden sorumlu molekiillerin tiiketilmesinden kaynaklaniyor oldugu
diisiiniilmektedir (Kuznetsov ve dig., 1994).

Sekil 5.13’teki kinetik semaya gore, Kuznetsov ve dig. (1994) bagisiklik sistemi ile
biiyliyen bir tiimor arasindaki etkilesimi adi bir diferensiyel denklem sistemi olarak
asagidaki gibi olusturmuslardir:

dE
o s+F(C,T)—diE—kET+ (k_1+k)C, (5.24a)
dT
i aT (1 —=bTp ) —k\ET + (k_1 + k3)C, (5.24b)
dcC
n = kiET — (k_1 + ko +k3)C, (5.24¢)
dE*
= k3C —drE", (5.244d)
dt
dT*
e krC — d3T. (5.24e)

Burada, s, olgun efektor hiicrelerin tiimor hiicrelerinin bulundugu bélgeye normal
(tumor hiicresinin varligi ile iligkisi olmaksizin) akisini gosteren oran; F(C,T),
efektor hiicrelerin tiimor hiicrelerinin bulundugu bolgede tiimor hiicresinin varligi
nedeni ile ¢ogalma oranini karakterize eden fonksiyon; d;,d; ve dz, imha olma veya
goc nedeni ile, sirasiyla, £, E* ve T* hiicrelerinin, tiimor hiicrelerinin bulundugu
bolgeden ayrilma oranlarini gosteren pozitif sabitler; a, tiimor hiicrelerinin
maksimum biiyiime orani; b~!, biyolojik cevrenin tiimor hiicreleri icin maksimum
tasima kapasitesini gosteren sabit ve T;,; = T + C, timor hiicrelerinin bulundugu
bolgedeki tiimor hiicrelerinin toplam popiilasyonudur. Tiimoriin metastaz yapmadigi
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ve dolayisiyla tiimor hiicrelerinin veya efektor hiicre-tiimor hiicresi ¢iftinin gog
etmedigi varsayillmaktadir.

Hem laboratuvar kosullarinda hem de yasayan organizmalar iizerinde yapilan bircok
calismada, tiimor hiicresi popiilasyonunun biiylimesinin, kiigiik popiilasyonlu timor
hiicreleri i¢in {iistel oldugu ancak biiylimenin biiyiikk popiilasyon boyutlarinda
yavagladig1 tespit edilmistir (Kuznetsov ve dig., 1994). Bu durum, (5.24b)
denklemine a7 (1 — bT;,;) lojistik denklemi eklenerek modele dahil edilmistir.

Fonksiyon F(C,T), sitotoksik efektor hiicrelerin, timor varlifi nedeniyle timor
hiicrelerinin bulundugu bolgede birikme oranini karakterize eder. Bu birikmeye,
efektor hiicrelerin tiimor hiicreleri tarafindan uyarilmasina bagl artisi ve lenf
digtimleri gibi cevredeki dokulardan bu bolgeye olan efektor hiicre gocii katkida
bulunabilir. Kuznetsov (1979)’un analizi, efektor hiicrelerin bu uyarilan birikimi i¢in
f, g pozitif sabitler olmak iizere Michaelis-Menten denklemi formunu onermektedir:

Fe,r) =15

g+T
Bu fonksiyon efektor hiicre-tiimor hiicresi ¢iftine baghdir ama acik¢a E ye bagh
degildir. Ayrica bu form efektor hiicrelerin birikiminin, efektor hiicre-tiimor hiicresi
birlesmesi sonucu, efektor hiicreler tarafindan iiretilen sitokinler gibi sinyallerden
kaynaklandigini varsayan bir model ile uyumludur.

Dikkat edilirse E* ve T* degiskenleri birbirleri iizerinde veya sistemdeki diger
degiskenler lizerinde hicbir etkiye sahip degildir. Bu nedenle, bu sistemin davranigini
(5.24a)-(5.24c) denklemleri belirler. Diger taraftan, deneysel gozlemleri sonucunda
Kuznetsov ve dig. (1994), ‘é—f ~ 0 yaklasimim1 kullanmiglar ve sonug¢ olarak

. ky ..
K = JoEe cww olmak uizere

C~KET
olarak kabul etmislerdir. Boylece, F(C,T) = F(E,T) olur. Ayrica Brondz (1987);

Fishelson ve Berke (1981) tarafindan yapilan deneysel gozlemler, 7;,; ~ T oldugunu
gostermistir.

Bu bilgiler 1s5181inda, p = fK, m = Kk3, n = Kk, ve d = dy olmak lizere (5.24a) ve

(5.24b) denklemleri
dE pET

& s PRl L ET—dE
j; g+T (5.25)
o= aT (1 —bT)—nET

sistemine doniisiir.

Galach (2003), Kuznetsov ve dig. (1994) tarafindan {iretilen modeldeki efektor
hiicrelerin ¢ogalma oranint Michaelis-Menten formu ile ele alan F(E,T)
fonksiyonunu, Lotka-Volterra formu ile degistirmistir ve F(E,T) = OET olarak
almigtir. Boylece, (5.25) sistemi o = 6 —m olmak lizere

153



dE

E = S-'—“lET—dE
dT
“-= al(1—bT)—nET

sistemine doniisiir. Kuznetsov ve dig. (1994), Ey ve Ty degerlerini sirasiyla, E ve T
hiicre = popiilasyon  konsantrasyonlarinin ~ basamaksal  biiyiikliigii ~ olarak
tanimlamiglardir. Galach (2003) bu sistemi, u = Eﬁo ve v = TZO olarak alip tiimor

hiicrelerinin etkisiz hale getirilme oranina gére & = nTyt zaman skalasini kullanarak

boyutsuzlastirmis ve ¢ = 0="2,08= % o= 7= Ve B = bTy olmak iizere

nEf) To’ 0’
asagidaki denklemleri elde etmistir:

du
&
dv
dé

Burada, u ve v, sirasiyla efektor hiicre ve tiimor hiicrelerinin boyutsuz popiilasyon
yogunluklarimi ve @ tiimoriin varhi@ia bagh bagisiklik yanitini gostermektedir.
Kuznetsov ve dig. (1994), deneysel calismalardan yola c¢ikarak Ey = 7 kabul
etmiglerdir. Bu sistemde, zaman bagimsiz de8iskeni & = ¢ olarak degistirilirse

= o+ ouv—90ou

= av(l—Bv)—uv

= o+ owuv—du
(5.26)

du
dt
d

d_‘t) = ov(l—Bv)—uy

sistemi elde edilir.

Galach (2003), oncelikle, negatif olmayan biitiin baglangic degerleri i¢in (5.26)
sisteminin negatif olmayan tek bir ¢6ziimiiniin var oldugunu gostermistir. Ardindan,
® >0 ve ad < o iken (5.26) sisteminin negatif olmayan tek bir denge noktasina
sahip ve bu denge noktasinin yerel (lokal) asimptotik kararli oldugunu; @ > 0 ve
ad > o iken ise (5.26) sisteminin biri yerel (lokal) asimptotik kararli biri kararsiz
negatif olmayan iki denge noktasina sahip oldugunu ispatlamistir. Son olarak, Galach
(2003), (5.26) sisteminin negatif olmayan periyodik coziimlere sahip olmadigini
gostermistir.

Bagisiklik sistemi, fonksiyonlarin: siirdiirebilmek i¢in organizmada yer alan timor ve
zararh hiicreleri, saglikli hiicre ve dokulardan dogru bir sekilde ayirt edebilmelidir.
Tiimor hiicreleri viicuda yabanci yani antijen Ozellikte olmalarina ragmen viicut
hiicrelerinden tiiredikleri i¢in bagisiklik sisteminin bu hiicreleri yabanci ve tehdit
olarak gormesi belirli bir zaman gerektirmektedir. Ciinkii viicudun direng¢ sistemi
kendini tahrip etmesi icin egitilmemistir. Bu nedenle, Galach (2003), (5.26)
modelindeki etkilesim terimine gecikme terimi eklemis
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du(t)
dt
dv(t)
= ()= Bv(e)) —ult)v(t)
sistemini elde etmistir. Burada, 7 tiimor hiicrelerinin taninmasindan sonra, bagisiklik
sisteminin uygun bir yanit gelistirebilmesi i¢in gereken zaman gecikmesidir. Bu

calismada ug ve vg baglangi¢ fonksiyonlarinin negatif olmayan ve [—7,0] aralifinda
taniml1 oldugu kabul edilmisgtir.

= o+ ou(t—1)v(t—1)— Su(r)
(5.27)

Galach (2003), (5.27) sisteminin siirekli her baglangic fonksiyonu i¢in tek bir ¢oziime
sahip oldugunu gostermis ve bu sistemin denge noktalarinin kararlilik analizini
yapmustir. Bu analize gore, @ > 0 ve aed < o iken (5.27) sisteminin negatif olmayan
tek denge noktast T < % degerleri icin yerel (lokal) asimptotik kararli 7 > %
degerleri icin kararsizdir. @ > 0 ve ad > o iken gecikme teriminin olmadigi
durumda kararsiz olan denge noktasi kararsizlifini korurken kararli olan denge
noktas1 belirli bir 7y degerinde kararliligin1 kaybetmistir. Galach (2003) tarafindan
yapilan niimerik ¢aligmalar (5.27) sisteminin, Kirschner ve Panetta (1998) tarafindan
gercekte gozlemlenen periyodik c¢oziimlere sahip oldugunu gostermistir. Bu durum,
(5.27) sistemini, (5.25) sisteminden ayiran en énemli 6zelliktir.

Yafia (2007), salinimlarin hastaligin terminal olmayan ddnemini' uzattigimi, bu

nedenle, tibbi acidan monoton olarak biiyliyen durumdan daha fazla arzu edildigini
ifade etmistir. Bu motivasyon ile, Yafia (2007), Kirschner ve Panetta (1998) tarafindan
elde edilen deneysel ve Galach (2003) tarafindan elde edilen niimerik sonuclari,
(5.27) sisteminde Hopf catallanmanin ortaya ¢iktigin1 gostererek matematiksel olarak
ispatlamugtir.

Timor hiicreleri ile bagisiklik sisteminin arasindaki etkilesimin sonucunu etkileyen
en onemli faktorlerden biri sitotoksik T hiicrelerinin? konumsal olarak dagilimidir
(Matzavinos ve dig., 2004). Ayrica bagisiklik sisteminin yanitini olusturan hiicreler
hareket kabiliyeti olan hiicrelerdir. Dolayisiyla, bu hiicrelerin zaman ilerlerken uzaya
gore aynt konumda kalacaklarimi diisiinmek pek gercek¢i olmaz. Bu nedenle, Kayan
ve dig. (2017), timor-bagisiklik sistemi etkilesimine daha gercekci bir yaklagim elde
etmek i¢in (5.27) sistemine reaksiyon-difiizyon terimi ekleyerek

du(t,x)  dv(t,x)
ox  Ox

=0, xe{0,x}, r>0
Neumann sinir kosullart ve
u(t,x) =up(t,x) >0, xe€l0,x], te]-1,0],
v(t,x) =wvo(t,x) >0, x€l[0,x], te]-1,0]

baslangi¢ degerlerine sahip

Terminal dénem, kanser ve artan fiziksel kisitlanmalara karsin hastanin yasam kalitesini korumak
ve iyilestirmek amaciyla biitiincti bakimin siire geldigi 6liim 6ncesi donemdir (Cavdar, 2011).
ZEnfekte olmus hiicreleri 6ldiirebilen T hiicresi tiirii (Url-44)
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du(t,x) d%u(t,x)

+ 0+ ou(t —7,x)v(t — 7,x) — du(t,x),

ot ox?
5.28
av(t,x) d%v(t,x) (28
5~ + av(t,x)(1 = Bv(t,x)) — u(t,x)v(t,x)

gecikme iceren reaksiyon-difiizyon tiimor-bagisiklik sistemi etkilesimi modeli elde
etmiglerdir. Burada, u ve v, sirasiyla efektdr hiicrenin ve tiimor hiicresinin ¢
zamanindaki, x konumundaki boyutsuz popiilasyon yogunlugunu gostermektedir. o
olgun efektor hiicrelerin, timor hiicrelerinin bulundugu bolgeye akisini gdsteren oran,
o efektor hiicre ile tiimor hiicresinin baglanma orani ve & efektor hiicrelerin timor
hiicrelerinin bulundugu boélgeden ayrilma oramidir. o tiimor hiicrelerinin maksimum
biiyiime oranmi, B~ biyolojik ¢evrenin tiimor hiicreleri icin maksimum tasima
kapasitesini ve T tiimor hiicrelerinin taninmasindan sonra, bagisiklik sisteminin uygun
bir yanit gelistirebilmesi icin gereken zaman gecikmesini ifade etmektedir. @ haric¢
biitiin katsayilar pozitiftir. Neumann sinir kosullart ise tiimoriin metastaz yapmadigi
ve dolayisiyla tiimor hiicrelerinin veya efektor hiicre-tiimor hiicresi ¢iftinin gog
etmedii anlamima gelir. Bu durum, Kuznetsov ve dig. (1994)’iin varsayim ile
ortiismektedir.

5.4.2 Lineer kararhlik ve Hopf catallanmanin varhk analizi

Bu boliimde, (5.28) sisteminin denge noktalarinin yerel (lokal) kararlilik analizi
yapilacak ve (5.28) sisteminin periyodik ¢coziime sahip olup olmadig1 arastirilacaktir.
Dikkat edilirse (5.28) sistemi, (4.1) sistemi formundadir. Bu nedenle, Boliim 4’te elde
ettigimiz algoritma ve sonuglar, (5.28) sistemi icin de kullanilabilir.

Oncelikle, (5.28) sisteminin denge noktalarini bulalim:
s = %, V=0, (5.29a)

olmak izere Ej = (ug, vy), (5.28) sisteminin bir denge noktasidir. Diger taraftan, A =
o2 (0+PB8) +4aBo(c—ad) = o?(ow—8)*+4afwoc olmak iizere eger A >0

,_a@=B3)-vA . a(0+Bd)+VA
"= 20 1T 208w
(5.29b)
,_a@=Bo)+vA . a(0+Bd)-VA
2= 20 V2T 208w

olmak iizere (5.28) sisteminin iki denge noktast daha olur: E} = (uj,v]) ve
ES = (u3,v5).

Galach (2003), @ < O iken difiizyon terimi igermeyen (5.27) sisteminin u(r)
¢Oziimlerinin sonlu bir zaman aralifinda negatif hale geldigi negatif olmayan
baglangi¢ degerleri oldugunu; @ > 0 iken ise (5.27) sisteminin ¢Oziimlerinin herhangi
bir negatif olmayan baglangi¢ degeri icin negatif olmadigin1 gostermistir. Caligilan
model biyolojik bir model oldugu i¢in negatif ¢coziimler ilgi alanimizda degildir. Bu
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nedenle, @ > 0 oldugunu kabul edecegiz. Dikkat edilirse @ > 0 iken A =
a2 (0 —B8)* +4afwc > 0 olur. Bu ise a2 (0 —B8)* < o (0 —B6)* +4afwc
oldugu i¢in u} < 0, yani Ef = (u},v]) denge noktasinin mevcut ama pozitif olmadig:
anlamina gelir. Biyolojik olarak anlamli olmadig1 i¢in bu denge noktasi ile ilgili bir
analiz yapilmayacaktir.

Simdi,

(A)) ad <o
(A2) ad >0

olsun. Eger A| kosulu saglanirsa o (0 + 8)* < o (w+ B8)* + 4afw(c — ad)
oldugu i¢in v5 < O olur. Bu nedenle, (5.28) sisteminin negatif olmayan tek denge
noktast E} = (uf,vy) olur. Eger A, kosulu saglanusa 0 < o?(w+f3 8+
4oBo(c —ad) < a?(o+B6)? oldugu icin u; > 0 ve v; > 0 olur. Boylece, A
kosulu altinda, (5.28) sisteminin negatif olmayan iki denge noktas1 vardir:
Eg = (ug,vp) ve E3 = (u3,v3).

Sistem (5.28), biyolojik bir model oldugundan, yalmzda E} = (ug,vj) ve E5 = (u5,V5)
negatif olmayan denge noktalarinin kararlilik yapilarini analiz edecegiz.

Oncelikle,
fu(t,x),u(t —t,x),v(t,x),v(t —7,x)) = 0+ ou(t —7,x)v(t — T,x) — Su(t,x)
(5.30)
g(“(tax)7u(t - T,X),V(t,X),V(f - T,X)) = av(t,x)(l —ﬁV(I,X)) - u(t,x)v(t,x)
olmak iizere (4.2) ile tamimlanan katsayilar
* * * * 0o
ki = fu(Eg) =—0, k= fu,(E;) =0, ks=f(E5)=0, ka=fo (Ej)= =

(0}
ll:gu(Eg):Oa l2:gur(E8):07 l3:gV<E6):a_§7 l4:gvr(E6):0

olarak elde edilir. (4.13a) tammmindan, d; = dp = 0 iken karakteristik denklemin

katsayilari
c

A= (Cl +C2)n2— (OC—5 — E)’
B=0, C=0,
- o (5.31a)
_ 4_ _0N 2 _ _ o
D =cicn (cl((x 5> cz5>n 5(06 5),
H=0
ve sonug olarak Ej denge noktasina karsilik gelen karakteristik denklem
(A+ (e +8)) (A+ (e —a+ ) =0 (5.31b)

olur.
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Lemma 5.1. Eger A kosulu saglamirsa (5.28) sisteminin tek ve tiimor icermeyen
c
denge noktasi Ej = <3,0>, her T > 0 icin yerel (lokal) asimptotik kararlidir, yani

mutlak kararlidir.

Ispat. E/ denge noktasina karsilik gelen (5.31b) karakteristik denkleminin
0

11:—(011’124—6) ve 2,2:—(621’12—064—%)

olmak iizere iki kokii vardir. ¢1,8 > 0 ve n > 0 oldugundan A; < 0 dir. Diger taraftan,
¢y >0,n>0ve Aj kosulundan d < ¢ oldugu icin A; < 0 olur. Boylece, A| kosulu
altinda, (5.31b) karakteristik denklemi, T gecikme degerinden bagimsiz olarak negatif
reel iki koke sahiptir. Bu ise A kosulu altinda, Ejj denge noktasinin her 7 > 0 icin
yerel (lokal) asimptotik kararli, yani mutlak kararli oldugu anlamina gelir. [

Aciklama 5.1. Lemma 5.1°de elde edilen sonug, difiizyon terimi icermeyen (5.27)
sistemi icin Yafia (2007) tarafindan elde edilen sonug ile aynmidir. Difiizyon terimi, Ay
kosulu altinda tek ve timor icermeyen Ej denge noktasimn kararlilik yapisinda bir
degisiklige neden olmanustir.

Lemma 5.2. n > 0ve ¢; = O"?ZTO,G olsun. Eger Ay kosulu saglanirsa (5.28) sisteminin
(0
negatif olmayan denge noktalarindan biri olan ve tiimor icermeyen E = <§ , O) denge

noktasi ¢ > c iken her T > 0 igin yerel (lokal) asimptotik kararli, yani mutlak kararli;
¢ < ¢ iken ise her T > 0 igin kararsizdir.

Ispat. Ej denge noktasina karsilik gelen (5.31b) karakteristik denkleminin

11:—(c1n2—|—6) ve 12:—<c2n2—(x+%>

olmak iizere iki kokii oldugunu ve cj,n,0 > 0 olmast nedeniyle A; < 0 oldugunu
biliyoruz. Diger taraftan, n > 0 ve A, kosulundan a6 > & oldugu i¢in ¢, > ¢ iken
Ay <0 ve ¢y < ¢; iken Ay > 0 olur. Boylece, A, kosulu altinda, (5.31b) karakteristik
denklemi, T gecikme degerinden bagimsiz olarak c¢; > ¢; iken negatif; ¢, < ¢5 iken
ise bir negatif, bir pozitif iki reel koke sahiptir. Bu ise A, kosulu altinda, Ej denge
noktasinin her 7 > 0 i¢in ¢ > ¢ iken yerel (lokal) asimptotik kararli, yani mutlak
kararli; c; < ¢ iken kararsiz oldugu anlamina gelir. 0

Aciklama 5.2. Yafia (2007), difiizyon terimi icermeyen (5.27) sistemi icin Ay kosulu
altinda E§ denge noktasimin T > 0 igin kararsiz oldugunu gostermistir. Lemma 5.2 de
elde edilen sonug bize, difiizyon teriminin tiimor icermeyen Ej denge noktasimin
kararsizigim, ¢y > c5 kosulu altinda yerel (lokal) asimptotik kararlihiga
doniistiirdiigiinii gostermektedir.

Simdi, E} = (u},v5) pozitif denge noktasinin kararlilik yapisini analiz edelim. f ve g
fonksiyonlari (5.30) ile verilmek iizere (4.2) ile tamimlanan katsayilar

158



kl :fu(Ef):—S, kzzfuT(Ef):a)vz,

k3 = fV(E;) = 07 k4 = fvr(Eg) = Uy,

(5.32a)
hh=gu(Ey) =—v2, b =gu(Ey)=0,
l3=gv(E}) =—afvs, ls=g,(E3)=0
ve dolayisiyla (4.13a) ile tamimlanan karakteristik denklem katsayilari
A= (ci1+c)n*+ 8+ afv,,
B=—ow (czn2 — OH—ZOCﬁvz) ,
C=—wvy, (5.32b)

D = cicon + (0ca + aﬁvzcl)nz + ooy,

H=0

olarak elde edilir. Boylece, E5 denge noktasina karsilik gelen ve (4.13b) ile verilen
karakteristik denklem

A2+ AL +Be M+ Crle *"+D =0 (5.32¢)

olur. Boliim 3.2°de elde ettigimiz algoritma ile E3 denge noktasinin kararlilik yapisi
ile ilgili asagidaki sonuglara ulagabiliriz:

Sonucg S.1. Eger
H) o> sup{%,%}

kosulu saglaniyorsa T = 0 iken (5.32c) karakteristik denkleminin kokleri negatif reel
kisma sahiptir. Yani Hy kosulu altinda T = 0 iken (5.28) sisteminin pozitif denge noktasi
E3 yerel (lokal) asimptotik kararlidir.

Ispat. Bu sonucu elde etmek icin Lemma 4.2’yi kullanacagiz. Bu nedenle, bu
lemmanin Hy A+ C > 0 ve Hy B+ D > 0 hipotezlerinin hangi kosullar altinda
saglandigini bulmaliyiz. Oncelikle, (5.32b) denklemlerinden

A+C=n*(ci+c2)+5+(af — )

olur. ¢y, ¢, 0 >0ven > 0oldugu icin a > % olarak segilirse A +C > 0 saglanir. Ayrica
E3 mevcut olmast igin & > § olmasi gerektigini biliyoruz. Boylece, a > sup{%,%
olmasi gerekir.
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Diger taraftan, (5.32b) denklemlerinden

B+D = CIC2n4 + (XﬁVchnz + (5 — (L)Vz) C21’12 +oawvy+ofv,y (3 - 260\/2) (5.33)

I 1I I

olarak elde edilir. Oncelikle, ¢y, ¢», «, B>0,n>0ve o> % kosulundan v, > 0
oldugu i¢in (5.33) denkleminin L. terimi pozitiftir. Ayrica (5.29b) ile tamimlanan v,
kullanilarak

o (B8 — )+ 1/ (5 — )’ + 4o
20

5—(0\12: >0

elde edilir. Boylece (5.33) denkleminin II. terimi de pozitif olur. Simdi, yine (5.29b)
ile tanimlanan v, kullanildiginda

—ao++/A
af

esitligi elde edilir. Son ifade, (5.33) denkleminin III. teriminde yerine yazildiginda

0 —20vy =

oawvy + OCBVZ (5 —2(1)1/2) =vmvA>0

oldugundan, bu terimin de pozitif oldugu goriiliir. Boylece B + D > 0 saglanir.

Sonug olarak o > sup{%, %} kosulu saglanirsa Lemma 4.2°den, 7 = 0 iken (5.28)
sisteminin pozitif denge noktas1 E3, yerel (lokal) asimptotik kararl1 olur. 0

Sonug 5.2. Kabul edelim ki Sonug 5.1°de tanimlanan Hy kosulu saglansin ve

B = TQ)SZ (— (ad—20)+ \/(055 — 26)2-1-306252) >0

olsun. Bu takdirde, eger

(H42) 0< B < B];

kosulu saglamirsa yeterince kiigiik ¢y ve cy degerleri i¢in (5.32c) karakteristik
denkleminin bir 1ty > 0 degerinde tek bir A(1)) = i® ve A(7p) = —i®, @ > 0 suf
sanal kok cifti vardrr.

ispat. (5.32c¢) karakteristik denkleminin (5.32b) ile verilen katsayilar1 (4.16) taniminda
yerine yazilirsa H kosulundan & > sup{§, %} oldugu i¢in

R= (0?B*— 0*)v; + (c] +c3)n* +2(afcavs + Scy)n* + 6% > 0. (5.34a)

olur. Lemma 4.5’in kosullarina bakildiginda R > 0 iken (5.32c) karakteristik
denkleminin sirf sanal kok ciftine sahip olmasinin tek yolu § < O olmasidir. (4.16)
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tanimindan S = D> — B> = (D — B)(D + B) ve Sonug 5.1’in ispatindan B+ D > 0
oldugunu biliyoruz. Dolayistyla, S nin isaretini (D — B) nin isareti belirler. (5.32b) ile
verilen katsayilar ile

D—B= 6162714 -+ (56‘2 + OCBC]VZ)I’ZZ —+ OCBSVz + vy (c2n2 — o+ ZOCBVQ) (5.34b)

olarak elde edilir. (D — B) nin isareti hakkinda yorum yapabilmek i¢in oncelikle, ¢; =
¢y = 0 iken ne oldugunu analiz edelim. ¢; = ¢, = 0 iken (5.34b)

D-B=v <2a5[3 - \/Z>

esitligine doniisiir. o > sup{§, %} oldugu i¢in v, pozitiftir. Bu durumda, ¢; = ¢, =0
iken D — B nin igaret analizini yapmak i¢in (2066 B - \/Z) fonksiyonunun koklerini
bulmak yeterlidir. (2a8f —/A) = 0 denklemi bize

B = ngz (— (ad—20)+ \/(0:6 —20)? +3a262) >0,

By = Twsz (— (@8 —20) — /(a5 —20)? +3a262) <0

koklerine sahip
3028%B% + 200 (ad —20) B — a0’ =0

denklemini verir. Béylece, (206 8 — /) fonksiyonunun, § € (—oo, B5) U(B},0) iken
pozitif; B € (B2, B1) iken negatif oldugu goriiliir. Sonug olarak 8 > 0 oldugu i¢in ¢ =
¢y =0iken 8 € [0, B;) degerleri igin D — B < 0 olur. (5.34b) denklemi ile verilen D — B,
c1 ve ¢y ye gore siirekli oldugundan yeterince kiigiik ¢ ve ¢, degerleri i¢in 8 € [0, 1)
iken D — B < 0 olur.

0 < B < B kosulu saglanirsa Lemma 4.5’in bir sonucu olarak yeterince kiiciik ¢ ve
¢y degerleri i¢in (5.32c) karakteristik denkleminin bir 7y > 0 i¢in

0 (5.35a)

_\/_R+m>
B 2

olmak iizere tek bir A (7)) = i@, ve l_z(ro) = —imp, @ > 0 sirf sanal kok ¢ifti vardir.
Bu kok c¢iftinin ortaya ¢iktig1 gecikme degeri, A, B, C ve D (5.32b) ile verilmek iizere
(4.21) denkleminden

(5.35b)

1 Cw; + (AB—CD)w,
T0 = Tr.0 = — arctan o)
’ (07} (B — AC) Wy —BD

olarak elde edilir. ]

Bolim 4.2°de elde ettifimiz algoritma sayesinde, tiirev hesabr yapmamiza gerek

kalmadan Lemma 4.6’nin sonucu olarak Re (% > 0 oldugu i¢in

=70
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transversalite kosulunun saglandigini biliyoruz. Ayrica yine bu algoritma sayesinde,
Sonug 4.3’ten T = Ty iken (5.32c) karakteristik denkleminin A»(720) = i@y ve
1_2(1270) = —imp kompleks eslenik kok ciftinden geriye kalan koklerin reel kisminin
negatif oldugunu ve Sonu¢ 4.4’ten bu kompleks eslenik kok ciftinin 7o mn bir
komsulugunda basit oldugunu biliyoruz.

Bu bilgiler 1s51g1nda, Teorem 4.1’in V; kosulunun dogrudan saglandigini; V, ve V3
kogullarinin, sirasiyla H; ve Hy, kosullarina denk oldugunu gorebiliriz. Boylece,
Teorem 4.1°’1 kullanarak (5.28) sisteminin periyodik c¢oziimleri ile ilgili asagidaki
sonuca ulagabiliriz.

Teorem 5.1 (Hopf Catallanmanin Varligr).

(5.28) sisteminin parametrelerinin, asagidaki kosullar: sagladigini kabul edelim:

(Hy) o> sup{3, 3},
(H42) 0< ﬁ < B] oyle ki

(0]

Bi=s (— (@8 —20) +1/ (@8 —20)° +3a252> -0,

Bu takdirde, A, B, C ve D (5.32b) ile verilmek, @, (5.35a) ile tamimlanmak ve

1 Cw3 + (AB—CD)w,
Tr 0 = — arctan 3
) (B—AC)®3 — BD

olmak iizere

1. EY denge noktas1 T € 0, 72,0) iken yerel (lokal) asimptotik kararlidir ve T > T
iken kararsizdir.

2. Yeterince kiiciik c| ve co degerleri icin T = To iken (5.28) sisteminde Hopf
catallanma meydana gelir, yani (5.28) sistemi T, wn bir komsulugunda
periyodik coziimler ailesine sahiptir.

Sonuc¢ 5.3. Kabul edelim ki Sonug 5.1 de tanimlanan H; ve

(0400)%)
n*

(H3) n > 0 olmak iizere cicp >

kosullart saglansin. Bu takdirde, her T > 0 icin (5.32c) karakteristik denkleminin
biitiin kokleri negatif reel kisma sahiptir. Sonug¢ olarak (5.28) sisteminin pozitif denge
noktasi EY mutlak kararlidir. Bagka bir deyisle, Hy ve H3 kosullari saglantyorsa
(5.28) sisteminde Hopf catallanma meydana gelmez.

Ispat. (5.34a) denkleminden R > 0 oldugunu biliyoruz. Ayrica n > 0 olmak iizere
cicy > af:ivz kosulu saglanirsa (5.34b) denkleminden D — B > 0 ve dolayisiyla, S > 0
olur. Bu durumda, (5.32c) karakteristik denkleminin katsayilarinin, Lemma 4.4’te
tamimlanan H3 , H3, veya H3; kosullarindan birini saglamasindan bagka ihtimal
yoktur. Sonug¢ olarak Lemma 4.4’ten (5.28) sisteminin pozitif denge noktasi E3
mutlak kararlidir. [
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5.4.3 Hopf catallanmanin yon analizi

Bu boliimde, (5.28) sisteminin £ denge noktasindan catallanan periyodik ¢oziimlere
sahip oldugu, yani Teorem 5.1’in sartlarinin saglandig1 kabul edilecektir. Periyodik
coziimlerin Ozelliklerini belirlemek i¢in, (5.28) sistemi (4.1) sistemi formunda
oldugundan, (5.28) sistemini merkez manifolduna indirgemek yerine dogrudan
Teorem 4.3 kullanilacaktir. Bu nedenle, (4.79) ile tanimlanan

i

A0 =2,
J

(22000211 0)~ 20110 = T2 (02 ) + 51 0

Poincaré normal form katsayisinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu hesab1 yapmak
icin Boliim 4.3’teki algoritma ile elde edilen formiiller kullanilacaktir. Boliim 4.3’te
belirtildigi gibi bu formiiller (5.30) ile tanimlanan f ve g fonksiyonlarmin Taylor
serilerindeki birinci ve ikinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen katsayilara baglhdir.
Bu nedenle, bu formiilleri kullanabilmek icin Oncelikle bu katsayilara ihtiyacimiz
vardir. Birinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen katsayilar, bir onceki boliimde elde

edilmis ve (5.32a) ile verilmistir. Ikinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen katsayilar
ise (4.30) kullanilarak

My =My =my3 = myg = myy = my3 = m33 = m34 = mag = 0,
Fi=T12 =7r14 =120 = 1314 =134 =r4a =0, (5.36)
my =0, r3=-1, rpz=-af

seklinde elde edilir. Oncelikle,

q(9) = ( i )eiwje ve q*((y) =S< i‘* )ei(oja

ozvektorleri i¢in gerekli olan ¢, ¢* ve s sabitleri, @, ve 7, o sirastyla (5.35a) ve (5.35b)
ile tanimlanmak iizere Sekil 4.4 ile verilen diyagrami kullanarak asagidaki sekilde
hesaplanir:

i)+ c1n? + 8 — @vye 12720

c .
Ouye 2720

)

. 2
o —i@y + con” + afvy
B Oupe 70

)

5=[c+c+ T 0e "2200c* (v + urc)] -

Poincaré normal form katsayisinin formiiliinde yer alan ve (4.58) ile tanimlanan
220(0), g11(0) ve go2(0) katsayilarini hesaplamak i¢in ihtiyacimiz olan hy(0), hy;(0)
ve hg,(0) vektorlerinin degerleri Sekil 4.5 ile verilen diyagram kullanilarak

hoo, (0) = C(Oeiziwﬂz"o, hoo, (0)=—c— 06[302,
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hi1,(0) =(c+¢)w, h11,(0)=—(c+¢)—2afce,
hoa, (0) = Cwe® @0 hoy (0) = —¢ — afe?
sekinde elde edilir. Boylece, Sekil 4.6 ile verilen diyagram ile
£20(0) = 25¢ [Fwe ™20 — (1 + afc)]
g11(0) =5[(c+7¢) (cFo—1) —2aBce], (5.37)
£02(0) = 25¢ [Fwe* ™20 — (14 aB7)]
esitliklerine ulagilir.

Simdi, Poincaré normal form katsayisinin formiiliinde yer alan ve (4.58d) ile
tanimlanan g»1(0) katsayisim hesaplayalim. Oncelikle, Sekiller 4.7-4.10 ile verilen
diyagramlar kullanilarak A, B, C ve D (5.32b) ile verilmek ve

Dy = —403 +2iw; (A+Ce ®%0) 4 D4 Be™ ™00,

Ky = —

2 (2ian + con® — (1+ afc) up + afvy) coe 22720
Dy

—2imyc (14 caP)—c(cin*+8) (14 caf) + Fapwve 22205

olmak tizere

Wan(0:0) = = ;o g20(0) ( 1 ) ~ L) ( ! ) Ko,

c 3ian c

1 1 : 1 1 . ,
Wao(—120;0) = — @820(0) ( . ) e 1m0 — 731.(02?02(0) ( . > 2720 | Koge 22720

olarak elde edilir. Diger taraftan, Sekiller 4.11-4.14 ile verilen diyagramlar kullanilarak
B ve D (5.32b) ile verilmek ve

Ky,

1 o (c2n® 4+ afvy) (c+¢€) — oup (c+c+2ccaf)
" B+D

— (c1n® + 8 — ov2) (c+T+2ccaf) — ov, (c+¢)

olmak tizere

W11(0;0) = Lgll(o) < ! ) __Lgu(O) ( i > +Kiy,

10)) c )

i c i

1 1 : 1 1 ,
Wii(=720:0) = —¢11(0) < ) e B0 — —7,(0) ( _ ) 'R0 + Ky
C

olarak elde edilir. Sekil 4.15 ile verilen diyagram ile g5 (0) katsayisint hesaplamak i¢in
gerekli olan son degerler

164



h211(0): © 1 i T —ion T
+3Wao, (—T2,0)e" ™0 + W1, (—Ta0)e 270

%WZO] (—7270)E€ia)zrz*0 + W]], (—’5270) Cefiwﬂz‘o ]
M

ho1,(0) = — <;Wzol (0)c+ Wi, (0)c + %WZ()z(O) +W 12(0)>

— aff (Wao,(0)c +2W11,(0)c)
olarak elde edilir. Boylece,

21(0) = 25 [hp1,(0)c* + h21, (0)] (5.38)

formiilii ile hesaplanabilir.

Bu verileri kullanarak (5.28) sisteminin E5 denge noktasindan catallanan periyodik
coziimlerin 6zelliklerini hakkinda bilgi verecek teoremi artik ifade edebiliriz.

Teorem 5.2 (Periyodik Coziimlerin Ozellikleri).

(5.28) sisteminin, Teorem 5.1°de verilen Hy ve Hy, kogsullarini sagladigim kabul
edelim. Bu takdirde,

a) Poincaré normal form katsayisi

i

CI(O)ZE

1 1
(2000611 (0) =21 O)F = FlamO)F ) + 520)
(5.37) ve (5.38) denklemleri kullanilarak hesaplanabilir.

b) Bir €, > 0 vardir oyle ki her bir € € (0,€p,) igin T (5.35b) ile verilmek iizere
(5.28) sisteminin periyodik ¢oziimii ¢catallanma parametresi T

T+ u(e) = To0+ toe® + pget + YMT

degerine esit oldugunda ortaya ¢ikar.

Kabul edelim ki asagidaki kosul saglansin:
V5. Re(cl (0)) 75 0.

Bu durumda, oy(12) ifadesi (4.24a) ile verilmek ve

Re(cy(0))

U =
o (72,0)
olmak iizere yeterince kiiciik € degerleri icin periyodik ¢oziimler

b1) U > 0ise T = 1 ¢atallanma degerinden sonra,

by) Uy < 0ise T = T ¢catallanma degerinden once

ortaya cikar.
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¢) Periyodik ¢oziimler

c1) Re(c1(0)) > 0 ise kararsiz (Hopf ¢atallanma subkritik),

¢2) Re(c1(0)) < 0 ise yerel (lokal) asimptotik kararlidir (Hopf ¢atallanma
siiperkritiktir).

d) € € (0,¢p) icin periyodik ¢oziimiiniin periyodu
21 2 4
T(e) = > (1+The* + Tue* + YMT)

dir. Dolayistyla, (72,0) ifadesi (4.24b) ile verilmek ve

@} (T2,0) 12 +Im(cy(0))
w,

Ty=—

olmak iizere yeterince kiiciik € degerleri icin periyot

27
T(e) ~ —
(€) .

olur. Ayrica periyot T (¢),

d;) T, > 0ise artan,
dy) T, < 0 ise azalandr.

5.4.4 Niimerik sonuclar

Bu boliimiin amaci, onceki iki boliimde elde edilen analitik sonuglari, niimerik
simiilasyonlar kullanarak desteklemek ve difiizyon teriminin (5.28) sisteminin
dinamigi tizerindeki etkisini gostermektir. Bunun i¢in, tibbi deneylerle tahmin edilen

o=1.636, B=0.002, 6=03743, ©w=0.04, oc=0.1181 (5.39)

parametre degerlerini kullamlacaktir (Kuznetsov ve dig., 1994). Bu parametre
degerleriyle, sistem (5.28)

du(t,x) d%u(t,x)

5 a2 +0.1181 4 0.04u(r — 7,x)v(t — 7,x) — 0.3743u(t,x)
) t.3) (5.40)
Iv(t,x)  Iv(t,x
5~ + 1.636v(r,x)(1 —0.002v(¢,x)) — u(t,x)v(t,x)

sistemine doniisiir.
Ej = (0.3155,0), Ej =(—0.0060,501.8323), ve Ej; = (1.6114,7.5252),

olmak iizere bu sistemin 3 tane denge noktast vardir. Boliim 5.4.2°de bazi kogullar
altinda E5 denge noktasinin kararlihigmi kaybedebilecegini ve bu denge noktasindan
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periyodik ¢oziimlerin catallanabilecegini gosterdik. Bu nedenle, bu boliimde E5 denge
noktasinin kararlilik yapisi ile ilgili simiilasyonlara yer verilecektir.

Difiizyon teriminin, sistemin dinamigi lizerindeki etkisini gorebilmek i¢in biyolojik
acidan farkli anlamlar tagiyan 5 farkli durum ele alinacaktir. Durum I: difiizyon yok,
sadece zamana gore degisim var; Durum II: efektor hiicrelerde yayilma yokken timor
hiicreleri ¢, = 0.02 sabit difiizyon katsayisi ile yayilir; Durum III: tiimor hiicrelerinde
yayilma yokken efektor hiicreler c; = 0.03 sabit difiizyon katsayisi ile yayilir; Durum
IV: hem efektor hiicreler hem de tiimor hiicreleri sabit difiizyon katsayilari ile yayilir
fakat tiimor hiicrelerinin yayilma hizi1 daha fazladir; Durum V: efektor hiicreler ve
tiimor hiicreleri ayn1 hizla yayilir. Boliim 4°te olusturulan algoritmanin MATLAB kodu
kullanilarak bu difiizyon katsay1 degerleri i¢in varlik analizi ve yon analizi i¢in gerekli
degerler sirasiyla, Cizelge 5.16 ve Cizelge 5.17’°te verilmistir.

Cizelge 5.16, ele aliman 5 farkli difiizyon katsayr degeri i¢in (5.40) sisteminin
E} = (1.6114,7.5252) denge noktasinin 7 € [0,72) iken yerel (lokal) asimptotik
kararli oldugunu (Cizelge 5.16’min son satir1); T = 7o iken sistemin Karakteristik
denkleminin +iw, suf sanal kok ciftine sahip olmast nedeni ile
E} = (1.6114,7.5252) denge noktasinin kararliligini kaybedecegini ve bu gecikme
degerinde sistemde Hopf ¢atallanmanin ortaya ¢ikacagini; denge noktasinin 7 > 17,
iken kararsiz kalacagimi gosterir. Yani, Teorem 5.1°e gore sistem (5.40), Cizelge
5.16’da verilen her bir diflizyon Kkatsayr deger ¢ifti icin 7o degerinin bir
komsulugunda periyodik ¢oziimler ailesine sahiptir. Dikkat edilirse difiizyon terimi,
Hopf catallanmanin ortaya ¢iktig1 catallanma degerini degistirmistir (Cizelge 5.16’nin
son satir1). Difiizyon katsay1 degerleri biiyiidiikce denge noktast kararliligini, daha
biiyiik gecikme degerlerinde kaybetmektedir, yani gecikme terimine gore daha uzun
stire kararli kalmaktadir.

Cizelge 5.16: (5.40) sisteminin varlik analizi i¢in gerekli degerler.

I II 111 v A\

c1=0 c1=0 c1=003|¢,=001]c¢ =0.03
Cy) = 0 Cy) = 0.02 C) = 0 Cy) = 0.03 Cy) = 0.03

H; || 0.0979 0.1179 0.1279 0.1379 0.1579

H,, || -0.2280 | -0.2221 -0.2280 -0.2191 -0.2191

w || 0.6732 0.6680 0.6650 0.6626 0.6570
To || 0.2121 0.2610 0.2804 0.3100 0.3580

Cizelge 5.16’daki verilere gore, (5.40) sisteminde Hopf catallanmanin meydana
geldigini ifade ettik. Bu catallanmanin yon analizi hakkinda, Cizelge 5.17, Teorem
5.2’ye gore biitiin difiizyon katsayr degerleri i¢in su bilgileri verir: Re(c1(0)) < 0
oldugundan Hopf catallanma siiperkritiktir ve ortaya c¢ikan periyodik ¢oziimler
kararhdir; g, > 0 oldugundan periyodik ¢oziimler ¢atallanma degeri 7> dan sonra
ortaya cikar; catallanma degerine yeterince yakin iken periyodik ¢oziimlerin periyodu
Cizelge 5.17’nin son satirindaki gibidir ve bu periyot, 75 > 0 oldugundan c¢atallanma
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degerinden uzaklastik¢a artar. Dikkat edilirse difiizyon terimi, ortaya ¢ikan periyodik
coziimlerin periyodunu degistirmistir (Cizelge 5.17 nin son satir1). Difiizyon katsay1
degerleri arttik¢a periyot artmaktadir.

Cizelge 5.17: (5.40) sisteminin i¢in yon analizi i¢in gerekli degerler.

I II 111 v \Y%
;=0 c1=0 |¢1=0.03]|¢c =0.01] ¢ =0.03
c2=0 | c2=0.02 c=0 c;=0.03 | ¢ =0.03
Re(c1(0)) || -0.0365 | -00656 -0.0490 -0.0847 -0.0936
J15) 0.1762 | 0.3326 0.2487 0.4485 0.5140
g3 0.4991 0.4999 0.5393 0.5135 0.5382
Periyot 9.3339 | 9.4055 9.4486 9.4824 9.5630

Bu sonuclar1 destelemek amaciyla, sifirdan farkli difiizyon katsayilari iceren (5.40)
sistemi igcin FORTRAN programi ve difiizyon katsayilarinin sifir oldugu durum igin ise
MATLAB DDE (Delay Differential Equations) paketini kullanarak bazi simiilasyonlar
elde edilmigtir.

Difiizyonun olmadig1 durumda, ¢atallanma degerinden kiiciik 7 = 0.1 € [0,0.2121)
gecikme degerinde denge noktasinin yerel (lokal) asimptotik kararli oldugu Sekil
5.14’ten goriilmektedir. Sekil 5.15 ve Sekil 5.16, 7 = 0.2121 catallanma degerinde ve
catallanma  degerinden biiyiikk fakat catallanma degerine ¢ok yakin
T =0.213 > 0.2121 degerinde, (5.40) sisteminin periyodik ¢dziime sahip oldugunu
gostermektedir. Bu simiilasyonlar, periyodik ¢oziimlerin ¢atallanma degerinden sonra
ortaya ciktif1 sonucunu, difiizyon katsayr degerlerinin sifir oldugu durum icin
destekler.

9
8
7
6
5
4

13

0 20 40 60 B0 0 120 140 fe0 180 200 3 14 15 16 17 18 13 2 21
Zaman't Zaman t ut)

Sekil 5.14: ¢y = ¢, =0 ve T=0.1 < 0.2121 iken (ug,vp) = (2,8) baslangi¢ degerine
sahip efektor hiicre popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi u(t) solda, timor hiicresi

popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi v(r) ortada ve (5.40) sisteminin faz portresi
sagda verilmisgtir.
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Sekil 5.15: ¢; = ¢, =0 ve © = 0.2121 iken (up,vo) = (2,8) baslangic degerine
sahip efektor hiicre popiilasyon yogunlugunun ¢6ziim grafigi u(r) solda, timor hiicresi
popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi v(¢) ortada ve (5.40) sisteminin faz portresi
sagda verilmistir.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 8 10 120 140 180 180 200 13 14 15 16 17 18 18 2 21
Zamant Zamant u

Sekil 5.16: ¢; = ¢, =0ve T=0.213 > 0.2121 iken (up, vo) = (2, 8) baslangi¢ degerine
sahip efektor hiicre popiilasyon yogunlugunun ¢6ziim grafigi u(t) solda, tiimér hiicresi
popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi v(r) ortada ve (5.40) sisteminin faz portresi
sagda verilmistir.

Tanim 3.1, catallanma degerinde denge noktasi zayif bir sekilde c¢ekici ise Hopf
catalanmanin siiperkritik olarak adlandirildigini soyler. Sekil 5.17°ye bakilirsa
E; = (1.6114,7.5252) denge noktasinin kararliligmin zaman araligi artirilmasina
ragmen zayif kaldig1 goriiliir. Bu simiilasyon, Hopf catallanmanin tipinin siiperktirik
oldugunu destekler. Sekil 5.18°de ise catallanma degerinden biiyiik 7 = 0.3 > 0.2121
gecikme degerinde denge noktasinin kararsiz oldugu goriilmektedir.

13 14 15 16 17 18 19 2 21
uty

13 14 15 1B 17 18 13 2 21 13 14 15 16 17 18 18 2 21
ult) ult)

Sekil 5.17: ¢y = ¢, =0 ve 7 = 0.2121 iken (ug,vo) = (2,8) baglangi¢ degerine sahip
(5.40) sisteminin faz portresi, ¢ € [0,100] i¢in solda, ¢ € [0,300] icin ortada ve ¢ €
[0,500] i¢in sagda verilmistir.

Simdi, difizyon teriminin Ej = (1.6114,7.5252) denge noktasinin kararliligt
tizerindeki etkisini inceleyelim. Sekil 5.19, farkl diftizyon katsay1 de8erleri i¢in ilgili
catallanma degerlerinden kiiciik 7 = 0.1 gecikme degerinde denge noktasinin yerel
(lokal) asimptotik kararli oldugunu gostermektedir.
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Sekil 5.18: ¢; = ¢ =0 ve T=10.3 > 0.2121 iken (ug,vp) = (2,8) baslangi¢ degerine
sahip efektor hiicre popiilasyon yogunlugunun ¢6ziim grafigi u(r) solda, timér hiicresi
popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi v(¢) ortada ve (5.40) sisteminin faz portresi
sagda verilmistir.

1613 u

f gron
* L6z
1611

Il.()lO

1.609

(@)c1=0,c0=0.02ve 1=0.1 <170=0.2610

(©)c1=0.01,c0=0.03ve 7=0.1 <19 =0.3100

Sekil 5.19: u(x,0) = 1.6114 + 0.002cos(x) ve v(x,0) = 7.5252 + 0.002cos(x)
baslangi¢ deger fonksiyonlarma sahip efektor hiicre popiilasyon yogunlugunun ¢oziim
grafigi u(z,x) solda ve tiimor hiicresi popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi v(z,x)
sagda verilmistir.

Difiizyonun olmadigr Durum I i¢in catallanma degerinin 7 = 0.2121 oldugunu ve
dolayisiyla difiizyonun yoklugunda, bu gecikme degerinde ve bu degerden biiyiik
fakat ¢cok yakin gecikme degerlerinde (5.40) sisteminin periyodik ¢Oziime sahip
oldugunu biliyoruz (Sekil 5.15 ve Sekil 5.16). Sekil 5.20’ye bakilirsa farkl difiizyon
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degerlerinin ele alindigi sistemlerde, 7 = 0.2121 gecikme degerinde, (5.40)
sisteminin E5 = (1.6114,7.5252) denge noktas: halen yerel (lokal) asimptotik kararli
oldugu goriiliir. Bu sonug, sistem difiizyon igeriyorsa difiizyonun pozitif denge
noktasinin kararlt kaldig1 gecikme araligim1 uzattiginin altin1 ¢cizmektedir. Bagka bir
deyisle, diftizyon, periyodik bir ¢oziimii asimptotik olarak kararli bir denge noktasina
doniistiirebilecek bir etkiye sahiptir.

(d)c1 =0.03, ¢ =0.03 ve T=0.2121 < 19 = 0.3580

Sekil 5.20: u(x,0) = 1.6114 + 0.002cos(x) ve v(x,0) = 7.5252 + 0.002cos(x)
baglangi¢ deger fonksiyonlarina sahip efektor hiicre popiilasyon yogunlugunun ¢éziim
grafigi u(z,x) solda ve tiimér hiicresi popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi v(z,x)
sagda verilmistir.
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Sekil 5.21, (5.40) sisteminin ¢y = 0 ve ¢ = 0.02 iken 7 = 0.2610; c; =0.03 ve c; =0
iken T =0.2804; c; = 0.01 ve ¢, = 0.03 iken T = 0.3100; ¢; = 0.03 ve ¢, = 0.03 iken
7 =0.3580 catallanma degerlerinde periyodik ¢oziime sahip oldugunu gostermektedir.

(d) c1 =0.03, ¢, =0.03 ve T= 1,9 = 0.3580

Sekil 5.21: u(x,0) = 1.6114 + 0.002cos(x) ve v(x,0) = 7.5252 + 0.002cos(x)
baglangic deger fonksiyonlarina sahip efektor hiicre popiilasyon yogunlugunun ¢oziim
grafigi u(z,x) solda ve tiimor hiicresi popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi v(z,x)
sagda verilmistir.
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cy = 0.01 ve ¢ = 0.03 iken catallanma degerinin 7 = 0.3100 oldugunu ve
dolayisiyla, bu gecikme degerinde (5.40) sisteminin periyodik ¢oziime sahip
oldugunu biliyoruz (Sekil 5.21c). Difiizyon iceren (5.40) sisteminde, difiizyon
katsayilarinin artigmin, Ej = (1.6114,7.5252) denge noktasimin kararlilik yapisi
tizerinde nasil bir etkiye sahip olabilecegini gormek i¢in ¢; = 0.03 ve ¢, = 0.03
difiizyon katsay1 degerinde 7 = 0.3100 iken ¢Oziim egrileri elde edilmistir. Sekil
5.22°de goriildiigii gibi, ¢; = 0.01 ve ¢ = 0.03 i¢in catallanma degeri olan
7 = 0.3100 gecikme degerinde, ¢; = 0.03 ve ¢, = 0.03 iken E = (1.6114,7.5252)
denge noktasi halen yerel (lokal) asimptotik kararlidir.

11613 u
1613 10
1 fa v

* 1612 [ grsas

o Fen o 1537

£ 1.610 117525
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Sekil 5.22: ¢; = 0.03, ¢; = 0.03 ve 7 = 0.3100 < 0.3580 iken u(x,0) = 1.6114 +
0.002cos(x) ve v(x,0) = 7.5252 +0.002 cos(x) baslangi¢ deger fonksiyonlarina sahip
efektor hiicre popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi u(¢,x) solda ve tiimor hiicresi
popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi v(¢,x) sagda verilmistir.

Bu sonug, difiizyon katsay1 degerlerinin artmasinin, denge noktasinin kararliligini,
daha biiyiik gecikme degerlerinde kaybettiginin, yani gecikme terimine gore daha
uzun siire kararli kaldiginin altin1 ¢izmektedir. Difiizyon katsay1 degerlerinin artmasi,
periyodik bir ¢oziimii asimptotik olarak kararli bir denge noktasina doniistiirebilecek
bir etkiye sahiptir. Baska bir deyisle, difiizyon katsay1 degerlerinin azalmasi yerel
(lokal) asimptotik olarak kararli bir denge noktasini, periyodik bir ¢oziime
doniistiirebilir.
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6. TARTISMA VE SONUCLAR

Gergek yasam problemlerini anlamanin, agiklayabilmenin ve bu problemlere ¢oziim
tiretebilmenin bir yolu matematiksel modelleme ve onun analizidir. Ger¢ek yasam
problemlerini modellerken pek ¢ok problemin dogasinda bulunan reaksiyon-difiizyon
mekanizmasin1 ve girdilere/uyaranlara verilen cevapta meydana gelecek gecikmeyi
ithmal etmemek, problemleri daha gercekei bir sekilde temsil etmeyi saglayacaktir.

Gergekei bir model elde edildikten sonra ikinci adim modelin dinamigini anlamaya
caligmaktir. Matematiksel modeller pek cok parametre icerir ve bu parametreler
degisirken sistemin nitel davramigsinda ne gibi degisiklikler olacagi merak edilen
konulardan biridir. Hopf catallanma, sistem i¢indeki parametrelerden biri degisirken
sistemin denge noktasinin kararlilik yapisinin degistigi ve bu degisime periyodik
coziimlerin ortaya ¢ikmasinin veya kaybolmasinin eslik ettigi c¢atallanma tipidir.
Sistemin dinamiginde periyodik davraniglarin bulunmasi saglikli olmak, 6grenmek,
yasamaya devam etmek gibi olumlu seyleri veya epilepsi ataklari, Alzaymir hastalig1
gibi olumsuz seyleri temsil edebilir. Bu nedenle, periyodik davraniglarin varligi ve
yoklugu, gercek yasam problemlerini temsil eden modellerin analizinde énemli bir

yere sahiptir.

Bu gerekgeler gbz oniinde bulundurularak bu tezde, gecikme parametresi degisirken
tek gecikme igeren reaksiyon-difiizyon sistemlerinin bir siifinin dinamik yapisinda
ne gibi degisikliklerin ortaya c¢ikti§1 analiz edilmistir. Bu smifa ait sistemlerde
periyodik c¢oziimlerin varhi§imi garanti etmek igin gecikme terimi catallanma
parametresi olarak almip bahsi gecen sistem smifinda hangi kosullar altinda Hopf
catallanmanin ortaya c¢iktigr belirlenmistir. Ayrica sistem merkez manifolduna
indirgenmis ve boylece periyodik ¢oziimlerin 6zellikleri belirlenmistir.

Aym sinifa ait farkli problemler i¢in bu adimlarin tekrarini engellemek amaciyla,
Hopf catallanma varlik analizini sadece sistemin karakteristik denkleminin
katsayilarini1 kullanarak ve yon analizini ise sadece sistemdeki fonksiyonlarin Taylor
serilerindeki birinci ve ikinci mertebeden tiirevlere karsilik gelen katsayilari
kullanarak tamamlamay1 saglayacak kosullar ve formiiller iceren bir algoritma
olusturulmustur. Boylece, tek gecikme iceren reaksiyon-difiizyon denklem
sistemlerinin bahsi gecen smifi Hopf catallanmanin varligi ve yonii anlaminda
tamamen analiz edilmistir.

Elde edilen algoritma kullanilarak dort problemin Hopf catallanma analizleri
yapilmustir. Tlk olarak literatiirden bir tiimor-bagisiklik etkilesimi modeli segilmis ve
bdylece algoritma test edilmistir. Bu uygulamada, gercek yasam problemlerine dogru
katkida bulunabilmek icin matematiksel modellerin analizindeki hata ihtimalini en
aza indirgemek gerektigi goriilmiistii. Bu tezde olusturulan algoritmanin temel
amaclarindan birisi budur.
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Calisigimiz sistem smifi hem gecikme terimi hem reaksiyon-difiizyon terimi
icermektedir. Gecikme teriminin degisimine bagli olarak sistemin dinamiginde
meydana gelen degisiklikler analiz edilmistir. Diger taraftan, difiizyonun sistemler
tizerindeki etkisi merak edilen konulardan biridir. Olusturulan algoritmanin MATLAB
kodu sayesinde farkli difiizyon degerleri icin Hopf catallanma analizini hizli bir
sekilde yapmak miimkiindiir. "Modellerin reaksiyon-difiizyon terimi ile daha gercekg¢i
hale gelmesi, modelin dinamigi ile ilgili elde edilen sonuglar1 degistirir mi?" sorusuna
yanit bulmak icin literatiirde yer alan fakat difiizyonun etkisinin arastirilmamis
oldugu iki farkli problem, algoritma kullanilarak analiz edilmigtir. Bu analizin
sonucunda, av-avci etkilesimini ele alan ve difiizyon terimi icermeyen sistemde avin
tireme olgunluguna erismek i¢in ihtiyag duydufu siire ne olursa olsun
popiilasyonlarin yogunlugunun sistemin denge degerine ulasacagi goriilmiistiir.
Bununla birlikte, reaksiyon-difiizyon mekanizmasin ihtiva ettigi i¢in daha gercekci
olan sistemde ise popiilasyonlarin yogunlugunun sistemin denge degerine ulasip
ulagamayacagi, avin iireme olgunluguna erismek i¢in ihtiya¢ duydugu siireye bagh
kalmistir. Bir kimyasal tepkimeyi modelleyen iigiincii sistemde, denge noktasinin
kararlilig1 diftizyonun yoklugunda gecikme degerinden daha hizli etkilenmistir.
Ayrica diflizyonun yoklugunda periyodik ¢oziimler kararli ve catallanma degerinden
sonra ortaya ¢ikarken difiizyonun etkisi altinda periyodik coziimler kararsiz hale
gelmis ve catallanma degerinden 6nce ortaya ¢ikmistir. Dolayisiyla, difiizyon Hopf
catallanmanin tipini degistirmigstir. Son olarak difiizyon periyodik c¢oziimlerin
periyodunu, yani sistemin dinamiginin kendini tekrarlama siiresini degistirmistir.

Son Ornekte ise literatiirde bulunan bir tiimor-bagisiklik etkilesim modeline
reaksiyon-difiizyon mekanizmasi eklenerek model daha gercekei hale getirilmistir.
Ardindan, algoritma kullanilarak modelin Hopf catallanma varlik ve yon analizi
yapilmig ve gecikme parametresi degisirken sistemin belirli kosullar altinda periyodik
cozlimlere sahip oldugu sonucuna ulasilmistir. Ayrica difiizyon teriminin model
tizerindeki etkisi arastirllmig ve difiizyon katsayr degerleri artirildiginda denge
noktasinin kararliligini daha biiylik gecikme degerlerinde kaybettigi, yani gecikme
terimine gore daha uzun siire kararli kaldig:r goriilmiistiir. Bu sistem i¢in difiizyon
katsay1 degerlerinin artmasi, periyodik bir ¢o6ziimii asimptotik olarak kararli bir denge
noktasina doniistiirebilecek bir etkiye sahiptir. Bagka bir deyisle, difiizyon katsayi
degerlerinin azalmasinin yerel (lokal) asimptotik olarak kararli bir denge noktasini,
periyodik bir ¢oziime doniistiirebildigi tespit edilmistir.
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EK 1: Bazi Temel Teoremler

Divergence Teoremi . (Bayraktar, 2010)

C, xy diizleminde parcali diizgiin, basit, kapall ve pozitif yonlii bir egri olsun. C nin dis
birim normalini n ve sinirladigi kapall bolgeyi D ile gosterelim. Ayrica

F(x,y) = M(x,y)i+N(x,y)j

ve F € C'(D) olsun. Bu takdirde,

oM JN
div(F) = — 4+ —
v(F) dx * dy
olmak iizere
j{ F'na’s://diVFdA
C=0D D

dir. Yani, ¢ F-nds egrisel integrali F nin D bélgesinin digina akisidir ve bu aki,
C=0dD

div(F) nin D iizerinden integraline esittir.

Kapah Fonksiyon Teoremi . (Bayraktar, 2010)

U CR" x R™ agik bir kiime, xog € R", yo € R™ olmak iizere (xg,vo) € U olsun. F : U —
R™ fonksiyonu asagidaki kosullart saglasin.

1. F(x0,y0) =0duwr

2. F nin her mertebeden tiirevleri belli bir &; > 0 icin N, (xo,y0) civarinda siirekli,
yani F € C*(Ng, (x0,y0)) dur.

3. det(F, (x0,%0)) # 0 dyle ki Fy(x,5) = (—

Bu takdirde,

a) F(x,f(x)) = 0 olacak sekilde, xo € V C R" a¢ik kiimesinde tamml bir tek
y = f(x) fonksiyonu vardir. (Yani x €V i¢cin 'y = f(x), F(x,y) = 0wy ye gore
coziimiidii,y € W C R™, W acik bir kiimedir).

b) yo = f(xo) dur
c) feC?(V)vexeV igin

ofx) _ (9filx.y) 1<k<m, 1<i<n
ox ox; ’ ’ ’
aFk(xay)) .
F(x7y): ( ) 1§k7j<m7
y ayj
Fe(x,y) = (aF"ag’y)), 1<k<m, 1<i<n



olmak iizere

det(Fy(x, f(x))) #0 ve =5 = — [F(x, f()] " Felx, £(x)
dir.

Poincaré-Bendixson Teoremi . (Strogatz, 1994)

x € R? ve f: R? = R? olmak iizere

x=f(x)

diferensiyel denklem sistemini ele alalim. Asagidaki kosullarin saglandigint kabul
edelim.

1. R C R? kapali ve sumrhidir:

2. f, Ryiiceren acgik bir kiimede siirekli tiirevlenibilirdir.

3. R denge noktast icermez.

4. C yoriingesi, R de baslar ve t — o iken R de kalir.
Bu takdirde, C yoriingesi kapali bir yoriingedir veya t — oo iken sarmal bir hareketle
kapali bir yoriingeye yaklasir. Her kosulda R bolgesi kapali bir yoriingeye sahiptir.

Riesz Temsil Teoremi . (Bayraktar, 2006)

H\ ve H, iki Hilbert uzayt ve
(O H  xHy, — F

siirly bir s—lineer form olsun. Bu takdirde, ¢(x,y) = (T (x),y) olacak sekilde H,
uzaymmdan Hp wuzaymma tamimli bir T suurli lineer doniisiimii vardwr. Ayrica
ll@l| = ||T|| olup ¢ tarafindan belirtilen bu T déniisiimii tektir.
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EK 2: Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce terim

Akis

Ardisik

Asikar Olmayan Denge Noktas1
Basamaksal Biiyiikliik
Catallanma

Cekici

Denge noktasi
Degismez

Diizgiin

Evoliisyon Operatorii
Gecikme

Gradyen

Hassaslik Derecesi
Hastalik Icermeyen Denge Noktasi
Hiperbolik

Bagisiklik bilimi
Izdiisiim

Kararli Durum
Kararhlik

Kararlilik Gegisi
Karakteristik

Kesikli Gecikme
Kisitlama

Kompleks Devrik
Lineer

Manifold (Cok Katl)
Merkez Manifold
Nitel

Ozdeger

Ozuzay

Ozvektor

Ingilizce Terim

Flow

Recursive

Nontrivial Equilibrium Point
Order of Magnitude
Bifurcation
Attractive
Equilibrium Point
Invariant

Smooth

Evolution Operator
Delay

Gradient

Degree of Accuracy
Disease-Free Equilibrium Point
Hyperbolic
Immunology
Projection

Steady State
Stability

Stability Switches
Characteristic
Discrete Delay
Restriction
Conjugate Transpose
Linear

Manifold

Center Manifold
Qualitative
Eigenvalue
Eigenspace

Eigenvector
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Tiirkce terim

Sinirli Degisim

Sirf Sanal

Skaler Carpim

Subkritik

Stiperkritik
Siiperpozisyon Prensibi
Tek Katli (Basit) Kok
Transandantal Denklem
Transversalite (Kesme) Kosulu
Topolojik Olarak Denklik
Topolojik Olarak Eglik
Uzaysal/Konumsal
Uzaysal/Konumsal Olarak Homojen
Yar1 lineer

Yerel (Lokal)

Yerel Olarak Degismez
Yerel Olarak Taniml
Yon

Zamansal

Zayif Bir Sekilde Cekici
Zay1f Bir Sekilde tici
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Ingilizce Terim

Bounded Variation
Purely Imaginary

Dot Product

Subcritical

Supercritical

Principle of Superposition
Simple Root
Transcendental Equation
Transversality Condition
Topologically Equivalent
Topologically Conjugate
Spatial

Spatially Homogeneous
Quasilineer

Local

Locally Invariant
Locally Defined
Direction

Temporal

Weakly Attracting
Weakly Repelling



EK 3: Biyoloji, Matematik ve Tip Terimleri Sozliigii

Aki (Flux) Birim yiizeyden birim zamanda gecen (giren ve ¢cikan) madde ya da 1s1nim
niceligi (Url-4).

Antijen (Antigen) Organizmada kendisine kars1 bagisik cevap olusturan ve bu cevap
sonucu ortaya ¢ikan antikor ve duyarli hiicre almaglariyla 6zgiil olarak birlesme
ozelligi gosteren bakteri, zehir, yabanci protein vb. maddeler, immiinojen (Url-
41).

Antikor (Antibody) Ozel bir antijene cevap olarak B lenfositleri ve plazma hiicreleri
tarafindan meydana getirilen ve bagisikliktan sorumlu olan glikoprotein
yapisindaki maddeler (Url-43).

Bagisikhk Yamt/Immiin Yamt (Immune  Response)  Yabanci  madde ile
karsilagmada immiin sistem hiicre ve molekiillerinin karsilikli ve diizenli
etkilesimleriyle ortaya ¢ikan savunmadir (Url-37).

Dogal Oldiiriicii Hiicreler (Natural Killer Cells) Sitotoksik T hiicreleri gibi
sitotoksisite yetene8i olan, ancak T hiicresi antijen reseptorleri ve yiizey
immiinoglobulinleri tagimadiklarindan dolayr ne T ne de B hiicresi olmayan,
ozellikle bazi viriislerle enfekte olmus hiicreler ile tiimor hiicrelerini taniyip
yok edebilen hiicrelerin olusturdugu lenfositlerin bir grubu (Url-42).

Efektor Hiicre (Effector Cell) Belirli bir siirecin son cevabi veya islevini yerine
getiren bir hiicre. Ornegin, bagisiklik sisteminin ana efektor hiicreleri, aktive
olmus patojenlerin yok edilmesinde ve viicuttan c¢ikarilmasinda rol alan
lenfositler ve fagositlerdir (Url-15).

Epidemiyoloji (Epidemiology) Toplumda gériilen hastaliklarin nedenlerini, goriilme
siklig1 veya oranini, yayilislarini, hastaliklara kars1 alinacak onlem ve korunma
yontemlerini konu alan bilim alan1 (Url-7).

Faz Portresi (Phase Portrait) Sistemin nitel olarak farkli olan biitiin yoriingelerini
gosteren sekil, faz portresi olarak adlandirilir (Strogatz, 1994).

Genom (Genome) 1-Prokaryot ya da Okaryot organizmalardaki genetik materyalin
hepsi. 2-Bir gamette bulunan ve bir tiire 6zgii en kiiclik sayidaki bir seri
kromozom, haploit sayidaki kromozom. 3-Bireye bir veya her iki ebeveynden
gelen gen takimi (Url-34).

Gen Terapisi (Gene Therapy) Gen terapisi, hastalig1 tedavi etmek veya onlemek icin
genleri kullanan deneysel bir tekniktir. Bu teknik, gelecekte, doktorlara bir
hastalif1 ila¢ veya ameliyat yerine, hastanin hiicrelerine gen ekleyerek tedavi
etme imkam sunacaktir (Url-30).

Hiicre Farkhlasmasi (Differentiation of cells) Bir doku veya olusumun yap1 veya
gorev bakimindan kendine has 6zellik tasiyacak sekilde gelismesidir (Url-19).

Hiicresel Bagisikhik Yamit1 (Cellular Immune  Response)  Viicuda  giren
mikroorganizmalar, tiimor hiicreleri veya aktarilan organ ve doku gibi
antijenlere karst T hiicrelerinin gosterdigi tepkiye bagh olarak gelisen
bagisiklik tiirti (Url-35).
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Hiimoral Bagisikhik Yanmiti (Humoral Immune Response) Viicuda giren antijenlere
karst B hiicrelerinin olusturdugu immiinoglobulinler (antikorlar) araciligiyla
gerceklesen bagisiklik tiirii (Url-36).

Immiinoterapi (Immunotherapy) Viicudun bagisiklik sistemini, kanserli hiicrelere
kars1 daha kesin, etkili ve daha giiclii saldirilar yapacak sekilde yiikselterek
kanserli hiicrelerin biiylime ve yayilmasini durdurmayi veya hiicrenin tamamen
ortadan kaldirilmasini amaclayan tedavi yontemi (Url-17).

Immiinosupresyon (Immunosuppression) Viicudun antijene karsi gosterecegi
cevabin Onlenmesidir, 6zellikle doku implantasyonunda viicudun dokuyu
kabullenmesi i¢in bagisikligin ortadan kaldirilmasidir (Url-18).

Kararh Durum (Steady State) Zaman icinde degismeyen veya bir yondeki
degisikligin siirekli olarak digerinin degisimiyle dengelenmesine dayanan
istikrarli bir durum (Url-27). Burada zamana gore de8isimin olmadig1 ¢oziimler
kastedilmektedir.

Kemoterapi (Chemotherapy) Viicutta bulunan mikroplari, organizmaya zarar
vermeden kimyasal maddelerle 6ldiirme veya iiremelerine engel olma ve bu
yolla hastalig1 tedavi etme (Url-31).

Makrofaj (Macrophage) (Yunanca: "biiyiik-yiyiciler") dokularda  bulunan
patojenlerin, O©lii hiicrelerin, hiicresel kalintilarin ve viicuttaki yabanci
maddelerin  yutulmasindan sorumlu hiicrelerdir. Makrofajlar dogustan
bagisiklik sisteminin bir boliimiidiirler (Url-38).

Makromolekiil (Macromolecul) Proteinler, polisakkaritler ve diger dogal ve sentetik
polimerlerde oldugu gibi birka¢ binden milyonlara uzanan molekiil agirligina
sahip ¢ok biiyiik polimerik zincir yapisina sahip bir molekiil (Url-33).

Morfogenez (Morphogenesis) 1-Bir canlinin gelismesi ya da ontogenisi sirasinda
biiylime ve hiicre farklilasmasi ile 6zel seklini almasi olayi. 2-Hiicrelerin
embriyolojik olarak farklilagmasi (Url-22).

Morfojen (Morphogen) Embriyonik dokularda bir konsantrasyon gradyeni
olusturarak gelisme siirecini baglatan bir protein (Url-8).

Nispi Biiyiime Oram (Relative Growth Rate) Bir popiilasyonun biiyiime oraninin, o
popiilasyonun niifus biiyiikliigiine boliinmesi ile elde edilen degere denir
(Stewart, 2008).

Proliferasyon (Proliferation) Ozellikle hiicreler icin kullanilir. Cogalma, artma
anlamina gelir (Url-16).

Radyoterapi (Radiotherapy) Kanser gibi hastaliklarin X 1sinlar1 ya da radyoaktif
maddelerle tedavisi. (Url-32).

Reaktant (Reactant) Kimyasal reaksiyona dahil olan bir molekiil, reaktan (Url-25).

Rejenerasyon (Regenaration) Organizmada yikimlanmig doku ve hiicrelerin yerine
ayn1 morfolojik yapida ve ayni islevi géren yeni bir dokunun meydana gelmesi
(Url-23).
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Sitokin (Cytokine) Yangisal ve bagisiklik ile ilgili yamtlara aracilik eden, farkl
hiicre tiirleri tarafindan tretilen ve bagisiklik sisteminin hiicreleri arasinda
iletisimi saglayan proteinlerden herhangi biri (Url-40).

Sitotoksik T hiicresi (Cytotoxic T cell) Sinif I doku uygunluk kompleksi molekiilleri
tarafindan sunulan, antijenik peptitler bulunan, 6zellikle viriislerle enfekte olmusg
hiicreleri oldiirebilen ve iizerinde CDS belirteci tastyan T hiicresi tiirii (Url-44).

Terminal Donem (Terminal Period) Kanser ve artan fiziksel kisitlanmalara karsin
hastanin yasam kalitesini korumak ve iyilestirmek amaciyla biitiincii bakimin
stire geldigi 6liim oncesi donemdir (Cavdar, 2011).

Tiimor (Tumor/Tumour) Hiicrelerin anormal ¢ogalmasiyla olusan biiyiime. Cogalan
hiicreler ya o bolgede kalir (iyi huylu tiimér) ya da cogalmaya devam eden
hiicreler organizmanin diger bolgelerine yayilarak metastaz yapar (habis tiimor:
kotii huylu tiimor) (Url-14).

Ustel/Lojistik Biiyiime (Exponential/Logistic Growth) Ustel biiyiimede, kisi basina
diisen (kisi basina) bilyiime orani, niifus bilyiikliigiine bakilmaksizin ayni kalir
ve boylece niifus arttikca daha hizli ve daha hizli biiyiir. Lojistik biiylimede ise
niifus biiyiikliigii, tasima kapasitesi olarak bilinen cevre kaynaklarinin azami
miktarina yaklastiginda, niifusun kisi basimna biiylime oran1 gittikce
kiiciilmektedir (Url-2).

Yardimc T hiicresi (Helper T cell) Bazi antijenlerle uyarildiginda T hiicrelerinden
olusan, sitotoksik T hiicrelerinin {iiretilmesine yardim eden, antikor yanitinin
olusmasinda B hiicreleri ile birlikte gorev yapan, antjeni sinif II doku uygunluk
kompleksi molekiillerinin yardimiyla taniyan ve iizerinde CD4 belirteci tasiyan
T hiicresi tiirii (Url-39).
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