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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

LESLIE TiPi BIR AYRIK AV-AVCI POPULASYON MODELININ KARARLILIK
VE NEIMARK-SACKER CATALLANMA ANALIZI

Pinar BAYDEMIR

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Tez Danigsmani: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Tarih: Aralik 2018

Bu tezde, Leslie tipi bir ayrik av-avci popiilasyon modelinin dinamik yapis1 analiz
edilmistir. Bu model diferensiyel denklem sistemi ile tanimlanan av-avci popiilasyon
modelinden Euler metodu kullanilarak elde edilmistir. Analiz edilen model ayni
cevreyi paylasan ve birbirleriyle etkilesim icinde bulunan iki popiilasyonu
icermektedir. Lineer olmayan dinamik sistemler yaklasimiyla modellenen bu
popiilasyonlarin zamana gore degisimi fark denklemleri ile ifade edilmistir. Ik olarak
ayrik av-avcer modelinin pozitif denge noktasinin varli§i ve tekligi gosterilmistir.
Ardindan bu pozitif denge noktasinin kararli olabilmesi ve bu denge noktasinda Flip
catallanma ve Neimark-Sacker catallanmanin goriilebilmesi i¢in gerekli kosullar
belirlenmigtir. Daha sonra Merkez Manifold Teoremi ve Catallanma Teorisi
kullanilarak bu kosullarin saglandigi teorik olarak ispatlanmigtir. Elde edilen bu
analitik caligsmalar1 desteklemek amaciyla bazi parametre degerleri belirlenmistir. Son
olarak, bu parametre degerleri i¢in sistemin faz portreleri ve catallanma diyagrami

elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemleri, Kararlilik analizi, Flip catallanma, Neimark-

Sacker catallanma.
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ABSTRACT
Master of Science

STABILITY AND NEIMARK-SACKER BIFURCATION ANALYSES OF A
DISCRETE-TIME PREDATOR-PREY SYSTEM WITH LESLIE TYPE

Pinar BAYDEMIR

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Date: December 2018

In this thesis, the dynamical behaviour of a discrete-time predator-prey model of
Leslie type is presented. This model is obtained from continuous-time predator-prey
model by using Euler method. The model has two populations which are prey and
predator living in the same environment and interacting with each other. In this model
the change of populations, modeled by approximation of nonlinear dynamical
systems, with respect to time is governed by difference equations. First, the existence
of the positive equilibrium point of the discrete system is shown and the conditions
for the stability are found. Then, the conditions of existence for Flip bifurcation and
Neimark-Sacker bifurcation arising from this positive equilibrium point are
determined. More specifically, these bifurcations are driven by using the center
manifold theorem and the normal form theory by choosing the integral step size as a
bifurcation parameter. Finally, some numerical simulations are presented to support

and extend the theoretical results.

Keywords: Difference equation, Stability analysis, Flip bifurcation, Neimark-Sacker

bifurcation.



TESEKKUR

Yiiksek lisans egitimim boyunca yardimlar1 ve katkilariyla beni yonlendiren degerli
hocam Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN’a ve es danisman hocam Dr. Ogr. Uyesi Esra
KARAOGLU’na; kiymetli tecriibelerinden faydalandigim TOBB Ekonomi ve
Teknoloji Universitesi Matematik Boliimii 6gretim iiyelerine; degerli jiiri iiyeleri Prof.
Dr. Oktay DUMAN’a, Prof. Dr. Niyazi SAHIN’e ve Dr. Ogr. Uyesi Meltem
GOLGELIye tesekkiirlerimi sunarim. Destekleri ile her zaman yanimda olan aileme
ve arkadaglarima ¢ok tesekkiir ederim. Son olarak yiiksek lisans egitimimde sagladig:
burstan dolay1 TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesine tesekkiirlerimi sunarim.

vi



ICINDEKILER

Sayfa
OZET . . . . . iv
ABSTRACT . . . . . . v
TESEKKUR . . ... ... ... ... ... ... ... ... .. vi
ICINDEKILER . . . ... ... ... ... ... ... ... vii
SEKILLISTESI . . .. ... ... . ... . . ... ... .. .. .. .... viii
KISALTMALAR . . . . . . . ix
SEMBOLLISTESI . ........... ... . ... .. ... ..... X
RESIMLISTESI . . . ... ... ... .. . . ... . .. .. . .. ..., xi
LGIRIS . . . . . . . 1
1.1 Fark Denklemleri . . . . ... ... ... ... ... ........ 4
1.1.1 Temel tanim ve notasyonlar . . . . . ... ... ... ...... 5
1.1.2 Yiiksek mertebeden sabit katsayili fark denklemini sisteme ¢evirme 6
1.1.3 Birinci mertebeden lineer olmayan fark denklemlerinin analizi . . 8
2. AYRIK DINAMIK SISTEMLERIN CATALLANMA ANALiZi . . .. 13
2.1 Flip Catallanma Normal Formu ve Catallanma Teorisi . . . . . . . .. 14
2.2 Neimark-Sacker Catallanma Normal Formu ve Catallanma Teorisi . . 16
3.MERKEZ MANIFOLDTEORISI . . . . .. ..... ... ... ... 31
3.1 Merkez Manifold Teoremi . . . . . . . ... ... ... ... ..... 31

4. BIR AYRIK AV-AVCI POPULASYON MODELININ CATALLANMA
ANALIZI . . ... o 35
4.1 Tez Problemi ve Tezin Amact . . . . . . ... ... ... ....... 35
4.2 Kararhilik Analizi . . . ... ... ... .. ... .. .. .. ..., 37
4.2.1 Denge noktasi ve karakteristik polinom . . . ... ... ... .. 37
4.2.2 Denge noktasinin kararhiligr . . . .. ..o 0oL oL 41
4.3 Catallanma Analizi . . . . . . . . ... ... .o 43
43.1Flipcatallanma . . . . . ... ... ... ... ... ... ... . 43
4.3.2 Neimark-Sacker catallanma . . . . . ... ... ... ...... 49
5.NUMERIK SONUCLAR . . . . . ... ... ... ... 55
6. TARTISMA VE SONUCLAR . . .. ... ... ... .......... 63
KAYNAKLAR . . . . . 65
EKLER . . . . . 67
OZGECMIS . . . . . . . . 71

Vil



SEKIL LISTESI

Sekil 1.1: Matematiksel Modelleme Stirect . . . . . . . ... ... ... ....
Sekil 1.2: Av-Avcr Popiilasyon Grafigi . . . . . . . ... ... . L.
Sekil 2.1: Kritik Parametre Degerleri (Kuznetsov, 1998) . . . . ... ... ..
Sekil 2.2: Ikinci Iterasyon Fonksiyonu (Kuznetsov, 1998) . . . . .. ... ...
Sekil 2.3: Flip Catallanma (Kuznetsov, 1998) . . . . .. ... ... ... ...
Sekil 2.4: Flip Catallanma Diyagrami (Kuznetsov, 1998) . . . . ... ... ..
Sekil 2.5: Siiperkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998) . . . . .
Sekil 2.6: Subkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998) . . . . ..
Sekil 3.1: Denge noktasinin kritik 6zdegerleri (Wiggins, 2003) . . . . . . . ..
Sekil 5.1: 8 = 0.2050 iken N(0) = 77, P(0) = 17 baslangi¢ degerine sahip av
ve avcl popiilasyon yogunlugunun ¢oziim grafigi sirasiyla (a) ve (b)
sekillerinde, (5.2) sisteminin faz portresi ise sekil (c) de verilmigtir. .
Sekil 5.2: O parametresi 0.1 < 6 < 0.35 aralhiginda degisirken av
popiilasyonunun ¢atallanma diyagrami sekil (a) da, avc
popiilasyonunun ¢atallanma diyagrami sekil (b) de verilmistir. . . . .
Sekil 5.3: (a) ve (b) 6 = 1.2 iken N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baslangig
degerindeki av-zaman, avci-zaman iligskisini gostermektedir. Aynm
parametre degerlerindeki av-avci faz portresi ise sekil (c) de
gosterildigi gibidir. . . . ... ..o
Sekil 5.4: (a) ve (b) 6 = 1.9 iken N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baslangi¢
degerindeki av-zaman, avci-zaman iligskisini gostermektedir. Aymi
parametre degerlerindeki av-avc1 faz portresi ise sekil (c) de
gosterildigi gibidir. . . . . . ... L L Lo
Sekil 5.5: (a) ve (b) 6 = 2.1 iken N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baslangi¢
degerindeki av-zaman, avci-zaman iligkisini gostermektedir. Ayni
parametre degerlerindeki av-avc1 faz portresi ise sekil (c) de
gosterildigi gibidir. . . . . . ... L Lo
Sekil 5.6: (a) ve (b) 0 = 2.222 iken N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baslangi¢
degerindeki av-zaman, avci-zaman iligkisini gostermektedir. Ayni
parametre degerlerindeki av-avci faz portresi ise sekil (c) de
gosterildigi gibidir. . . . . . .. ...
Sekil 5.7: N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baslangi¢ degerindeki av-avci popiilasyon
diyagrami 6 = 2.222222 iken 1.sekil, 6 = 2.222227 iken 2.sekil ve
0 = 2.22223 iken 3.sekilde gosterildigi gibidir. . . . . . . . ... ..
Sekil 5.8: (a) ve (b) 6 = 2.23 iken N(0) = 7.5, P(0) = 14.5 baslangi¢
degerindeki av-zaman, avci-zaman iligkisini gostermektedir. Ayni
parametre degerlerindeki av-avc1 faz portresi ise sekil (c) de
gosterildigi gibidir. . . . . . ... Lo

viii

56

57



KISALTMALAR

Y.M.T. : Yiksek mertebeden terimler
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SEMBOL LISTESI

Bu tezde kullanilan simgeler aciklamalar ile birlikte asagida yer almaktadir.

Simgeler

ck

-1

0
(x1,...x2)
A

A

Re(A1)
Im(A)

~
~

Df(x,y)

Aciklama

k-kez tiirevlenebilen ve tiirevleri siirekli olan fonksiyonlarin uzayi
T matris doniistimiiniin tersi

Biiyiik-O notasyonu

(x1,...,x2) vektoriiniin devrigi

Sistemin denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisi

Ozdeger

A kompleks 6zdegerinin reel kismi

A kompleks 6zdegerinin sanal kismi1

Yaklagik olarak esit

f fonksiyonunun x ve y ye gore tiirevi
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Resim 1.2: Alfred James Lotka
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1. GIRIS

Matematiksel biyoloji her ne kadar acik bir sekilde tanimlanmis olmasa da iyi bilinen,
hizla gelisen ve matematigin en heyecan verici uygulamasidir. Bir matematikgi i¢in
biyoloji yeni ve ilgi c¢ekici dallar ortaya koyarken, bir biyolog icin gercek yasam
problemlerini anlayabilmek ve aciklayabilmek icin gelistirilen matematiksel
modellene giiclii laboratvar tekniklerine uygun yeni arastirma araci sunar (Murray,
2002).

Biyolojik sistemlerin matematiksel modeli olusturulurken ii¢ temel adim takip edilir
(Sekil 1.1). Ik olarak, incelenen sistemi dogru temsil edebilmek icin sisteme ait
bagimli ve bagimsiz degiskenler belirlenerek matematiksel model elde edilir. Daha
sonra, analiz ve diferensiyel denklemler gibi matematiksel teori ve teknikler
kullanilarak modelin davranisi incelenir. Son olarak, anlamli biyolojik sonuclarin elde
edilip edilmedigini kontrol edebilmek icin modelin sonuglar1 yorumlanir ve
olusturulan model incelenen sistem ile karsilastirilir (Allen, 2007).

BiLIMSEL SONUG MATEMATIKSEL
MODEL

K MATEMATIKSEL / .
YORUM cdzUM ANALiZ

Sekil 1.1: Matematiksel Modelleme Siireci

KONTROL ,| BILIMSEL PROBLEM

Biyolojik modeller, dinamik sistemlerde yogun ilgi duyulan ve calisilan konulardan
bir tanesidir. En c¢ok yapilan calismalardan biri ise popiilasyon dinamigi
incelemesidir. Popiilasyon modelleri, tek bir tiiriin analizini veya aymi ¢evreyi
paylasan iki veya daha fazla biyolojik tiiriin etkilesimini icerir. Iki tiirden olusan
av-avci sistemleri ele alinirsa avcel seklinde tanimlanan tiir, av olarak tanimlanan tiiri
tilketerek hayatini siirdiiriir. Avin ise hayatin siirdiirebilmesi i¢in avcidan korunmasi
gerekmektedir. Burada kabuliimiiz iki tiirii etkileyen bagka bir dig etkinin olmadigidir.
Av, avci igin bir besin kaynagi iken avcinin avlanma faaliyetinde bulunmasi, avin
hayatin1 kaybetmesine yol agcmaktadir. Sonug olarak iki tiir arasinda besin kaynagi ve
diismanlik iliskisi bulunmaktadir.



Av-avcl modellerinde, iki tiirin birbirleriyle etkilesiminin zamana gore degisimi
analiz edilmektedir. Kabul edelim ki avci popiilasyonu av popiilasyonundan daha
yogun olsun. Bu durumda artan avci popiilasyonu av popiilasyonunun azalmasina
neden olmaktadir. Av popiilasyonunun azalmasi ise avci popiilasyonunun azalmasina
yol agmaktadir. Ciinkii avel popiilasyonunun temel besin kaynagi avdir. Buna karsin
av popiilasyonu azalan avci popiilasyonundan dolay: lireme i¢in elverisli bir ortam
bulmaktadir. Dolayisiyla av popiilasyonunda artis goriilmesi beklenmektetir. Boylece
artan av popiilasyonu, avci popiilasyonu icin uygun beslenme ortami saglayip avci
popiilasyonunu tekrar arttirmaktadir. Boylelikle, av ve avci popiilasyonu arasindaki
iligki bir dongii halinde devam etmektedir.

Adriyatik Denizi’ndeki kopek baligi ve kopek baliginin yedigi balik popiilasyonundaki
degisiklikleri gozlemlemek icin Italyan Matematikci Vito Volterra (1926) tarafindan
av-avci iligkisinin klasik modeli gelistirilmistir.

Oncelikle, bu modelin nasil olusturuldugunu inceleyelim.

Matematikte analiz daliin 6nciilerinden biri olan Italyan matematikci Vito
Volterra, 3 May1s 1860’da Ancona’da dogdu. Pisa Universitesi’ne bagladiktan
sonra (1878-82) Enrico Betti’den etkilenerek analiz ve matematiksel fizik
alaninda caligmalar yapmustir. 1883 yilinda ayni iiniversitenin Mekanik
Kiirsiisi’'nde profesdor oldu. Bir siire Matematiksel Fizik Kiirsiisii’nde
gorev yaptiktan sonra 1892’de Torino Universitesi’nin Mekanik Kiirsiisii'ne,
1900’de de Roma Universitesi’nin Matematik Fizik Kiirsiisi’ne getirildi.
1905’te Krallik Senatosu iiyeligine secgilmesiyle siyasal etkinliklere de
katilmaya baslayan ve I.Diinya Savagi sirasinda Italyan Hava Kuvvetleri’ne
yeni savas araglar kazandirmasini amaglayan bilimsel aragtirmalar yapmistir.
Savagtan sonra Volterra dikkatini matematiksel biyolojiye ayirmis ve biyolojik
stireglerin soyut matematiksel modelleri (avci-av sistemleri gibi) tizerine
caligmigti. Matematigin 20.yy’daki gelisimini etkilemeyi bagaran bilim
adamlar1 arasinda yer alan Volterra, integral ve integralli diferensiyel

denklemlerin c¢oziimiine, optik, elektromanyetik ve esneklik gibi fizik

Resim 1.1: Vito Volterral konularina ve biyolojiye uyguladig1 fonksiyonel analiz yontemleriyle birgok
yeni matematik kuruluguna onciiliik etti. Caligmalariyla giiniimiizde hala

oldukgca aktif olan ve ¢ok sayida teknik sonuca katkida bulunan Volterra, 11
Ekim 1940 tarihinde Roma’da vefat etti (Url-1).

x(t) ve y(t) sirastyla r anindaki av ve avci popiilasyonu olmak iizere

d
e Eger ortamda avci yok ise, av popiilasyonu d—): = ax(t), pozitif a katsayis1 ile

orantil1 olarak artar,

d
e Eger ortamda av yok ise, avcl popiilasyonu d—f = —Dby(t), pozitif b katsayisi ile

orantil1 olarak azalir,
e Av popiilasyonu sinirsiz besin kaynagina sahiptir.

e Eger av ve avci popiilasyonunun her ikisi de ortamda bulunuyorsa, bu iki tiiriin
birbirleriyle karsilagma sikliklar1 dikkate alinarak av popiilasyonunda azalig
olmasi beklenirken, avcl popiilasyonunda artisin gerceklenmesi beklenir. Bu iki
popiilasyonun karsilagsma sikliginin xy ¢arpimui ile orantili oldugu kabul edilir.

Bu resim (Anisiu, 2014) makalesinden alinmistir.
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Oyleyse, asagidaki av-avci sistemi elde edilir:

dx

— = ax — cxy,

dt (1.1)
4 _ —by+dx

dt - y y'

Burada a, b, c,d katsayilar pozitiftir.

Amerikali matematikgi, fiziko kimyaci ve ayni1 zamanda istatistik¢i olan Alfred James
Lotka (1920), Vito Volterra’dan bagimsiz olarak yaptig1 calismada aym biyolojik
cevrede bulunan farkli canl tiirleri arasindaki iliskiyi agiklamaya ¢alismistir.

Alfred James Lotka, 2 Mart 1880’de Lwoéw, eskiden Polonya’nin bir
parcasi olan Avusturya-Macaristan’da dogdu. 1901°de Ingiltere, Birmingham
Universitesi Fen Fakiiltesi'nde egitim gordiikten sonra 1901-1902°de Leipzig
Universitesi’nde fiziksel kimya alanindan mezun oldu, 1909°da Cornell
Universitesi’nde fizik bolimii yiiksek lisans egitimini tamamladiktan sonra
doktora programima devam etti. 1909°den 1912’ye kadar Birmingham
Universitesi'nde kimya ve fizik asistam olarak calisti. Ayrica Lotka,
Scientific American Supplement dergisinin editorii olup Johns Hopkins
Universitesi’nde 6gretim elemani olarak calismistir. Her ne kadar bugiin
ekolojide kullanilan Lotka-Volterra denklemleri icin biliniyor olsa da, Lotka,
biyo-matematik¢ci ve biyo-istatistik¢iydi. Fizik bilimlerinin prensiplerini
biyolojik bilimlere de uyguladi. Lotka’nin en eski yayinlarindan biri,
1912°de, Ronald Ross’un ikinci sitma modeline bir ¢6ziim onerisidir. 1923’te,
Ross’un sitma modellerinin bes boliimlii analizini ve geniglemesini yayimladi,
patojen inkiibasyonu igin zaman gecikmesini modelledi. Lotka, 1925’te,
matematiksel biyoloji tizerine yazilmis ilk kitaplardan birini yayinladi. Ayni

zamanda Lotka, evrim konusundaki enerjik bakis agis1 ile de bilinir. Lotka,

. ) dogal seleksiyonun kokiinde mevcut enerji icin organizmalar arasinda bir
Remm 12 Alfred James LOtka miicadele oldugunu ileri siirdii; Lotka’nin ilkesi , hayatta kalabilen ve

zenginlesen organizmalarin, enerjilerini rakiplerinden daha verimli bir sekilde
ele geciren ve kullananlar oldugunu belirtmistir. Lotka, enerji cergevesini
insan toplumuna da genisletmistir. Ozellikle, giines enerjisinden geri doniisii
olmayan enerjiye dayanan degisimin toplum i¢in benzersiz ve temel zorluklar
doguracagini one siirmiistiir. 1935’te Romola Beattie ile evlenen ve hi¢ cocugu
olmayan Alfred J. Lotka 5 Aralik 1949’ da vefat etti (Anisiu, 2014).

Lotka tarafindan 1920 yilinda gelistirilen av ve avci tiirli arasindaki iligki, 1926
yilinda Volterra tarafindan incelenmistir. Farkli iilkelerde yasamis bu iki bilim adam
farkl: tecriibelere sahip olmalarina ragmen ayni sonuca ulagsmistir. Elde ettikleri sonug
iki tiiriin etkilesiminin tiirlerin periyodik salinim yapmasina neden olmasidir (Bakiniz
Sekil 1.2).

Boylece, av ve avci popiilasyonu arasindaki iliskiyi modelleyen ve periyodik
coziimlere sahip denklemlere Lotka-Volterra denklemleri denilmistir (Anisiu, 2014).

2Bu resim (Anisiu, 2014) makalesinden almmustir.



Periyodik c¢oziimlerin varligina bir 6rnek gosterebilmek icin (1.1) sistemini ele alalim.
Kabul edelimkia =1.2, ¢ = 0.6, b = 0.8, ve d = 0.3 olsun. O halde (1.1) sistemi

% =1.2x—0.6xy

J (1.2)
y

— =-0.8y+0.3

Ut v+ 0.3xy

olarak elde edilir ve (1.2) sistemin ¢oziimleri Sekil 1.2°de goriildiigii gibi periyodik
salimmmlar yapar.

Av-Avcl Poplilasyonu

0 5 10 15 20 25 30
Zaman

Sekil 1.2: Av-Avci Popiilasyon Grafigi

Matematiksel modeller, zaman ve konum etkenlerine baghh oldugundan adi
diferensiyel denklemler, fark denklemleri ya da kismi diferensiyel denklemler
kullanilarak olusturulur. Bu denklemlerin tanimladigi dinamik sistemler zamana gore
kesikli (ayrik) ve siirekli sistemler olarak ikiye ayrilir. Kesikli sistemlerin mevcut
oldugu doga olaylart fark denklemleriyle modellenirken, siirekli sistemler icin
diferensiyel denklemler kullanilarak modelleme yapilir. Yukarida ifade edilen
Lotka-Voltera modeli siirekli sisteme bir Ornektir. Bu tezde, lineer olmayan iki
boyutlu fark denklem sistemi ele alinacaktir. Bunun icin ilk etapta fark denklemlerini
tanitalim.

1.1 Fark Denklemleri

Fark denklemleri diferensiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinin yanisira, biyoloji,
ekonomi, miithendislik ve savunma gibi alanlarda kullanilan matematiksel modellerde
ya dogrudan ya da dolayl olarak yer almaktadir. Bu denklemlerde tiirev terimi yerine
bilinmeyen fonksiyonun farklar1 bulunur. Dolayisiyla, fark denklemleri daha cok
stirekli olmayan problemleri karakterize eder. Ekonomideki yillik, aylik ya da giinliik
fiyat degisimin hesaplanmasi, issizlik oraninin hesaplanmasi ve genetik alandaki
kusaklar aras1 degisiklikler siirekli olmayan problemlere birer ornektir.
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1.1.1 Temel tanim ve notasyonlar

Tammm 1.1. f reel degerli ve reel degiskenli bir fonksiyon olmak iizere

F ik X k1,5 %,8) =0 1=0,1,2,... (1.3)
denklemine k.mertebeden bir fark denklemi denir (Allen, 2007).

Burada x, ¢ nin bir fonksiyonu olup x;, sistemin ¢ zamanindaki durumunu
gostermektedir. Denklemin mertebesinin k& olabilmesi i¢in denklemde x,,; ve x;
terimlerinin bulunmasi gerekmektedir. Literatiirdeki mevcut ¢alismalarda x;; yerine
bazen x(¢ + k) da kullanilmaktadr.

Sayet f fonksiyonu, ¢ ye acik¢a bagl degil ise denkleme otonom, aksi halde otonom
olmayan denklem ad1 verilir.

Tanmm 1.2. x;  +aix; 1,1+ ... +arx; = by denklemini ele alalim. j=1,... k olmak
lizere aj ve by sabit veya t nin bir fonksiyonu ve x in bir fonksiyonu degilse bu denkleme
k. mertebeden lineer fark denklemi denir (aj, # 0).

b; = 0 ise denklem homojen, aksi halde homojen olmayan denklem adint alir (Allen,
2007).

Tanim 1.3.

xi(t+1) = fi(x1(t),...,x,(2),1)
xt+1)=fHr(xi(1),...,x4(2),1) (1.4)

Xp(t+1) = fu(x1(2),...,x,(2),1)
1.mertebeden n tane fark denklemlerinden olusan bu ifadeye I.mertebeden bir fark

denklem sistemi denir.

Ozel olarak, i = 1,2,...,nigin a;; ve bj katsayilar: x; ye bagh olmadigindan
n
xi(t+1)= Zaij(t)xj(t) —|—bj(l‘)
j=1

sisteme lineer sistem denir ve
)
X(t) = - ;A i=at)],,,  Bl)=

notasyonlart altinda
X(t+1)=A)X(t)+B(t) veya X;+1 =A(t)X;+B(t)

olarak ifade edilir (Allen, 2007).



Tanmm 1.4. Fark denkleminin bir ¢oziimii, (1.3) denklemini saglayan bir
x(t),t = 0,1,2,... fonksiyonu iken fark denklem sisteminin ¢oziimii, (1.4) sistemini
saglayan vektor degerli bir X (1) = [x1(¢),. .., x,(t)]" fonksiyonudur (Allen, 2007).

Ornek. x| =ax;,a € R — {1} denklemini ele alalim. Burada xy biliniyor ise,

t = 0ig¢in x; = axy
t=1icinx; =ax; = a2x0
t =tigin x; = a'xy
0, Ja<1

olup t — o iken da'xg = olarak elde edilir.
oo, |a|>1

Coziimlerin ifade edilmesi: Eger sabit katsayili lineer bir fark denklemi icin ¢oziim
arantyor ise x, = x(¢) = A’ tipinde ¢oziimler aramir (Allen, 2007).

Ornek. Xiyo+axi 1 +bx; =0  a,b € R denklemini ele alalim.

—aFVa*—4b
2

A2 aAd T b = 0= A (A2 +ad +b) =0= A p =

olup denklemin ¢6ziimii i¢in ii¢ durum s6z konusudur:
Durum 1: Eger 41,42 € R ve A1 # Ay ise x(1) = c1A] + 2]
Durum 2: Eger 41,4 € Rve A} = A, = A ise x(t) = ciA' 4 cptA!

Durum 3: Eger 41,4, € Cve Ay = Ay = a+ib ise r = Va2 + b? ve 6 = Arctan(b/a)
olmak iizere x(t) = ¢ cos(t0) + c5r'sin(t0) seklinde yazilir.

Coziimlerin Lineer Bagimsizhigi: (Cosaration Matrix)

x1(t) x2(t)

C[xl(l),xz(t)]:det X1(l+1) xz(t-i-l)

£0

esitsizligi 3 > 0 i¢in saglaniyor ise x| (¢), x> (7) ¢6ziimleri lineer bagimsizdir.

1.1.2 Yiiksek mertebeden sabit katsayil fark denklemini sisteme cevirme

x(t+k)+ax(t+k—1)4---+ax(t) = b(t), k.mertebeden fark denklemi

(1) = x(1) Yt +1) =y2(1)

nE)=x(t+1) = »nE+1)=y)

yi(t) = x(t+k) vt +1)=x(t+k)=—ax(t +k—1)—... —arx(t) + b(t)
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doniistimii ile

(t+1) 0 10 0 (1) 0
. t+1) 0 0l 0 . t 0
2 _ : yz' i ’
0 1 '
ye(t+1) yi(t) b(t)
_ak ) —al

Y(t+1) =AY (¢t) + B(t) sistemine gevrilir.

Sistemin ¢oziimii: Eger sabit katsayili lineer bir fark denklem sistemi icin ¢oziim

arantyor ise ¢o6ziim aday1 Y (1) = A’V tipindedir. O halde,
Y(t4+1) =AY (1) = AT W =AAV = A (AT —A)V =0=det(AI—A) =0=P(1) =0

olarak hesaplanir. Burada P(A) karakteristik polinom, A karakteristik polinomun kokii,
yani 6zdegeri olup V, A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektordiir. Sonug olarak sistemin

lineer bagimsiz ¢coziimler kiimesi asagidaki sekilde elde edilir:

i=1,...,n ve Yj(t) = Al'V; olmak iizere Y (t) = c1Y(t) + c2Ya(t) + ... 4+ cp Yy (1) dir.
Ustelik bu ¢oziimler igin C[Y;(¢),...,Y,(t)] # 0 du.

v t+1)= —=2vy1(t) +y(t
Ornek. {yl( ) Y1 (8)+2(0) sistemini ele alalim.

ya(t+1) = yi(t) = 2y2(¢)

-2 1
BuradaY(r+1) = . 5 Y (t) olup
—2-2 1
det(A—Al) = =A% 441 +3=0
1 —2—-2
ise Aj = —1 ve Ay = —3 olarak bulunur. Simdi de bu 6zdegerlere karsilik gelen

ozvektorleri bulalim:

A1 = —1igin (A — A1)V| = 0 esitligini saglayan V) vektorii

(1 )(5)-(2)rveroens(

.. 1
seklindedir. Oyleyse Y (¢) ¢oziimii (—1)" ( ) ) olarak elde edilir.



Benzer sekilde A, = —3 i¢in (A — A,1)V, = 0 esitligini saglayan V, vektorii

11 c 0 1
= =c+d=0=c=1,d=—-1=V,=
1 1 d 0 —1

1
olarak bulunur. Buradan Y, (¢) ¢6ziimii (—3)’ ( | > seklinde yazilir.

Coziimlerin Cosaration matrisinin determinanti V¢ € R i¢in

‘(—1)’ U sy

(=3)" —(=3)

olup {Y1(z),Y2(t) } ¢oziim uzayinin bir bazin teskil eder.

Sonug olarak sistemin genel ¢oziimii

Y(t) :clyl(t>—|—CQY2(t) :cl(—])’< 1 >—|—Cz(—3)t< _11 )

olarak hesaplanir.

1.1.3 Birinci mertebeden lineer olmayan fark denklemlerinin analizi

Tamm 1.5. x;| = f(x;) birinci mertebeden otonom lineer olmayan fark denklemini
ele alalim. x = f (%) esitligini saglayan sabit ¢dziimiine fark denkleminin denge noktast

(denge ¢oziimii) veya f fonksiyonunun sabit noktast denir.

Birinci mertebeden X, = F(X;) sistemi i¢in denge ¢dziimii ise X = F(X) sisteminin
X1 = f (%, )r)

Va1 = 8(Xe,31)
sisteminin denge ¢oziimii ¥ = f(%,y), y = g(&,y) esitliklerini saglayan (X,y)

¢oziimii olan X sabit degerli vektoriidiir (Allen, 2007). Ornegin, {

coziimleridir. Genel olarak f(x;,...,x) = 0 k. mertebeden fark denkleminin denge

¢Oziimii ise f(,...,X) = 0 esitlidini saglayan ¥ sabit ¢6ziimiidiir.
Not. x; 1 = f(x;) olmak iizere x( biliniyor ise,

t=0=x; :f(X()>

t=1=x=f(x1) = f(f(x0)) = f*(x0)

t=t=x= f(x0)

gerceklenir.



Tanmm 1.6. x,.| = f(x;) birinci mertebeden fark denklemi icin periyodu m olan bir

periyodik ¢oziim
fMR)=% > f(X)#% i=12,....m—1,m>1

sartint saglayan reel degerli bir ¢oziimdiir.

{Z1,%2,...,%m} (3 j=1,2,...,m— 1 icin X; lerin herbiri periyodu m olan periyodik

coziimler) ciimlesine m-dongii adi verilir.
{1, f(%1),..., "1 (x1)} ciimlesine ise X1 in periyodik yériingesi adi verilir .
Benzer tanmumlar X, = F(X;) sistemi i¢in de yapilabilir (Allen, 2007).

Tanmm 1.7. x;1 = f(x;) ve f(X) = X olsun.

o Eger € > 0verildiginde
lxo—% <6 iken |x,—x|<g,(Vt>0)

olacak sekilde 36 > 0 mevcut ise X sabit ¢oziimiine lokal kararli denir.

o Eger |xo— x| < Y kosulunu saglayan 3y > 0 mevcut ve Vxy i¢in

. o . [ _ =
Ji = Jim f o) =

ise X denge noktasi lokal ¢ekici adint alir.

o Eger X hem lokal kararli hem de lokal cekici ise X denge ¢oziimiine lokal

asimptotik karalt denir.

Benzer tammlar X,y = F(X;) sistemi icin de yapilabilir Burada |.| yerine
.|| = /X3 + -+ +x2 alinmalidur (Allen, 2007).

Kararhlik analizi f (%) = ¥ saglansin. Oyleyse, f(x;) fonsiyonunu ¥ civarinda Taylor
serisine acalim:
/!
) = fE) + (@) (0 — %) + / f) (x —X)*+Y.M.T..
Burada Y.M.T. ifadesi (x; — ) a gore yilksek mertebeden terimleri simgelemektedir.

O halde, ,
X1 R E+F(X) (6 — %) + f f) (x; — )z)z yazilabilir. Buradan

/ f"(8) 2 i
Xpp1 — X~ f1(X)(x — %)+ — (x; —x)* olarak elde edilir.



Simdi de u; = x; — X alinirsa

(&) 5

5 Ui olup u; 11 ~ f'(X)uo bulunur.

Burada denge ¢oziimii i# = 0 olup sonug olarak

U1 zf’()?)uH—

t=0=u = f/(f)u()

t=1=uy = f'(®u = [f(©)] uo

t=t=u = [f'(f)}luo

¢Oziimii elde edilir.

Tamm 1.8. Eger |f/(X)| # 1 ise X denge noktasina hiperbolik denge noktast denir.
Bu durumda lineerlestirilmis denklem, lineer olmayan denkleme lokal topolojik olarak
denktir (Allen, 2007).

Teorem 1.1. x; | = f(x;) birinci mertebeden fark denklemini ele alalim. Kabul edelim
ki f(x)=x,x¢€l=(a,b)ve f€C(I) olsun. O halde asagidaki ifadeler saglanir:

L |f(x)| < 1 ise x lokal asimptotik kararlidur.
2. |f/(x)| > 1 ise X kararsizdur.

3. |f/(X)| = 1 ise x hiperbolik denge noktas: degildir (Allen, 2007).

Ornek. x, | = r —x?, r > 0 denklemini ele alalim.
Burada f(x) = r —x? olup f’(x) = —2x dir. Denklemin denge ¢oziimii ise

—1Fv1+4r
2

fE)=F=r-F == +i-r=0=%,=

olarak hesaplanir. Burada

ri) =2 () < v

dir. Ayrica 1 ++/1+4r > 1 oldugundan X; denge ¢oziimii kararsizdir.
—1++v1+4
(%) =—2 (%) =1—V1+4r

dir. Burada X, denge ¢6ziimiiniin lokal asimptotik kararli olmasi i¢in

1-V1+4r| <1< 0<VI4+4r<2e0<1+4r<4
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3
olup r > 0 oldugundan 0 < r < 1 sartinin saglanmasi gerekir.
y 3. . s : ot
Eger r = 7 ise f'(x2) = —1 olup X hiperbolik denge noktasi degildir.

3
Eger r > 2 saglanirsa f'(x,) < —1 olup X, kararsiz olur.
Simdi 2-dongii’niin mevcut olup olmadigini inceleyelim:
f?(%) = % sartin1 saglayan denge ¢oziimleri

(r-@P=isr—rP+28 - -i=0= (@ +i- )@ —x+1-r)=0

esitligini saglayan

1144 . —l+I+4 . 1+Er—3 _ 1-A&r—3
= =—— »=—\ = ——
2 2 2 2

¢oziimleridir. Burada f(¥;) = x; ve f(X;) = X, oldugu i¢in X; ve ¥, denge ¢oziimleri
2-dongii olamaz iken f(¥3) = %4 ve f(%4) = X3 saglanir ve bu iki ¢6ziim 2-dongiidiir.

d(f*(x))

2-dongii niin kararlihig1 i¢in x = X3 4 igin
x

‘ < 1 olmalidir.

2 X
—d(fd)E Do ) () = P F ) = FE) )

olarak hesaplanir. Benzer sekilde f'(f(%4))f'(X4) = f'(¥3)f(¥4) bulunur. Oyleyse,

d(f*(53)) _ _ 3 5
———— | =(—2x3)(—2 1l - -
‘ o (—23%3)(—2%4) < S <r<y
5 142 1-vV2  d(f(x
gerceklenir. Ayrica r = 1 iken X3 = +2\/_, X4 = 2\/_ ve (f d(x3)) = —1 olup
X

hiperbolik olmayan denge ¢oziimleri ortaya cikar.
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2. AYRIK DINAMIK SISTEMLERIN CATALLANMA ANALIZi

f fonksiyonu bir analitik fonksiyon olmak {izere, tek bir parametreye bagh
x— f(x,o), xeR" aeR (2.1)

ayrik dinamik sistemini ele alalim.

Kabul edelim ki &, (2.1) sisteminin bir hiperbolik denge noktasi olsun. Gosterecegiz ki
o parametresi degistikce sistemin dinamigi degisebilir.

Tamim 2.1. Parametredeki degisim altinda topolojik olarak denk olmayan (Bakiniz EK
1) faz portrelerinin meydana gelmesine ¢atallanma denir. Degisen parametre degerine
de ¢atallanma parametresi denir (Kuznetsov, 1998).

Bu tezde, parametreye bagl bir ayrik av-avcr sistemi analiz edilecektir. Parametrenin
degisimine bagl olarak sistemde meydana gelen degisiklikler Bolim 2.1 ve Boliim
2.2’de tanimlayacagimiz Flip catallanma ve Neimark-Sacker catallanma kullanilarak
incelenecektir.

(2.1) sisteminin denge noktasinin hiperbolik olma sartin1 bozan ii¢ durumun mevcut
oldugu goriilebilir. u = f,(¥) sistemin 6zdegeri olmak iizere bazi parametre degerleri
icin ya sistemin bir reel pozitif () = 1 6zdegeri, ya bir reel negatif u; = —1 6zdegeri
ya da kompleks > = et 0 < 0 < 7 dzdegerleri mevcuttur (Bakimiz Sekil 2.1).

. — . H1
/ \,ul ui f/ \ "/ ﬁ}".

| T\ \J/

—] .

L

(a) () (c)
Sekil 2.1: Kritik Parametre Degerleri (Kuznetsov, 1998)

Tamim 2.2. Eger u; = —1 ve basit ise ¢atallanma, Flip catallanma olarak adlandirilir
(Kuznetsov, 1998).

Tamm 2.3. Eger > = et 0 < 0 < 7 ve basit ise catallanma, Neimark-Sacker
catallanma olarak adlandirilir (Kuznetsov, 1998).

Dikkat edilirse Flip catallanmanin mevcut olabilmesi i¢in n > 1, Neimark-Sacker
catallanmanin mevcut olabilmesi icin de n > 2 olmalidir.
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2.1 Flip Catallanma Normal Formu ve Catallanma Teorisi

Tek bir parametreye bagl bir boyutlu
x—= —(14+0)x+x° = f(x,a) = fo(x) (2.2)

sistemini ele alalim (Kuznetsov, 1998). Ayrica f, fonksiyonunun, orijinin bir
komsulugunda yeterince kiiciik |o¢| degerleri i¢in tersi mevcut olsun. Burada Vo
degeri ve |o¢| nin kiigiik degerleri i¢in ¥ = 0 noktasi (2.2) sisteminin denge noktasidir.
Burada

filr, o) = —(1+0a)+3x° = f(0,a) = (14 )
olup a = 0 i¢in f(0, ) = —1 oldugundan denge noktasi hiperbolik degildir.
Eger a > 0 ise f(0, ) < —1 olacagindan denge noktasi kararsizdir.

Eger oo < 0 ise |f¢(0,0t)|< 1 olmasi —2 < & < 0 olmasim gerektirir. Oyleyse bu
araliktaki o degerleri i¢in denge noktasi kararlidir.

Simdi de f?(x, &) fonksiyonunu ele alalim.

fAxa) = f(f(x,a) = —1(1+a)[-1(1+ a)x+x] + [~ 1(1 + a)x+x°]
= (14 o) x—[(1+a)2+2a+ 0’ +0(x)
olup f2(x,a) fonksiyonunun asikar ¢oziimii & = 0 dir. Bunun haricinde |ot| nin kiiciik

degerleri icin yukaridaki esitligi saglayan iki denge ¢6ziimii daha mevcuttur. Bu
¢oziimler X » = £(v/o + O()), o0 > 0 olarak hesaplanir (Bakimz Sekil 2.2). Bu iki

(=]
(=]
-

f f r

oa>0

o<0

Sekil 2.2: Ikinci Iterasyon Fonksiyonu (Kuznetsov, 1998)
denge ¢oziimii kararli olup ¥; # X, iken X = fy(X]) ve ] = fo(%2) saglandigindan
2-dongii gerceklenir. (2.2) sisteminin dinamigi Sekil 2.3’te verilmektedir. Burada o

sifira yaklastikca iki dongii kiigiiliir ve kaybolur. Bu ise Flip catallanma olarak
adlandirilir.
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£,

£,(x0)

a<0 a=0 a=0

Sekil 2.4: Flip Catallanma Diyagrami (Kuznetsov, 1998)

Flip catallanma diyagrami ise (x, &) diizleminde gosterilmistir (Bakiniz Sekil 2.4). Bu
diyagramda diisey eksen (2.2) sistemin denge noktalarini (¢ < O iken sifir denge
noktasi kararli ve o > 0 iken sifir denge noktasi kararsiz) gosterirken parabol, o« > 0
iken iki periyotlu {x;,x, } kararli dongiisiinii temsil eder.

x+— —(1+ a)x — x> durumu benzer sekilde coziilebilir. Burada o # 0 icin & = 0
denge noktas1 (2.2) sisteminde oldugu gibi aym kararlilik yapisina sahiptir. Ayrica
o = 0 iken bu denge noktas: kararsizdir. ikinci iterasyon analiz edildiginde o < 0
iken olusan iki periyotlu kararsiz dongiiniin @ = O iken kayboldugu goézlemlenir.
Ayrica yiiksek mertebeden terimlerin catallanma diyagramini etkilemedigi goriiliir
(Kuznetsov, 1998).
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Lemma 2.1.
x— —(1+a)xTx’+0(xY)

sistemi orijinin komsulugunda lokal topolojik olarak
x— —(1+a)xFx’

sistemine denktir (Kuznetsov, 1998).

Teorem 2.1.
X1 = f(x, o) X, €R

denklemini ele alalim. Kabul edelim ki f € C* ve ¢ =0 iken =0, f (x, &) fonksiyonun
sabit noktasi ve f(0,0) = —1 olsun. Ayrica,

1 1
(FI) E(fxx((),()))z + §fxxx(070) 7é 0
(F2) fua(0,0)#0
saglansin. Oyleyse x;11 = f(x;, ) denklemini

N1 = —(1 +B)nz¢nf+0(m4)

denklemine doniistiiren diizgiin koordinat ve parametre doniisiimleri vardir ve bu
doniistimlerin tersi mevcuttur (Kuznetsov, 1998).

2.2 Neimark-Sacker Catallanma Normal Formu ve Catallanma Teorisi

X1 cos@ —sinf X1
—(1+ )
X2 sin@  cos0 X2
o 2, 2) cos@ —sinf a —b X1
X7 +x
b sin@  cos@ b a X2

iki boyutlu fark denklem sistemini ele alalim. Burada sistem tek bir parametreye, yani
a ya, baghdir. Ayrica 8 = 0(«), a = a(a) ve b = b(a) € C* olup 0 < 6(0) < 7,
a(0) # 0 olarak kabul edilsin.

(2.3)

Sistemin denge noktasi tiim o degerleri i¢in (%1, %) = (0,0) dir. Bu denge noktasindaki
Jakobiyen matris ise

sin@  cosO

J(0,0) = (1+ o) ( cos® —sin6 )

dir. Buradan iz(J) = 2(1 + &)cosO ve det(J) = (1 + o)? olmak iizere Jakobiyen
matrisine karsilik gelen karakteristik polinom asagidaki sekilde hesaplanir:

F(A) =A% —iz()A +det(J) = 2% = 2((1 + &) cosO) A + (1 + &)
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O halde F(A) karakteristik polinomun kokleri

2(1+ at)cos® F /4(1 + at)2cos20 — 4(1 + a)?
2

=(1+a) [cos@ TV cos?0 — 1]
=(1+a) [cos@ FV —sinze] 24

= (14 o) [cosO Fisin6)]

Moo=

=(1+a)e®

seklinde olup yeterince kiigiik |ct| degerleri i¢in orijinin bir komsulugunda (2.3)
doniisiimiiniin tersi mevcuttur.

o =0ve0<6(0) < riken ;5 = e ise |11 5(0)|= 1 gergeklenir. Sonug olarak,
(x1,%) = (0,0) denge noktas1 & = 0 iken hiperbolik olmayan bir denge noktasidur.

Simdi o = 0 iken ortaya cikan catallanmay1 inceleyelim. Analizi yapabilmek icin
z(t) = x1(t) +ixa (1) (2.5)

kompleks degiskenini tanimlayalim ve (2.3) sistemini kompleks diizlemde tek bir
denkleme indirgeyelim z(¢) = x; () + ixa(t) ise Z(t) = x1(¢) — ixz(t) ve |z|* = xF + 23
olarak hesaplanir. Oyleyse d(a) = a(a) + ib(a) olmak iizere

Zt+1)=xi(t+1)+ixp(t+1)
= (14 &) (x1cos0 — ixys5in@) + cosO (x} + x3) (ax; — bxa) — sin6 (x7 +x3) (bx; + ax,)
+i [(1+ o) (x15in6 +x2c050) + sin@ (x] +x3) (ax) — bxa) + cosO (x} 4 x3) (bx; + axy)]|
= (1+ &) [cosO (x| +ixz) +isinO (x| + ix2)]
+ (6} +23) [(axy — bxy) (cos® + isin®) +i(bxy + ax; ) (cos + isin®)]
= (14 &) (x1 +ix2)(cosO +isin®) + (x7 +x3)(cosO + isin®) [a(x; + ixy) + ib(x; + ix2)]
= (14 a)ze™® + |z|%e" (az + ibz)
= [z((1+ &) +dz]*)] €

olarak bulunur. Sonug olarak (2.3) sistemi
a1 =€z (1 +a+d(a)lz) (2.6)

denklemine doniisiir. Burada (14 a)e®(®) = A (o) olup |A(0)| = 1 dir.
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Simdi de p = |z| olmak iizere z, = p,e'? doniisiimii ile kutupsal forma gegelim:

1= P =¥ @p e (1 + a+d(a)|pe? )
= 0@+, (1 + a+d(a)p?)
= O p (14 a+ (a(a) +ib(e)p7)
olup her iki tarafin mutlak degeri alinirsa:

[Pe1] = |pel[1+ e+ (a(a) +ib(0)pf|

1/2
Pt =i [(1+ a+a(@)p? +b()p?)’]

a(0) N\, R L]
(1+1+apf> +(1+a)2p’]}

/2
2a(e) ,  d@) 4 @) 4\
1+apt + (1+a)2pt + (1+a)2pt

:Pt{(1+a)2

=(l+oa)p; (1+

elde edilir. Burada

_ 2a(a) a*(a) b*(at)
= Tra® P ap? Tt

zpt

olarak tanimlanir ve v/1 4 u fonksiyonun, u = 0 da Taylor Seri a¢ilimi kullanilirsa:

a 2
pip1 = (1+a)p; [l +% (21 iog P+ %m“) +0(u2)}

Id( )I?

p{ma) a(@p? + PO sy <>]
=p[(1 +a)+a(a)p3+p:‘R(pt,a)} , Rect

seklinde hesaplanarak (2.3) sisteminin kutupsal formu elde edilir. Aslinda burada,

pre1 =P DTN (1t et d(a)py)
= 0@ +0)y — 5 (i(O(@)+01) |y i0(Pr-)

ve usteller

Grr1 =@+ 0(a)+0(pr, @)
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seklindedir. Sonug olarak asagidaki sistem elde edilir:

prs1=pr (1+ a+a(a)p?+p'R(pr, 0)) o

Ori1 =@+ 0(a)+0(pr, @).

O halde (2.7) sistemi kullanilarak o degeri degisirken ve kritik deger olan o = 0 dan
gecerken catallanma analizi kolayca yapilabilir. Ciinkii p icin yapilan doniisim ¢
acisindan bagimsiz olup (2.7) sistemi bagimsiz iki fark denkleminden olugmaktadir.
Kutupsal denklemlerde denge noktas1 p; ile verilen denklemden elde edildigi icin ¢
yalmzca donme acisini belirler. Oyleyse, birinci denklem, birinci mertebeden bir fark
denklemidir. Burada p = 0 sistemin bir denge noktas1 olup yeterince kiiciik fakat

negatif o degerleri icin p = 0 kararli, pozitif o degerleri icin ise kararsizdir.

Pri1 = f(pr, @) olmak iizere fp, = 1+ a+3a(a)p? +5p;R(p:, &)+ p; R (p, &) olarak
hesaplanir. Burada fp, (0) = 1 4 « olup —2 < a < 0 i¢in denge noktas1 kararhdir.

o = 0 iken denge noktasinin kararlilig1 a(0) 1 isareti ile belirlenir.

e Kabul edelim ki a(0) < 0 olsun. O halde orijin denge noktasi lineer olmayan

kararlilik yapisina sahiptir.

Ote taraftan o > 0 iken (2.7) sisteminin sifirdan farkl1 denge noktas1
p=p(l+a+a(a)p*+p*R(p,a)) = 0=a+a(a)p”+p*R(p,a) ~ o+ a(a)p

olmak {izere asagidaki sekilde hesaplanir:

Burada f,, (fo) = 1 —2a + 6(a?) olup yeterince kiigiik @ degerleri igin
| fo.(Po)| < 1 saglanacagindan py denge noktasi kararhdir. Diger taraftan ¢, o
ve p ya gore donme agisini belirler ve yaklasik olarak 6 () ya esittir. Sonug

olarak faz portresi su sekilde ¢izilir:

o > 0 durumunda p = O kararsiz denge noktasinin etrafinda kapali bir egri
meydana gelir. Herbir o > 0 i¢in bu egri tektir ve yaricapt po(¢t) dir. Orijin
noktasi haricinde kapali egrinin i¢inde veya disinda baslayan tiim yoriingeler
(2.7) sistemindeki iterasyonlar1 gercekler. Bu ise Neimark-Sacker catallanma

olarak adlandiriir.

Sistemin denge noktast olan orijin, & < 0 iken kararli, o« > 0 iken ise
kararsizdir. Ayrica o = 0 kritik parametre degerinde bu denge noktas1 lineer

olmayan kararlilik yapisina sahiptir.
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o<0 a=0 o=>0

Sekil 2.5: Suiperkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998)

X, ‘\‘2 X,

o<0 =0 a=0

Sekil 2.6: Subkritik Neimark-Sacker catallanma (Kuznetsov, 1998)

a(a) < 0 oldugundan o = 0 degerinden 6nce ortaya ¢ikan periyodik ¢oziimler
kararli olup bu durum Siiperkritik Neimark-Sacker ¢atallanma olarak adlandirilir
(Bakimiz Sekil 2.5).

a(a) > 0 durumu da benzer sekilde analiz edilebilir. Burada sistem o = 0
degerinde Neimark-Sacker catallanmaya sahiptir. Bir onceki analizin aksine
negatif a degerinde kararsiz bir kapali egri mevcuttur ve bu egri o pozitif
degerine giderken yok olmaktadir. a(a) > 0 oldugundan o = 0 degerinden
once ortaya c¢ikan periyodik coOziimler kararsiz olup bu durum Subkritik

Neimark-Sacker catallanma olarak adlandirilir (Bakiniz Sekil 2.6).
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Simdi (2.3) sistemine yiiksek mertebeden terimler ekleyelim ve asagidaki sistemi ele
alalim:

X1 S(1+a) cos® —sinb X1
X sin@  cosO X2
cos® —sinb a —b X1
+i+3) | +0(|| x* [1)-
sin@  cos0 b a X2

Burada O(|| x* ||), @ ya bagh diizgiin bir fonksiyondur. Fakat (2.8) sistemi (2.3)
sistemine lokal topolojik olarak denk degildir. Bu yiizden yiiksek mertebeden terimler
sistemin ¢atallanma davranigini etkiler. Eger (2.8) sistemi kutupsal formda yazilirsa p
doniisiimii ¢ agisina bagli olacaktir. Bu sistem (2.7) formunda yazilabilir fakat burada
R ve Q fonksiyonlar1 27-periyotludur. Buna karsin, (2.3) ve (2.8) sistemlerinin faz
portreleri benzer 6zelliklere sahip oldugundan asagidaki lemmayi ifade edebiliriz.

(2.8)

Lemma 2.2. O(|| x* ||) terimleri (2.8) sistemindeki kapali egrinin ¢atallanmasini
etkilemez. Yani, kapali yoriinge orijinin solundan sagina gecerken (2.3) sistemindeki
ayni yon ve kararlilik yapist ile catallanir (Kuznetsov, 1998).

Simdi de Neimark-Sacker catallanmaya sahip herhangi 2-boyutlu sistemin (2.8)
formuna doniistiiriilebilecegini gosterelim.

f:R2xR —R, feCkolmak iizere
x— fra), x=(x;,0)7 €R?* aeR (2.9)

lineer olmayan sistemini ele alalim. Kabul edelim ki o = 0 iken ¥ = (0,0) sistemin
bir denge noktasi olsun ve bu denge noktasindaki Jakobiyen matrisinin tekrar
etmeyen ozdegerleri ise A1 = e™% 0 < 6y < & olsun. Kapali Fonksiyon Teoremi
(Bakimiz Ek 1) geregince yeterince kiigiik tiim |ct| degerleri i¢in (2.9) sistemi, orijinin
bir komsulugunda x( ) denge noktasina sahiptir. Simdi bu durumu analiz edelim.

X1 = f(x, @) ise ¥ = f(x,a) olup G(x, ) = f(X, ) — x olarak tanimlansin. Ayrica
G(g1,82), V € R (V acik ve orijini icerir) iizerinde C* fonksiyonu olsun. Oyleyse
G(0,0) =0 ve A = 1 Jakobiyen matrisinin bir 6zdegeri olmadigindan

Wy
0G o0x1 x> ‘aG
ou _ =J—I=|— = 1J(0,0,0)—1| #£0
ox % %_1 dx x=0,a=0 | ( ) |7é
8)61 8)62

gerceklenir. Oyleyse kapali fonksiyon teoreminden

g:WCR—R?

o g(ar) = (x1 (), x2(x))
olacak sekilde tek bir g fonksiyonu mevcuttur ve bu fonksiyon yeterince kiigiikk ||
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degerleri icin (2.9) sisteminin denge noktasini belirler.

Eger denge noktasi sifirdan farkli ise genellii bozmadan denge noktasi sifira
taginarak islemlere devam edilebilir. Bunun igin, ¥ = (0,0) civarinda f(x;, @)
fonksiyonunu Taylor Serisine agalim:

xi(t+1) = £1(0,0,00) + 3—2(0,0, o)xy () + 3—2(0,0, o)x(t)+---
x(t+1)=£(0,0,a)+ 3—2(0,0, o)xp (1) + 3—)]2(070, o)xp(t)+---

olup yeterince kiigiik |¢t| degerleri igin f1(0,0, @) = f2(0,0, &) = 0 oldugundan

Xp1 =A(0)x 4+ f(x, @), ;x eR* aeR, fecCk (2.10)
sistemi elde edilir. Burada f := h seklindedir ve i = 1,2 olmak lizere f; en az
2

kuadratik terimleri icerir. Ayrica f;(0,0,0) = 0 ve yeterince kiiciik || degerleri i¢in
£i(0,0, o) = 0 saglanir. A(cx) Jakobiyen matrisini 6zdegerleri

Ma(a) = r(o)e¥o@
olup burada (0) = 1, ¢(0) = 6 dir. O halde r(a) = 1+ () > B € CK,8(0) =0
olarak ifade edilebilir. Kabul edelim ki /(0) # 0 olsun. Oyleyse, 8 y1 yeni parametre

olarak alabilir ve & nin bir fonksiyonu olarak ifade edebiliriz.

Sonug olarak

A(B) = (14 B(a))e®P)
yazilabilir. Oyleyse, A;(B) = A(B), A2(B) = A(B) olarak yazilabilir. Burada 6 € C*
ve 6(0) = 6 dur.

Lemma 2.3. Bir kompleks degisken ve yeni bir parametre tammlayarak yeterince
kiiciik | B| degerleri icin (2.10) sistemi

41 =A(B)zi +8(2,%, B)

sistemine doniigtiiriilebilir. Burada B € R,z € C, A(B) = (1 + B)e®P) olup g
fonksiyonu z;,7, ve B min kompleks degerli C* suifindan bir fonksiyondur. Ayrica
fonksiyonun (z;,7;)’a gore Taylor seri acilumi mevcut olup kuadratik ve daha yiiksek
kuvvetten terimler icerir ve fonksiyon asagidaki sekilde ifade edilir (Kuznetsov, 1998)

s@aB)= Y —eu(B)EE), ki=0.1,...

1!
Lo,
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Ispat. (2.10) sisteminde eger A matrisi reel ise A7 reel olup, Al-Tj =Aji, A ve AT aym
0zdegerlere sahiptir. Fakat, 6zvektorleri ayn1 olmak zorunda degildir.

Kabul edelim ki g(8), A(B) nin A(f) 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor olsun:

A(B)q(B) =2A(B)a(B) [A(B)Z(B)=A(B)a(B)]-

Diger taraftan, p(), AT(B) min A(B) 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor olsun:

AT(B)p(B)=2(B)p(B) [A"(B)p(B)=A(B)A(B)]-

Burada < p(B),q(B) >=1, C?:< p,q>= p1q1+ p2g> yazlabilir. Oyleyse, Vx € R?
ve yeterince kiiciik B degeri i¢in

x=zq(B)+z4(B) (2.11)

seklinde tek tiirlii yazilabilir. Amacimiz (2.11) dontisiimiinii kullanarak x; 1 = A(f)x;
yi z+1 = A(B)z seklinde yazabilmektir.

X1 = 2+19(B) +Z1G(B) ve xip1 =A(B)x

esitliklerinden

2+14(B) +Z+14(B) = A(B)zq(B) + A(B)z:a(B)
=zA(B)q(B) +zA(B)a(B)
=zA(B)q(B) +zA(B)g(B)

olup sonug olarak

X1 =2uA(B)g(B) +zA(B)g(B) (2.12)

denklemi elde edilir. Ayrica 7,1 =< p(B),x,+1 > seklinde yazilabileceginden

<p(B),xi11>=<p(B),z+19(B) +Z+14(B) >
=< p(B):z+19(B) > + < p(B).z+14(B) > (2.13)
=41 <Pyqg >+ <pg>
olarak hesaplanir. (2.12) den
< p,Xxip1 > =< p,uAq+7AG >
=A<pg>+z<Alpg> (2.14)

=7zl <p,q>+zi <p,q>
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yazilabilir. Sonug olarak da asagidaki denklem elde edilir:

Z;+1<p,q>+zz+1<p,q'>:21 <p,q>+z1 <p,g>. (2.15)

1 1 A . A
Burada<p,cj>:<p,ich >= 1 <ATp,g>= 1 < p,q>ise (1 _I) <p,g>=0

elde edilir. Oyleyse, yeterince kiiciik |3 | degerleri icin A # A oldugundan < p,§ >=0
olmalidir. Ayrica < p,q >= 1 olup (2.15)’ten

G =AB)z

elde edilir. Simdi de
X1 =A(B)x + F(x:, B)

denklemini ele alalim. Buradan
< PsXiy1 > =< paA(ﬁ)xt >+ < paF(xhﬁ) >
11 =AB)u+ < p,F(zq(B) +z4(B) >

olarak hesaplanir.

Burada g(z,%,B) =< p,F(z:q(B)+z:G(B) > olup g fonksiyonunu z ve Z a gore Taylor
serisine agarsak

1
g<Zl‘7Zt7ﬁ): Z ngl(ﬁ)Zf(Zt)a k,l:O,l,...
k+1>2 ™0

k+1
olup g(B) = FNEE] < p,F((zq(B)+z4(B),B) > |:=0, k,l=0,1,... ve k+1>2
seklindedir.

Kompleks Degisken Tanimi Altinda Neimark-Sacker Catallanma

Lemma24. L = A(B) = (1+B)e®B), g;; = g;;(B) olmak iizere

820 2 811 _ 802, 812 o 821 2_ , 830 3  803_3
= Az + 22 o1l o2 o1z 821 530 o03
241 2+ 2zt+ 2ztz;+ 2zt+ zZtZ,+ 2Z,Zz+ 2zt+ 5

denklemi, ¢ #£1 ve ¢310(0) # 1 ise yeterince kiiciik B degerleri icin asagidaki
parametreye bagli ve tersi mevcut olan

h h
%=V, + %vf + hyyv, T+ %vﬁ

doniisiimii ile

Vip1 = Avi+ ‘%v? + St + Sluit + g%vf + Ol (2.16)

kuadratik terimleri olmayan denkleme doniistiiriilebilir (Kuznetsov, 1998).
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Ispat. Kabul edelim ki
Vi = Az + B> +Cz% + D7 + 0(|z]?)

olsun. Belirsiz katsayilar yontemi ile

hzo _ h02_
Ve =2 — 7&2 —h112:% — 7%2 + 0(|Zt|3)

seklinde hesaplanir. Buradan

h hoo
Vi+1l = Z+1 —%Zzzﬂ —h1Z4 1241 — 3 Zt+1+0(‘Zz+1’ )
820 2\ 20 hoy |
=Ave+ (=5~ 5 +(A =A%) — ) +(gu+ (A - Mt)hu)v,v,+( 2 +(A—-2A%)— ) Vi
g0h0  A’haohyy  guthoa  AAhithoy  g30  Agwhan  Agmhii 3] 3
+[ 2 2 T2 2 6 2 y tAv
1-24)g11hag  AA(hy1hyo + 213
+ [(820+(1+7L)g11—lzhzo)hn-F( 2)g11 20 _ AA(h ;0 1)
gohn +ga  A%h, i»((g’2ohl1+(g’02hoz)] A
+ - g th
2 2 2
[(hoz—lhn)gzo (gll—lzhoz—lihu—Agoz)hzo} 2
+ ViVy
2 2
[(8114—802-11}111—izhoz—igu)hu g12— Agitho
_|_
2 2
(11 = AAhi — A% —Agao)hor | gooho | gos  A’goohn] 5
+ 2 Tt 2 |
0("’:‘4)
2.17)
olarak elde edilir. Ifadeleri sadelestirirsek
20+ (A —A%)hyo
Virl = Ave+ <g ( 5 ) ) 2+(g11+(7L ll)hll)vtvt
802+ (A — A% hoy &30 821 5 812 8o3 _ 2.18
o (f 7o+ S+ e+ Sha e S G
+O([w[")
seklinde yazilabilir. Bu denklemde e8er
820 811 802
h = A A a1 h = - ve h = —
PTIa-y TG 2T
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secilirse kuadratik terimler elenir ve sonug olarak asagidaki denklem elde edilir:

830 3 821 V25 g2 g03_3 4
V,+1:A‘Vt+? t+7 t Vi +— 2 Vi ;‘l‘? +O(| t| )

B =0 iken A(0) # 1 oldugundan ve A(0 )(l( ) —1) # 0, 1(0) # 1 oldugundan
A(0)(A(0) — 1) # 0 ve de hipotez geregi ¢¥¢() £ 1 saglandigindan A2(0) — A(0) # 0
gerceklenir. O halde B = 0 m bir komgulugunda hqp,h11,hy tanimhidir. Dolayisiyla

doniisiim tanimlidir.
Lemma 2.5. (2.16) denklemi %90 +£ 1 ve ¢*9©) £ 1 sartlar altinda

h3o hy _hpp hos
- w2 + 21 W2V + ;Wt ,+? w2 4+ O(|w |

Ve =W+ —
doniistimii ile tek bir kiibik terim iceren
Wil = Aw; + cywhivs + O(|wi[Y) (2.19)

denklemine doniigtiiriilebilir. Burada ¢y = c1(B) dir (Kuznetsov, 1998).

Ispat. Bir onceki lemmada oldugu gibi belirsiz katsayilar yontemi ile

h3o . hot 5. hia 5 hos s

Wy =V — ? t 3 ViV — TVtVt - 6 —V;
seklinde yazilabilir. Sonug olarak,
h3o 5 ho 5 ha hos 5

Wit :Vz+1——6 Vil — > Vt+lvt+1 T Vi+1Vig1 — 6 —Vit1

olup hipotez geregince

(A — 7L (A — AZA)h
Wi = Aws+ <g30+ > (g21 +( > ) 21) WtZWt

+(812+(A /W)hu) 2+(g03+(z z)hog) 5

(2.20)

2 [ 6 W[ +0(|Wl|4)

olarak elde edilir.
Amacimiz w?w, terimi digindaki kiibik terimleri yok etmek oldugu icin

830 812 803
I = L =2 e =S8

olarak secilir.
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Burada 8 = 0 iken 1%(0) # 1 olup (A%(0) — 1)A(0) = A3(0) — A(0) # O salanr.
A(0) # 4(0) ve |A(0)| = 1 olup A(0)|A(0)|*> — A(0) # O bulunur. Sonug olarak 8 = 0
n bir komgulugunda doniigiim tanimlidir.

Dikkat edilirse hy; = alimirsa her 6(0) igin 1 — |A(0)|? ifadesi sifira esit

821
A—AA?
olacagindan B = 0 iken /) tanimli degildir. O halde doniigiimiin mevcut olabilmesi
icin hp; = 0 olmalidir.

Sonug olarak, ¢; = 821 Jlinarak dontisiim B parametresine bagl olur ve asagidaki

denklem elde edilir:
Wil = A«Wt + Cthzwt + 0(|Wt|4)

Burada ¢ (f) katsayis1 agagidaki sekilde hesaplanir:

1-24 2 2
1(m:gzognz( ) leul” g _Lg;oz\ . 221)
202=4) " 1-1 2 2A2-n)
Boylelikle lemmanin ispati tamamlanir ve agsagidaki teorem elde edilir.
Teorem 2.2. x; € R?, o € R ve f € C¥ olmak iizere
X1 = fx, 00) (2.22)

sistemi yeterince kiiciik |a| degerleri i¢in X = O denge noktasina sahip olsun. Bu denge
noktasindaki Jakobiyen matrisinin ozdegerleri ise

Moo= r(@)e™9® 5 1(0) = 1,9(0) = 8
olsun. Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin:
(N1.) F(0) £0
(N2.) e £ 1 k=1,2,3,4.

Oyleyse, (2.22) sistemini
yi(t+1) (14 B) C?SG —sinf yi
v(t+1) sinf  cosO 2
cosO —sin6 a —b yi
+01+3) | +O([[y* |1)-
sin@  cosO b a b

(2.23)
sistemine doniistiiren tersi mevcut olan parametre ve koordinat doniigiimleri mevcuttur.
Burada 6(0) = 6y ve a(0) = Re(e ¢ (0)) olup ¢ (0) katsayst (2.21) denkleminde
verildigi gibidir.
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ispat. Bir 6nceki lemmadan biliyoruz ki (2.22) sistemi
wig1 = A(B)w: +c1(B)wi|wi[* + O(jwi|*)

kompleks normal formuna doniistiiriilebilir. Burada A (8) = (1 + )e’®) dir. O halde
denklemi asagidaki sekilde yazabiliriz:

wis1 = (14 B)e® P, +c1 (B)we|wi > + O(|wi[*)

I+B+(a(B) +ib(ﬁ))IWz|2} we+O0(jwi[*)
L+ B +d(B)[w[*] we +O(jwi[*).

Simdi de yukaridaki denklemi reel koordinant sisteminde yazalim. Bunun i¢in
wy = y1(t) + iy () olarak secilirse

Wri1 :yl(t-i— 1) -i—iyz(l‘-l— 1)

B [1+ B +d(B) (1) +33(1)] (01() +iya (1)) + Y- M.T.
)11+ B+ (a(B)+ib(B) (i (1) +¥3(1)] (1 (1) +iva(t)) + Y. M.T.
)14 B+ (a(B)yi(£) = b(B)y2() (¥ (1) +¥5(1))]

+ie®P) 1+ B+ (a(B)y2(t) — b(B)y1(1)) (¥7(1) +¥3(1))]

olarak hesaplanir. Burada

yi(t+1) = ®P) [14 B+ (a(B)y1 (1) = b(B)y2(1)) (¥7 (1) +¥3(1))]
ya(t+1) = ie®P) [14 B + (a(B)y2(t) = b(B)y1 (1)) (47 (1) +33(0))]
dir. Dolayistyla (2.23) sistemini elde etmis oluruz. Burada
a(B) =Re(d(B)) =Re(e *Plcy (B))

oldugu i¢in .
a(0) =Re(e 0 P)cy(0)

olarak elde edilir.
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Teorem 2.3 (Genel Neimark-Sacker Catallanma Teoremi (Kuznetsov, 1998)). x; € R?,
a € Rve f € C* olmak iizere

Xt+1 = f(xta (X)

sistemi & = 0 iken X = 0 denge noktasina sahip olsun. Bu denge noktasina karsilik
gelen ozdegerler ise Ay 5 = e olsun. Ayrica sistem, Teorem 2.2 deki hipotezleri ve
N1, N2 sartlarin saglasin. Buna ek olarak a(0) # 0 olsun. Oyleyse, o soldan saga ot =
0 noktasindan gecerken orijinin komsulugunda tek bir kapali yoriinge ortaya ¢ikar.

Burada a(0) kapali yoriingenin yoéniinii ve kararlibhgini belirler. a(0) < 0 ise
catallanma  siiperkritik Neimark-Sacker, a(0) > 0 ise subkritik Neimark-Sacker
catallanma adimi alir. Ayrica a(0) asagidaki sekilde ifade edilir:

—i6g | — 260 p—2i6 2 2
a(0) = Re (821} _Re (1-2e7™)e""Mgo0g11 ) _leul”  [go2]”
2 2(1—e ) 2 4
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3. MERKEZ MANIFOLD TEORISI

Merkez Manifold Teorisi, bir dinamik sistemin boyutunu indirger ve denge noktasi
civarinda sistemi lineerlestirerek islemleri daha basit hale getirir. Bu teknik, dinamik
sistemlerin yerel (lokal) analizinde uygulanabilen en onemli yontemlerden birisidir
(Wiggins, 2003).

Bu boliimde, ayrik bir fark denklem sisteminde Flip catallanma analizi i¢in gerekli
olan Merkez Manifold Teoremine yer verilecektir.

3.1 Merkez Manifold Teoremi

Bu tezde, ayrik bir fark denklem sisteminin denge noktasinin merkez manifoldu ele
alinacaktir. Burada "sistemin denge noktasinin merkez manifoldu" ifadesinin yerine
"sistemin merkez manifoldu" ifadesi kullanilacaktir.

Ik olarak,
x— f(x), xeR" (3.1)

sistemini ele alalim. Kabul edelim ki X = 0 denge noktasina karsilik gelen Jakobiyen
matrisinin 6zdegerleri A;,A,,...,A, olsun. Ayrica kabul edelim ki denge noktasi
hiperbolik olmasin. Oyleyse, birim ¢cember iizerinde yer alan, mutlak degeri bire esit
olan 6zdegerler mevcuttur. Ek olarak, kabul edelim ki mutlak degeri birden biiyiik
olan n, ozdeger, mutlak degeri bire esit olan ny 6zdeger ve mutlak degeri birden
kiiciik olan n_ 6zdeger mevcut olsun (Bakiniz Sekil 3.1). Burada birim ¢emberin
icindeki dzdegerlere karsilik gelen dzvektorler {eq, ez, ... e, } olmak iizere

E"- =span{ey,e,... e, }

uzay1 sistemin Kararli Altuzayi, birim cemberin disindaki 6zdegerlere karsilik gelen
ozvektorler {e, y1,en 42,...,€n_4n, } Olmak iizere

En+ - Span{en_+1 y€n_+42y--- 7en7+n+}
uzay1 ise sistemin Kararsiz Altuzayr olarak tanimlanir (Wiggins, 2003).

Birim ¢emberin iizerindeki biitiin Ozdeg8erlere karsilhik gelen Ozvektorler
{€n 4n,+1s---1€n_4n, +ny; Olmak iizere

n
E™ = span{en_+n++1, e 7en7+n++no}

uzayina sistemin Merkez Altuzay: denir (Wiggins, 2003).
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Burada baslangic noktasi eger E"~ uzayindan segilirse bu noktanin iterasyonlar1 denge
noktasina yakinsiyor iken, E™+ uzayindan secilen baglangi¢c noktasinin iterasyonlari
raksar.

E"™ uzaymdan alinan noktanin iterasyonlar1 ise ne yakinsar ne de iraksar. Ayrica

Im A

™

gl Y
A /// \W\‘ |

Sekil 3.1: Denge noktasinin kritik 6zdegerleri (Wiggins, 2003)

E"+ = @ olmast durumunda sistemdeki tiim yoriingeler £ uzayina yakinsar. O halde
sistemlerin uzun siireli davraniglarini incelemek igin sistemlerin E™ wuzayina
indirgenmis halini analiz edebiliriz.

(x,y) € R™ x R"- ve orijinin bir komsulugunda f,g € C"(r > 2) olmak iizere

x = Ax+ f(x,y), 32)

y— By+g(x,y),

sistemini ele alalim. Burada A, 6zdegerlerin mutlak degeri bire esit olan ng X ng matrisi
iken, B 6zdegerlerin mutlak degeri birden kiiciik olan n_ x n_ matrisidir. Ayrica kabul
edelim ki £(0,0) = g(0,0) = Df(0,0) = Dg(0,0) = 0 saglansin.

Acgikca goriiliiyor ki (3.2) sisteminin denge noktasi (%,y) = (0,0) olup bu denge
noktasinin kararliligimi arastirmak icin lineerizasyon yontemi bir sonu¢ vermez. Bu
analizi agagidaki teorem ile verebiliriz (Wiggins, 2003).

Teorem 3.1 (Varlik (Wiggins, 2003)). Yeterinece kiiciik 6 degerleri icin
We(0) = {(x,y) € R"™ X R" |y = h(x), x| < &,h(0) = 0,Dh(0) = 0},

(3.2) sistemin bir C" merkez manifoldudur. Ayrica, yeterince kiiciik u degerleri icin
(3.2) sistemi
u— Au+ f(u,h(u)), uecR™ (3.3)

sistemine lokal topolojik olarak denktir. Bir baska ifadeyle, sistemler ayni nitel yapiya
sahiptir.
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Ispat. Bakimz Carr (1981).

Dikkat edilirse teoremdeki 2(0) = 0 ve Dh(0) = 0 sart1 W¢(0) merkez manifoldunun
E™ Merkez Altuzayina teget oldugunu soyler.

Siradaki teorem (X, ) = (0,0) denge noktasinin kararlilik yapisi ile (3.3) sistemin iz =0
denge noktasinin kararlilik yapis1 arasindaki iligkiyi ifade eder.

Teorem 3.2 (Kararlilik (Wiggins, 2003)). Eger (3.3) sistemin sifir ¢oziimii kararli
(lokal asimptotik kararl) (kararsiz) ise (3.2) sistemin sifir ¢oziimii de kararl (lokal
asimptotik kararlt) (kararsiz) olur.

Kabul edelim ki (3.3) sistemin sifir ¢oziimii kararli olsun. Ayrica kabul edelim ki
veterince kiiciik (X,y) degerleri icin (x,,y,) (3.1) sisteminin bir ¢oziimii olsun.
Ovyleyse, k ve B katsayilart pozitif ve B < 1 olmak iizere her n degeri icin (3.3)
sisteminin bir u, ¢oziimii vardir oyle ki

[ —un| <KB" ve |yn—h(un)| < kB"
saglanr.

Ispat. Bakimz Carr (1981).

Simdi de (3.2) sistemin merkez manifoldunu hesaplayalim. Sistemi asagida
gosterildigi gibi ifade edebiliriz:

Xpg1 = Axy +f(xn7yn)

Yn+1 = Byn + &(Xn,¥n)-

Burada y, = h(x,) olarak alinirsa

Xnt+1 = Axy +f(xn7h(xn))

Yn+1 = h(xn+1> = Bh<xn) +g(xn,h(xn))

bulunur. Ikinci deklemden, h(x,.1) = h(Ax, + f(xn,h(x,)) = Bh(x,) + g(x, h(x,))
oldugundan asagidaki denklem elde edilir

N(h(x)) = h(Ax+ f(x,h(x)) — Bh(x) 4+ g(x,h(x)) = 0.
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4. BIR AYRIK AV-AVCI POPULASYON MODELININ CATALLANMA
ANALIZI

4.1 Tez Problemi ve Tezin Amaci

Bu tezde, Leslie tipi bir ayrik av-avci popiilasyon modelinin c¢atallanma analizi
incelenecektir. 1k olarak

MO _ NG - ePwNG)
4.1)
dP(t) P(t)
o7 = P(t) (FQ—QW)

denklem sistemi ile verilen siirekli av-avci sistemi ile baglayalim. Burada r, €,r, ve 0
katsayilar1 pozitiftir ve

N(t): t amindaki av popiilasyonunu

P(t): tanindaki avci popiilasyonunu
r1: av popiilasyonunun biiyiime oranini
ry: avcl popiilasyonunun biiyiime oranini

€: av popiilasyonunun 6liim oranini

0: avci popiilasyonunun 6liim oranini

gostermektedir.

Zhou ve arkadaglar1 (2005) bu modelin dinamigi iizerinde etkili olan Allee etkisini
incelemistir. Modelin gecikmeli halinin Kararlilik ve Hopf Catallanma analizi Celik
(2008) tarafindan calisilmistir. Karaoglu ve Merdan (2014) modele iki gecikme
ekleyerek ortaya ¢cikan Hopf catallanmasina ayrintili bir seklide yer vermislerdir.

Bu tezde, yukarida bahsedilen ¢alismalardan farkli olarak bocek, kelebek ve bitki gibi
ardistk popiilasyonlar1 cakigsmayan, yani bir sonraki popiilasyona bir Onceki
popiilasyonun katkist olmayan tiirlerin analizine yer verilecektir. Bunun i¢in, (4.1)
modeli Euler metodunu kullanarak ayriklastirip, ayriklastirilmis sistemin kararlilik ve
catallanma analizi yapilacaktir. (4.1) modelinin dinamigi iizerindeki Allee etkisi Celik
ve Duman (2009), kararlilik yapisi ve denge noktasinda ortaya c¢ikan Flip ¢atallanma
ise Sucu (2016) tarafindan calisgilmistir. Bu tezde ise (4.1) modelinde periyodik
¢cOzlimlerin ortaya ¢iktig1 Neimark-Sacker ¢atallanma analizine yer verilecektir.
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Bir N(r) fonksiyonun bir 7 noktasindaki tiirevi

N'(fp) = lim N(t) —N(n)

h— 1 n—1
olarak ifade edilir. Bu tiirev degeri #y’a yakin ¢#; degerleri i¢in

N(t1) —N(t)

N (ty) ~
(to) h—1Io

seklinde ifade edilebilir. Burada & = t; — #y ayriklagtirma adimi olarak segilirse
N(t;) =~ N(tp) + SN’ (t9) (4.2)
olarak yazilabilir. Oyleyse, (4.1) modelindeki
N'(to) = riN(to) — €P(to)N(1o)

denklemi
N(l‘l) o N(l‘()) + 5N(l‘0)(1’1 - SP(I()))

seklinde ifade edilebilir. Buradan
Nt_|_] :N[+5Nt(r] —SPI‘) (43)

denklemi elde edilir. Bu islem Euler metodu olarak adlandirilir. Benzer sekilde

P
P =P +06k (r2—9]7t) (4.4)

t

denklemi de elde edilir. Sonug olarak Euler metodu ile (4.1) sistemine karsilik gelen

N, + 8N, (r — P,
( Niti ) _ (ri—eh) 4.5)

P,
P, + 0P (r, — 0171)

t

B

ayrik av-avcl sistemi elde edilir. Bu sistem tek bir parametreye,  ya baghdir.
Modelde r;N; ifadesi av popiilasyonunun sinirsiz bir biiyiimeye sahip oldugunu
gosterirken, tepki fonksiyonu €F; bu biiylimenin sinirsiz olmadiginm soyler. Ayrica bu
modelde avcinin yasamasi ortamdaki av popiilasyonu ile iligkilendirilir. Burada &
ayriklastirma adimi olup catallanma parametresi olarak kullanilacaktir.

(4.1) sisteminde av ve avci popiilasyonlarindaki degisim mevcut av ve avci
popiilayonlari ile iligkilendirilmis ve bu iligki diferensiyel denklemlerle gosterilmistir.
Popiilasyonlarin tiremesinin kesikli oldugu durumlarda # 4+ 1 donemindeki popiilasyon
¢t donemindeki popiilasyona bagl olarak degismektedir. Dolayisiyla zaman degiskeni
bir ayrik degisken olup popiilasyonlardaki degisim fark denklemleri ile ifade
edilmektedir. Bu sekilde olusturulan (4.5) sistemine yaz aylarinda domates bitkisinin
yapraklarindan beslenen beyaz sera sinegini 6rnek verebiliriz.
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4.2 Kararhlik Analizi

Av-avci popiilasyon modelleri lizerine yapilan ¢aligmalarin temel amaglarindan birisi
ileri zamandaki popiilasyon davraniglarinin incelenmesi; denge noktalarinin (sayet var
ise) kararli olabilmesi i¢in gerekli sartlarin belirlenmesidir.

Bu boliimde ilk olarak (4.5) sisteminin pozitif denge noktasi bulunacak ve sistemin bu
denge noktasinda lokal kararli olabilmesi i¢in gerekli sartlar belirlenecektir. Ardindan
0 catallanma parametresi degistik¢e bu pozitif denge noktasinda ortaya ¢ikan Flip ve
Neimark-Sacker ¢atallanma gdzlemlenecektir.

4.2.1 Denge noktasi ve karakteristik polinom

(4.5) sistemin denge noktalar1 asagidaki denklemleri saglayan (N, P) degerleridir

N = N+5N(F1—€P),
. . ) p (4.6)
P = P+5P(r2_9ﬁ>'

Oyleyse,
N=N+06N(ri —eP)= 6N(r; —€eP) =0
olup 8 # 0 olmak iizere
N=0 veya P= ;—1 4.7

olarak elde elilir. Benzer sekilde
o P _ P

olup 6 # 0 olmak iizere

_ _ 0P
P=0 veya N=— (4.8)
)

olarak bulunur. Burada N = 0 olmas1 biyolojik agidan ilgi ¢ekici bir durum degildir.
Ayrica modelde avcinin yagamasi ortamdaki av sayisi ile iligkilendirmistik. Bu yiizden
N # 0 olup sistemin tek denge noktasi

(N,P) = (—, —) 4.9)

olarak elde edilir. r1,72,€ ve 0 katsayilar1 pozitif oldugu i¢in elde edilen bu denge
noktasi da pozitiftir.
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Karakteristik Polinom

(N,P) denge noktasina karsilik gelen karakteristik polinomu bulmak igin (4.5)
sistemini ele alalim. Denklemin sag tarafindaki ifadeleri

f(N,,P,) =N; + 8N, (r; — €P,)

P (4.10)
8N B) = P+ 8P (2~ 030)
t
ile gosterelim. Oyleyse,
J(N P) fN(N,P) fP(N,P) 1+5(I"1;8P) —0€eN
)= = 00P 200¢
gN(N,P) gP(N,P) N2 1‘}'37’2-
olmak iizere (4.5) sistemin denge noktasindaki Jakobiyen matrisi
1 —00r;
J:=J(N,P)= 52 2 (4.11)
Tz 1— 5r2

olarak bulunur. Burada iz(J) =2 — 8ry ve det(J) = 1 — 8ry + 8%ry 1 dir.

Jakobiyen matrisine karsilik gelen karakteristik polinom
A2 —iz(DA +det()) = A* — (2= 8r)A + (1 — 8r 4 8rir) (4.12)

olup, bu polinomun kokleri

2—8rF8\/r3—4rir
Mo = (4.13)

seklindedir.

Teorem 1.1 den biliyoruz ki ayrik sistemlerde bir sistemin denge noktasinin lokal
kararli olabilmesi i¢in karakteristik polinomun koklerinin mutlak degerce birden
kiiciik, kararsiz olabilmesi i¢in en az bir kokiin mutlak degerce birden biiyiik,
catallanmanin ortaya cikabilmesi i¢in de kokiin mutlak degerinin bire esit olmasi
gerekmektedir. Bu ylizden, karakteristik polinomun koklerini analiz edebilmek icin
asagidaki lemma kullanilacaktir.
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Lemma 4.1. Kabul edelim ki F(A) = A? + BA +C ikinci dereceden reel katsayili bir
polinom olsun ve Ay ile Ay, F(A) polinomunun iki kékii olsun. Oyleyse,

1. [M|<lve|l<1< F(1)>0,F(—1)>0,veC< 1,

22 M =—lve|lh] #1 < F(—1)=0ve B#0,2,

3. A, A eC, Ml’: 1ve MQ‘I leB2—4C<0veC=1

dir.

Ispat. Ispat iki durumda ele almacaktir. Birinci durum A1, € R olmast, ikinci durum
ise 41,4, € C olmasidir.

Durum I - Kabul edelim ki A;,4; € R olsun. A; ve A, F(A) polinomunun kokleri
oldugundan

F(A) = -M)(A-2A)
seklinde yazilabilir. Buradan
F(1)=(1-4)(1-2)
F(=1)=(14+4)(1+)
olarak bulunur.
1. Hipotezden |A;|< lise —1 < A; < 1 ve [Az|< lise —1 < A; < 1 oldugunu biliyoruz.
Ohalde F(1)=(1—241)(1—=2A) >0ve F(—1) = (1+A;)(14 A2) > 0 gerceklenir.

Son olarak her 41, A, degeri i¢in 1Ay < |41 43| = |A1||A2| olup hipotezden |A;| < 1 ve
|A2| < 1 esitsizliklerini kullanirsak C = 414, < 1 bulunur.

Tersine, kabul edelim ki F(—1) >0, F(1) > 0 ve C < 1 olsun. Oyleyse,
F(1)>0ise (1—24;)(1—=A2) >0o0lupi) (1—2;) >0ve (1 —21) >0 veya
ii) (1-24;) <0ve(l—2;) <0
F(—1)>0ise (1+A;)(14+A2) > 0olupiii) (14+24;) >0ve (1+24,) >0 veya
iv) (1+24;) <0ve (14+24;) <0
C < lisev) A, < 1 saglanir.

Yukaridaki ifadelerden ii) ve v) kosulu aymi anda saglanmaz. Ciinkii ii) kosulunun
saglanmasi durumunda A; > 1 ve Ay > 1 olup 414, > 1 gergekleneceginden bu durum
v) kosulu ile celisir.

Benzer sekilde iv) ve v) kosulu da aym anda saglanmaz. Ciinkii iv) kosulunun
saglanmasi durumunda A; < —1 ve A, < —1 olup A;A; > 1 gergekleneceginden bu
durum v) kosulu ile celisir.

39



O halde, F(—1) >0, F(1) > 0 ve C < 1 hipotezlerinin gerceklenebilmesi i¢in
i) 1—)(4 >0 ve 1—)Lz>0

iii) 1+4, >0 ve 14+4,>0
V) )Ll7l,2<1

kosullarinin ayn1 anda saglanmasi gerekmektedir. Simdi i), iii) ve v) kosullar1 altinda
|A1] < 1 ve |Az| < 1 ifadelerinin ger¢eklendigini gosterelim:

D (1-4)>0=A4<1

iii) (1—1—11) >0= A > —1
olup —1 < A; < lise |A| < 1 gerceklenir.

Benzer sekilde
i) (1—7(‘2) >0:>ﬂ,2<1

i) (1+2)>0= 24> —1
olup —1 < A, < lise |A| < 1 olarak bulunur.

2. Kabul edelim ki ; = —1 ve |A2] # 1 olsun. F(—1) =0 ve B # 0,2 oldugunu
gosterelim.

F(—1)=(1424)(1 +A,) olup hipotez geregi A; = —1 ise F(—1) = 0 olarak bulunur.
Ayrica B= —(A; + ;) = —(—14+ 1) = 1 — A, olmak iizere A, # —1,1 oldugundan
B #£ 0,2 elde edilir.

Tersine, kabul edelim ki F(—1) =0 ve B # 0,2 olsun. O halde

F(—1)=0ise (1+A;)(1+A) =0o0lup A =—1veyad, =—1yadad; =—1ve
Ay = —1 olmalidir.

B # 0,2 ise —(A1 +A2) # 0,2 dir. Eger A} = —1 ve B# 0,2 ise —(—1—A1;) # 0,2
buradan A; # —1,1 olup |Ay| # 1 olarak bulunur. Eger A; = —1 ve A, = —1 olarak
alinirsa A; + A = —2 olup B = 2 olarak bulunur. Bu ise hipotez ile ¢elisir.

Benzer sekilde, Ay = —1 ve B # 0,2 oldugunu varsayalim. O halde —(A; — 1) # 0,2
olup A; # —1,1 bulunur. Bu da bize |A;| # 1 oldugunu sdyler.

3. Bu madde kompleks kokler i¢in gecerlidir.
Boylelikle ispatin ilk kism1 tamamlanir. Simdi de ikinci durumu ele alalim.
Durum II - Kabul edelim ki A;,A, € C olsun.

1. Farz edelim ki a,b € R (b # 0) olmak tizere A = a+ib ve Ay = a— ib olsun. O
halde || = |A2| = a® + b? dir.

Oncelikle |A;| < 1 ve |A2| < 1 olmak iizere F(1) > 0, F(—1) > 0 ve C < 1 oldugunu
gosterelim.
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F(1)=(1-2)1 =) =(1—(a+ib))(1 — (a—ib)) = (1 —a)*+b* > 0. Benzer
sekilde, F(—1) = (1+A4)(1+A) = (14 (a+ib))(1+ (a—ib)) = (1 +a)*+b>* >0
gergeklenir. Son olarak, C = 4,4, = (a +ib)(a — ib) = a* + b* < 1 sart1 saglanur.

Tersine, kabul edelim ki F(1) > 0,F(—1) > 0 ve C < 1 saglansin. Hipotezden,
C=MA = (a+ib)(a—ib) = a®> +b* = || = |A2| < 1 saglanir. Boylelikle birinci
maddenin ispatin1 tamamlanir.

2. Bu madde sadece reel kokler icin gegerlidir.
3. |A1| = 1 ve | 42| = 1 olsun. Gostermeliyiz ki B> —4C < 0 ve C = 1 sartlar1 saglanur.

Eger M| =1ve|dy| =1lisea’+b>=1dir. B=—(A + A1) = —(a+ib+a—ib) = —2a
ve C = My = (a+ib)(a—ib) = a®> +b> = 1 olup C = 1 sart1 saglanir. Ote yandan,
B? —4C = (—2a)* — 4(a® + b*) = —4b* < 0 gerceklenir.

Simdi de kabul edelim ki C = 1 ve B> —4C < 0 olsun. O halde gostermeliyiz ki F(A)
polinomunun A; = a+ib ve Ay =a—ib, a,b € R (b # 0) olmak tizere |A;| =1 ve
|A2| = 1 kosulunu saglayan kompleks iki kokii vardir.

B=—(A1+) ve C = 1 olgundan B> —4C < O ise (A1 — A2)? < 0 olarak bulunur. Eger
A1, A2 € Rolsaydi A; = A; iken (4] — A)? =0, A; # A, iken (4] — A,)? > 0 olurdu.
Bu ise B> —4C < 0 olmasi ile celisir. O halde kokler reel olamaz.

Hipotezden C = 1 ise i Ay = a® +b* = 1 olmasi |A;| = 1 ve |A;| = 1 oldugunu soyler.
Boylelikle lemmanin ispati tamamlanir ve sonug olarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1. Birinci dereceden lineer olmayan fark denklemlerinden olusan bir
sistemi ele alalim ve kabul edelim ki F(A) = A?+BA +C 3 B,C € R, sistemin denge
noktasindaki Jakobiyen matrisine karsilik gelen karakteristik polinomu olsun.
Oyleyse,

1. F(1) >0,F(—1) > 0ve C < 1 ise denge noktas: kararldr,

2. B#0,2ve F(—1) = 0 ise Flip ¢catallanma ortaya ¢ikabilir,

3. B> —4C < 0 ve C = 1 ise Neimark-Sacker catallanma ortaya ¢ikabilir.

4.2.2 Denge noktasimin kararhhg

91’1 r
—_— =

Bu boliimde, (4.5) sistemin (N, P) = c > denge noktasinin lokal olarak kararli

Er
olabilmesi icin gerekli sartlar belirlenecektir.

Burada, denge noktasina karsilik gelen karakteristik polinom
FA)=A*—(2—=38rm)A+(1—=8r+8*r) (4.14)
olarak kullanilacaktir.
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Teorem 4.1 geregince (N,P) denge noktasinin kararli olabilmesi i¢in F(1) > 0,
F(—1) >0 ve C =1—08r, + 8%, < 1 sartlarnin aym anda saglanmasi
gerekmektedir. Oyleyse bu kosullarin hangi sartlar altinda saglanacagini belirleyelim.

e (4.14) denkleminden F(1) = 1 =2+ 8ry + 1 — 8ry + 8°riry = 8%r1ry olarak
hesaplanir. Burada r| ve r; pozitif oldugundan V6 > 0 i¢in F (1) > 0 saglanir.

o F(—1)=8%1r—28m+4=(8—6)(8— &) olup F(—1) polinomunun kokleri

_ ry — r: — drir _ r+ r: — drir
2 2
o = ve &=

rirz rr2

seklindedir.

Eger r, > 4ry ise F(—1) polinomu iki reel koke sahiptir. Ayrica, r3 —4rir; > 0
ise r% > r% —4ryry > 0 yazilabilir. Burada esitsizligin her iki tarafinin karekokii

alinirsa
_ rz—\/r%—4r1r2
o =

ryr

>0

olarak elde edilir. Ote yandan,

r— \/r%—4r1r2 -+ r% —4rir
<

rira rir;

oldugundan _ )
0<o <&,

gerceklenir. Oyleyse, F(—1) polinomunun isaret tablosu asagidaki seklide
olusturulur:

Sonug olarak, r, > 4r; iken 0 < § < §; veya 8 > & ise F(—1) > 0 saglanur.

Eger r, < 4ry ise F(—1) polinomu reel koke sahip olmadigindan Vd > 0 icin
F(—1) > 0 saglanur.

Eger r, = 4r; ise de F(—1) cift katli koke sahip olup V8 > 0 i¢in F(—1) >0
saglanir.

e Simdide C =1—8ry+ 8%r1r> < 1 oldugu durumu ele alalim.
Eger 1 — 8ry + 8%riry < 1 ise 18(8r; — 1) < 0 gergeklenir. Burada § ve )

parametreleri pozitif oldugundan 0 < — olarak elde edilir.
r
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Yukaridaki sartlara ek olarak,
_ 1 _
O <—<&
r
e e y o ) . ) 1 y
esitsizliginin saglandig1 goriilmektedir. Bir Onceki sonuctan 6 < — oldugunu

- |
biliyoruz. O halde & > &, olamaz. Boylelikle asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1. Eger F(A) karakteristik polinomu asagidaki sartlardan birini sagliyor ise
(N, P) denge noktast kararlidir:

i) ry>4r| iken0 <8 < §,

1
ii) ry <4riiken 0 < 6 < —.
r1

4.3 Catallanma Analizi

Bu bolimde (N,P) denge noktasinda Flip ve Neimark-Sacker ¢atallanmanin
goriilebilmesi i¢in hangi sartlarin saglanmasi gerektigi analiz edilecektir. Bu ¢alisma
icin & ayriklagtirma adimi, catallanma parametresi olarak secilecek ve Merkez
Manifold Teoremi ve Catallanma Teorisi (Bakiniz: Kuznetsov, 1998) kullanilacaktir.

4.3.1 Flip catallanma

Teorem 4.1°den biliyoruz ki F(—1) =0ve —(2—ry) # O ise, (N, P) denge noktasinda
Flip catallanma goriilebilir.

Biliyoruz ki F(—1) = (8§ —6,)(§ — &) =0ise r, > 4r| iken § = §; yada § = 5,
dir. Ayrica —(2—06ry) #01ise 6 # 3 i

edebiliriz.

,— gerceklenir. O halde, asagidaki teoremi elde
r r

Teorem 4.2. Eger F(A) karakteristik polinomu asagidaki sartlart sagliyorsa (N, P)
denge noktasinda Flip catallanma ortaya ¢ikabilir:

3 = 2 4
rn>4rp ve =0, veya 86=0, 2 6§ #—,—.
AR )

Eger § = §; secilirse karakteristik polinomun kokleri asagidaki sekilde bulunur:

l]z—l ve 12:3—51r29|12|7é1. 4.15)

Sonug olarak, (N, P) denge noktasinda Flip catallanma goriilebilir. Catallanmanin var
oldugunu analititk olarak gosterebilmek icin Kuznetsovun Flip Catallanma Teoremi
kullanilacaktir (Bakiniz: Kuznetsov, 1998).
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Teorem 4.3. Birinci mertebeden bir fark denklem sistemi olan
Xt+1:f(Xl76)7 Xt76€R7

sistemini ele alalim. Kabul edelim ki 6 = 0 iken X (0) =0, f(X;, 8) fonksiyonunun sabit
noktast olsun. Ayrica f fonksiyonu analitik olup fx(0,0) = —1 saglansin. Oyleyse,

FI1) %(fxx((),o))2 + %fXXX(OaO) #0

FZ) fXﬁ(OvO) 7é 0

sartlarimin saglanmast durumunda sistemde Flip catallanma ortaya ¢ikar (Kuznetsov,

1998).

Teoremi uygulayabilmek icin iki boyutlu (4.5) sistemini bir boyutlu sisteme
cevirmemiz gerekmektedir. Bunun i¢in Merkez Manifold Teoremi kullanilacaktir.
Oncelikle islemleri basitlestirmek icin sistemin denge noktasini orijine tastyalim.
Bunun icin (4.10) denklemlerini ele alalim.

f(N,P) =N+ 3N(r; — €P)
(4.16)
g(N,P) =P+ 6P (r,—6%)

olmak iizere f(N,P) ve g(N,P) fonksiyonlarini (N,P) denge noktasinda Taylor
Serisine agalim:

Nit1 = f(N,P)+ fn(N,P)(N; —N) + fp(N,P)(F, — P)

+%[fNN(N7P>(Nt —N)*+2fxp(N,P)(N, — N)(P, — P) + fop(N,P) (P, — P)]

+ g LN P)N B+ 3 e (N, PY (N, — B2~ P

+3fypp(N,P)(N; —N)(P, — P)* + fppp(N,P) (P, — P)°] 4 - --

Pi+1=8(N,P)+gn(N,P)(N; —N)+gp(N,P)(F, — P)

b2 LoV, P)(N, ~ N+ 2809, P) N, — ) (B~ P) + eV, P)( — P’

1

+5[gNNN(N,P)(N N)* +3gynp(N,P)(N; — N)*(P, — P)

+3gNPP(N>P>(Nt_N)(Pt—P)Z—FgPPP(N P)( P)3]+--~

0
seklinde olup burada N = g—rl ve P = % olmak lizere
)
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e f(N,P)=Nveg(N,P)=P

. N:1+5r1—5episefN(N,P):1+5r1—5er8—1:1

° fNN(N,p) =0, fNP(N,p) =8¢ ve pr(N,P) =0

o fnnn(N,P) = fynp(N,P) = fypp(N,P) = fppp(N,P) =0

(N.P) 2581’%
° —
ENN 9 621’1
g 28¢er?
* ane(N,P) = 921’12
= X 258}’2
o gpp(N,P) = — p
o 68e%r
o gvn(N,P) = =
931%
(N.P) 45821”%
® INNP\LV, -
92;"%
o 28¢€2r2
e gnpp(N,P) = 0,2 2
1

Sonug olarak asagidaki denklemleri elde ederiz:

_ _ 00r _ _ _
Nyt =N+ (N, —N) - rz1(B—P)—85(N,—N)(P,—P)—|—~--
_ 812 _ _&8r _ 2e8r3 _ _
Py =P+ —2(N,;—=N)+(1-8n) (P —P)— —2(N,—N)*+=——2(N,—N)(P, - P)
0 0°r; 0r;
- (F—P)"+ 6372 (N: —N) _T@(N’_N) (P—P)+ 072 (Nt =N)(P = P)"+ -+

Boylelikle (4.5) sistemi agagidaki sekilde ifade edilebilir:

—591’1

1 —
Newr ) , 2 Ne=NA (1), (4.17)
Py LR p—P f

0
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Burada

fi=—€8(Ni—N)(P,—P),

eérs _ 2e813 _ _ €0n _

=— N; —N)? N; —N)(P,— P) — P, —P)?
) 92r1( i —N)"+ or (N: —N)(P —P) " (P —P)
825;/21 .3 28251”% _ 5 _ 582r% _ _ 5

seklindedir. Simdi de asagidaki doniisiimleri tanimlayalim:

Ut_Nt_Na
‘/t_})l‘_ﬁu
5=86-6

Oyleyse U1 = N;o1 — N ve V,.; = P, — P olup (4.17) sistemi asagidaki sekilde

yazilabilir:
1 —501’1 . 3
U U U7V7576
t+1 _ 4 1) t + fl( tyVt 4 _) , (418)
Vt-H 6)”2 N Vt f2(Ul7Vla675)
1—0nr
0
oyle ki
S o 59}"1 = 3
f1(UrV,8.8) = ===V —€8UV ~ebUV +Y.M.T.,
2
g g 613 3 2 2 er; €n . » €13 3
£(UV,8,8) = 22U — 8,V — 8 U +26 20V -8 2V 462U
6 0r, r 03r2
—268 r2U2V+5 2Uv2 5En U2+26 €y _ 6”2\/%6E r2U3

02r 0r;

_028En U2V 5 Uv2 Y.M.T..
922 + 9r1 +

Burada (4.18) sistemin denge noktasi (0,0) dir. Sonug olarak, (4.5) sisteminin denge
noktasi orijine taginmig ve bu sistemin dinamik yapisina lokal topolojik olarak denk

olan (4.18) sistemi elde edilmistir.

(4.15) den biliyoruz ki F(A) karakteristik polinomunun kokleri, bir bagka deyisle J
matrisinin 6zdegerleri A} = —1 ve A, =3 — 51 r seklindedir. O halde bu 6zdegerlere
karslik gelen 6zvektorleri birer siitun kabul eden asagidaki tersinir T matrisini inga
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edebilirz:

_59}”1 _59}’1
T = r r : (4.19)
—2 2—6?‘2

Buradan

( Ui ) =T ( X ) (4.20)
Vi Y;

doniisiimiinii kullanarak (4.18) sisteminin her iki tarafim soldan 7! matrisi ile

Xeyr | _ MO X n 81X, Y:) @21
Vi 0 A Y, 22(X:, %)

sistemini elde edebiliriz. Burada

carparsak

21X, Y)) = oy X2 + XY, + 036X, + a4 8Y, + asX + og6X> +Y.M.T.
82(X,Y,) = Bi X2 + BoXiY; + B3SX; + BuSY; + Bs X + PO X +Y.M.T.

seklindedir.

Buradaki katsayilar asagida yer aldig: gibidir:

oy 68281’2 B 4581’2 i 5381’11’2 - 488
YT Bm—4) rn(Bra—4) (5rm—4) (5rn—4)
o — 2538r% B 28%erir,  48ery(2—6ry) B 8%ery(2—6ry)
TG4 Grn-4) (-4 (5r—4)
o — 2, Srir _r2(2—5r2)
YT Brm—4) (5rm—4) 8(5r—4)
__1”2(2—57‘2)_ Srll"z _r2(2—3r2)2
 (br—4)  (ra—4) 28(86rn—4)
o — _8_4827'11‘2 B 4(?2827'2 n 4_5382r2
T B4 n(r-4) (dr—4)
o — 4587‘2 B 5281”1}”2 _ 4er, _28(2—57‘2)
T Br—4) (Br—4) ndr—4) (5r—4)
ﬁ _ 4828}”2 i 4887’2 I 538}’1}’2 B 488
YT -4 n(r—4) (Bra-4) (3r—4)
By — 25387’% 283%r 1) _458r2(2—5r2) B 26%€r,
(51’2—4) (57‘2—4) r1(5r2—4) (5r2—4)7
ﬁg _ Srlrz _ 2!’2 + _ 27‘2

(5r2—4) (5!’2—4) 6(81’2—4)7

47



_n(2- o) Srir B r(2—6rp)

Pa= (Br—4)  (5r—4) 8(5r—4)

[3 _ 5482r1r2 n 452821’2 B 453821’2

YT (5r—4)  r(5rm—4) (dr—4)

ﬁ6 _ 4887‘2 i 8287‘1}’2 I 48)’2 B 4e

(Sr2—4) (5r2—4) 1”1(81’2—4> (Sr2—4)'
Merkez Manifold Teoremini kullanilarak (4.5) sistemine karsilik gelen W€(0,0,0)

merkez manifoldu asagidaki sekilde elde edilir:
We(0,0,0) = {(X,,Y,,8) e R>: ¥, = h(X;) = | X? + o X, 6 + h38%).  (4.22)
Ayrica, W¢(0,0,0) merkez manifoldu
N(h(X:)) = h(=X; + 81 (Xe, h(X;))) — A2h(X;) — g2(Xi, h(X;)) = O (4.23)
denklemini saglar. Buradan

N(h(X,)) = (h1 — h (3= 8r2) — B1)X7 + (Bs+h1 B2 — 2hy 0) X
+ (hy — 2h1 063 — o (3 — 812 — B3))8X; + (hooty — o> — i By — Be) OX7
+ (ho0s — 3B — o) 67X, + (hs — h3(3 — 6712)) 6% — Bah3 &°

olarak hesaplanir. Buradaki katsayilar

—48¢ — 48281’2 + 8381’1 rn+ 4oer,
hy = _ _ dl
(67‘2—4)(67‘2—2) ’
4 — 5(21’2 —r rzg)
5(5r2—4)2 ’

hy =

h3 =0
seklinde hesaplanir. Sonug olarak (4.21) sistemi
Xi+1= =X +81(Xi,h(X;)) (4.24)
bir boyutlu sistemine indirgenir. Burada g; asagida gosterildigi gibidir:

g1 X, h(Xy)) = 061Xt2 +(ha+ OCs)Xt3 + (ophy +hyoy + 066)8Xt2

+ (064/’12)82)(; + (X3SX,.
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Bu sistemin denge noktasinin (0,0) oldugu agiktir. (4.24) denkleminden

fx(X,8) = =14 204X +3(hjoy + 05)X> +2(0ahy + hy 0 + 06 ) OX + (0gh) 8 + 038
olup fx(0,0) = —1 saglanir. Teorem 4.3 geregince

fxx(0,0) = 2061
fxxx(070) = 6(]11 o+ Ots)

olup
1 1
E(fXX(O,O))Z + §fxxx(0,0) =200 +2(hyoy + o)

olarak hesaplanir. Ayrica,
fXOC (07 0) =03

olarak bulunur. Sonug olarak (4.24) sisteminde Flip ¢atallanmanin goriilebilmesi icin

gerekli sartlar belirlenmis olur.

Sonug 4.2. (4.24) sistemi
F1) 203 +2(hjoy + 05) #0

F2) o3 7&0

sartlari altinda Flip ¢atallanmaya sahiptir.

4.3.2 Neimark-Sacker catallanma

Teorem 4.1°den biliyoruz ki eger B> —4C < 0 ve C = 1 sartlan saglanirsa (N, P)
denge noktasinda Neimark-Sacker ¢atallanma ortaya cikabilir. Simdi bu iki kosulun
saglanmasi icin gerekli sartlar1 belirleyelim.

C =1 ise 8*rirp = 8rp olup 8, # 0 oldugundan & = rl olarak bulunur. Ayrica,
B2 —4C < Oise 52r2(r2 —4r1) < 0olup r, > 0 oldugundan 112 < 4r; saglanir. O halde,
asagidaki teoremi elde edebiliriz.

Teorem 4.4. Eger F(A) karakteristik polinomu asagidaki sartlart sagliyorsa (N, P)

denge noktasinda Neimark-Sacker catallanma ortaya ¢cikabilir:

O0=— ve 1 <dr.
r

Catallanmanin var oldufunu analititk olarak goOsterebilmek icin Neimark-Sacker
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Catallanma Teoremi kullanilacaktir (Bakiniz: Kuznetsov, 1998).

Xev1 | _ ( J(X:,Y:,6)
Yl+1 g(XlaYha)

sistemi yeterince kiiciik 0 degerleri icin (0,0) denge noktasina sahip olsun ve bu

Teorem 4.5.

denge noktasindaki Jakobiyen matrisinin izdegerleri A = r(8)eT9) 5 r(§) = 1
ve 0(8) = 6y olsun.

Kabul edelim ki asagidaki sartlar saglansin:

(N.S.1) P (8) £0,

(N.S.2) 0 £ 1, k=1,2,3,4.

Ek olarak a(8) = Re(e'%c¢1(8)) # 0 olsun. Oyleyse § soldan saga 8. degerinden

gecerken orijinin bir komsulugunda kapali yoriinge ailesi ortaya ¢ikar. Burada

(l(é) — Re e—i90g21 Re (1 _2e—i90)e—2i90g20g11 B |g11 |2 y |g02‘2
2 2(1 —e~io) ) 1

dir.

Aciklama 4.1. a(6) katsayisi kapali yoriingenin yéniinii ve kararliligimi belirler.

o Egera(8) < 0 ise Siiperkritik Neimark-Sacker ¢atallanma

e Eger a(0) > 0 ise Subkritik Neimark-Sacker ¢atallanma ortaya ¢ikar.

Simdi teoremi uygulayabilmek icin (4.18) sistemini tekrar hatirlayalim:

1 —59?‘1 -

Ut+1 o 15 Ut fl(Ula‘/taaaa)

= = - + - -

VH—I 57’2 1 S Vl fZ(Uthaéaé)
R

olup yukaridaki ifadede

- - S50 _ -
71UV, 8,8) = -2y _eduv — €UV +Y.M.T.,
rn
s 5 03 2 2 52 2, €73 5
1ol Vin8.8) = 22U =8V 8 S2 U425 20V - 5 v el
g2 e’r? er <€ g2
23, rZUV+6 2pv2-§ 22U2+26 &y 5822, § r2U3
i 07 0r r 03r3
8
28, r2UV+8 2UV2+YMT

1
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dir. Notasyonlar1 kolaylastirmak icin f; ve g; fonksiyonlarmi asafidaki sekilde
tanimlayalim:
fi=a3V+aUv +asUV,

= a23U2 +axUuv +026U3 + a27U2V.

(4.18) sistemin Jakobiyen matrisine karsilik gelen karakteristik polinom
F(A)=2A*—(2—8r)A+(1-8r+8%rr)

seklinde olup bu polinomun kokleri

2—8ryF1\/8%(r3 —4rir)

Mo = >

= 1
olarak hesaplanmigti. Teorem 4.1 geregince r, < 4r; ve § = — sartlar1 altinda

r
\/4rr —r2
- o 172 2
AMa2d)=1——4i——mF— 4.25
12(8) ST (4.25)
olup |A; 2| = 1 olarak elde edilir.
7 4riry — r%
Simdi de kabul edelim ki y := Re(A) =1— 5, Vew:= Im(A) = — olsun.
r r
Ayrica,
0
J(8) = R P T (4.26)
| 2 e an '
0ry r1

olarak tanimlansin. A} = y — i@ 6zdegerini ele alalim ve bu 6zdegere karsilik gelen

Ozvektoriin reel ve imajiner kismi birer siitun olacak sekilde asagidaki 7 matrisini inga

—daiy 0
T = . (4.27)
< al—Hd o >

edelim:
Eger
doniistimii kullanilirsa, (4.18) sisteminin normal formu asagidaki sekilde elde edilir:
X -0 X 10,087
t+1 ) _ u t) L {( 1Y) _ (4.28)
Yis1 0 —p Y, §(X,.Y:)
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Yukaridaki ifadede

f=au(a — p)X+anuoX.Y,

. {612361%2 (@ —p)lais anax(an —p)

© © ° ]th— lara(ar — n) —apal X.Y;

2 3
ayjaj\ain — U axea
+ [axaty] XY + { el ) '2} X7
[0} [0}
dir.

Sonug¢ olarak, yukaridaki fonksiyonlar kullanilarak sifirdan farkli a(8) katsayist
asagidaki sekilde bulunur (Guckenheimer, 1983):

a (r—ll> = {—Re (%@0511) - %linlz — [&o2|* + Re(A&21) (4.29)
ve bu esitlikte
&0 = % [(Fer — foy +281y) +i(8x — &y — 2] ,
&= i [(fx+ fy) +i(@ec+ 8y)]
So2 = % = [(fer = fiy +28) + (8= fry + 2]
1

dir. Bu ise bize pozitif denge noktasi civarinda Neimark-Sacker catallanmanin var
oldugunu gosterir.

Kompleks Degisken Tanimi Altinda Neimark-Sacker Catallanma

Simdi (N,P) denge noktasinda ortaya ¢ikan Neimark-Sacker ¢atallanma, kompleks
degisken tamimlanarak analiz edilecektir.

Oncelikle (4.28) sistemini ele alalim:
Xit1 _ u —o X n f(XlaYZ)
Y 0 —u Y, §(Xi,11)
Bu sisteme Z; = X; 4 i¥; kompleks doniisiimii uygulanirsa

Zi1 = X1 + 1Y = uX, — oY + f+i(0X, + 1Y, + 8)

) o (4.30)
= (U+io) X +iY;)+ f+ig =AZ +8(Z,7Z;,0)
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denklemi elde edilir. Burada

= 8202 , 811 80252 812,52 8212 8303 , 803 5
70,72,,8) =222 4+ S 7+ 7P 4 S22, 7+ 2 7P 7, 4+ 227 o273
g( 1y &1y ) 2 + 2 t ¢+ 2 + —= 2 t + D) t+ = ) + 7 t
seklinde yazilabilir.

Dikkat edilirse (4.30) denklemi, Lemma 2.4’iin hipotezlerini saglar. Oyleyse Lemma

2.4 geregince (4.30) denklemi, parametreye bagli ve tersi mevcut olan

h _ hyp -
Z=Vit 2V A ViV =V

doniisiimii ile kuadratik terimleri olmayan

Vit = AV, + 530y3 | B2lyop 812y 52, 803y

3
’ . : 20 +o(vil) 431)

denklemine doniisiir. Ayrica Lemma 2.5 gere8ince (4.31) sistemi parametreye bagl ve

tersi mevcut olan

h h h hos. -
V, =W, + 20W3+ §1W2W;+ ;W,Wz-i— 63Wt3+0(|W,|4)

doniisiimii ile tek bir kiibik terim iceren

W1 = AW, + i W2W, + O([Wi[*) (4.32)

denklemine doniisiir. Burada ¢y = ¢ (3 ) olup asagidaki sekilde ifade edilir:

1. gogu(1-22) |gnl* g |g02|?
Cl(rl)_ 2(2{2_2‘) 1—A+ + (12 A) .
. _ _ 2—5r2$\/52(r%—4r1r2)
Ote yandan, r(6) = |A(0)| ve A = 3 olmak iizere

AR S21\ 1/2
F(S)=(4 4r252—4r1r25)

seklindedir. Buradan

r’(S)zl 4—4r25+4r1r252 172 —4r2+8r1r25
2 4 4

1
olarak hesaplanir. ¥(—) = 4r, bulunur. Burada r, parametresi pozitif oldugundan
i

r (5) stfirdan farkli bulunur. Boylelikle Teorem 2.2 hipotezleri ve N1 sart1 saglanir.
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Ayrica k =1,2,3,4 icin ¢k0(9)

degeri birden farkli olup N2 sart1 gerceklenir. Sonug
olarak Teorem 2.2 kullanilarak Teorem 4.5 elde edilir. Burada catallanma parametresi

0 olarak secilmistir.
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5. NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimiide, dordiincii boliimde bulunan teorik sonuglart niimerik oOrneklerle
desteklemek ve & catallanma parametresinin (4.5) sisteminin dinamigi tizerindeki
etkisini gostermek amaclanmaktadir. Bunun i¢cin MATLAB programi kullanilarak
(4.5) sistemi icin asagidaki simiilasyonlar elde edilmistir.

Niimerik simiilasyonlar i¢in
r1=045 rn =10, £€=0.03, 6=50 (5.1)

parametre degerleri kullanilmigtir. Bu parametre degerleriyle, (4.5) sistemi

New ) [ Nt SN, (0.45 — (0.03)P) 5
P

P
P;+6P,(10—5017’)

t
sistemine doniisiir.

Bu sistemin
0r; n

er’ €

(.P) = ( ) _ (75.15)

olmak iizere tek denge noktas1 vardir ve kritik ¢atallanma degeri

o — 4 /r% —4rir
5. = =0.2099

rra

olarak hesaplanir. Boliim 4.3.1°de belirlenen sartlar altinda bu denge noktasinin
kararliligin1 kaybedebilecegi ve bu denge noktasinda Flip catallanmanin ortaya
¢ikabilecegini gosterdik. Buradan yola ¢ikarak, bu béliimde (N, P) denge noktasinin
kararlilifiyla ilgili niimerik orneklere yer verilecektir. (5.1) parametre degerleri ele
alindiginda sifirdan farkl

o +2(hjoy + as) = 1.2871
o3 = —0.0127

degerleri elde edilip F1 ve F2 sartlarinin saglandigi goriiliir. Dolayisiyla, 8, = 0.2099
parametre degerinde denge noktasi Flip catallanmaya sahiptir.
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Sekil 5.1’de goriildiigii gibi, 6 = 0.2050 olarak, yani 8. = 0.2099 c¢atallanma
degerinden kiiciik secilirse, sistemin tek denge noktasi kararli olur. Boylelikle
baglangigta ortamda bulunan N(0) = 77 av sayist salimim yaparak zamanla 75
noktasina yaklagirken baglangigta ortamda bulunan P(0) = 17 avci sayist benzer
sekilde zamanla 15 noktasina yaklasir ve bir siire sonra her ikisi de bu noktalarda
dengede kalir.

(a) (b)

7T 17 fF

74.5 13
] 10 20 30 40 50 80 70 80 90 100 o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Zaman Zzaman

135

13
745 75 755 76 76.5 77

av

Sekil 5.1: 8 = 0.2050 iken N(0) = 77, P(0) = 17 baslangi¢c degerine sahip av ve
avcl popiilasyon yogunlugunun ¢6ziim grafigi sirasiyla (a) ve (b) sekillerinde, (5.2)
sisteminin faz portresi ise sekil (c) de verilmistir.

Sekil 5.2 bize o, = 0.2099 degerinde Flip catallanmanin ortaya ¢iktigin1 soyler. Bir
bagka ifadeyle, 9, = 0.2099 degerinden Once av ve avci popiilasyonu igin tek denge
noktas1 mevcut iken, 6, = 0.2099 degerinde her iki popiilasyon igin artik iki dongii
mevcuttur. Ayrica daha bilyiik § ¢atallanma degerleri i¢in kaosun ortaya ¢iktig1 goriiliir.

Simdi de sistemin periyodik ¢oziimlerini inceleyelim. Bunun i¢in,
r1 =045, rn=0.10, £€=0.03, 6=0.05 (5.3)

parametre degerleri kullanilmustir.
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(a)

10

105 1

100 1

95 1

av

80 r

85 r

80 r

75

70 . . . . . . . . .
01 012 014 016 018 02 022 024 026 028 03
delta

(b)

22

201

1871

16T

14 r

avecl

127

10r

8+

B
01 012 014 016 018 02 022 024 026 028 03

delta

Sekil 5.2: § parametresi 0.1 < § < 0.35 araliginda degisirken av popiilasyonunun
catallanma diyagrami sekil (a) da, avci popiilasyonunun ¢atallanma diyagrami sekil
(b) de verilmistir.

(5.3) parametre degerleriyle (4.5) sisteminin denge noktasi
(N,P) = (7.5,15),

kritik catallanma degeri ise
§=22

olarak bulunur ve Neimark-Sacker Catallanma teoremi geregince sifirdan kiiciik

a(d) = —3.1410e — 04
katsayisi hesaplanir. Bu katsay1 bize 8 parametre degerinin 8, parametre degerinden
gecerken periyodik ¢oziimlerin var oldugunu ve catallanmanin siiperkritik oldugunu

gosterir. Sekil 5.3’ten Sekil 5.8’e kadar bu sonucu destekleyen niimerik simiilasyonlara
yer verilmistir. Bu gosterimleri sirasiyla incelemek gerekirse,
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8 = 1.2 < 8. = 2.2 iken denge noktas1 kararlidir.

e 6 = 1.9 ve 6§ = 2.1 iken, bir bagka ifadeyle . parametre degerine yakin fakat
hala kiigiik 0 parametre degerleri igin, denge noktasi lineer olmayan kararhdir.

0 = 2.222 iken denge noktasinda periyodik ¢6ziimler ortaya ¢ikar.

o § = 2222222, § = 2.222227 ve O = 2.22223 parametre degerleri icin 4.5
sisteminin tek denge noktas1 farkli periyotlara sahip ii¢ farkli periyodik ¢6ziime
sahiptir. Bu ise bize sistemin siiperkritik Neimark-Sacker catallanmaya sahip
oldugunu gosterir.

Son olarak, 8 = 2.3 > J, iken denge noktasi kararsizdir.

(a) (b)

avc

o 50 100 150 200 260 300 350 400 450 500 o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
zaman zaman

(c)

avel

7.45 75 7.55 76 7.65
av

Sekil 5.3: (a) ve (b) 6 = 1.2 iken N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baslangi¢ degerindeki av-
zaman, avci-zaman iligkisini gostermektedir. Aynm1 parametre degerlerindeki av-avci
faz portresi ise sekil (c) de gosterildigi gibidir.

Bu sonug, 8, = 1/r; catallanma parametre degeri degistikce denge noktasinin
kararlilik yapisinin degistigini ve periyodik coziimlerin ortaya ciktifini, bir bagka
ifadeyle, av popiilasyonunun dogum oraninin azalmasinin kararli denge noktasini
periyodik bir ¢dziime doniistiirdiigiinii soyler.
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(b)

B[

TAT,

avel

200 300 400 500 GOO

zaman

(c)

15.15

16.06

avel
o

14.95

14.85

700

800

900 1000

1515

15.05

14957 °

14.85
0

100 200

300 400 500 600

zaman

700 800 900 1000

7.35

75
av

76

Sekil 5.4: (a) ve (b) 8 = 1.9 iken N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baglangi¢ degerindeki av-
zaman, avci-zaman iligkisini gostermektedir. Aynm1 parametre degerlerindeki av-avci
faz portresi ise sekil (c) de gosterildigi gibidir.

(b)

0 100 200 300 400 500 GOO

zaman

(c)

15.15

15.05

avel
o

14.95

14.85
7.

700

800

900 1000

15615

14.85
0

100

200

300 400 500 600

zaman

700 800 900 1000

35

74

75
av

7.55

76

Sekil 5.5: (a) ve (b) 6 = 2.1 iken N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baglangi¢ degerindeki av-
zaman, avci-zaman iligkisini gostermektedir. Aym1 parametre degerlerindeki av-avci
faz portresi ise sekil (c) de gosterildigi gibidir.
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o 100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000 o
zaman

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Zaman
(<)

15.15

14.85
7 T4 7.45 75 7.55 76 7.65
av

Sekil 5.6: (a) ve (b) 6 =2.222 iken N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baslangi¢ degerindeki av-
zaman, avci-zaman iligkisini gostermektedir. Aynm1 parametre degerlerindeki av-avci
faz portresi ise sekil (c) de gosterildigi gibidir.

Catallanma Diyagrami

2222228
2222226
2222224 delta

1.3 2222222

Sekil 5.7: N(0) = 7.4, P(0) = 14.9 baglangic degerindeki av-avci popiilasyon
diyagrami 8 = 2.222222 iken 1.sekil, 6 = 2.222227 iken 2.sekil ve § = 2.22223 iken
3.sekilde gosterildigi gibidir.
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
zaman zaman

()

55 6 65 7 75 8 85 9 95

Sekil 5.8: (a) ve (b) § =2.23 iken N(0) = 7.5, P(0) = 14.5 baglangi¢ degerindeki av-
zaman, avci-zaman iligkisini gostermektedir. Aynm1 parametre degerlerindeki av-avci
faz portresi ise sekil (c) de gosterildigi gibidir.
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6. TARTISMA VE SONUCLAR

Gercek yasamda karsilasilan bir problemi anlayabilmenin, agiklayabilmenin ve bu
probleme ¢oziim iiretebilmenin bir yolu problemi matematiksel model ile ifade edip
bu modelin analiz edilmesidir (Kayan, 2018).

Biyolojik sistemlerde herbir popiilasyon dier populasyonlarla etkilesim halindedir.
Bu etkilesim bazilari ile yogun olurken bazisiyla ise zayif olmaktadir. Popiilasyonlar
arasindaki bu etkilesimi anlayabilmek i¢in biyolojik modeller gelistirilmistir. Dinamik
sistemlerde 6nemli ¢alisma alanina sahip bu modellerden en ¢ok yapilan ¢alismalar
arasinda popiilasyon modelleri yer almaktadir. Av-avci modelleri ayni ¢evreyi paylasan
iki tiir arasindaki iligkiyi gosteren bir popiilasyon modelidir.

Av-avcr iligkisi bir dongii halinde ilerlemektedir. Bu dongiiyii aciklamak icin tavsan
ile beslenen vasak tiiriinii ele alalim. Burada tavsan ortamdaki diger yiyeceklerden
(6rnegin bitkilerden) beslenir. Ik olarak, kabul edelim ki tavsan popiilasyonu artsin.
O halde daha cok besin bulan vasak popiilasyonu da artacaktir, fakat artan vagsak
popiilasyonu tavsan popiilasyonunu azaltacaktir. Azalan tavsan popiilasyonu
karsisinda ortamda fazla olan vasak popiilasyonu ya kendi aralarinda rekabete girecek
ya da besin bulamayip azalacaktir. Sonu¢ olarak azalan vasak popiilasyonu tekrar
tavsan popiilasyonunun artmasina neden olacaktir ve dongii bu sekilde devam
edecektir. Tam tersine, tavsan popiilasyonun artmasi halinde de bir benzer dongii
ifade edilebilir.

Yukarida bahsedilen tavsan ve vasak popiilasyonlarinin sayisi bir sonraki popiilasyon
donemini (ay, yil, vb.) etkileyecegi icin diferensiyel denklemlerle modellenir. Yaz
aylarinda domates bitkisinin yapraklarindaki 6zsuyundan beslenen beyaz sera
sinegini ele alirsak, bu iki popiilasyonun bir sonraki popiilasyona katkis1 olmayacagi
icin model fark denklemleri ile kurulur. Ayrica bu modeller birden fazla parametre de
icerebilir. Modeli analiz ederken parametrelerdeki degisimin modelin dinamigi
tizerindeki etkisi de dikkate alinmalidir.

Bu tezde, tek bir parametre, 6 ya bagli av-avci sistemi ele alinmig ve bu parametre
degeri degisirken sistemde ne gibi degisikliklerin meydana geldigi analiz edilmistir.
Burada 0, catallanma parametresi olarak alinmig ve bu parametre degeri degistikge
sistemin denge noktasinin kararlilik yapisinin da degistigi analitik olarak
hesaplanmigtir. Ayrica bu degisimle birlikte sistemde Flip catallanma ve
Neimark-Sacker catallanmanin ortaya cikabilmesi icin hangi sartlarin saglanmasi
gerektigi belirlenmistir. Bu sartlara ek olarak, merkez manifold teoremi kullanilarak
sistemin boyutu indirgenmis ve c¢atallanma teoremi (Kuznetsov, 1998) kullanilarak

Flip catallanmanin 6zellikleri belirlenmigtir.
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Neimark-Sacker catallanma sistemin denge noktasinin kararlilik yapisi degisirken
periyodik coziimlerin ortaya ciktigi veya kayboldugu bir catallanma c¢esididir.
Incelenen sistem icin saglikli olmak ve yasamaya devam etmek gibi olumlu durumlar
periyodik ¢oziimlerle temsil edilebildigi gibi epilepsi ataklar1 veya Alzaymir hastalig1
gibi olumsuz seyler de periyodik c¢oziimlerle ifade edilebilir (Kayan, 2018). Ele
aldigimiz sistem icin periyodik coziimler aym cevrede yasayan ve birbirleriyle
av-avci iligkisinde bulunan iki tiirlin ayn1 anda ayn1 ortamda yasayabilecegini gosterir.
Analiz edilen sistemde Neimark-Sacker c¢atallanmanin ortaya ¢ikabilmesi i¢in &
catallanma parametresi 6 = 1/r; olarak hesaplanmigtir. Burada r; avin bilyiime
oranin1 gostermektedir. MATLAB programi kullanilarak elde edilen niimerik
sonuglarla 6 ¢atallanma parametresi arttik¢a farkli periyotlara sahip (artan periyotlu)
periyodik ¢oziimlerin ortaya ciktigi tespit edilmistir. Sonug olarak, avci popiilasyonun
biiylime oranindaki azalis, periyodik ¢oziimlerin periyodunu arttirmis, yani sistemin
dinamiginin kendini yenileme siiresini geciktirmistir.
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EK 1: Bazi Temel Teoremler ve Tanimlar

Kapal Fonksiyon Teoremi . (Bayraktar, 2010)

Kabul edelim ki U C R" x R™ agik bir kiime ve (xo,yo) € U dyle ki xg € R",yp € R™
olsun. Ayrica F : U — R, seklinde tanimli bir F fonksiyonu

1. F(x0,y0) =0dr

2. F € C*(Ng(x0,y0)) dir. Yani, pozitif bir § degeri icin Ng(xo,yo) komsulugunda,
F fonksiyonunun tiirevleri (her mertebeen) siireklidir.

aFk<x7y)

3. det(Fy(xo,y0)) # 0 oyle ki Fy(x,y) = ( Iy,
J

),lgk,jgm.

sartlarini gerceklesin. O halde,

a) F(x, f(x)) =0 olacak sekilde, xo € V C R" a¢ik kiimesinde tanimli bir tek y =
f(x) fonksiyonu vardir

b) yo= f(xo) dir.
c) feC?(V)vexeV igin

Qf(x):<afk(x7)’)) 1<k<m 1<i<n

ox ox; ’
Ao = (P5E), sk

J
Fi(x,y) = <%), 1<k<m, 1<i<n

olup

det(Fy(x ) 0 ve I - (A (e () R, £ ()

olarak hesaplanr.

Topolojik Denklik
f fonksiyonu analitik olmak iizere, parametreye baglh
x— f(x,a), xeR"oecR! 6.1)

ayrik dinamik sistemini ele alalim. Bu sistemin Jakkobiyen matrisinin (0,0)
noktasindaki degeri A(c) olsun.

Ik olarak, & = 0 oldugu durumu ele alalim. Burada f(x,0) = f(x) olmak iizere (6.1)

sistemi
x— f(x), xeR" (6.2)
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seklinde yazilabilir. Ayrica A := A(0) olarak tanimlanabilir. Boylelikle lineer olmayan
(6.2) sistemi
x— Ax (6.3)

lineer sistemine cevrilebilir. Dikkat edilirse orijin hem (6.2) sistemi hem de (6.3)
sistemin denge noktasidir.

Simdi de kabul edelim ki Ay,A;,...,A, 6zdegerleri A Jakobiyen matrisine karsilik
gelen 6zdegerler olsun. Ayrica kabul edelim ki reel kismi negatif olan n_ tane, reel
kismi pozitif olan ny tane ve reel kismu sifir olan ngy tane 6zdeger mevcut olsun.
Burada tiim 6zdegerlerin reel kismu sifirdan farkli ise hiperbolik denge noktasi olarak
adlandirilir.

Tamm. Kabul edelim ki ¢, (6.2) sisteminin denge noktasini iceren, Y ise (6.3)
sistemin denge noktasint iceren bir acik kiime olmak iizere ¢ deki yoriingeleri v deki
yoriingelere esleyen bir H : ¢ — W homeomorfizmi' mevcut olsun. Bu taktirde, (6.2)
sistemi ile (6.3) sistemine orijinin civarinda topolojik olarak denktir denir.

¢ ve v topolojik uzaylar olmak iizere H : ¢ — y bir fonksiyon olsun. Ayrica, H fonksiyonu siirekli
olup H fonksiyonunun tersi H~! mevcut ve siirekli olsun. Bu taktirde H fonksiyonuna homeomorfizm
denir (Yildiz, 2005).
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EK 2: Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce terim

Adi diferensiyel denklem

Ayrik av-avct modeli
Catallanma

Denge noktasi
Degismez

Diizgiin

Hiperbolik
Kararhlik
Karakteristik

Lineer

Manifold (Cok Katlr)
Merkez Manifold
Nitel

Ozdeger

Ozvektor

Subkritik
Stiperkritik

Siiperpozisyon Prensibi

Topolojik Olarak Denklik

Yerel (Lokal)
Yon

Ingilizce Terim

Ordinary differential equation
Discrete-time predator-prey model
Bifurcation

Equilibrium Point

Invariant

Smooth

Hyperbolic

Stability

Characteristic

Linear

Manifold

Center Manifold

Qualitative

Eigenvalue

Eigenvector

Subcritical

Supercritical

Principle of Superposition
Topologically Equivalent
Local

Direction
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