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OZET
Doktora Tezi

IKi HISSE SENEDI VE BIiR YATIRIMCI GRUP iCEREN FINANSAL
PIYASALARIN MATEMATIKSEL MODELLEMESI VE KARARLILIK
ANALIZLERI

Hatice BULUT

TOBB Ekonomi ve Teknoloji Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Tez Danigmani: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Tarih: NISAN 2019

Bu tezde, iki hisse senedi ve benzer yatirim stratejilerine sahip homojen bir yatirimei
grup iceren bir finansal piyasa i¢in matematiksel model verilmistir. Piyasadaki nakit
miktarinin ve hisse senedi sayilarinin sabit oldugu ve yatirimci grubun hisse senedi
satin alirken ya da hisse senedini satarken hisse senedi fiyatinin yoniine (trend) ve
hisse senedinin degerlenmesine gore karar verdigi varsayilmistir. Ayrica,
yatirimcilarin hisse senedi satin alirken her iki hisse senedinin fiyatina bagh bir
strateji, fakat hisse senedi satarken diger hisse senedi fiyatina bagli olmayan bir
strateji izledigi kabul edilmigtir. Bu varsayimlar ve temel mikroekonomik prensipler
kullanilarak dinamik sistemler yaklasimi ile bir matematiksel model elde edilmistir.
Yatirnmcilarin her bir hisse senedi i¢in hisse senedinin degerlenmesine bagh strateji
izlemesi durumunda matematiksel modelin denge noktalar1 belirlenerek kararlilik
analizleri calisilmistir. Denge noktalarinin kararli olmasi i¢in parametreler iizerine
konmasi gereken sartlar belirlenmistir. Yatirimci grubun alim satim kararlarinda bir
hisse senedi i¢in, sadece bu hisse senedi fiyatinin yoniinden, diger hisse senedi icin ise
sadece bu hisse senedinin degerlenmesinden (ya da deger kaybetmesinden)
etkilenmesi durumunda elde edilen sistemin denge noktalarinin kararli olmasi icin
parametreler {izerine konmas1 gereken sartlar belirlenmistir.

Yatirnmcilarin yatinm tercihlerini belirleyen gegis orani fonksiyonlar1 i¢in uygun
fonksiyonlar secilerek tezin birinci kisminda elde edilen model icin bir 6rnek model

olusturulmustur. Eger yatirnmci grup her iki hisse senedi i¢in alim satim yaparken
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sadece hisse senetleri fiyatlar1 icin belirlenen degere bagh bir strateji izlerse, modelin
denge noktalarmin kararli oldugu ispatlanmistir. Yatirimci grubun alim satim
kararlarinda her bir hisse senedi icin farkli etkilere dayali yatirnm stratejisi (yani bir
hisse senedi i¢in sadece bu hisse senedi fiyatinin yoniine, diger hisse senedi icin ise
sadece hisse senedinin degerlenmesine bagli olan yatirim stratejisi) izlemesi
durumunda elde edilen sistemin denge noktalarinin kararli olmasi i¢in parametreler
izerine konmas1 gereken sartlar belirlenmistir. Ayrica, hisse senedi fiyatinin yoniine
baglh biiyiikliik parametresi (momentum katsayis1) catallanma parametresi segilerek
sistemde periyodik ¢oziimlerin ortaya c¢iktigi Hopf catallanma analizi ile
gosterilmistir. Son olarak, analitik sonuglar1 desteklemek ve genisletmek i¢in drnekler

ve niimerik simiilasyonlar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hisse senedi fiyatlandirmasi, Matematiksel modelleme,
Deterministik model, Kararlilik, Hopf catallanma, Periyodik ¢oziimler.



ABSTRACT
Doctor of Philosophy

MATHEMATICAL MODELING AND STABILITY ANALYSES OF FINANCIAL
MARKETS INVOLVING TWO ASSETS AND ONE TRADING GROUP

Hatice BULUT

TOBB University of Economics and Technology
Institute of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin MERDAN

Date: APRIL 2019

In this thesis, we present a mathematical model for a market involving two stocks
which are traded within a single homogeneous group of investors who have a similar
motivations and strategies for trading. It is assumed that the market consists of a fixed
amount of cash and stocks, and that the trading group is affected by trend and valuation
motivations while selling or buying each asset, but follows a strategy in which the
buying of an asset depends on the other asset’s price while the selling does not. By
utilizing these assumptions and basic microeconomics principles, the mathematical
model is obtained through a dynamical system approach. We analyse the stability of
equilibrium points of the model when the trading group follows a value based strategy
for each stocks, and determine the conditions on parameters for stability. For systems
in which the group attaches importance to the valuation of one stock and the trend of
other stock for trading, we establish conditions for stability.

We form an example for the model defined in the former section by taking appropriate
functions for the transition rate functions. We prove that if the group of traders
focuses on only fundamental values of each stock, then all equilibria are stable. We
establish conditions for stability of system in which the trading group follows a mixed
treading strategy, i.e., they follow a pure value-based strategy while selling or buying
the first asset, and a pure trend-based strategy while selling or buying the second
asset. Moreover, we argue the existence of periodic solutions through a Hopf
bifurcation by choosing the momentum coefficient as a bifurcation parameter within

this setting.
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Finally, we give examples and numerical simulations to support and extend the

analytical results.

Keywords: Asset price dynamics, Mathematical modelling, Deterministics model,
Stability, Hopf bifurcation, Periodic solutions.
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1. GIRIS
1.1 Tez Calismasinin Amaci

Finansal piyasalarin kararli olmas iilke ekonomilerinin istikrarli olmasi ve biiylimesi
acisindan olduk¢a oOnemlidir. Finansal piyasalarda meydana gelen krizler,
belirsizlikler, dalgalanmalar vb. durumlar finansal piyasalarin kararliliin1 olumsuz
yonde etkileyen en 6nemli faktorlerdendir. Bu nedenle, finansal piyasalarda meydana
gelen krizleri ve ardindan yasanan gelismeleri, yani finansal piyasalarin dinamigini ve
kararlilik yapis1 ile ilgili sorular1 aciklayabilecek matematiksel modellerin
gelistirilmesine  ihtiya¢  duyulmaktadir. Finansal piyasalarin  matematiksel
modellemesinde stokastik ve deterministik modeller olmak iizere iki farkli yaklasim
vardir. Stokastik modeller teorik calismalar icin oldukg¢a kullanigh fakat pratikte ¢cok
dikkate alinmayan varsayimlar iizerine kurulmustur. Ayrica bu modeller denge
noktasi civarindaki varsayimlar iizerine kuruldugundan yatirimcilarin ilgisini ceken
ani fiyat artislar1 ya da azaliglari, dalgalanmalar, finansal krizler gibi durumlar
aciklamakta yetersiz kalmaktadir. Deterministik modeller ise finans piyasalarinda
sinirl miktarda para ve hisse senedi oldugu; yani piyasalarda arbitrajin miimkiin
olmadig1, piyasada farkli goriiste yatirimcilar bulunmasi nedeniyle hisse senedi icin
tek bir degerin belirlenemeyecegi, hisse senedi fiyatindaki degisimler hem hisse
senedi fiyatindan hem de hisse senedi fiyatinin yoniinden etkilendigi varsayilarak
olusturulmustur. Bu varsayimlar pratikte yaygin olarak kabul goéren Onemli
beklentilere cevap verdiginden deterministik modeller finansal piyasalarin
davranigini, piyasalarda meydana gelen kopiikleri, hisse senedi fiyatindaki

dalgalanmalar1 aciklamak icin alternatif bir bakis agisi ile olusturulmustur.

Finansal piyasalarin deterministik yaklasim ile modellenmesi 1990’11 yillarda
baslamis ve giiniimiize kadar bu alanda pek ¢ok calisma yapilmistir. Bu ¢alismalarda
bir hisse senedi ve bir ya da ¢ok sayida yatirimci grup iceren bir finansal piyasa ele
alarak olusturulan modeller ve modellerin kararlilik analizleri ile piyasanin

davranisi incelenmistir.

Bu tez calismasinda ise literatiirde yer alan ¢alismalardan farkli olarak birden fazla
hisse senedinin islem gordiigii bir piyasa ele alinarak finansal piyasalara daha iyi bir

yaklasim yapmak amaclanmigtir. Bu amac¢ dogrultusunda iki hisse senedi ve ayni



yatirnm stratejilerine sahip bir yatinmci grup iceren kapali bir finansal piyasa ele
alinmugtir. Hisse senetlerinin yatirimci gruba rastgele dagitildigi ve yatirimcer grubun
hisse senedi satin alirken her iki hisse senedinin fiyatina gore karar verdigi, fakat
hisse senedi satarken sadece sattig1 hisse senedinin fiyatina gore karar verdigi bir
yatirim stratejisi izledigi varsayilmigtir. Yatirnmer tercihlerinin hisse senedi fiyatinin
yoniine ve hisse senedinin degerlenmesine gore belirlendigi diisiiniilerek finansal
piyasa icin dinamik sistemler yaklagimi ile matematiksel bir model elde edilmistir.
Elde edilen matematiksel modelin kararlilik analizi yatirnmcilarin her bir hisse senedi

icin farkll yatirim stratejisi takip ettigi varsayilarak incelenmistir.

1.2 Dinamik Sistemler

Dinamik sistemler, durumu en az bir degiskene (zaman, konum vb.) bagl olarak
degisen fiziksel, biyolojik, ekolojik, ekonomik bir olguyu modellemek i¢in kullanilan
matematiksel yapilardir. Dinamik, aslinda fizigin bir dali olup 1600’li yillarin
ortalarinda Newton’un diferensiyel denklemleri kesfetmesi ile ortaya cikmistir
(Strogatz, 1994). Fakat giintimiizde biyoloji, tip, psikoloji, ekonomi, kimya, fizik,
popiilasyon dinamigi, kontrol sistemleri gibi farkli bilim dallarmin dahil oldugu
disiplinler arasi bir caligma sahasi olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Av ile avcl
arasindaki iligkiyi, gezegenlerin hareketini, bir hastalifin popiilasyon icerisinde
yayilmasini, tilkedeki igsizligin artisini veya azalisini, bir gazin havada yayilmasim
ele alan modeller ise dinamik sistemlere verilebilecek 6rneklerdendir.

Poincare 1800’li yillarin sonunda yaptig1 caligmalar ile dinamik sistemlerin yapisim
incelemek icin nicel sorular yerine nitel sorular1 vurgulayan yeni bir geometrik bakis
acis1 gelistirmistir. Ornegin; "Gezegenlerin tiim zamanlardaki tam olarak konumu
nedir?" (nicel) sorusu yerine "Giines sistemi kararli midir, yoksa bazi gezegenler belli
bir ¢+ zamanindan sonra giines sisteminin disina mu ¢ikacaktir?" (nitel) sorusunu
diisiinmiistiir. Poincare bu tarz nitel sorular1 analiz etmek icin gii¢lii bir geometrik
bakis acgis1 gelistirerek dinamigin modern konularinin gelismesine onciililk etmistir
(Strogatz, 1994). Ger¢cek yasam problemlerini ve dogada meydana gelen karmasik
yapidaki olaylar1 anlamak icin diferensiyel denklemler kullanilarak olusturulan
matematiksel modeller (dinamik sistemler) analitik olarak ¢oéziimii bulunamasa bile,
bu bakis acis1 sayesinde modellerin uzun vadedeki davraniglar1 hakkinda yorum
yapilabilir.

Dinamik sistemler genel olarak iki kategoride incelenirler. Bunlardan ilki ayrik zaman
dilimlerindeki degisimlerin fark denklemleri kullanilarak modellendigi ayrik dinamik

sistemlerdir. Ornegin; giinliik, aylik ya da yillik issizlik oranimin hesaplanmasinda
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veya bocek popiilasyonlarinin modellenmesinde fark denklemleri tercih edilir. Digeri
ise, siirekli dinamik sistemler olup, degisimin siirekli zamana gore gerceklestigi
sistemlerin modellenmesi icin diferensiyel denklemler kullanilir. Diferensiyel
denklemler bagimsiz degisken sayisina gore adi ve kismu diferensiyel denklemler
olarak ikiye ayrilir. Eger sadece tek bir bagimsiz de8isken var ise bu diferensiyel
denkleme adi diferensiyel denklem, e8er birden fazla bagimsiz de8isken var ise de

kismi diferensiyel denklem denir.

Bu tez ¢alismasinda finansal piyasalarin modellenmesi i¢in adi diferensiyel denklem
sistemi kullanilacaktir. Bu nedenle ilk olarak adi diferensiyel denklem teorisi ile ilgili

bazi tanimlar ve teoremler verilecektir.

X e R, yani X(t) = ()Cl(t),)(z(t),x?,(l),...,xn<t>)T ve F = (f17f27f37"'7fn)Ta
Vi=1,...,ni¢in f; : R" — R reel degerli fonksiyonlar olmak iizere

X = F(X), X(0) = X, (1.1)

birinci mertebeden n tane denklemden olusan baslangi¢c deger problemini ele alalim.
Eger, F ¢ C'(R",R") ise (1.1) baslangic deger probleminin bir ¢ > 0 icin (—¢,e)
aralifinda tek bir ¢oziimii vardir (Strogatz, 1994).

Adi diferensiyel denklemler lineer ve lineer olmayan diferensiyel denklemler olmak
tizere ikiye ayrilir. Eger bagimli de8iskenin bagimsiz degiskene gore her mertebeden
tiirevleri denklem i¢inde yalmizca birinci dereceden ortaya cikmig ise diferensiyel
denklem lineer diferensiyel denklem, aksi taktirde lineer olmayan diferensiyel
denklem olarak adlandirilir. Lineer olmayan diferensiyel denklem sistemleri daha ilgi
cekicidir. Clinkii, dogadaki pek ¢ok olay lineer olmayan davranis sergiler. Fakat lineer
olmayan sistemlerin cogu analitik olarak ¢oziilemez. Buna karsin, lineer sistemlerin
analizi ise lineer olmayan sistemlere gore oldukca kolaydir. Bunun nedeni ise lineer
sistemlerin pargalara ayrildiktan sonra her boliim ayr1 ayri ¢oziiliip sonra sisteminin
cOziimiiniin bu c¢oziimleri bir araya getirilerek elde edilmesidir. Boylelikle, karmasik
olan problemler basit formlara indirgenebilir. Bir sistemin pargalar1 arasinda is birligi
oldugunda, birbirleri ile yarig halinde olduklarinda ya da birbirlerine miidahale
ettiklerinde, bu sistemde lineer olmayan etkilesimler ortaya cikar. Gergek yasam
problemleri lineer olmayan davranis sergilediklerinden siiperpozisyon fikri, yani

sistemin pargalara ayrilmasi ile ¢6ziim elde edilmesi fikri basarisiz olur.



1.2.1 Kararhlik analizi

Dinamik sistemlerde onemli arastirma konularindan biri, (1.1) denklemi ile verilen
dinamik sistemin ¢oziimlerinin kararli olup olmadigidir. Yani, denge noktasinal
oldukca yakin baglayan sistemin ¢oziimlerinin ¢ — oo iken nasil davrandigi merak

konusudur.

Oncelikle, kararli denge noktasi ve kararsiz denge noktasi tanimlari verilecektir.

Tanim 1.1. X*, (1.1) sisteminin bir denge noktast olsun.

Eger ||X(0) — X*|| < 8 iken tlin;loX(t) = X* olacak sekilde & > 0 varsa denge noktasi
cekicidir denir. Baska bir ifadeyle, X* denge noktasinin cekici olmasi, denge noktasinin
0 komsulugunda (yani yakin komsulugunda) baslayan her ¢éziimiin t — oo iken denge
noktasina ulasmast demektir (Bakiniz Sekil 1.1a).

Ve > 0 igin || X(0) — X* || < & olacak sekilde 3 6 > 0 ve det > 0 icin

| X(¢) — X* || < € ise X* denge noktasina Liapunov anlamda kararlidir denir. Diger
bir deyisle, X* denge noktasimin Liapunov anlamda kararli olmast icin denge
noktasimin yakin bir komsulugunda baslayan her ¢oziimiin ¥Vt > 0 icin denge

noktasina yakin kalmasi gerekmektedir (Bakiniz Sekil 1.1b).

Yarigap = § . Yarigap = ¢

(a) Cekici (b) Liapunov anlamda kararl

Sekil 1.1: Kararlilik ¢esitleri.

o Eger X* denge noktast hem cekici hem de Liapunov kararli ise, denge noktasi yerel

asimptotik kararlidir denir.

o Eger denge noktast kararli degil ise X* denge noktast kararsizdir denir.

Simdi de lineer sistemler ve lineer olmayan sistemler icin kararlilik analizinin nasil

yapilacagina dair teoriden bahsedilecektir.

'F(X*) = 0 esitligini saglayan X* noktasina (1.1) sisteminin denge noktasi denir.
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Lineer Sistemler icin Kararhlik Analizi

X € R” ve A ise nxn boyutunda reel bir matris olmak iizere
X = AX (12)

lineer sistemini ele alalim. (1.2) sisteminin ¢6ziimleri, v sifirdan farkli skalar bir vektor
ve A € C olmak iizere
X(t) = My

formundadir. v ve A iizerindeki sartlar1 bulmak i¢in bu ¢6ztim sistemde yerine yazilirsa
Aty = Aety (1.3)

elde edilir. Burada sifir olmayan e terimi sadelestirilirse
Av = Av (1.4)

bulunur ki bu ifade (1.2) sisteminin ¢oziimlerinin mevcut olmasi icin v vektoriiniin A
matrisinin A 6zdegerine karsilik gelen ozvektorii olmasi gerektigini soyler. A
matrisinin 6zdegerleri ise det (A — AI) = 0 denkleminin kokleridir. Bagka bir ifade ile

aj, i = 1,...,n, sabit katsayilar olmak tizere det(A — AI) = 0 denkleminden elde edilen
PA)=A"+a A" '+ +a, A +a,=0 (1.5)

karakteristik denkleminin kokleri A matrisinin 6zdegerlerini verir.

(1.2) sistemi icin orijin her zaman bir denge noktasidir. Eger A matrisinin tiim
ozdegerleri i¢in Re(A) # 0 ise orijin hiperbolik denge noktasi, aksi takdirde yani A
matrisinin en az bir 6zdegeri i¢in Re(A) = 0 ise hiperbolik olmayan denge noktasi
olarak adlandirilir. Asagidaki teorem (1.2) sisteminin denge noktasi olan orijinin,

0zdegerlerin durumuna gore kararli olup olmadiklart ile ilgilidir.

Teorem 1.1. (1.2) sistemini ele alalim.

e Eger A matrisinin tiim dzdegerleri icin Re(L) < 0 ise orijin yerel asimptotik

kararlidir.
e Eger A matrisinin en az bir dzdegeri icin Re(A) > 0 ise orijin kararsizdir.

e Eger A matrisinin tiim ozdegerleri sirf sanal ise denge noktasi merkezdir, yani

Liapunov kararlidir.



Asagidaki teorem ile ifade edilen Routh-Hurwitz kriteri ise n. mertebeden bir
polinomun tiim koklerinin negatif reel kisma sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sarti

vermektedir.

Teorem 1.2. Routh-Hurwitz Kriteri

a;, i =1,...,n, reel sabitler olmak iizere
PA)=A"+a A" . +a,_ A +a,

polinomu verilsin. P(A) polinomunun n. Hurwitz matrisi, a; katsayisilart kullamilarak

asagidaki sekilde tanimlanir:

al 1 0
ai 1
H, = (a1), Hy = ( >,H3= az ay ap

as az
as d4 aj
ve
agp 1 0 0 ... O
asy dz ap 1 0
as a4 az a 0
H, =
0O 0 0 0 .. ay

Burada, eger j > n ise aj =0 dir. P(A) polinomunun tiim kokleri negatif ya da negatif
reel kisma sahip olmasi icin gerek ve yeter sart tiim Hurwitz matrislerinin

determinantinin pozitif olmasidir, yani
det(H;) >0, j=1,2..n.
n =2,3,4 icin Routh-Hurwitz kriteri:

n=2:a;>0,a, >0.
n=3:a;>0,a3 >0veaja > a3.

n=4:a;>0,a3 >0,a4 > 0ve ajaraz > a%—l—a%a;;
seklindedir (Allen, 2007).
Lineer Olmayan Sistemler icin Kararhhk Analizi

X € R, yani X(t) = (x1(t),x2(¢),x3(2), ..., 5, (t))T ve F = (f1, /2, f3r0r fi)s
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Vi=1,...,nicin f; : R" — R reel degerli fonksiyonlar ve F € C!(R",R") olmak iizere
X = F(X) (1.6)

lineer olmayan differensiyel denklem sistemini ele alalim.

dfi
DFX) =2 i j=1,2,..n (1.7)
ax]'
olmak tlizere
IiX")  dfi(XY) Jf1(X*)
oxy 0xy 0xy
LX) dAH(XY) 9£(X*)
ox 0x) 0xy
J=DEX))=| ' ' (1.8)
Ifn(X)  Ifu(X¥) 9 fn(X*)
0x) 0x) T dxy nxn

ifadesine (1.6) sisteminin X* denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisi ve
X = JX (1.9)

sistemine de (1.6) sisteminin X* denge noktasinda lineerizasyonu denir. Dikkat
edilirse, (1.9) sistemi bir lineer diferensiyel denklem sistemidir. Eger J matrisinin tiim
ozdegerlerinin reel kismu sifirdan farkli ise X* denge noktasina hiperbolik denge
noktasi denir. (1.6) sisteminin denge noktas: hiperbolik ise (1.6) lineer olmayan
sistemin denge noktasi civarindaki yerel davranigi ile (1.9) lineer sisteminin yerel

davranig1 arasinda bir iligki kurmak miimkiindiir.

Teorem 1.3. (Hartman-Grobman Teoremi) E € R" orijini iceren bir agik kiime olmak
iizere; F € C'(E) ve ¢ (1.6) lineer olmayan sistemin bir akist > olsun. Kabul edelim ki,
F(0) = 0 3 ve J = DF(0) jakobiyen matrisinin tiim dzdegerlerinin reel kismu sifirdan
farkli olsun. Bu taktirde, U,V € R" acik kiimeler olmak iizere her bir Xo € U igin sifirt
iceren acik bir Iy € R araligi vardir ve VX € U ve Vt € I icin

Ho¢(t,Xo) = e"H(Xop)

esitligini saglayan bir H : U — V homeomorfizmi mevcuttur. Baska bir ifade ile, H

2X = F(X), X(0) = Xy, X € R", F € C'(E) baslangic deger problemini ele alalim. ¢ (z,Xq)
baglanlangi¢ deger probleminin 7(Xy) aralifinda tanimli bir ¢6ziimii olsun. Bu takdirde, ¢ € I i¢in
& (Xo) = ¢(z,Xp) ile tamimlanan egriye akis denir.

3Sistemin sifirdan farkli denge noktasi degisken degistirme kullamilarak orijine taginabilir.
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homeomorfizmi (1.6) lineer olmayan sistemin orijin civarindaki yoriingeleri ile (1.9)

lineer sisteminin orijin civarindaki yoriingelerini esler (Perko, 2000).

Hartman-Grobman Teoremi, (1.6) lineer olmayan sistemin denge noktas: hiperbolik
ise (1.6) sistemi ile bu sistemin lineerizasyonu olan (1.9) lineer sisteminin dinamik
yapilarinin denge noktas1 civarinda ayni nitel yapiya sahip oldugunu sdyler.
Boylelikle, (1.6) lineer olmayan sistemin denge noktasinin kararlilik yapisim ve
sistemin ¢oOziimlerinin denge noktasi civarindaki yerel davranisini belirlemek igin

(1.9) lineer sisteminin dinamik yapisini incelemek yeterli olacaktir.

1.2.2 Catallanma teorisine genel bakis

Gercek yasam problemlerini aciklamak, anlamak ve cozmek icin kullanilan
matematiksel modeller zamandan bagimsiz olan ve problemin detaylarini iceren
parametreler icerebilirler. Bu parametre degerleri degistikce sistemin nitel yapisinin
nasil degistigi sorusu dinamik sistemlerin ilgilendigi bir diger konudur. Ornegin;
parametre de8erindeki kiiciik ya da biiylik bir degisiklik sistemde yeni denge
noktalarinin ortaya ¢ikmasina veya var olan denge noktalarinin yok olmasina veya
sistemin denge noktalarinin kararlilik yapisinin degismesine neden olabilir. Sistemin
yapisinda degisime neden olan parametreye catallanma parametresi, meydana gelen
bu nitel degiskliklere catallanma adi verilir ve degisikliklerin ortaya c¢iktigi

parametre degerine ise ¢atallanma degeri denir (Strogatz, 1994).

Parametre degeri degisirken sistemde ortaya ¢ikan catallanmaya bir 6rnek vermek
icin lzerine yiikk koyulmus egilebilen bir cubugu ele alalim. Eger cubuk iizerine
agirhigr az olan bir yiik konulursa Sekil 1.2a’da goriildiigii gibi egilmeden yiikii
tasiyabilir, yani cubuk denge durumunda kalir. Fakat yiikiin agirlig1 artilirsa ¢ubuk
egilmeye baslar, yani cubugun denge durumu bozularak kararsiz hale gecer (Bakiniz
Sekil 1.2b). Burada, yiik miktar1 ¢atallanma parametresi, cubugun egilmeye bagsladigi
yiik miktarinin degeri ise catallanma degeridir (Strogatz, 1994).

Birinci mertebeden skalr diferensiyel denklemlerde farkli catallanma tipleri vardir:
eyer diigiim ya da kath ("saddle-node"), transkritik ("transcritical") ¢atallanma, tirmik
("pitchfork") catallanmadir. Eyer diigiim catallanma sistemin kararli ve kararsiz iki
denge noktasinin kritik degerde bir araya gelip sonrasinda denge noktalarin ortadan
kayboldugu ya da yeni denge noktalarinin kritik degerde ortaya ¢iktigi catallanma
tipidir (Strogatz, 2000). Transkritik ¢atallanmada, biri kararh digeri kararsiz olan iki
denge noktas: belli bir parametre degerinden sonra kararlilik yapilarimi degistirirler,

yani kararli denge noktasi kararsiz olurken kararsiz denge noktasi kararli olur. Tirmik
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Cubuk

Cubuk "egilir".

LA
(a) (b)
Sekil 1.2: Uzerine yiik konmus ¢ubugun kararlilik yapisi (Strogatz, 1994).

catallanmada ise bir denge noktas1 kararli durumdan kritik degerden sonra kararsiz
hale gecerken etrafinda iki kararli denge noktasi ortaya c¢ikar. Bu tip catallanma
stiperkritik olarak adlandirilir. Tersine, kritik degerden Once kararsiz olan iki denge
noktasinin kritik degerde ortadan kayboldugu kararli olan denge noktasinin kritik
degerden sonra kararsiz hale geldigi catallanma tipi ise subkritik tirmik ¢atallanmadir
(Allen, 2007).

Simdi de "n-tane birinci mertebeden diferensiyel denklemden olusan sistemlerde
parametre degeri degisirken sistemin dinamik yapisinda nasil degisiklikler olabilir?"
sorusuna cevap verelim. Nasil bir davranig degisikliginin olabilecegini gérmek icin

asagida verilen diferensiyel denklem sistemini ele alalim:

X =F(X,a), X = (x1,%0) €R?, ¢ € R. (1.10)

Kabul edelim ki (1.10) sistemi kararli bir denge noktasina sahip olsun. Bu denge
noktas1 o parametresi degisirken kararliligim1 hangi durumlarda kaybeder? Biliyoruz
ki sistemin denge noktalarmmin kararlilifi Jakobiyen matrisinin 6zdegerlerinin reel
kisminin isaretine baghdir. Eger O6zdegerler kompleks diizlemin sol tarafinda
yatryorsa, yani negatif reel kisma sahip ise denge noktas1 kararli olur. Ozdegerlerin
negatif reel kisma sahip olmasi ise Ozdegerlerin reel ve negatif olmast ya da
0zdegerlerin kompleks eslenik ve negatif reel kisma sahip olmasi ile miimkiindiir
(Bakiniz Sekil 1.3).

Denge noktasinin kararliligin1 kaybetmesi i¢in belirli bir ¢« degerinden sonra bir
Ozdegerin ya da her iki 6zdegerin kompleks diizlemin sag tarafina ge¢gmesi, yani bu
0zdegerin ya da 0zdegerlerin reel kisminin bu parametre degerinden sonra pozitif
olmas1 gerekir. Bu ise ancak sistemin catallanma degeri olarak adlandirdigimiz

parametre degerinde bir ¢ift sanal 6zdegere sahip olmasi (bagka bir deyisle reel kismi
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ImA ImA

* * Re A ReA

(a) (b)

Sekil 1.3: Negatif reel kisma sahip ©Ozdegerlerin kompleks diizlemdeki yerleri
(Strogatz, 1994).

sifir olan 6zdegere sahip) ya da sifir 6zdegerine sahip olmasi ile miimkiindiir. Eger
Ozdegerlerden biri sifir ise yukarda verilen ii¢ c¢atallanma tipinden biri meydana
gelebilir. Eger sistem bir cift sanal 6zdegere sahip ise Hopf catallanmanin orataya
cikmasi beklenir. Hopf ¢atallanma skalar diferensiyel denklemlerde goriilmez ¢iinkii

skalar diferensiyel denklemler periyodik ¢oziimlere sahip olamazlar (Allen, 2007).

1.2.3 Hopf catallanma teorisi ve 6nemi

Dinamik sistemler teorisinin Onemli c¢alisma alanlarindan biri olan periyodik
¢oziimler yapay ve dogal pek c¢ok siirecte ortaya c¢ikmaktadir. Diinyanin kendi
etrafinda donmesi ile olusan gece giindiiz dongiisii, kalbin kani pompalamasini
saglayan noronlarin periyodik olarak uyarilip sénmesi ve uyku dongiisii bu siireclere
ornek verilebilir. Periyodik ¢oziimler farkli dinamik sistemler i¢in farkli anlamlar
(saglikli olmak, yasamin devam etmesi vb.) ifade eder. Ornegin; bir av-avci
popiilasyonunda goriilen periyodik ¢oziimler iki tiiriin ayn1 anda ayni ortamda birlikte
yasamaya devam edecekleri anlamina gelir. Epilepsi hastalagini modelleyen bir
matematiksel modelde ise periyodik coziimlerin ortaya ¢ikmasi epilepsi ataginin
gercekleseginin bir gostergesidir. Ciinkii epilepsi hastaligi ile ilgili yapilan ¢alismalar
sonucunda epilepsi hastalari i¢in elde edilen EGG kayitlarina gore ataklardan once
beynin sahip oldugu kaotik yapinin bozularak periyodik davranisin ortaya c¢iktigi
gozlemlenmistir. Boylece, periyodik c¢oOziimlerin ortaya ¢ikacagi zamanlar
belirlenerek hastalifin tedavisine katki saglanabilir (Karaoglu, 2016). Finansal
piyasalardaki hisse senedi fiyatlandirmasi i¢in kullanilan bir matematiksel modelde
periyodik ¢oziimlerin ortaya ¢ikmasi ise yatirimcilarin bu dongiiye gore pozisyon

degistirebilecegi ve alim satim stratejilerini belirleyebilecegini gosterir.

Ekonomi alaminda en iyi bilinen periyodik davramis ornegi ise "Oriimcek Agi
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Teoremi" olarak adlandirilir. Oriimcek A1 Teoremi donemsel ya da siirekli meydana
gelen fiyat dalgalanmalarimi aciklamak icin kullanilan bir teoremdir. Basit bir
Oriimcek Ag1 Modeli’nde, piyasadaki iiriin arzinin pek cok degiskene (yagis miktari,
dogal afetler vb.) bagli olarak degistigi bir tarimsal piyasa ele alinir. Oriimcek Ag

Teorisi asagidaki varsayimlar iizerine kurulmustur:

e Tarimsal piyasada ciftciler piyasa fiyatinin ne olacagim bilmeden, bir sene

oncesinden ne kadar iireteceklerine karar vermek zorundadir.

e Arzin belirlenmesindeki en Onemli faktor bir Onceki senenin fiyatlardir.
Ornegin; domatesin fiyatinin gecen sene diisiik olmasi1 bazi ¢iftcileri bu sene
domates yerine bagka bir iiriin yetistirmeye yonlendireceginden domatesin bu
seneki arzi1 azalacaktir. Tersine domates fiyatinin gecen sene yiiksek olmasi
ciftcileri domates yetistirmeye tesvik edeceginden bu seneki domates arzi

artacaktir.

e Tarim iiriinleri i¢in talebin fiyat esnekligi oldukca diisiiktiir. Yani tarim iiriiniintin

fiyatindaki degisimin talep iizerine etkisi azdir.

Fiyat s3 S1 S2

Fiyatlardaki
P3 | artisarzin
artmasina
neden olur

Yiiksek arz fiyatin
| diismesine neden olur

P1

Dusuk fiyatlar arzin

P2
azalmasina neden olur

Arzin disuk -
olmasi fiyatlarin
artmasina neden
olur

e oo w Miktar

Sekil 1.4: Oriimcek Ag1 Teoremi-Fiyatin Dalgalanmasi (Url-1)

Sekil 1.4’de bir Oriimcek Ag Modeli i¢in 6rnek verilmistir. Sekildeki D talep
egrisini, S;, i = 1,2,3 arz egrilerini, Q;, i = 1,2,3 iiretim miktarm, P, i = 1,2,3
piyasa fiyatin1 ifade eder. Sy ile belirtilen egri ¢iftcinin gecen seneki fiyata bagh
olarak belirledigi arz miktarin1 ve P; ise bu arz miktarina gore olusacak piyasa fiyatini
gostermektedir. Eger iyi bir hasat donemi olmus ise ¢ift¢i beklenenden daha fazla
iriin elde edeceginden arz miktar1 artacak (yeni arz egrisi S, olacaktir) ve boylece
fiyatlar P, seviyesine gerileyecektir. Fiyatlarin diismesi bir sonraki sene bazi
ciftcilerin piyasadan ¢cikmasina ve arzin azalmasina neden olacaktir (yeni arz egrisi S3

egdrisi olacaktir). Arzin azalmasi nedeniyle piyasadaki talep karsilanamayacagindan
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fiyatlar ylikselecektir. Yiiksek fiyatlar yiiksek kar anlamina geldiginden ciftciler
gelecek sene bu iiriinii iiretmeye yonelecektir. Boylece iiriiniin arzi tekrar artacaktir.
Boylece ciftciler hangi iiriinden ne kadar ekeceklerine karar verirken bir Onceki
senenin piyasa fiyatlarim dikkate aldiklarindan piyasa fiyat1 yiiksek fiyat ile diisiik
fiyat arasinda salinim yapacaktir (Url-1). Tiirkiye’de son yillarda (2003-2018) patates
ve sogan fiyatlarinda meydana gelen dalgalanmalar Oriimcek Ag1 Teoremi’ne iyi bir
ornektir (Bakiniz Sekil 1.5).

KURU SOGAN FiYAT BUYUMESI - AYLIK DEGisim

Sekil 1.5: Bu grafikte baz yil olan 2003’iin Ocak ayindan, 2018’in Ekim ay1 dahil
olmak iizere tiim aylarda kuru soganin fiyat degisimi goriilmektedir (Url-2).

Goriildiigii gibi hemen hemen her alanda karsilastigimiz periyodik davraniglar
dinamik sistemlerin ¢oziimleri i¢inde karsimiza ¢ikan ve arastirllmasi gereken bir
konudur. Bir sistemde periyodik ¢oziimlerin varligi ise Hopf Catallanma Teoremi
uygulanarak gosterilebilir. Simdi »n tane birinci mertebeden diferensiyel denklemden
olusan diferensiyel denklem sistemi icin teoremin ifadesini verelim. Oncelikle,
X eR", u € R olmak tizere

X =F(X,u) (1.11)

diferensiyel denklem sistemini ele alalim.

Teorem 1.4. (1.11) sisteminin asagidaki kosullar: sagladigini kabul edelim:

(H1) I C R sifirin agik bir komsulugu olmak iizere her L € Licin F(0; 1) =0 ve 0 € R"

noktast (1.11) sisteminin ayrik denge noktasidir.
(H2) F fonksiyonu, (0,0) € R" x R nin bir komsulugunda X ve [ ye gire analitiktir.

(H3) A() = DF(0, i) Jakobiyen matrisi asagidaki formda kompleks eslenik ozdeger
ciftine sahiptir ve
A(n) = o) +io(w), (1.12)

®(0) = wy >0, a(0) =0,0/(0) £0 (1.13)
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dir*
(H4) A(0) matrisinin geriye kalan n — 2 tane ozdegeri negatif reel kisma sahiptir.

Bu takdirde, (1.11) sistemi periyodik coziimler ailesine sahiptir (Hassard ve dig.,
1981).

Asada ve Yoshida (2003), dordiincii dereceden bir polinomun sirf sanal iki koke sahip

olmasi icin ve gerek ve yeter sartlar1 asagidaki teorem ile vermislerdir.

Teorem 1.5. (i)
SA)=A*+ A%+ boA? +b3A +by =0 (1.14)

polinomunun sirf sanal iki koke ve real kismu sifir olmayan iki koke sahip olmast icin
gerek ve yeter sart

(A) bib3 >0, by # 0ve ¢ =bybybs —biby—b3 =0

(B) by =0,b3=0ve by <0
olmak iizere (A) ya da (B) sartinin saglanmasudir.

(ii) (1.14) polinomunun sirf sanal iki koke ve real kismi negatif olan iki koke sahip

olmasi icin gerek ve yeter sart
(C) by >0,b3>0,by>0ved=bibybs—blby—b3 =0
kosulunun saglanmasidir (Asada ve Yoshida, 2003).

Dort tane birinci mertebeden diferensiyel denklemden olusan bir diferensiyel
denklem sisteminin karakteristik denklemi dordiincii dereceden bir denklem
olacagindan Teorem 1.5 kullanilarak bu sistemin periyodik ¢oziimlere sahip

olabilmesi icin gerekli olan sartlar belirlenebilir.

1.3 Literatiir Taramasi

Finansal piyasalar, fonlarin, fon fazlasi olanlardan fon eksigi olanlara aktarilmasinm
saglayan mekanizmalardir. Finansal piyasalar, ellerinde bulunan fonu verimli bir
sekilde kullanmayan insanlar ile kullananlar arasinda bir kanal gorevi gorerek daha

fazla ekonomik etkinligi tegvik etmek i¢cin cok onemlidir. Aslinda, iyi isleyen finansal

“Burada o(0) # 0 sartina transversalite (kesme) sarti denir.
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piyasalar yiiksek ekonomik biiylimenin anahtaridir ve diisiik performansli finansal
piyasalar diinyadaki bir¢ok iilkenin umutsuzca fakir kalmasinin nedenidir. Finansal
piyasalardaki faaliyetlerin kisisel zenginlik, isletmeler ve tiiketicilerin davraniglar1 ve
ekonominin dongiisel performans: iizerinde de dogrudan etkileri vardir. Finansal
piyasalarin pek cok tiirii vardir: para ve sermaye piyasasi, altin piyasasi, hisse senedi
piyasasi, doviz piyasasit vb. Hisse senedi piyasast en c¢ok takip edilen finansal
piyasalardandir; Oyle ki hemen hemen her iilke hisse senedi piyasasina sahiptir
(Tiirkiye’deki hisse senedi piyasas1 Borsa Istanbul’dur). Hisse senetleri bir sirketteki
miilkiyet paymni temsil eder ve sirketin kazanci ve varliklar iizerinde hak talebi
olusturan bir teminattir. Hisse senedi ihra¢ edilmesi ve bu hisse senetlerinin halka
satilmas1 sirketlerin faaliyetlerini finanse etmek icin fon toplamalarini saglayan bir
yoldur (Mishkin, 2012).

Finansal krizler veya finansal piyasalarda meydana gelen dalgalanmalar, finansal
piyasalarin yatirim firsatlarina sahip kisilere fon saglama 6zelligini kisitlayabilir ve
ekonomi faaliyetlerinde keskin daralmaya neden olabilir. Bu nedenle, finansal
krizlerin onlendigi daha istikrarli bir finansal sistemin varlig iilke ekonomileri i¢in
oldukca o©nem arz etmektedir. O halde, finansal piyasalarin dinami8ini
aciklayabilecek ve kararlilik yapist ile ilgili sorulara ¢6ziim veya ¢Oziim Onerisi
verebilecek matematiksel modellerin gelistirilmesine gereksinim vardir. Ayrica,
yatirimcilar piyasalardaki hareketliligin olumsuz etkilerinden korunmak ya da bu
etkileri en aza indirecekleri bir giivenli bolge arayisi icerisindedirler. Bahsedilen bu
giivenli bolge ise matematiksel modellerin kararli oldugu parametre kisitlart ile

belirlenebilir.

Literatiirde hisse senedi piyasalarinin matematiksel modellenmesinde stokastik ve
deterministik olmak tizere iki farkli yaklasim vardir. Stokastik yaklasim ile elde
edilen modeller etkin piyasa hipotezi ile pratikte ¢ok fazla dikkate alinmayan {i¢
varsayim dikkate alinarak olusturulmustur. Bu varsayimlardan birincisi, arzin ve
talebin yalnizca opsiyonun degerine, 6zel olarak hisse senedinin fiyatina bagl oldugu,
yani matematiksel olarak arzin ve talebin yalmizca fiyatin bir fonksiyonu oldugu
kabuliidiir. Ikincisi, mevcut biitiin bilgilerin serbest bir sekilde her yatirimc tarafindan
piyasadan elde edilmesi, risk ve getiri bakimindan yatirimcilarin beklentilerinin
birbirleri ile paralellik géstermesi nedeniyle hisse senedi icin tek fiyat belirlemeleri ve
gelecek bakimindan yatirimcilarin benzer dogrultuda yatirim stratejileri takip ettikleri
kabul edilmektedir. Son olarak, piyasa da sinirsiz miktarda sermayenin (nakit, tahvil,
hisse senedi, farkli yatirnm aracglari, vd.) var oldugu (arbitrage argiimani) ve bunun
sonucunda da sayet hisse senedi gercek degerinin altinda bir degerde alinip satilirsa

elinde cok parast olan yatirimcilarin hemen bu boglugu doldurarak hisse senedi
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fiyatin1 yine gercek degerine yiikselecegi kabuliidiir. Stokastik modeller icin ele
alinan varsayimlar teorik ¢alismalarda kabul gorse de yatirimcilar tarafindan pratikte
dikkate alinmayan ve pek c¢ok arastirmaci tarafindan elestirilen varsayimlardir
(Bakimiz: Caginalp ve Balenovich, 1999; Caginalp ve Merdan, 2007; Daniel ve
Hirshleifer, 1998; Lopes, 1987; Merdan ve dig., 2016). Ayrica stokastik modeller
teorik ve denge durumuna yakin varsayimlar ile etkin piyasa hipotezlerine dayanarak
olusturuldugundan, bu modeller ani fiyat artistmm ya da azalisimi, fiyat
dalgalanmalarini, piyasada meydana gelen kopiikleri ve dolayisiyla finansal krizleri
aciklamakta yetersiz kalmaktadir; bu gibi durumlari ve kararsizliklari nadir goriilen

olaylar olarak degerlendirmektedir.

Finansal piyasalarin modellenmesinde kullanilan diger bir yaklasim olan
deterministik modeller ise diferensiyel denklemler kullanilarak ve stokastik
modellerin olusturulmasinda kullanilan varsayimlarin aksine uygulamada cok
kullanilan 6nemli beklentilere cevap veren asagidaki varsayimlar dikkate alinarak

olusturulmustur:

(i) Finans piyasalarinda siirli miktarda para ve hisse senedi vardir. Eger bir hisse
senedi icin belirli miktarda sermaye ayrilmis ve bu yonde kullanilmig ise, bu

yonde daha fazla sermaye akisinin olmasini beklemek miimkiin degildir.

(i) Hisse senedi fiyatini, hem hisse senedi fiyatinin hem de hisse senedi fiyatinin
yoniiniin etkilemesi beklenendir. Ornegin, fiyati yiikselen bir hisse senedini,
sattiktan sonra yiikselmeye devam edecegi beklentisi ile bir yatinmci satmak
istemeyebilir. Bunun aksine, fiyat1 diismeye baglayan bir hisse senedini elinde
tutan bir yatirimct ilerleyen zamanda daha da deger kaybedecegi endisesiyle
biran 6nce satmak isteyebilir. Sonug olarak, hisse senedi fiyatinin yonii (trend),
yatirimcilarin alim satim stratejilerini belirleyen 6nemli etkenlerden birisidir ve

hisse senedi fiyatindaki degisimi etkiler.

(iii) Finansal piyasalar, farkli goriise ve motivasyona sahip, farkli biitceli
yatinmcilarin yer aldigi bir platform olup; her bir yatirimeci sahip oldugu

motivasyon dogrultusunda hisse senedi fiyat1 i¢in farkli degerler belirleyebilir.

Finasal piyasalarda hisse senedi fiyatlarinin deterministik yaklasim ile modellenmesi
ilk olarak 1990 yilinda Caginalp ve Ermentrout tarafindan yapilan bir ¢alisma ile
baglamistir (Caginalp ve Ermentrout, 1990). Bu ¢alismada tek bir hisse senedi ve bu
hisse senedinin alim satimin1 yapan homojen bir yatirnmei grup iceren kapali, yani

icerden disariya veya disardan igeriye, nakit veya hisse senedi akisi olmayan bir
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piyasa ele alinmistir. Bu caligmada yatirimcilarin, hisse senedi fiyatinin yoniine
(trend) ve yatinmci tarafindan hisse senedi fiyati icin belirlenen deger ile hisse
senedinin piyasa degeri arasindaki olan farka baglh olarak belirledigi alim satim
kararlarinin hisse senedi fiyati iizerindeki etkisi incelenmis ve hisse senedi fiyati
deterministik yolla modellenmistir. Bu calisma daha sonra Caginalp ve Balenovich
(1999) tarafindan yapilan calisma ile gelistirilmistir. Bu ¢alismada tek bir hisse senedi
ve tek bir yatirimci grup iceren kapali bir finansal piyasa ele alinmistir. Piyasadaki
nakit miktar1 M ve hisse senedi sayist N olmak iizere likitide terimi L := M /N olarak
ilk kez bu calismada tanimlanarak, likitidenin piyasa tizerindeki etkisi incelenmistir. B
hisse senedinin toplam varliga oranin1 ve 1 — B ise piyasadaki nakdin toplam varliga

oranini gostermek iizere

NP B M B N
-~ NP+M’ ~ NP+M'  1—-B M

P
L

seklinde tanimlanmustir. Talep fonksiyonu D = k(1 — B) ve arz fonkisyonu S = (1 —k)B
dir. Burada, k fonksiyonu bir birim nakdin bir birim hisse senedine ¢evrilme olasilig
ve 1 — k ise bir birim hisse senedinin bir birim nakde ¢evrilme olasiligini temsil eder

ve asagidaki sekilde tantmlanmusgtir:

ke %(1+C).

Burada § yatirimcilarin motivasyon fonksiyonu olmak iizere

1dP P
=01+ = ——, (= 1——
=0+, G CI1’L'0P dr’ ¢ CI2< Pa>

seklinde tanmimlanmistir. Burada, ¢; ve ¢» motivasyon fonksiyonlarimi etkileyen
biiyiikliik ile ilgili parametreleri, P hisse senedi fiyatin1 ve P, ise hisse senedi fiyati

icin yatirnmet tarafindan belirlenen degeri gosterir.

Hisse senedi fiyatindaki bagil degisim orami ise asir1 talep fonksiyonu kullanilarak

asagidaki sekilde tanimlanmugtir:
— == 1. (1.15)

Bu formiil mikroekonominin standart varsayimin limit formudur (Henderson ve
Quandt, 1980). Talep ve arz fonksiyonlar1 (1.15) denkleminde yerine yazilarak ve k
ile 1 — k fonksiyonlar1 kullanilarak lineer olmayan

Q) dP O\
<1—?)E+(1+P—a> —1+Q2
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P P, t
diferensiyel denklemi elde edilmistir. Burada, P := I P, = fa’ T:= e 01 =2q
0

ve Or = 2q; dir. Yukaridaki denklemde, eger O, degeri biiyiik fakat Q1 degeri kiiciik
ise Peq = Pj olur, yani eger yatinmcilar hisse senedinin gergek degeri ile hisse senedi
fiyat1 icin belirlenen deger arasindaki sapmaya 6nem vererek alim satim karar1 alirlarsa
hisse senedinin denge fiyat1 P, degerine yaklasir. Sayet O, yeterince kiigiik fakat O

bilyiik ise Peq =~ L sonucuna ulagilir.

Calismanin sonraki boliimlerinde, yatirimcilarin fiyat degisimlerine tepki verme siiresi

g0z oniinde bulundurularak yatirimcilarin motivasyon fonksiyonlari

1 dP
)= qicy / ) dT ez, (1.16)
t Pa(f)—P(T) et
C2(t) = Q2C2/ We 1y T)dT (1.17)

seklinde tanimlanarak asagidaki diferensiyel denklem sistemi elde edilmistir:

( ”L'()dP o D 1
cIZDBdt 5 1dP
— = k(1-B)+(1—k)B+B(1—-B)=—
dt P dt
C1 B q1 dP (1.18)
dt — 9\ P ar !
CZ B P,—P
\ i = g Cz

Caginalp ve Balenovich tarafindan elde edilen modelin kararlilik analizi Duran (2011)
tarafindan niimerik olarak, Yucel (2015) tarafindan da teorik olarak incelenmistir.
Yucel tarafindan yapilan calismada modelin kararli olabilmesi i¢in parametreler
tizerine konmasi gereken sartlar belirlenmistir. Merdan, Caginalp ve Troy tarafindan
2016 yilinda yaymlanan bir caligmada modelin catallanma analizi yapilmistir ve
sistemde Hopf catallanmanin ortaya ¢ikmasi, yani sistemin periyodik ¢coziimlere sahip

olmasi icin gerekli olan sartlar belirlenmistir (Merdan ve dig., 2016).

Finansal piyasalarin deterministik yaklagim ile modellenmesinde 6nem arz eden bir
diger calisma da Caginalp ve Merdan tarafindan yapilmis ve (1.18) modeli bir hisse
senedi ve farkli gruplari igeren piyasalar i¢in genellestirilmistir (Caginalp ve Merdan,
2007). Bu calismada onceki ¢alismalardan farkli olarak tek hisse senedinin farkli
yatirim stratejilerine sahip sonlu sayida yatirimcer gruplar tarafindan alimip satildigi bir
piyasa ele alinmistir. Deterministik modellerin olustrulmasinda kullanilan (i)-(iii)

varsayimlar1 kullanilmig ve hesaplamalarin basit olmasi i¢in ilk olarak iki yatirimel
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grup iceren kapali bir piyasa ele alinmigtir. M (¢) ve M(t) sirasiyla birinci ve ikinci
grubun sahip oldugu nakit miktarin1 ve Nj(z) ve N,(z) sirastyla birinci ve ikinci
grubun sahip oldugu hisse senedi sayisini belirtmek iizere piyasadaki toplam nakit

miktar1 ve toplam hisse senedi sayis1

M (t)+M:(t) =My
Ni(t)+N2(t) = No

olarak alinmistir ve M ile Ny sabit sayilardir. Talep ve arz fonkisyonlar ise asagidaki

sekilde tanimlanmustir:

= kM +koM>
S = (1—k1)N1P+(1—k2)N2P.

Burada, i = 1,2 olmak iizere k;, i. grup i¢in bir birim nakdin bir birim hisse senedine

cevrilme olasiligidir ve

1 (), 0
ki=3= (l—i—tanh(Cl +& ))

seklinde ifade edilmistir. Yatirimcilarin motivasyon fonksiyonlari ise

~ Nyt 1 dP(T i
() = qgl)cgl)/ _L o) )e_cg)(t‘f)dr

P(t) dt
(i)
. Ny [t P (T)—P(T)
0 = [ Y 0
2 2 | T p0 @

seklindedir. Yatirimci gruplarin sahip oldugu nakit miktarindaki ve hisse senedi

sayilarindaki zamana baglh degisimler i = 1,2 olmak {izere

dN;
P— = kiM; — (1 — k;)N;P
dt
dM;
dl‘l = —kM;+ (1 — ki)NiP

olarak verilmistir. Hisse senedi fiyatindaki bagil degisim orani ise asagidaki sekilde
tanimlanmugtir:

”L'()dP . D_1

Pdr S
_ kiM + ko (Mo — M) 4
(1 —kl)N1P—|—(1 —kz)(No —N1)P
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Sonug olarak, iki yatirimci grup ve tek hisse senedi iceren kapali bir piyasa icin

( Ed_P B kiM + ko (Mo — My) 1
Pdt (1—k1)N1P+(1—k2)(N0—N1)P
Pd;t]i = kM;— (1 —k)N;P
aM; = —kM;+ (1 — k,’)Nl‘P
it (i) (1.19)
S _ o (0dP e
dt '\ pa ™!
() i
& ofer =P
dt 2 2 Pa(l') 2

lineer olmayan diferensiyel denklem sistemi elde edilmis ve bu modeli daha fazla
sayida gruba genellemenin 06zdes olacagr vurgulanmigtir. Calismanin sonraki
boliimlerinde piyasaya hisse senedi ya da nakit giris ¢ikisinin oldugu kabul edilerek
sistem genisletilmistir. Bu durumda piyasadaki toplam nakit miktar1 ve toplam hisse

senedi sayilari

Mo(r) = Mg™ +M{* (1) + M5“(1)
No(r) = Ng® +N§“(r) + N3“(r)

seklinde yeniden tanimlanmistir ve burada, M{)’“S ve N(’)’a“ piyada baglangicta bulunan
toplam nakit miktarini ve hisse senedi sayisim gostermektedir. Mfk ve Ni"k ise piyasaya
hisse senedi ya da nakit girisi ya da ¢ikis1 olmasi nedeniyle i. grubun sahip oldugu nakit
miktarindaki ve hisse senedi sayisindaki artis1 ya da azaligt ifade eden zamana bagh
degiskenleridir. O halde her bir yatirime1 grubun sahip oldugu hisse senedi sayisindaki

ve nakit miktarindaki zamana bagli degisim

dN; dNek
= kiM; — (1 — k;)N;P + P—!
dt ' ( INiP + dt
dM; dMe
ar = —kM; + (1 — k,‘)NiP—i- dtl

olarak belirlenmistir. Caginalp ve Merdan, kapali olmayan piyasalar icin
olusturduklar1 model ile "Close-End Fund" iizerine caligma yapmislar ve elde edilen

niimerik sonuclar1 gergek piyasa sonuglart ile karsilastirmiglardir.

(1.19) sisteminin kararlilik analizi Caginalp ve DeSantis tarafindan ¢alisilmistir ve
sistemin denge noktasinin hangi sartlar altinda kararli oldugu belirlenmistir (Caginalp
ve DeSantis, 2011). Caginalp, Swigon ve DeSantis tarafindan yapilan ¢alismada, ¢cok
sayida yatirimci ve tek hisse senedi iceren bir finansal piyasa diisiiniilmiistiir ve (1.19)
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sistemi iyilestirilmigtir. Calismada hesaplamalarin basit olmasi i¢in iki yatirimci
grubun oldugu varsayilarak elde edilen sistemin kararlilik analizi calisilmigtir. Tiim
yatirimcilarin sadece hisse senedi fiyati icin belirlenen deger ile hisse senedinin
piyasa fiyati arasindaki degisime bagh bir strateji takip etmesi durumunda, tiim denge
noktalarinin kararli oldugu sonucu elde edilmistir. Ayrica, biri hisse senedi fiyati i¢in
belirlenen deger ile hisse senedinin piyasa fiyati arasindaki degisime bagl bir
stratejiye sahip, digeri ise hisse senedi fiyatinin yoniine baglh stratejiye sahip iki
yatirimci grubu igceren sistemlerde, denge noktalarinin kararli olmasi i¢in parametreler

tizerine konmasi gereken sartlar tespit edilmisgtir.

Literatiirde yer alan mevcut deterministik modeller, bir hisse senedi ve farkli goriis ve

biitcedeki yatirnmci gruplar iceren piyasalar i¢in verilmistir. Bu tez ¢alismasinda ise,

bir yatirnmci grup ve iki hisse senedi i¢eren kapali bir finansal piyasa i¢in

(i) Finans piyasalarinda sinirli miktarda para ve hisse senedi vardir,
(ii) Piyasada farkl goriiste yatirimcilar bulunur,

(iii) Hisse senedi fiyatindaki degisimler hem hisse senedi fiyatindan hem de hisse

senedi fiyatinin yoniinden etkilenir

varsayimlart kullanilarak bir deterministik model elde edilecektir. Elde edilen model
ile mevcut caligmalara gore piyasalara daha iyi bir yaklasimda bulunmasi

amaglanmugtir.

20



2. IKI HISSE SENEDI VE BIR YATIRIMCI GRUP ICEREN BIR FINANSAL
PIYASANIN MATEMATIKSELL. MODELLEMESI VE KARARLILIK
ANALIZLERI

2.1 Matematiksel Modelleme

Bu tez calismasinda, bir yatirimer grup ve iki hisse senedi iceren kapalr® bir finansal
piyasa ele alinmistir. Yatirimct grubun "hisse senedi satin alirken hem satin alacagi
hisse senedinin hem de diger hisse senedinin fiyatina gore karar verdigi; fakat hisse
senedi satarken sadece satacagi hisse senedinin fiyatina gore karar verdigi" bir yatirim
stratejisi izledigi varsayilmistir®. Bu varsayim altinda yatirnmeilarm hisse senedi alim

satim kararlarini belirleyen gecis orani fonksiyonlari asagida tanimlanmusgtir:

KD @) = kM), 600,67 0,87 1)

K2 () = kM), 670,620,087 @)

K@) = W), 0) @D
) = 2P 0), 87 0.

Burada k(1) ve k(?), hisse senetlerini satin alma ya da satma egilimlerini ierir. Bagka
bir deyisle k1) ve k), strastyla bir birim nakdin bir birim birinci hisse senedi ve bir
birim nakdin bir birim ikinci hisse senedi satin almak i¢in kullanilma olasiligini; kM ve
k@ ise hisse senetlerinin satilmas olasiligin1 gostermektedir (Caginalp ve Belanovich,
1999; Caginalp ve Merdan, 2007). Bu nedenle, k1), k@, k(1) k() ¢ [0,1] ve 0 <
kD +£2) <1 dir. Gecis orani fonksiyonlari hisse senedi fiyatinin yoniine, hisse senedi
fiyat1 icin yatirimc1 grup tarafindan belirlenen de8ere (yani hisse senedinin esas ya
da gercek degerine), piyasadaki yiiksek ya da diisiik likitide oranina, yatirimcilarin
piyasa hakkindaki korku veya umutlarini iceren degiskenlere vb. bagl olabilir. Bu tez

caligmasinda yatirnmcilarin hisse senedi fiyatinin yoniine ve hisse senedi i¢in belirlenen

SPiyasaya disaridan nakit veya hisse senedi girisine ya da piyasadan nakit veya hisse senedi ¢ikigina
izin verilmeyen piyasalara kapali finansal piyasa denir.

Gergek piyasa kosullarinda yatirimeilarin herhangi bir yatirim aracini satin alirken benzer yatirim
araclarinin fiyatin1 kargilagtirarak karar aldigi, fakat herhangi bir yatirim aracimi satarken genellikle
sadece bu yatirim aracinin fiyatin1 dikkate alarak karar verdigi gézlemlenmektedir. Bu nedenle bu tez
caligmasinda yatirimel grubun yatirim stratejisi yukarida ifade edildigi sekilde belirlenmistir.
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degere bagli olarak hisse senedinin degerlenmesine ya da deger kaybetmesine’ gore

kararlar aldiklar1 varsayilmistir. Yani (2.1) denklemleri ile verilen gecis orani

fonksiyonlarinin bagli oldugu C](i)

yoniine ve hisse senedinin degerlenmesine bagli fonksiyonlardir. Burada, iist indis

duyarhilik fonksiyonlar1 hisse senedi fiyatinin

i = 1,2 duyarlilik fonksiyonun hangi hisse senedine ait oldugunu; alt indis j = 1 ise
hisse senedi fiyatinin yoniine bagh bileseni ve j = 2 ise hisse senedinin
degerlenmesine bagli bileseni ifade eder. Duyarlilik fonksiyonlar1 matematiksel

olarak asagidaki sekilde tamimlanmusgtir:

M)
e 1

( .
. 0@ [ 1 dP Y1)
C () :=qy ¢ /_w PO(e) dv dr, (2.2)
(D) -\ _ pli) ,
; N ot Py(T)—PY(T i
Cz(l)(f) — qg)cg)/ ( )(') ( )6769(,4)“. 2.3)
- P (7)

Bu tamimlara gore, Cl(i)(t), i. hisse senedi i¢in r zamanindan 6nceki bagil fiyat
degisikliklerinin etkilerinin toplamini ifade ederken Cz(i) (t) ise i. hisse senedinin
degerlenmesinden (yani yatirrmcilarin hisse senedi fiyati i¢in belirledigi deger ile
hisse senedinin gercek fiyatin arasindaki farkliliktan) kaynaklanan etkilerin toplamini
temsil eder. Burada, (cgi))_1 hafiza uzunlugudur ve (cg))_1 ise yatirmcinin i. hisse
senedinin degerlenmesine ne kadar siire sonra tepki verecegini gosterir. Ornegin;
(cgi)) degeri biiyiik ise yatirimcilar i. hisse senedi ile ilgili kisa siireli ge¢gmis bilgiyi
hafizasinda tutacaklardir; (cg)) degerinin biiylik olmas1 durumunda ise yatirimcilar i.
hisse senedinin degerlenmesine cok cabuk tepki vereceklerdir. qgi) ve qg) sirastyla,
yatirimcilarin alim satim karar1 alirken i. hisse senedi fiyatinin yOniine ve i. hisse
senedinin degerlenmesine verdikleri 6nemin biiyiikliigiinii ifade eder (Caginalp ve
Balenovich, 1999; Caginalp ve Merdan, 2007). Bu tamimlardaki chi) (t), i. hisse
senedinin esas (bagka bir ifadeyle gercek) degerini, yani yatirnmer grubun hisse sendi
fiyat1 icin belirledigi degeri, pl) (t) ise i. hisse senedinin ¢ zamanindaki fiyatin1 ifade
eder. Yatirimci tercihleri icin (2.2)-(2.3) denklemlerinin #’ye gore tiirevleri Leibnitz

kurali kullanilarak alinirsa agsagidaki diferensiyel denklemler elde edilir:

dg)" oo LdPY g

- TN g E @9
) (1) |

G P O-PYO w0 2.5)
dr 249 Pa(l)(t) 2 % s .

"Tezin sonraki kisimlarinda "hisse senedi igin belirlenen degere baglh olarak hisse senedinin
degerlenmesine ya da deger kaybetmesine" ifadesi yerine "hisse senedinin degerlenmesine" ifadesi
kullanilacaktir.
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(2) 2
d§ @ @ L dP? o

i T N g e (26
(2) (2) 2

dey” C(z)q(z)Pu (f)—P()(f)_C(z)C(z) o
o 0 2P0 2 & -

Temel mikroekonomi prensiplerini kullanarak talep ve arz fonksiyonlarini asagidaki
gibi tanimlayalim:
pW =M (r)M ve D?) =k ()M

SO =k (ONDPD(1) ve $@ =k ()N@PA)(r). (2.8)

Burada, M piyasadaki nakit miktarini, N 1) ve N piyasadaki birinci hisse senedi
ve ikinci hisse senedi sayilarini gostermektedir. Kapali bir finansal piyasa ele alindigi
icin M, N 1) ve N2 degerleri sabittir. Her bir hisse senedinin fiyat1 asir1 talebe gore

asagidaki sekilde belirlenir (Caginalp ve Balenovich, 1999):

1 ap) D)
T1 PO dr =F W ) (2.9)
1 4rP® D)

Burada; 7; ve 7, zaman skalas1 ve Fj, i = 1, 2 i¢in F;(1) = 0 sartin1 saglayan ve artan
bir fonksiyondur; 6rnegin F;(x) = x — 1 ya da log(x) olabilir. Boylece, (2.4)-(2.10)
denklemleri, (2.1) deki cebirsel denklemler ile birlikte nitel olarak analiz edilebilecek

ve niimerik olarak coziilebilecek bir dinamik sistem olusturur:

(

1 apW D)
T ar I sm

1 dP®@ D)
250 " ar =k Rel

(1) 1
G _ o LY
dt R O !

dCz(l)_ (1) (1)P§1)(I)—P(1)(f) (1)
a 20 ¢

2.11)

2
ag” o o 1 dPY g
dg, _ 2 qu)Pa (1) — PP (1) 2
dt Pﬂgz)(t)
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2.2 Lineer Kararhlik Analizi

Bu boliimde (2.11) sisteminin kararlilik yapis1 incelenerek denge noktalarinin kararh
olabilmesi i¢cin parametrelere bagh kosullar belirlenecektir. Kararlhilik analizi agsagida

verilen varsayimlar altinda yapilacaktir:

i. Fi(x)=F(x)=x—18,

ii. P(EI) ve PCEZ) sabit olmak iizere, PLEI) (1) = P(EI) >0 PCEZ) (1) = P(EZ) > 0 dir.
iii. i=1, 2i¢in cgi), cg), qgi) ve qg) pozitif parametrelerdir.
v. T1=17 = 1.

(1)-(iv) varsayimlar1 altinda (2.11) sistemini yeniden ifade edersek asagidaki

diferensiyel denklem sistemi elde edilir:

i~ KONG
9o _ o _ KM oo
dt AL Z N0 pln)

(1) I 2.12)
% _ m,m (1_12) BOP

dt

(2) 2
W _ oo KM oo o0
R (CTVE) O

(2) 2
dé _ 2,0 P P
a2 n ) T

a

\

Kararlilik analizi i¢in, yatinmci grubun her bir hisse senedini satin alirken veya
satarken sadece tek bir duyarlilik fonksiyonundan etkilendigi, yani yatirimcilarin alim
satim karar1 i¢in sadece ya hisse senedi fiyatinin yOniine bagli duyarlilik
fonksiyonunu ya da hisse senedinin degerlenmesine bagli duyarlilik fonksiyonunu
dikkate aldig1 varsayilmistir. (2.12) sisteminin kararlilik analizi asagidaki ii¢ durum

i¢in incelenmistir:

Durum 1: Yatirimcilarin hisse senedi fiyatinin yoniinii ve hisse senedinin

8F;, i=1,2, fonksiyonu F;(1) = 0 kosulunu saglayan artan bir fonksiyon olup (6rnegin, F (x) =x— 1
veya F(x) = log(x)), literatiirde yer alan ¢alismalarda yaygin olarak F(x) = x — 1 olarak alindigindan
bu tez calismasinda da Fj(x) = F>(x) = x — 1 olarak alinmigtir (Bakiniz: Caginalp ve Merdan, 2007;
Caginalp ve DeSantis, 2011; DeSantis ve dig., 2012).
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degerlenmesini dikkate almadan karar verdigi, yani C}i) (i, j =1, 2) duyarlilik
fonksiyonlarinin sabit oldugu ve buna bagh olarak k1), k(2), 75(”, k@ gecis orani

fonksiyonlarinin da sabit oldugu varsayilmistir.

Durum 2: Tiim yatirimcilarin sadece hisse senedinin degerlenmesine baglh bir

yatirim stratejisi izledigi varsayilmigtir.

Durum 3: Piyasadaki tiim yatirimcilarin birinci hisse senedi alim satimi i¢in o hisse
senedinin degerlenmesine bagli bir yatirim stratejisi, ikinci hisse senedi alim satimi

icin o hisse senedi fiyatinin yoniine bagli bir yatirim stratejisi izledigi varsayilmistir.

2.2.1 Sabit yatirim stratejileri

Bu béliimde, Cl(i) ve Cz(i), i =1, 2, duyarhilik fonksiyonlarinin sabit oldugu; yani k()
ve k), = 1, 2, gecis orani fonksiyonlarinin sabit oldugu varsayimi altinda elde edilen
dinamik sistemin kararlilik yapist incelenmistir. Bu varsayim altinda (2.12) sistemi

asagida verilen ayrik sisteme indirgenir:

dp) RSN Vi
a3 ()_P(I)
t k(D1
1P e ) (2.13)
= = — P9,
dt k2IN(2)

KOp k@ pm
(2.13) sisteminin denge noktalar1 (Pe(; ), Pe(g )) == , = dir.
KOND) ((2NQ)

Teorem 2.1. (2.13) sisteminin (Pe(q1 ), Pe(g )) denge noktast Lyapunov kararli ve ¢ekicidir,

yvani denge noktalart yerel asimptotik kararlidir.

_ ) ) KVp k2pm
Ispat. (2.13) sisteminin denge noktalari (Pe(q), Pe(q)) =\ TN TOND

kullanilarak, sistemdeki ilk denklem
P =p)_ p) (2.14)

seklinde yazilabilir. (2.14) denklemi birinci mertebeden bir lineer diferensiyel

denklemdir ve asagidaki ¢oziime sahiptir:

PO () = P + (P (0) = PL))e . (2.15)



Benzer sekilde ikinci denklem

P@ =p2 _p® (2.16)

seklinde yazilabilir ve denklemin ¢coziimii P (1) = Pe(qz) + (PP)(0) — Pe((? ))e_’ dir.

Dikkat edilirse
PV (r) — pV)
tlggP (1) = Pey’, (2.17)
- 5(2) 0 p2)
tlggP (1) = Pey (2.18)

dir, yani (2.13) sisteminin denge noktast yerel asimptotik kararlidir.

2.2.2 Hisse senedinin degerlenmesine dayah yatirim stratejileri

Bu boliimde, yatirimcr grubun her iki hisse senedi i¢cin de sadece hisse senedinin
degerlenmesine bagl yatirnm tercihlerine sahip oldugu, yani tiim yatirimcilarin her bir
hisse senedinin alim satim karari i¢in hisse senedinin piyasa degeri P (1)) ile hisse
senedi fiyat1 icin yatinmcr tarafindan belirlenen deger arasindaki sapmayi dikkate
aldig1 varsayilmistir. Bu varsayim altinda (2.1) ile verilen gecis orani fonksiyonlari

asagidaki forma indirgenir:

K00 = k(G 0,670)

K@) = 20G" @)

k(2) (t) k(z)(gz(l)(t), Cz(z) ) (2.19)
KA1 = KGN0,

Dikkat edilirse gecis oran1 fonksiyonlar1 sadece hisse senedinin degerlenmesine baglh
duyarlilik fonksiyonlarina baghdir ve bu gegis oran1 fonksiyonlar1 kullanilarak (2.12)

sistemi agsagidaki sisteme indirgenir:

(n | (2.20)
4G (1 _PUY e
i 2 9 0 252
(2) 2
& _ oo P\ o
dr ) PO )



(2.20) sistemini vektor degerli diferensiyel denklem formunda agsagidaki sekilde
yeniden ifade edebiliriz:
X' =F(X). (2.21)

Burada, X = (P(l), P2, Cz(l), 52(2))T’ F=(f, f, f3, fa)T ve

A0V "
= = —P
h TN ’
K2 pm
= = —p@
f2 2N ’

p)
oo (1T g
pQ2)
om0 (i)

yazilabilir. Oncelikle (2.21) sisteminin denge noktalari bulalim. F(X) = 0 denkleminin
coziimleri (2.21) sisteminin denge noktalaridir ve

e 1 2 1 4
Ef = (B, P, Cz(7e)q7 52(»6)4)

(2.22)

(1) )
KON fNQ) “2ea 22e
formundadir. Dikkat edilirse; burada iki tane bagimsiz parametre vardir ve sistem
sonsuz ¢oklukta denge noktasina sahiptir. (2.21) sisteminin E;q denge noktasinda

hesaplanan Jakobiyen matrisi
JED=| (1 (2.23)

olup a, b, c, d, e ve f asagida ifade edilmistir:

m i
ok _ %%

ofi . Mot agh
SeEr) =y T !
28, N (k(1))2

a =
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b=—"1(EF) :
og” T v ag?
0f2 | eq M k@
c aCz(l)( F ) - 75(2>N(2>a§2(”’
2) %2
dk ol dk L2
ofr .0 Mg gl
d= —2< Fq) = N2 ’
acz( ) N©2) (k(z))z
. af3 eqy _Cgl)qél)
— aP(l)( F) Pa(l) )
Fo 8f4 (Eeq) B _cgz)q%
S 9P@TE T p@)

m @ @O 2

Kararlilik analizi i¢in kullamlan varsayimlar geregince, ¢, ', ¢, g, ', ¢,
parametreleri ve P\, P{¥) pozitif oldugundan e < 0 ve f < 0 dir. J (Ex) jakobiyen

matrisinin karakteristik denklemi asagidaki denklem ile ifade edilir:
Or(A) =AY+ a1 A3 + aA? + a3A +a4 = 0. (2.24)
Burada, karakteristik denklemin katsayilar

a = cél) —|—c§2) +2,

a = 2c§])+2052)+c§1)céz) —ea—df—+1,

ay = cél) + ng) + 2c§1)c§2) —ea—df — eacgz) — dfcgl),
as = cél)cgz) — eacgz) — dfcgl) +ef(ad —bc)

dir. Qp(A) karakteristik denkleminin tiim koklerinin reel kisminin negatif olmas,
yani (2.20) sisteminin E;’ denge noktasimin kararli olmasi igin parametreler iizerine

konmas1 gereken sartlar asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 2.2. Eger

ok k) .

: —(Ee ) >0, —(Ee ) <0,
9C2(1) F 9C2(1) F

2 o (EZ)) >0 oK (E;)) <0

! — >0, — <0,
acz(z) F 8@’2(2) F
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C3: W(E;q) < 0, W(E;q) < 0,

kM) . k) . ok . k(2
« 4 - e / e
MFT0 EF)a;f) b= acé”\EF)acz‘”

(EF)

sartlart saglaniyor ise (2.24) karakteristik denkleminin kokleri negatif reel kisma

sahiptir. Yani (2.20) sisteminin denge noktalari yerel asimptotik kararlidur.

Ispat. Routh-Hurwitz Teoremi bir polinomun koklerinin kompleks diizlemin sol
tarafinda yatmasi, yani koklerin reel kismunin negatif olmasi icin gerek ve yeter
sartlari vermektedir (Linda, 2007). Buna gore; (2.24) karakteristik denkleminin tiim

koklerinin negatif reel kisma sahip olmast icin gerek ve yeter sart

(1)a; >0, a3>0,a4 >0

(2) ayaraz > a% +a%a4

kosullarinin saglanmasidur.

(1) (2)

Kararlilik analizi i¢in kullamilan varsayimlar geregince c,’ ve ¢, parametreleri
pozitif oldugundan ay katsayisi her zaman pozitiftir Eger C1 ve C2 sartlar
saglanirsa,

(1) k()
ok =) ok

— W ()

= N @(1))2 >0,
(2) (2)
ak@);‘m - akmk(z)
M
d= 96 - 96 >0

N2) ( 2 )2

olur ve tiim parametrelerin pozitif oldugu varsayumi altinda e < 0 ve f < 0 oldugundan

as katsayist tanimi geregi pozitif olur.

Dikkat edilirse aq katsayisumn ilk ii¢ terimi, eger C1 ve C2 sartlari saglanirsa pozitif

olur. O halde a4 katsayisimin pozitif olmasi icin asagida verilen ad — bc teriminin de
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pozitif olmasi gerekir:

) k) 9x@ ]
acMar®
POPYe
) _ (V%@ ok —5 ok >
ad —bc = 114 - a%l)acz
1 2 1))2 2)\2
NN (k(1)2(k(2)) g [ 2K )8k >
aciVarl?
- ok 9k k(M) k)
FRURD | =5 @ 570
i g ags? 942 e

Eger C3 ve C4 sartlar saglanirsa, ad — bc > 0 olur. Sonuc olarak, eger C1, C2, C3 ve

C4 sartlart saglanirsa ay > 0 sarti saglanir.

Son olarak yukarida verilen sartlar altinda asagida verilen ayayaz > a% —l—a%a4

kosulunun saglandigim gosterelim:

)2 47N +2(cM)2 4368
+3(7) +5c2) (&7 +(e P57 +2(e) +2
-ae[(c}))2(c} > <c§1>c2 +7c2>5>+3<c§>> T5el)
+2(e5)2 +3¢7 + (P + SV () 2y 2
+ (ae — fd)? [ )+cg)cg)+cg)+l

ajaraz — a% — a%a4 =-fd[3 (cgl)) c2 —i—4c2

+efbc [(c )2—|— (c( ))2+2c§ )cg ) +4cg ) +4c§2) —1—4]

+ 23 (N + < CH3 2 +8(cM)2 ()2 + 4y
+10(c")2e8 +4cy ()P + 1068 ()2 + 84 e +2(cf)?
+4(ct))? +2cd! )+2( I a2 2.

Eger C1, C2, C3 sartlart saglanirsa, fd < 0, ae <0, efbc > 0 olup ajazaz — a% —
(2)

a%a4 > 0 kosulu tiim pozitif cgl) ve c, ' parametreleri igin gerceklenir.

Sonug¢ olarak, eger CI1, C2, C3 ve C4 sartlart saglnirsa Routh-Hurwitz Teoremi
geregince (2.24) karakteristik denkleminin tiim kokleri negatif reel kisma sahiptir,

yani (2.20) sisteminin (2.22) denge noktalart yerel asimptotik kararlidir.

Teorem 2.2°nin finansal piyasalar acisindan yorumu. Teorem 2.2’ye gore yatirim
kararlarin1 hisse senedinin degerlenmesine ya da de8er kaybetmesine gore alan bir

yatirimci grubu igeren bir sistemin denge noktasi C1, C2, C3 ve C4 sartlar1 saglanirsa
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kararlidir. C1 sartina gore birinci hisse senedini satin alma olasilig1 bu hisse senedine
baglh duyarlilik fonksiyonu arttik¢ca artar ya da azaldik¢a azalir ve hisse senedinin
satma olasilig1 i¢in ise tam tersi gegerlidir yani; birinci hisse senedini satma olasilig
bu hisse senedine baglh duyarlilik fonksiyonu arttikca azalir (ya da tam tersi
gecerlidir). C2 sart1 ise ikinci hisse senedi icin de C1 sarti ile verilen agiklamanin
gecerli oldugunu soyler. C3 sartina gore bir hisse senedini satin alma olasilig1 diger
hisse senedine bagli duyarlilik fonksiyonu arttikga azalir. C4 sart1 ile her bir hisse
senedine baglh duyarlilik fonksiyonunun hisse senedinin satin alma olasilig1 iizerine
etkisi her bir hisse senedine baglh duyarlilik fonksiyonun diger hisse senedinin satin
alma olasilig1 ilizerine etkisinden daha fazla olacagi vurgulanmistir. Son sarttaki
durum, her bir hisse senedine bagli duyarlilik fonksiyonun kendi hisse senedinin satin
alma olasilig1 tizerindeki etkisinin, dier hisse senedini satin alma olasilig1 tizerindeki

etkisinden daha biiyiik olmasi sartiyla garanti edilebilir.

2.2.3 Farkh etkilere dayah yatirim stratejileri

Bu boliimde, yatirnmcilarin her bir hisse senedi i¢in farkli yonde yatirim stratejileri
izledigi varsayilarak (2.12) sisteminin kararlilik yapisi incelenecektir. Yatirimci
grubun birinci hisse senedi alim satimi i¢in o hisse senedi fiyatinin gercek degeri ile ¢
anindaki fiyati arasinda olusan farka (yani hisse senedinin degerlenmesine ya da
deger kaybetmesine) bagli bir yatirim stratejisi, ikinci hisse senedi alim satimi i¢in de
hisse senedi fiyatinin yoniine bagli bir yatirnm stratejisi izledigi kabul edilmistir. Bu
varsayim altinda gecis oran1 fonksiyonlar1 asagidaki sekilde yeniden yazilabilir:

K@) = kG 0),67 1))

Ko@) = kg o)

K20 = k2w, (P ) (2.25)
K@) = 75(2)@1(2)(,))_

Dikkat edilirse, gecis oran1 fonksiyonlar: sadece (:2(1) ve Cl(z) fonksiyonlarina baglidir.

Boylece (2.12) sistemi

0 (2.26)




sistemine indirgenir. (2.26) sistemi vektor degerli diferensiyel denklem formunda
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

X' =F(X). (2.27)

Burada, X = (P(), P@) ¢{V VT F = (£, fo, 5. £2)T ve

KYpm
fi = W—P(l),
@
2= zfszAéFP(z)’
fi = cgwqg)ﬂg”;f (”._65%2(1)7
fa = c§2>q<2>ﬂ_c§2> ¢? — D@

dir. (2.27) sisteminin denge noktalar1
F(X)=0

denklemi ¢oziilerek elde edilir. f{ = 0 ve f, = 0 denklemlerinden

W KDpm
Peq = Z(l)N(l)y (2.28)
K2 m
2 _
Py = OND (2.29)

elde edilir. f4 = 0 ile (2.29) denklemi birlikte goziiliirse {{%) = 0 oldugu goriliir.
Son olarak, f3 = 0 denklemi coziiliirse
(1) _ p(1)
PV _p
) _ mfa’ = Feq

a
elde edilir. Sonug olarak (2.27) sisteminin denge noktalari
e 1 2 1 2
qu = <P€(‘])7Pe(q)’ CZ(,e)cp Cl(,e)q)
(1) _ p(1)
P, —P
1) 52 (1)'a eq
= Pe(q)vpe(q)7QE) (1)
P,

a

0 2.31)
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formundadur. (2.27) sisteminin Ey,’ denge noktasinda hesaplanan Jakobiyen matrisi

-1 0 a b
0 -1 c d

J(E‘e/q) = £ —cél) 0 (2.32)
0 e —ec —ed— cgz)

olup, burada

a_i( 5(1)_ M acz(l)“ _aCQ(I) |
acz(l) N (k(1))2
L
34:1(2) 14 k(l)N(l)aCl(z)
Of2 | M Ok
c= 8C2(1)( 1% ) = %(Z)N(_z)fz(l)’
ak@)Z - a%@)L o
_ P peay_ M OG04
9@ " N@ (k@))2 ’
Of  eq_ €01
€= W(Ev )= _T§V
3fs 3q)"

— eqy __
= 5pm ) ="

dir. J(E}) Jakobiyen matrisinin karakteristik denklemi
OvA) =AY+ a3 +aA? +a3A +a4 =0 (2.33)
ile verilir ve katsayilar ise

a, = 2—|—de+c§2) —i—cgl),

a = 26‘52) + 26&1) +c§2)cgl) +ed — af+edcgl) +1,

ay; = ng) + cgl) +26‘(12)6g]) — af—l—edcg]) — afcgz)
—ead f +ebcf,

ay = cgz)cgl)—afcgz)

dir. (2.26) sisteminin denge noktalarinin kararli olmasi i¢in parametreler iizerine
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konmas1 gereken sartlar asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 2.3. Eger

ok y ok . ok .
K1: E;) >0, —(E)) <0, ——(E;1) <0,
(1 (2 1
g0 g 9g,"
k@ . k@ . k@ .
—mB) <0, —5(E) >0, —(E1) <0,
05" a5 ag”
2) 7@
ok ;<2>_ak_(2) )
K2: 1— May g _ 9 >0
NP (k(2))2 ’
K3: i +1-2:% >0,
1
1 ) ak((l))z(l) A (D
Ka: 11292 95" 05" >0
NP (k1)) ’
<8k(1)) (8k(2)>
1 1 2
s Mzcg )qg )qg ) 9C1(2) aCz(l)
: 11— /4 >0
NON@PM P2 k(D)

sartlart saglanirsa (2.26) sisteminin denge noktasi yerel asimptotik kararlidur.

Ispat. (2.26) sisteminin denge noktasinn yerel asimptotik kararl olmasi icin (2.33)
karakteristik denkleminin koklerinin ya reel ve negatif ya da kompleks ve negatif reel
kisma sahip olmast gerekmektedir. Buna gore, Routh-Hurwitz Teoremi geregince

Qv (L) denkleminin kiklerinin negatif reel kisma sahip olmast icin gerek ve yeter sart

(1) a; >0,a3>0,a4 >0

(2) ajaraz > a% +a%a4

sartlarinin saglanmasudur.

U= c(lz) + de olmak iizere, Qy(A) karakteristik denkleminin katsayilari asagidaki
sekilde yeniden yazilabilir:

aj = Cgl)+U+2,
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a = c§2)+26é1)+cé])U+U—af—|—1,
a = cgz)-l—cgl)—l—c(lz)cél)—l—cgl)U—af—an—I—ebcf,

as = cgz)cgl)—afc(lz).

Eger (K1) sarti saglanirsa

(1) k(D)
ok o ok i
Mo g

afi
= ——(E)1) = — 0
a acz(l)( v) N (kD)2 =Y
dfi M ok
b= EN=— — <0
84’1(2)( v) k‘”N‘”acfz)< )
0 M k@
e Mg M D
a¢y" KON@ 9"
(2) 7(2)
akmz(z - ak<2>k(2)
d iEeq = M 96 - % >0

T 9@V T Ne @)2

olur. Dikkat edilirse; qgl), qu)’ cél) , ng) parametreleri pozitif ve chl) > 0, Pe(qz) >0

oldugundan e < 0 ve f <0 dir. O halde, eger K2 sarti da saglamirsa a; > 0, az >

0, asa > 0 olur yani Routh-Hurwitz Teoreminin ilk sarti gerceklenir.

Simdi de Routh-Hurwitz Teoreminin ikinci sartint inceleyelim. Oncelikle,
V = cgl) —af, Y =ebcf, Z = cgl) + 1 seklinde tamimlayalim. Eger KI sarti
saglanmirsa a > 0, b < 0, ¢ < 0 oldugundan V > 0, Y > 0 olur ve Z tanimu geregi
pozitifti. 'V, Y, Z kullamilarak Qy(A) karakteristik denkleminin katsayilar
ay, az, az, a4 ve Routh-Hurwitz Teoriminin ikinci sarti ayaraz > a% + a%a4 asagidaki

sekilde yeniden yazilabilir:

ag=U+7Z+1,
a=c+z+v+uz
ay=cPZ+V UV 4y,
a4:c§2)V,
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ajapaz —a3 —atay = USVZ+U?VZ?+3UVZ+UYZ

+U222 P +UViZ—UVY + 20V Z?
—2uvzeP +3UVZ+UYZ2 +2UYZ
+uyel? vuzde? ouzP vz
HV2ZAVYZ-VY +VZ2—2vZeP)
+VZ—Y24YZ2—vZcY
+YZ+YcP + e+ 22 + 2(cP)?

—  UYZ-UVY+YZ-VY
+ouvz? —20vze® +vz2 —avzel?)
4yl —y2 4z —yzel?
+|[pozitif terimler]

= vz(z-cD)+vZ(zZ-2)

-~ -~

(1) (T2)

+UY(2Z-V)+Y(Z-V)
—_——— N——
(T3) (Ty)

+Y (e} —¥)+ 2D (el - ¥)
(T5) (Ts)

+[pozitif terimler].
o Eger Z — 2c(12) = Cél) +1-— 2c§2) > 0 ise, (T1) > O (Ciinkii, eger Z — 2C§2) >0
ise, Z—cgz) >0.)ve (T») >0 dir.

o EgerZ—V:c§1)+l—c§1)+af: L+af > 0ise, (T3) > 0 (Ciinkii, eer Z—V >
0ise, 2Z—V >0.) ve (Tx) > 0 dir:

o Eger
(1) (1) (2) () (1) (1) 2)
C C
e -y = —beef = P —pe AL _ 2 _pe 2B Ty g
pD P PV p?

ise, (Ts) > 0 ve (Tg) > 0 dir.

Sonu¢ olarak K1, K2, K3, K4, K5 sartlart saglamirsa, ay > 0 a3 > 0, ag4 > 0 ve
ajaraz — a% — a%a4 > 0 olup Routh-Hurwitz Teoremi geregince Qv (A) karakteristik
denkleminin tiim kokleri negatif reel kisma sahiptir. Yani, (2.26) sisteminin denge

noktasi yerel asimptotik kararlidir.

Teorem 2.3’iin finansal piyasalar acisindan yorumu. K1 sartina gore birinci hisse
senedini satin alma olasiligi bu hisse senedinin degerlenmesine bagli duyarlilik
fonksiyonu arttikca artar fakat ikinci hisse senedinin fiyatinin yoniine bagl duyarhlik

fonksiyonu arttik¢a azalir ve birinci hisse senedini satma olasilig1 bu hisse senedinin
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degerlenmesine baglh duyarlilik fonksiyonu arttik¢a azalir; ikinci hisse senedini satin
alma olasili81 ise birinci hisse senedinin degerlenmesine baglh duyarlilik fonksiyonu
arttikca azalirken bu hisse senedinin fiyatinin yoniine baglh duyarlilik fonksiyonu
arttik¢a artar ve ikinci hisse senedini satma olasiliZ1 bu hisse senedi fiyatinin yoniine
baglh duyarlilik fonksiyonu arttik¢ca azalir. K2 sarti, ikinci hisse senedini satin alma
olasilifinin bu hisse senedini satma olasiligina oraminindaki degisim ikinci hisse
senedi fiyatimin yoniine bagli duyarlilik fonksiyonuna fazla baglh olamayacagini
sOyler. K3 sart1 geregince yatirnmcilar ikinci hisse senedi fiyatinindaki de8isimlere
daha yavag tepki vermelidir. K4 sartina gore birinci hisse senedini satin alma
olasiliginin bu hisse senedini satma olasiligina oraninindaki degisim birinci hisse
senedinin degerlenmesine bagli duyarlilik fonksiyonuna fazla bagli olamayacaktir.
Son olarak, KS$S sarti birinci hisse senedinin degerlenmesine bagh duyarlilik
fonksiyonun ikinci hisse senedini satin alma olasili§1 {izerindeki etkisi ile ikinci hisse
senedinin fiyatinin yoniine bagl duyarlilik fonksiyonun birinci hisse senedini satin

alma olasilig1 tizerindeki etkisinin ¢arpiminin kii¢iik olmasi gerektigini vurgular.
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3. IKI HISSE SENEDI VE BIR YATIRIMCI GRUP ICEREN FINANSAL
PIYASA MODELI ICIN BIR ORNEK

Boliim 2°de (2.1) ile verilen denklemler yatirimci grubun "hisse senedi satin alirken
hem satin alacagi hisse senedinin hem de diger hisse senedinin fiyatina gore karar
verdigi; fakat hisse senedi satarken sadece satacagi hisse senedinin fiyatina gore
karar verdigi" varsayimi altinda tanimlanan gecis orani fonkisyonlarinin en genel
halini temsil etmektedir. Bu boliimde ise gecis orani fonksiyonlar1 6zel olarak
tamimlanarak elde edilecek deterministik modelin kararlilik yapisi incelenecektir.
Buna gore gecis orani fonksiyonlart (2.1) denklemleri i¢in bir 6rnek olusturacak
sekilde asagidaki formda secilmistir:

KD (1) = L anh(EV () + GV (1)) 3+ tanh (=P (1) - 47 (1))

K2 (1) = (1 tanh(E7 (0 + 57 (0)) (3 + (=4 (1) = 57 (1)) a1
K@) = 1 —wanh(" @)+ 6V 0)) '
() = L1 —anh(c® @) +P0).

Burada, gecis oran1 fonksiyonlar: hisse senedini satin alma veya satma olasiliklarini

ifade ettiginden k1), k@ k(1 k@ ¢ [0,1] dir®. (3.1)de verilen fonksiyonlar baska
sekilde tanimlamak da miimkiindiir (Bakinmiz EK 2).

(3.1) denklemleri (2.11) sisteminde yerine yazilarak

L AP (MO ann(E )3+ an (¢ —cé”»)
P di ANOPO(1 tanh(g1<1>+§2 )
TZLdL@: y M(1+tanh(¢? + &) (3 +tanh(— ¢V — ¢! )))
PR) - dr AN@P@)(1 —tanh(? + ¢?))

(1) 1
agi’ gy g L aPl 1))

dfl)icl 9 PEH dr 101 1 (3.2)
g’ gy bk 0 —-PO@)
dr =G4y 7})‘51)(1‘) —C
di? ) ) 1 dP?
=N e g e
acy? 2) (2);;52)(;)_19(2)(;) 2

=c,'q
dt 2 12 Péz)(t)

sistemi elde edilir.

9Gegis orani fonksiyonlari tanh fonksiyonu kullanilarak tanimlanmustir. Bu nedenle, goriintii kiimesi
[0, 1] araliginda bulunur. Gegis orani fonksiyonlar1 bagka fonksiyonlar (6rnegin Sigmoid fonksiyonu
gibi) kullanilarak da tanimlanabilir.
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(3.2) sisteminin kararhilik analizi asagidaki varsayimlar altinda yapilmigtir:

i. Fi(x)=FK(x)=x—1.

ii. |C1(1)(t) + Cz(l)(t)| < €1 ve \C](z) (1) + Cz(z) (1)| < € dir, burada €; ve €, yeterince
kiictik pozitif sayilardir.

iii. Hesaplamalar1 kolaylastirmak i¢in tanh fonksiyonunun Taylor seri acilimi

kullanilmustir, yani tanh(x) ~ x yaklagimi kullamlmigtir.

Boylece, ii. ve iii. varsayimlar1 geregince gecis oran1 fonksiyonlari

K@)~ 0+5"0+8"0)6-470) -5 0)
2 2 1 1
€0 ~ 304670 +670)6-¢"0-6"0) 4y
~ ' | .
K@) ~ 30-4"0-4"0)
= 2 2
K0 ~ 30-570-570)
seklinde yeniden yazilabilir.
iv. Pél)(t) = ngl) >0 ve ngz) (1) = chz) > 0, burada PCEI) ve ngz) sabittir.
v. i=1, 2i¢in c(li) , cgi), qgi) ve qgi) parametreleri pozitiftir.
Vi. T =T = 1.
Yukarida verilen varsayimlar altinda, (3.2) sistemi asagidaki sisteme doniisiir:
((aPV m+¢ 4+ ><3 <:1 -
di 4N( )( C -4
ar® Mg+ 6-6"-6"
dt AN@)(1 — C() C(z))
1 2 2
ag’ o aM0+g g ha- g - o) (1), (1) _ (1))
a AN((1 0) (D p(1) —cip'qp —c¢ g
(1 o) (34)
45 w o P\ w0
= ¢ ——|-¢'¢
di 2 % ph) 2%
ag? 6(2)q(2)M(1+C1(2)+CZ(2))(3_CI(])_§2(1))_C(2) ) _ )0
= a4q 1 41 1 51
‘“ v - 2 - ¢)pe
2
1" _ oo P _ o0
dt 2 D P(2) 2 =2

Dikkat edilirse, (3.4) sistemi (2.12) sistemi i¢in bir ornek tegkil eder. Bir kez daha,

yatirimci grubun hisse senedi alim satimi icin sadece bir duyarlilik fonksiyonundan
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etkilendigi varsayilmigtir ve (3.4) sisteminin kararlilik analizi asagidaki iki durum

icin calisilmasgtir:

Durum 1: Tiim yatinmcilarin sadece hisse senetlerinin degerlenmesine bagli bir

yatirim stratejisi izledigi varsayilmigtir.

Durum 2: Piyasadaki tiim yatirimcilarin birinci hisse senedi alim satimi i¢in bu hisse
senedinin degerlenmesine bagli bir yatirim stratejisi, ikinci hisse senedi alim satimi

icin bu hisse senedi fiyatinin yoniine bagli bir yatirim stratejisi izledigi varsayilmigtir.

3.1 Hisse Senedinin Degerlenmesine Dayal Yatirim Stratejileri

Bu boliimde, tiim yatirimcilarin her iki hisse senedi i¢in de sadece hisse senedinin
degerlenmesine bagli bir yatirim stratejisi izledigi, yani yatirrmci grubun hisse
senedinin piyasa fiyati ile hisse senedi fiyat1 i¢in belirlenen deger arasindaki sapmaya
odaklandig1 ve hisse senedi fiyatinin yoniinii ihmal ettigi varayilmistir. Bu varsayim

altinda (3.3) denklemi ile verilen gegis orani fonksiyonlari

K =éu+%p@—g%
K= Ja-g)
(3.5)
K2 = a+¢)E-¢")
= -7

seklinde yeniden yazilabilir. O halde, (3.4) sistemi asagida verilen sisteme doniisiir:

arl) MO+ EN6-6)

di aN (1 - V)

aP® M+ 5N6-5")

di aN@(1-¢?) (3.6)

M D _ p(1) '
> _ 't EOMG

o
2 2 2

e~ _ Aa%ﬁﬂl‘Jﬂ)_gadﬁ

dr 2B L0 2 %2 -

(3.6) sistemi vektor degerli diferensiyel denklem formunda agagidaki sekilde yeniden

yazilabilir:
X' =F(X) (3.7)

dyle ki X = (P, PO ¢!V ¢NT B = (1, f3, f3, /)T ve
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O
f] — (1 + Cz )(3 ‘:2 )M—P(l), (3.8)
41— )N

2)y (2 _ (D)
o GG, 59
4(1- 5" ING)

(1) 1
m b =PY

frimelg) e e, (3.10)
(2) _ p(2)
PP —p

fri=gP = =P 3.11)

dir. (3.7) sisteminin denge noktalar1
1 2 1 2
Eliq - (Pégq)’Pe(q)7 CZ(,e)q’ CZ(,e)q)

(UGB GaM (+65)6 -G
H=GoND T 40— g NG

gs Céi{,) (3.12)

formundadir. (3.6) sistemi (2.20) sistemi i¢in bir Ornek olusturdugundan, (2.23)

denklemi kullanilarak (3.7) sisteminin E! denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

-1 0 a b

0o -1 c d

J(ES) = (3.13)

o f 0 =

o MB-GL)
N (1 — cz(fe)q)f
o MO4G)
aN (1 -y
L MO+
aN@(1- )Y
L MG-GL)
AIND(1— gfe)q)z
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o _Cél)qgl)
P
;o _CEZ)qg)
PP

J(ER") Jakobiyen matrisinin karakteristik denklemi
A4 —|—a17ta —}-az)tz +azd +as =0

formundadir ve denklemin katsayilar1 ise

a = cgl)—kcgz)

+2,
a = 26&1)—#20&2)—|—cgl)c§2)—ea—df+l,
az = cgl) + ng) - 2c§1)c§2) —ea—df — eacgz) — dfcgl),

ay, = cél)cgz) - eacgz) — dfcgl) +ef(ad — bc)

dir. (3.6) sistemi (2.20) sisteminin bir 6rnegi oldugundan (3.6) sisteminin denge noktasi
2.2 Teoremi ile verilen C1, C2, C3 ve C4 sartlar1 saglanirsa lokal asimptotik kararlidir.
O halde, C1, C2, C3 ve C4 sartlarin1 detaylica analiz edelim. Oncelikle, ranh(x) ~ x
varsayimi altinda —1 < Cz(l) <lve-1< Cz(z) < 1 dir. Boylece

0 < 1-¢Y <2 (3.14)
0 < 1+¢Y <2, (3.15)
2 < 3-¢V <4 (3.16)
0 < 1-8% <2, (3.17)
0 < 1+¢% <2, (3.18)
2 < 3-8 <4 (3.19)

esitsizlikleri saglanir. Simdi de sirayla C1-C2 sartlarinin saglandigini gosterelim:

ok k™) w0

(3.19) esitsizliginden

okt 1 5
W(qu) = §(3 - CZ(,e)q) >0
2



veE

k() e L,
?2(1)( F)= 5 <
olur. O halde, C1 sart1 saglanir.
L o
o C2: 8C2(2)(EF ) > 0, @(EF ) <0
(3.16) esitsizligi kullanilarak,
k) 1
eqy _ _(q_ #(1)
acz(z) (EF ) - 8(3 2,eq) >0
ve N
ok 1
acz(z)(EF ) - _E <0

sonu¢larina ulagilir, yani C2 sartinin saglandig1 goriiliir.

ok ok
—(E <0, T
24, 24,

(3.15) ve (3.18) esitsizliklerine gore,

ok Lo
k? 1
eqy _ _ _ (2)
9C2(1)(EF )= 8(1 +eg) <O
olup, C3 sart1 da saglanir.
ca ok o 8k(2)( o0 8k(1)/ e ak@)( et
° : >
84:2(1)\ F acz(z) F 8@2(2)\ F acz(l) F



Oncelikle

8k(1)(Eeq) A (£ kM) £ 0k (59)
acz(l) F 862(2)\ F 8C2(2)\ F acz(l) F
1

1
1 2
- U Ga)g )

1
_ (1) (2)
— 1 )

oldugu kolaylikla goriiliir. —1 < Cz(l) <lve-1< Cz(z) < 1 oldugundan —2 < Cz(l) +
C2(2) < 2 dir; boylece

kW) ok k) ok

(E¢4 (E¢9) — (¢4

E E (E;)) >0
aCz(])\ F agz(z)\ F F

elde edilir, yani, C4 sart1 saglanir.

Sonug olarak, (3.6) sistemi icin asagidaki sonug elde edilmistir.

Sonuc 3.1. (3.6) sisteminin (3.12) denklemi ile verilen denge noktasi lokal asimptotik

kararlidir.

3.2 Farkh Etkilere Dayal Yatirim Stratejileri

Yatirimcer grubun her bir hisse senedi i¢in farkli yonde bir yatirim stratejisi izledigi,
yani 0zel olarak, birinci hisse senedi i¢in bu hisse senedinin degerlenmesine bagli bir
yatirim stratejisi izledigi ve ikinci hisse senedi icin sadece hisse senedi fiyatinin yoniine
bagl bir yatirim stratejisi izledigi varsayilmistir. Bu varsayim altinda (3.3) denklemleri

ile verilen gecis oranmi fonksiyonlar: agagidaki formda yeniden yazilabilir:

K= 304600647

KU = 30-4")

k2 L1 ey @ (3.20)
8( +C2 )( 1 )

I 2

2= -7,



Boylece, (3.20) denklemleri kullanilarak, (3.4) sistemi

(

ar) MO+g")6-¢)

= —p)
d (1 - ")
aP® M+ ghe-gY)
di aN@(1- ¢y 321)
dC(l) P(l)_P(l)
2 (1) (1nfa (1) (1)
= ¢ gy ——————0¢ '8
dr 2 BT 2 %2
2 2 1
aa? o M 0+676-8Y) 4 @) _ @
A q AN p2) (l—Cl(Z)) 1 49 1 51

\

sistemine indirgenir. Bu boliimde, (3.21) sisteminin denge noktalarin kararli olmasi
icin parametreler lizerine konmasi gereken sartlar ve sistemin periyodik ¢oziimlere
sahip olmas1 (yani Hopf catallanmanin ortaya ¢ikmasi) icin parametrelere bagh sartlar
belirlenecektir.

(3.21) sistemi vektor degerli diferensiyel denklem formunda yazilirsa
X' =F(X) (3.22)
sistemi elde edilir. Burada, X = (P(D, P®) ¢V ¢NT ¥ = (£ . 5, )T ve

(1+8"E-¢m

= —P(l),
/i 4(1 =N
oo G-,
2 = - )
41— INC)
(1) _ p(1)
P, P
1 1)%a 1 1
fo= Cé)qg)_Pm a0,
() (1)
M 1+ 3—
PR (1+57)B-& )_C(lz)qu)_c(lz)gl(z)

4N(2)p(2) (1— Cl(Z))
dir. (3.22) sisteminin denge noktalari
F(X)=0

denkleminden P(!), P(2), Cz( 1), Cl(z) degiskenleri ortak c¢oziilerek elde edilir. f; =0 ve
f>» = 0 denklemlerinden
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o M A+GEG-42)

TN 1 Cz(le)q ) (3.23)
2 1
(2) — M (1 + Cl(ve)q) (3 B C2(~,€)q> (3 24)
‘4 AN® ¢ '

elde edilir. (3.24) denklemi kullamilarak f4 = 0 denklemi ¢oziiliirse, Cl(ze)q = 0 oldugu
goriiliir. Boylece

1
1 3M 1+ Cz(,e)q

= ——" 3.25)
¢4 1 1)’ (
W)
M
2 1
P = 4N(2)(3—C2(72q) (3.26)
bulunur. Son olarak, f3 = 0 denklemi kullanilarak
(1) _ p(1)
P, —P
(m _ (1)-a ¢4
Sreg =% 20 (3.27)
oldugu goriiliir. (3.25) ve (3.27) denklemleri birlikte kullanilarak
% L My M 308
pte )t P~ g a2 ) = (5.25)

denklemi elde edilir ve (3.28) denklemi Pe(c}) degiskeni icin ¢oziilerek

M M q, 3M
() (1 24 12 ( (1)
—(1—- + + 1— + + 1+
P(l) _ ( q, q; 4N(1)Pa(l)) J ( 9, q, 4N(])P,§1)) Pa(l)N(l)\ q, )
= 0
92
P

(3.29)
denge noktasi bulunur. Dikkat edilirse, (3.28) denkleminin biri pozitif biri negatif
olmak iizere iki kokii vardir, fakat P(!) birinci hisse senedinin fiyat1 olup negatif

olamayacagindan pozitif olan kok denge noktasi olarak alinmigtir. Sonug olarak,
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(3.22) sisteminin denge noktalari

E\e/q = (Pe(;)ape(qz)’cz(}e)q?C](’ze)q)
1 1 ! .
(1)ch )—Pe(q) (I)PCE )_Pe(q)

_ P(l) M (3_ )
= eq 74N(2) qz Pﬂgl) 7QZ Pél)

)

3M(1+80) MG-GL) )
- (1) y’ (2) ’CZ eq’o (3.30)
ANt (1 - C27eq) 4N '

formundadir ve bu ifadede Pe(; ) (3.29) denklemi ile verilen birinci hisse senedi i¢in

denge fiyatidir.

(3.21) sistemi (2.26) sisteminin bir 6rnegi oldugundan (2.32) denkleminden (3.22)

sisteminin E‘e,q denge noktasindaki Jakobiyen matrisi

-1 0 a b
0 -1 c d
J(ES) = 3.31
(Ey’) oo =) 0 (3.31)
0 e —ec —ed—cgz)
olup, burada
3M 1
a = , (3.32)
VU (1502
. MO+ Gy) .
WY (-0 |
-M
M
_ (D)
d = 256G (3.35)
) (2
C
e = —%, (3.36)
Py
(1) (1)
¢y, 'q
f = —% (3.37)
Py

dir. J(Ey) Jakobiyen matrisinin karakteristik denklemi

/14—1—611134-61212—1—(131 +as =0
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ile verilir ve katsayilar asagidaki sekilde tanimlanir:

a; = 2—|—de+c22) +cgl),

a = 2C§2)—|—2C

él) —|—Cg2)cgl)

+ed—af +edc

(1)
2

+17

ng) + cgl) +26(12)Cg]) — af—l—edcé]) — afcgz)

az
—ead f +ebcf,
as ng)cgl) — afcgz).

3.2.1 Lokal kararhlik analizi

Bu alt bolimde (3.21) sisteminin denge noktalarinin kararli olabilmesi igin

parametreler lizerine konmasi gereken sartlar belirlenecektir. Boliim 2.2.3’de, Teorem

2.3’de verilen K1-KS5 sartlar1 saglanirsa (2.26) sisteminin denge noktasinin lokal

asimptotik kararli oldugu ispatlanmisti. (3.21) sistemi (2.26) sisteminin bir ornegi

oldugundan (3.21) sisteminin denge noktasinin da yerel asimptotik kararli olmasi icin

ayn sartlarin saglanmasi gerekmektedir. Oncelikle, tanh(x) ~ x oldugu kabul
edildiginde —1 < &) < 1 dir. Bu nedenle,

0 < 1—@2(1) < 2,
0 < 1+¢V <2,
2 < 3—4’2(1) < 4

(3.38)
(3.39)
(3.40)

esitsizlikleri saglanir. Simdi yukarida verilen esitsizlikler kullanilarak, 2.2.3” de verilen

K1 sartinin saglandigini gosterelim:

e (3.39) esitsizliginden

k(M) . 1 W
S ) = g1 G <0
1
ve
ok 1
S = g0t =g>0
2
ok 1
acz(l)(EM) - _§< 0
elde edilir.
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e (3.40) esitsizligi kullanilarak

ok 1 W
Fl(z)(EM) =356~ $reg) >0
ve
k® 1 1
2T (pedy 2y___
o> 1
acl(z)(EM) - _§<O

oldugu goriiliir.

O halde, K1 sart1 saglanir, yani;

ok ok ok
agz(])(EV ) > 07 @(EV ) < 07 a—z(])(EV ) < 07
o> o> k@
ac(l)(EV)<0 (EV)>07

2

, —7 —
8(:1( ) 8?;1( )
dir. Boylece, Teorem 2.3 geregince eger

K1:

K2: 1-24% >0,
K3: oV +1-2:7 >0,

3M cgl ) qgl)

AN (1 — §2<}2q)2
(1) (2)

M1+ a5

aN (1 -3 - R

> 0, (3.41)

K4: 1-—

> 0.

KS: 1-—-

sartlar1 saglanirsa, (3.21) sisteminin denge noktasi lokal asimptotik kararlidir.

Sonug olarak; (3.21) sisteminin denge noktalarmin kararli olmasi i¢in parametreler

tizerine konmasi gereken sartlarin verildigi sonug asagida verilmistir.

Sonuc 3.2. (3.21) sisteminin denge noktasi, E;{, (3.41) denklemi ile verilen K2-K5

sartlart saglamirsa lokal asimptotik kararlidir.
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3.2.2 Hopf catallanma analizi

Bu boliimde, (3.21) sisteminde ikinci hisse senedi fiyatinin yoniine bagh biiytikliik

parametresi olan qu) parametresinin degisimine baglh olarak ortaya cokan periyodik

(2)

¢Ozlimlerin varhigi analiz edilecektir. Bunun igin ¢, parametresi (momentum
katsayis1) catallanma parametresi secilerek (3.21) sisteminde Hopf catallanmanin

ortaya ¢cikmasi icin parametrelere baglh sartlar belirlenecektir.

(3.21) sisteminin E‘e,q denge noktasindaki Jakobiyen matrisinin karakteristik denklemi
H(L) — MV + P+ aA’+azh+as=0 (3.42)
formundadir ve denklemin katsayilari ise

a = A¢Y) +B, (3.43)
o = Fq)+C, (3.44)
as = G¢¥+D, (3.45)
4 = E (3.46)

dir. Burada,

= —2cg2),

= 2—|—c(12)+cgl),

= 1+2c(12) -I-ZCgl) -I-cgz)cgl) -l-Kqél)cgl),
c(12) + Cgl) —1—20?)08) +qul)cgl)(l +c(12)),
= c(lz)cgl) + qul)cgl)cgz) ,

= 2 (1+),

— —ZCEZ) (cgl) + Kqél)cgl)) + cgz)cgl)qgl)L,

Q M 3T O w >
I

oyle ki
3M
O
M1+
OB 1)

dir. tanh(x) ~ x varsayimi altinda —1 < Cz(l) < 1 dir ve dikkat edilirse K ve L
denklemlerindeki parametreler pozitiftir. O halde, K > 0 ve L > 0 dir. Sonug olarak,
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A<0,B>0,C>0,D>0,E >0, F <0 ve G ise pozitif ya da negatif olabilir.

Asagida verilen lemma ile (3.21) sisteminin Hopf catallanmaya sahip olmas1 i¢in
parametreler iizerine konmasi gereken sartlar verilmistir. Bu teoremin ispati i¢in

Asada ve Yoshida tarafindan ispatlanan Teorem 1.5 kullanilmugtir.

Lemma 3.1. Eger

PI: G<Ove q(12) < min (—g,—%)
)

P2: G>0ve qu) < —(B/A

sartlarindan biri saglanirsa (3.42) de verilen H (A ) karakteristik denkleminin sirf sanal

eslenik (basit) iki kokii ve negatif reel kisma sahip iki kokii vardir.

Ispat. Teorem 1.5’ya gire H(A) karakteristik denkleminin surf sanal eslenik (basit) iki
kokii ve negatif reel kisma sahip iki kokii sahip olmast icin gerek ve yeter sart a; > 0,

a3z >0,a4 >0ve ¢ =ajaras — a%a4 — a% = 0 sartlarimin saglanmasidur.

Oncelikle, kabul edelim ki P1 sarti saglansin. O halde, G < 0 oldugundan

az = quz) + D, qu) degiskenine bagh lineer ve azalan bir fonksiyondur. Benzer

sekilde, A < 0 oldugundan a| = Aqu) + B lineer ve azalan bir fonksiyondur. Ayrica,

qu) = —% iken a; = 0, qu) = —% iken az = 0 ve qu) =0 iken ay =B > 0 ve
az = D > 0 dir. Burada —f—’; >0 ve —% > 0 dir. Boylece, qu) € [0, min (—E,—%))

iken a; > 0 ve az > 0 olur. a4 katsayisimin tanmimu geregi pozitif oldugunu biliyoruz
(Bakiniz (3.46)).

Diger taraftan; ¢

¢(Q§2)) = amaz—ajay —a;
— AFG(¢\Y)3 + (CAG — EA? + FDA— F2 + BCF)(¢\)? (3.47)

+ (ACD—2ABE —2GD +BFD+BCG)q\") + (CBD — EB? — D?)

(2)

seklinde tanimlanmistir ve q, degiskenine bagl siirekli bir fonksiyondur ve

Simdi de baz qu) > 0 icin ¢ fonksiyonun degerinin O oldugunu gosterelim. Dikkat
edilirse, qu) =0 iken

¢(0) = CBD—EB?>—D?
= K% (qy))? 2Ky g5+
+ pozitif terimler
= Cél)(qu) —1)2 + pozitif terimler

(3.48)

olur, yani ¢(0) > 0 dir.
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Ayrica, §(—8) = —(=S8 + D)? < 0 ve ¢(—§) = —(—‘%D + B)?E < 0, boylece
qu) = min (—g, —%) iken ¢(q§2)) < 0 dwr. O zaman, ¢, qu) degiskenine bagl siirekli
bir fonksiyon oldugundan Ara Deger Teoreminden 3 ‘15212 € (0,min (—g, —g)) oyle ki

(l)(q(lzlz) = 0 dir: Dahasu, al(qf,b > 0 ve as (quz) > 0 dir.

Simdi de P2 sartimin saglandigim kabul edelim. O halde, G = 0 iken a3 = D > 0, ve
G > 0 iken her qu) > 0 degeri icin a3 = qu2> + D > 0 olur. Diger taraftan, a) =
Aq&z) +B, qu) degiskenine bagl lineer ve azalan bir fonksiyon olup a;(—B/A) =0
ve a1(0) = B > 0 oldugundan q(lz) < —/l—i iken a; > 0 olur. Yine, ay > 0 oldugunu
tanumi geregi biliyoruz. Son olarak; @, qu)
(Bakiniz (3.47)), ¢(0) > 0 (Bakiniz (3.48)) ve ¢ (—5) = — (=SB +D)? < 0 dir: O halde,

Ara Deger Teoreminden 3 q(lzlz € (0, —f—i) dyle ki ‘P(q(fk) =0.

degiskenine bagl siirekli bir fonksiyondur

Sonug olarak, Teorem 1.5 kullanilarak P1 ya da P2 sarti saglanirsa H(A) karakteristik
denkleminin sirf sanal eglenik iki koke sahip oldugu gosterilmistir. Dahasi, Teorem
1.5 surf sanal eslenik iki kokiin basit oldugunu da vurgular, ¢iinkii H(A) karakteristik

denklemi dordiincii derece bir polinomdur ve diger iki kok negatif reel kisima sahiptir.

Aciklama 3.1. qu) = qulz iken ortaya ¢ikan sirf sanal eslenik kokler basit oldugundan,

transversalite sarti saglanir, yani

dA(q?) '
Re | 22 vor 0
e( dq? {qi?,l;EA;f}%

dir.

Teorem 3.1. Eger P1 ya da P2 sarti saglanirsa (3.21) sisteminde E;;I denge noktasinda
Hopf catallanma ortaya ¢ikar.

Ispat. Ispat Lemma 3.1 geregince agsikardur.
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4. NUMERIK SONUCLAR

Bu boliimiin amact 6nceki boliimlerde elde edilen analitik sonuglart niimerik
simiilasyonlar kullanarak desteklemektir. Niimerik simiilasyonlar agagida verilen iki

durum goz Oniine alinarak elde edilmistir:

Durum 1: Tiim yatinmcilarin sadece hisse senedinin degerlenmesine bagli bir

yatirim stratejisi izledigi varsayilmigtir.

Durum 2: Piyasadaki tiim yatirimcilarin birinci hisse senedi alim satimi i¢in bu hisse
senedinin degerlenmesine bagli bir yatirim stratejisi, ikinci hisse senedi alim satimi

icin bu hisse senedi fiyatinin yoniine bagli bir yatirim stratejisi izledigi varsayilmigtir.

Niimerik ¢caligmalar i¢in 2400 birim nakit, 600 birim birinci hisse senedi ve 400 birim
ikinci hisse senedi iceren kapali bir finansal piyasa ele alinmistir. Birinci hisse senedi
fiyat1 i¢in belirlenen degerin ngl) = 4 ve ikinci hisse senedi fiyat1 icin belirlenen
degerin ise Pa(z) = 6 oldugu varsayilmistir. Niimerik simiilasyonlar MATLAB
(R2016a) programinin ODE paketi (ode23s) kullanilarak elde edilmistir.

Durum 1: Bu durum ig¢in, hisse senedinin degerlenmesine bagli zaman parametreleri

cgl) =1ve ng) = 1 olarak alinmistir. Sekil 4.1 ve Sekil 4.2°de ikinci hisse senedinin

degerlenmesine bagli biiyiikliik parametresi qu) = 1 olarak sabitlenmis ve baglangi¢

degeri P((0) =4, PA(0) =6, £V(0) = 0.01 ve ¢”(0) = 0.01 olarak alnarak
birinci hisse senedine bagh biiyiikliik parametresi qgl)’in farkli degerleri i¢in birinci

()

hisse senedi ve ikinci hisse senedi fiyatinin ¢oziim grafikleri ¢izdirilmigtir. g,
parametresinin farkli degerleri icin hesaplanan (3.6) sisteminin denge noktalari
Cizelge 4.1°de verilmistir (Denge noktalarinin niimerik olarak hesaplanmasi ile ilgili

detayl bilgi EK 1°de verilmistir).

Cizelge 4.1: qgl) parametresinin farkli degerleri icin (3.6) sisteminin hisse senedi denge

fiyatlar

A A |

0.01 | 2.9213 | 5.4335
1 | 3.5777 | 5.3666
10 | 3.9385 | 5.3346

Q/‘\
o B Bl S
=
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Sekil 4.1°e ve Sekil 4.2 ’e gore denge noktalar1 Sonug 3.1°de ifade edildigi gibi her
qgl) degeri icin kararhdir. Ayrica, Sekil 4.1°de qél) parametresinin degeri artarken Pe((;)
denge fiyatinin PCEI) degerine yaklastigi, yani, yatirrmci grubun birinci hisse senedinin
degerlenmesine verdigi onem arttikca, birinci hisse senedinin denge fiyatinin hisse

senedi fiyat1 i¢in belirlenen degere yaklastig1 gézlemlenmistir.

4.2 T
4q{P=0.01
-@- W_q =
| a; =1
® =10
= — :
a ]
——
28 \ \ \ \ \ \ \
0 1 2 3 4 5 6 7 8

t (Time)

Sekil 4.1: ¢ = 1 iken (P1(0), P?(0), £V (0), &% (0)) = (4,6,0.01,0.01) baslangig
degerine sahip birinci hisse senedi fiyatimn ¢oziim grafigi PU)(r) qél) =0.01 (karo), 1
(kare), 10 (daire) degerleri i¢in verilmistir.

1)_
5ol ¢q{P-001
| q(21)=1

@ P=10

5.7~ -
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T
|

55 =

54 =

53 =

5.2 | | | | | | I

Sekil 4.2: ¢{” = 1 iken (P(1)(0), P®)(0), &7 (0), % (0)) = (4,6,0.01,0.01) baslangig

degerine sahip ikinci hisse senedi fiyatinin ¢oziim grafigi P2 (1) qgl) = 0.01 (karo), 1
(kare), 10 (daire) degerleri i¢in verilmistir.

Sekil 4.3’te ve Sekil 4.4’te ise birinci hisse senedinin degerlenmesine bagh biiyiikliik
parametresi qgl) = 1 almarak (P(1)(0),P?)(0), Cz(l)(O), Cz(z) (0)) = (4,6,0.01,0.01)
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baglangic degerine sahip hisse senedi fiyatlarinin ¢oziim grafigi ikinci hisse senedinin
degerlenmesine bagh biiyiikliik parametresinin farkli degerleri (qéz) =0.01, 1, 10)
(2)

i¢in ¢izdirilmistir. g, parametresine bagh olarak degisen denge fiyatlann Cizelge
4.2°de verilmistir (Bakiniz EK 1).

Cizelge 4.2: qu) parametresinin farkli degerleri i¢in (3.6) sisteminin hisse senedi denge
fiyatlari.

—
—_—
~—

@ py | p@

9 | 9 eq

1 [0.01 | 3.6223 | 4.3819

1 1 3.5777 | 5.3666

1 10 | 3.5564 | 5.9078
B ®qP=001

u q(22)21

' ®q7=10
' —a B

Sekil 4.3: ¢{") = 1 iken (P(1)(0), P®)(0), &7 (0), &% (0)) = (4,6,0.01,0.01) baslangig
degerine sahip birinci hisse senedi fiyatinin ¢6ziim grafigi P (1) qu) = 0.01 (karo), 1
(kare), 10 (daire) degerleri i¢in verilmistir.

(2)

Bu grafikler g, parametresinin her bir degeri i¢in denge noktasinin kararl oldugunu
gostermektedir. Sekil 4.4’e gore, qu) parametresinin degeri artarken, ikinci hisse
senedinin denge fiyati PCEZ) degerine yani, ikinci hisse senedi fiyati icin belirlenen

degere yaklasir.

Durum 2. Her bir hisse senedi alim satimi i¢in farkli yonde yatirim stratejilerinin
izlendigi bu durum igin birinci hisse senedinin degerlenmesine bagli zaman

(1)

parametresi ¢, * = 2 ve ikinci hisse senedi fiyatinin yoniine bagl zaman parametresi
ng) = 1 olarak almmustir. Sonu¢ 3.2’de verilen sartlar kullanilarak, qél) ve qu)
parametrelerine bagh kararlilik bolgesi olusturulmustur. Kararlilik bolgesi i¢inde yer

alan parametre degerleri icin (3.21) sisteminin denge noktast kararli olmak
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6 T T

e -
sal ¢qP=001]

2
5.6 | q(2 )=1 i

2
54 - ® q(2 )=1O L]
=52 B

)

o s- N
48 |
46 -
44 7
4.2 | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 4.4: ¢i") = 1 iken (P(1)(0), P®)(0), &V (0), % (0)) = (4,6,0.01,0.01) baslangig
degerine sahip ikinci hisse senedi fiyatinin ¢oziim grafigi 28 (1) qu) =0.01 (karo), 1
(kare), 10 (daire) degerleri i¢in verilmistir.

zorundadir. Fakat, kararlilik bolgesi disinda ya da bdélgenin sinirinda yer alan

parametre degerleri icin elde edilen denge noktalar1 kararli ya da kararsiz olabilir.

05

0.4

T ’
H !

qzh)

i
02} i
i

04} :

H '
00} e s s i i S S S S S A B i .
0.0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 06

Sekil 4.5: qgl) ve qu) parametrelerine bagh kararlilik bolgesi.
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Cizelge 4.3: qél) parametresinin farkli degerleri i¢in (3.21) sisteminin hisse senedi
denge fiyatlari.
0 | o | Py | RJ
0.01 | 0.35 | 3.0148 | 4.4963
0.2 | 0.35 | 3.2377 | 4.4428
1 ]0.35]3.6235 | 4.3588
10 | 0.35 | 3.9455 | 4.2958

Sekil 4.6’da ve Sekil 4.7°de, birinci hisse senedinin degerlenmesine bagl biiyiikliik
parametresi qu) = 0.35 olarak alinmistir ve ikinci hisse senedi fiyatinin yoniine bagh
biiytikliik parametresi ise qgl) = 0.01,0.2,1 ve 10 seklinde degistirilmistir Dikkat
edilirse (¢\%,q\") = (0.35,0.01) ve (¢\”,4}") = (0.35,0.2) Sekil 4.5'te verilen
kararlilik bolgesinin igindedir, fakat (qu),qgl)) =(0.35,1) ve (qu),qgl)) = (0.35,10)
kararlilik bolgesi disgindadir. Bu parametre degerleri kullanilarak, (3.21) sisteminin
(PM(0),P? (O),Cz(l)(O),Cz(z) (0)) = (4,6,0.01,0.01) baglangi¢ degerine sahip olan
cozimlerinin ilk iki bileseninin grafigi c¢izdirilmistir. Yukarida verilen parametre
degerleri icin, qél) parametresinin her bir degeri icin (3.21) sisteminin (3.29)-(3.30)
denklemleri ile verilen tek bir denge noktas: vardir. Denge fiyatlar1 Cizelge 4.3’te
verilmigtir. Sekil 4.6’daki ve Sekil 4.7°deki grafikler qgl) parametresine bagli olarak

degisen denge fiyatlarinin kararli oldugunu gostermektedir.

T T
e a
29 T ®a{P=0.01]
38 = q(21)=0.2 |
37k o q(zl):]_ .
| P i
8 36 * q(21)=10
a 35 =
o
34 .
33 .
L
32 f
31k .
3 | | | | L ‘r—‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.6: ¢\ = 035 iken (P(D(0),P?(0),¢"(0),%(0)) = (4,6,0.01,0.01)
baglangi¢ degerine sahip birinci hisse senedi fiyatimn ¢oziim grafigi P() (r) qgl) =0.01
(karo), 0.2 (kare), 1 (daire), 10 (y1ldiz) i¢in verilmistir.
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6 T
s8] ¢ q{P=0.01] -
5.6~ n q(21)=0.2 i
54— . q(21)=1 _
= *xqP=10 | |

o

4.8 — —
4.6 — -
4.4 — —
42— . —

4 | | | | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.7: ¢\¥ = 035 iken (P(D(0),P?(0),"(0),8%(0)) = (4,6,0.01,0.01)
baslangi¢ degerine sahip ikinci hisse senedi fiyatinin ¢oziim grafigi 28 (1) qgl) =0.01
(karo), 0.2 (kare), 1 (daire), 10 (y1ldiz) icin verilmistir.

Sekil 4.8’de birinci hisse senedinin degerlenmesine bagli biiyiiklikk parametresi

qgl) = 0.02 olarak alinmis ve yukarida verilen zaman parametreleri kullanilarak

(3.21) sisteminin Jakobiyen matrisinin Ozdegerlerinin reel kisminin ikinci hisse

senedi fiyatinin yOniine bagl biiyiikliikk parametresi qu) "ye bagh grafigi cizdirilmisgtir.

Bu grafige gore, ¢\) € (0.9999,1.001) kritik degerinden daha biiyiik ¢\* degerleri
(2) (2)

i¢in sistemin denge noktasi kararsizdir, ¢linkii ¢, > ¢, iken 6zdegerlerden birinin

reel kismu pozitiftir.

0.5 — -

X: 0.9999 X: 1.001
Y: -0.0002764| |y: 0.0004237
e ,

Ozdegerlerin reel kismi

T T T T T
0 02 04 06 08 1 12

q?

Sekil 4.8: (3.21) sisteminin Jakobiyen matrisinin 6zdegerlerinin reel kisminin ikinci
hisse senedi fiyatinin yoniine bagli biiyiikliik parametresi qu)’ye bagh grafigi. Bu

grafikte, X::qu) ve Y:=Ozdegerlerin reel kismi.
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Sekil 4.9’da ve 4.10’da birinci hisse senedinin degerlenmesine bagl biiyiikliik

(1)

parametresi g, * = 0.02 olarak sabitlenerek ikinci hisse senedi fiyatinin yoniine bagh

(2)

biiyiikliik parametresinin ¢, = 0.1,0.5,1 ve 1.005 degerleri i¢in hisse senedi
fiyatlarinin ¢oztim grafigi cizdirilmistir. Bu grafikler i¢in baglangic degerleri
P(0) =3.03, P?)(0) = 4.6, £{"(0) =0.0049, ¢”(0) = 0 olarak alinmustir. Dikkat
edilirse; (¢'%,4\") = (0.01,0.02) ve (¢\”,4}") = (0.5,0.02) noktalar: hari¢ diger
noktalar Sekil 4.5 ile verilen kararlilik bolgesinin disinda yer almaktadir. (3.29)
denklemine gore Pe(;) ve Pe((?) denge noktalari qu) parametresinden bagimsizdir, o
halde denge noktasinin bagli oldugu diger parametre degerleri de sabitlendiginden
(Pe(ql),Pe(qz),Cz(}e)q,Cl(i)q) = (3.0293,4.4927,0.0049,0) sistemin tek denge noktasidir.
Sekil 4.9’a ve Sekil 4.10’a gore, qu) =0.1 ve qu) = 0.5 icin denge noktasi kararli

iken (2) kritik degerinden biiyiikk olan (2) _ 1.005 degeri icin denge noktasi
qi k g y q; g ¢ g

kararsizdir. Ayrica, q(lz) =1 iken yani ‘15212 kritik degerine oldukca yakin iken,

sistemde periyodik coziimlerin ortaya c¢iktig1r goriilmektedir. Yani, qu) catallanma

parametresi secilerek, catallanma parametresinin kritik degeri qulz icin Hopf
catallanmanin ortaya ¢iktigi vurgulanmistir (Bakiniz Teorem 3.1). Bundan sonraki

birkac simiilasyon bu davranisi gostermektedir.

LA
JUVVY

¢qP=01 mqP=05 @ qP=1 % q?=1.005

3.05

3.045

3.04

3.035

3.03

PW(t)

3.025

3.02 -

3.015 —

3.01

3.005 !
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Sekil 4.9: g\ = 0.02 iken (P((0),P?(0),2"(0),¥(0)) = (4,6,0.01,0.01)

baslangic degerine sahip birinci hisse senedi fiyatinin ¢oziim grafigi P() (1) qgl) =0.11
(karo), 0.5 (kare), 1 (daire), 1.005 (yildiz) degerleri icin verilmistir.

Son olarak, (3.21) sisteminde Hopf catallanmanin ortaya c¢iktigini gosteren niimerik

simiilasyonlar elde edilmistir. Niimerik simiilasyonlar i¢in, birinci hisse senedinin

(1)

degerlenmesine bagh biiyiikliik parametresi g, © = 0.02 olarak sabitlenmigtir. Diger

parametre degerleri ise cgl) =2, cgz) =1, Ptgl) =4 ve Pf) = 6 seklinde alinarak G,
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4.7 T T T T
JQ q?=0.1 mq?=05 ® q?P=1 * q?=1.005

4.65

P@t)

|
40

Sekil 4.10: ¢\ = 0.02 iken (P()(0),P?(0),£"(0),£%(0)) = (4,6,0.01,0.01)
(1)

baslangi¢ degerine sahip ikinci hisse senedi fiyatinin ¢oziim grafigi P?)(r) c]21 =0.11
(karo), 0.5 (kare), 1 (daire), 1.005 (yildiz) degerleri icin verilmistir.

% asagidaki sekilde hesaplanmustir:

G =—4.1514, _Z = 2.5000 ve —g =1.7153.
1.998473892423508,

B

0(¢\”)) fonksiyonunun kokleri ise 0.998392869619098,
2.217164421950436 olarak bulunmustur (Bakiniz (3.47)). Boylece, Teorem 3.1’deki
5212 =1 < min (—%,—2) degerinde ortaya gikar.

P1 sartina gore, Hopf catallanma ¢

Pt

POy

sisteminin

(3.21)

@ — 098 < ‘1(1212 degeri  icin
(0)) = (3.03,4.6,0.0049,0) baslangic degerine sahip

Sekil  4.11: ¢,
(2)

(P1(0),P2(0),4,"(0).¢]
coziimlerinin grafikleri.

Sekil 4.11°de, Sekil 4.12°de ve Sekil 4.13’te baglangic deger P(l)(O) = 3.03,
P2(0) = 4.6, Cz(l)(()) = 0.0049 ve Cl(z)(O) = 0 almarak (3.21) sisteminin
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coziimlerinin grafigi, sirasiyla q(12) =098 < qulz, qu) =1= qulz, q(lz) =1.01 > qsz,z
degerleri icin cizdirilmistir. Yukarida verilen parametre degerleri i¢in sistemin tek
denge noktast (P, P2, 8 ¢) ) = (3.0293,4.4927,0.0049,0) dir. Sekil 4.11°de

denge noktasinin ¢atallanma parametresinin kritik degeri quz’den kiigiik qu) =0.98

degeri ic¢in kararli oldugu goriilmektedir. q§2> = 1, yani catallanma parametresinin
kritik degerine esit secildiginde sistemin ¢oziim egrilerinin periyodik yapiya sahip

oldugu Sekil 4.12°de goriilmektedir. Sekil 4.13’¢ gore ¢\ = 1,01 iken, yani

(2)

catallanma parametresinin kritik de8eri ¢, ’den daha biiylik iken, sistemin denge

noktasi kararsizdir.

ety
G0

PO

Sekil 4120 4¢P = 1 = ¢¥  degeri igin  (321) sisteminin

(P1(0),P?(0),817(0), ¢ (0)) = (3.03,4.6,0.0049,0) baglangic degerine sahip
coziimlerinin grafikleri.

POy

P@(t)

Sekil  4.13:  ¢¥ = 101 > ¢\¥ degeri icin (3.21) sisteminin

(P1(0),P?(0),817(0), £ (0)) = (3.03,4.6,0.0049,0) baslangic degerine sahip
cOziimlerinin grafikleri.
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q(12) =1= qulz iken (3.21) sisteminin birinci ve ikinci hisse senedi fiyatlar ile birinci
hisse senedine  bagh duyarlilik  fonksiyonu  ¢oziimlerinin  grafigi
(PM(z),P? (t),Cz(l)(t)) ile birinci ve ikinci hisse senedi fiyatlar1 ile ikinci hisse
senedine baghi duyarlilik fonksiyonu ¢oziimlerinin grafigi (P()(z), P(2) (t),Cl(z) (1))
Sekil 4.14°de verilmistir.

—0a 305

45 T~ e i0s 305 a5 T 300

PG “ e am m

ey
(@) (b)

Sekil 4.14: ¢ = 1 = ¢ iken (P1(0),P®(0),5"(0),¢(0)) =
(3.03,4.6,0.0049,0) baglangic degerine sahip (P (1), P(r), V(1)) grafigi

solda, (P (r),P?)(1), Cl(z) (t)) grafigi sagda verilmistir. Grafiklerdeki yildiz sistemin
denge noktasini ifade eder.

Son olarak, Sekil 4.15 ile qu) parametresine bagli catallanma diyagrami verilmistir.
Sekil 4.15°te (P (r),P?)(t)) ¢oziimlerinin grafigi ii¢ farkli qu) degeri igin, yani

q(lz) =0.9985,0.9995,1.0005 degerleri i¢in ¢izdirilmistir.

4.65 —|
4.6 —|

4.55 —

P@ ()
S
|

4.45 —

4.4 —

4.35 —|

3.045 1.0005
304 3035 303 3025 0.9995 ) !

302 3015 0.999
P(l)(t) 3.010.9985 q!

Sekil 4.15: (P((r), P?)(¢)) goziimlerinin grafigi ¢\” = 0.9985 igin solda, ¢\ =

0.9995 igin ortada, ¢\> = 1.0005 igin sagda verilmistir.

64



5. TARTISMA VE SONUC

Finansal piyasalarda meydana gelen krizler, fiyat dalgalanmalari, piyasadaki
belirsizlikler vb. gelisimler iilke ekonomilerini olumsuz yonde etkileyen
faktorlerdendir. Finansal piyasalarda meydana gelen bu olumsuz etkenlerin
nedenlerini aciklayabileyecek, finansal piyasalarin dinamigi ile ilgili sorulara cevap
verebilecek matematiksel modellerin gelistirilmesi 6nem arz etmektedir. Bu amag
dogrultusunda stokastik ve deterministik olmak iizere iki farkli yaklasim kullanilarak
finansal piyasalar icin matematiksel modeller olusturulmustur. Stokastik modeller
teorik ¢alismalar icin kullanigh fakat pratikte pek de dikkate alinmayan varsayimlar
kullanilarak olusturulmustur. Bu modeller ani fiyat artislarim1 ya da azaliglarini,
piyasadaki kararsizliklari, fiyat dalgalanmalarin1 agiklamakta yetersiz kalmaktadir.
Deterministik modeller i¢in kullanilan varsayimlar ise pratikte yaygin olarak kabul
goren Onemli beklentilere cevap verdiginden bu modeller finansal piyasalarin
davranigini, piyasalarda meydana gelen kopiikleri, hisse senedi fiyatindaki
dalgalanmalar agiklamak icin alternatif bir bakis acis1 ile olusturmustur. Finansal
piyasalar i¢in deterministik yaklagim kullanilarak 1990 yillarin bagindan itibaren pek
cok calisma yapilmistir. Bu calismalarda bir hisse senedi ve bir ya da cok sayida
yatirimci grup iceren finansal piyasalar icin matematiksel modeller olusturulmustur.

Ayrica bu moodellerin kararlilik analizi ¢alisilarak piyasanin dinamigi incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinda ise iki hisse senedi ve bu hisse senetlerinin rastgele dagitildig: bir
yatirrmcl grup igeren kapali bir finansal piyasa ele alinmigtir. Yatirrmci grubun hisse
senedi satin alirken her iki hisse senedinin fiyatina bagl bir strateji, fakat hisse senedi
satarken diger hisse senedi fiyatina baglh olmayan bir strateji izledigi varsayilmistir.
Yatirnmcr tercihlerinin  hisse senedi fiyatinin yoniine ve hisse senedinin
degerlenmesine gore belirlendigi diisiiniilerek finansal piyasa i¢in dinamik sistemler

yaklagimi ile matematiksel bir model elde edilmistir.

Modelin denge noktalar1 belirlenmis, kararhilik analizi calisilmis ve denge
noktalarinin kararli olabilmesi icin parametreler iizerine konmasi gereken sartlar
belirlenmistir. Ilk olarak, yatirim tercihlerinin sabit olarak kabul edilmesi durumunda
elde edilen modelin denge noktalarinin tiim parametre degerleri icin kararli oldugu
gosterilmigtir. Daha sonra yatirimcilarin her bir hisse senedi alim satimi i¢in hisse

senedinin degerlenmesine bagli bir yatirim stratejisi izledigi varsayimi altinda
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modelin denge noktalarinin kararli olmasi i¢in gerekli sartlar bulunmusgtur. Bu sartlar
hisse senetlerini satin alma veya satma olasiliklarinin duyarlilik fonkisyonlaria gore
degisimlerine bagl olarak belirlenmistir. Eger bir hisse senedine bagli duyarhlik
fonksiyonun bu hisse senedinin alim satim yapma oranina etkisi, diger hisse senedinin
duyarlhilik fonksiyonun etkisinden fazla ise modelin denge noktalarinin kararli olacagi
sonucuna ulasilmistir. Son olarak, her bir hisse senedi icin yatirimct grubun farkl
yatirnm stratejileri izledigi, yani 6zel olarak yatirrmcilarin birinci hisse senedi i¢in
hisse senedinin degerlenmesine bagl yatirnm stratejisi, ikinci hisse senedi icin hisse
senedi fiyatinin yOniine bagh yatirim stretejisi izledigi varsayilarak modelin denge
noktalarinin kararli olabilmesi i¢in gerekli sartlar belirlenmistir. Bu varsayim altinda
yatirimci grubun hisse senedi yoniine bagl olan hisse senedinin fiyatindaki artis ya da
azalisa daha yavag tepki vermesi, hisse senedi yoniine bagl duyarlilik fonksiyonunun
fiyat degisimlerine bagimlilig1 oldukca kiiciik olmasi durumunda denge noktalarinin

kararli olacag1 vurgulanmustir.

Tezin ikinci kisminda gec¢is orani fonksiyonu olarak adlandirilan ve hisse senedini
satin alma ya da satma kararmm belirleyen fonksiyonlar 6zel olarak tanimlanarak
birinci kisimda elde edilen sistem icin bir 6rnek olusturulmustur. Ik once,
yatirimcilarin her iki hisse senedi icin de sadece hisse senedinin degerlenmesine baglh
olarak alim satim karar1 aldiklar diisiiniilerek modelin kararlilik analizi ¢alisilmistir
ve tiim parametre degerleri i¢in modelin denge noktalarinin kararli oldugu
goriilmiistiir. Ikinci olarak, yatinmecilarin birinci hisse senedi igin hisse senedinin
degerlenmesine bagl yatirnm stratejisi, ikinci hisse senedi i¢in hisse senedi fiyatinin
yoniine baglh yatirim stretejisi izledigi varsayilmistir. Bu durum i¢in de modelin
kararlilik analizi ¢alisilmis ve denge noktalarinin kararli olabilmesi i¢in parametreler
tizerine konmasi gereken sartlar belirlenmistir. Ayrica modelin Hopf catallanma
analizi yapilmis ve ikinci hisse senedi fiyatinin yoniine bagh biiyiikliik parametresi
qu)’in degisimine bagli olarak ortaya c¢ikan periyodik c¢oziimlerin varligi

incelenmistir.

Son boliimde ise, elde edilen analitik sonuglar1 desteklemek ve gelistirmek icin
niimerik simiilasyonlar elde edilmistir. Yatirnmci grubun sadece hisse senedinin
degerlenmesine bagli yatirim stratejisi izledigi varsayilarak elde edilen model icin
yapilan niimerik simiilasyonlar analitik sonuglarin vurguladigi gibi denge noktasinin
her parametre degeri icin kararli oldugunu gostermistir. Ayrica bir hisse senedinin
degerlenmesine bagh biiyiikliikk parametresi arttik¢a o hisse senedinin denge fiyatinin
hisse senedinin esas degerine yaklastifi sonucuna ulasilmistir. Niimerik
simiilasyonlar hisse senetleri i¢in yatirimci grubun farkli yatirim stratejileri izledigi

durum i¢in elde edilen modelin kararl1 denge noktasinin hisse senedi fiyatinin yoniine
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bagh biiyiikliik parametresi q(12) arttikca kararsiz denge noktasina doniistiigiinii ve qulz
kritik degerinde Hopf catallanmanin ortaya c¢iktigin1 gostermistir. Periyodik
cOziimlerin belirlenmesi finansal piyasalar acisindan olduk¢a ©Onemlidir. Klasik
ekonomide denge fiyatin tek bir nokta oldugu varsayilmaktadir. Ancak, bu tez

calismas1 bir dizi parametre degeri icin denge noktasinin bir limit dongiisii olarak
goriilecegini gostermistir.
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EK 1: Denge Noktasimin Niimerik Olarak Hesaplanmasi

(3.6) sisteminin denge noktalar1 sistemin sag tarafindaki denklemler sifira esitlenerek
bulunur. Sistemdeki ilk iki denklemi sifira esitlersek

o (148)6-GoMm

eq = (5.1)
! 41— g N
(2) (1)
1+ 3— M
Pg(qZ) _ ( 427eq)( Cz,eq) (5.2)

2
41— GioIN®
elde edilir. Sistemdeki son iki denklem ve (5.1)-(5.2) denklemleri kullanilarak
asagidaki lineer olmayan denklem sistemi elde edilir:

1 2
MO+
NP (1= )

D) 1
(1+42)6-40)
NP (1-¢2)

GGl oy =g (1 - )it

H(Gy o o) = &5 05 (1= M ) =5 Cyoy

Boliim 4°de, 3.6 sisteminin denge noktalarini niimerik olarak bulmak i¢in ilk olarak

tiim parametreler (cél), cgz), qgl), qu), M, N, N(z), PCSI), Péz)) sabitlenmigtir ve
daha sonra MATLAB programinda "fsolve" fonksiyonu kullanilarak

1 2
{G@{,e))q@{,eb:o 53)
1 2 :
H(C27gq7 C27e)q) =0
denklem sisteminin kokleri, yani (3.6) sisteminin denge noktasinin Cl(ze)q ve (:l(ze)q
bilesenleri bulunmugtur. Son olarak, bulunan bu degerler (5.1)-(5.2) denklemlerinde
yerine yazilarak Pe(;) ve Pe(qz) degerleri de hesaplanmistir. Boylece, 3.6 sisteminin
denge noktasi niimerik olarak hesaplanmustir.
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EK 2: Gecis Oram Fonksiyonlar: I¢in Bir Ornek
(3.1) de verilen k(! ve k() asagidaki sekilde de tanimlanabilir:

) 1 anh(¢U () + Cz(l)(t)), 54
3+tanh(§ () + 47 (1)

e _ 1+tanh(§l(?) (1) + (:2(? (1) 55)
3+tanh(¢V (1) + ¢V (1))
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EK 3: Tiirkce-Ingilizce Matematik Terimleri Sozliigii

Tiirkce terim

Akis

Asikar olmayan denge noktasi
Catallanma

Cekici

Degerlenme

Denge noktasi

Gecis orani fonksiyonu

Hisse senedi fiyatinin yonii
Kararhlik

Karakteristik

Lineer

Nitel

Ozdeger

Ozuzay

Ozvektor

Sirf sanal

Subkritik

Siiperkritik

Tek kath (Basit) kok
Transversalite (Kesme) kosulu
Vektor degerli diferensiyel denklem
Yerel (Lokal)

Ingilizce Terim

Flow

Nontrivial equilibrium point
Bifurcation

Attractive

Valuation

Equilibrium point
Transation rate function
Trend

Stability

Characteristic

Linear

Qualitative

Eigenvalue

Eigenspace
Eigenvector

Purely imaginary
Subcritical
Supercritical

Simple root
Transversality condition
Vector equation

Local
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