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Doktora Tezi
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YAKLASIM OZELLIKLERININ CALISILMASI
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Tez Danismant: Prof.Dr. Oktay DUMAN

Tarih: Nisan 2019

Bu tezde konvoliisyon tipindeki lineer olmayan integral operatorlerinin toplanabilme
metotlar1 yardimiyla yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Toplanabilme metotlarinin kul-

lanimi sayesinde bilinen yaklasim sonuglarinin daha genel versiyonlar elde edilmistir.

Bilindigi lizere bir toplanabilme metodu, 1raksak bir diziyi (bir anlamda) yakinsak
yapabildigi gibi yakinsak bir dizinin de yakinsama oranini hizlandirabilmektedir. Or-
negin, stirekli ve periyodik bir fonksiyonun Fourier serisi iraksak olabilse de onun
aritmetik ortalamasi (yani, Cesaro toplam1) daima fonksiyonun kendisine yakinsar. Bir
diger ornek ise, yakinsak bir dizinin uygun bir alt dizi matris doniisiimii, dizinin ya-
kinsaklik oranin1 hizlandirir. Tiim bu durumlar toplanabilme teorisinin 6nemini ortaya

koymaktadir.

Toplanabilme teorisi simdiye kadar yaklagimlar teorisi basta olmak iizere matematigin
bircok alaninda yer almaktadir. Ornegin fonksiyonlar teorisinde analitik devam ilke-
sinde, uygulamali matematikte lineer denklem sistemlerinin ¢oziimleri icin iterasyon
metotlarinin iiretiminde ve yukarida belirtildigi iizere yaklasimlar teorisinde Fourier

serilerinin yakinsamasinda kullanilmistir.
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Bu tezde, Bell tarafindan 1971 yilinda tamimlanan genel bir toplanabilme metodu, ilk
kez lineer olmayan operatorlerin yaklasiminda kullanilmistir. Bu sayede Angeloni ve

Vinti’nin 2006 yilinda elde ettikleri sonuclar gelistirilmistir.

Bu calismada negatif olmayan regiiler matris aileleri goz oniine alinmigtir. Toplana-
bilme metodu, klasik yakinsakli§in yani sira, Cesaro tarafindan verilen aritmetik or-
talama yakinsaklik, Lorentz tarafindan verilen hemen hemen yakinsaklik ve Jurkat ve
Peyerimhoff tarafindan verilen dereceli yakinsaklik gibi bilinen pek ¢ok yakinsaklik

metodunu icermektedir.

Lineer olmayan operatorler ile 6nce tek degiskenli ve 27 periyotlu fonksiyonlara daha
sonra da ¢ok degiskenli fonksiyonlara yaklagilmistir. Yaklagimlarda hem salinim yari-
normu hem de klasik supremum normu goz Oniine alinacaktir. Salinim yari-normuna
gore yaklasimda sinirl salinimli fonksiyonlar kullanilirken, supremum normuna gore

yaklasimda ise diizgiin siirekli fonksiyonlar dikkate alinmistir.

Daha sonra uygun Lipschitz siniflar1 yardimiyla yakinsaklik oranlar1 hesaplanmstir.
Elde edilen yaklasim sonuglar1 kullanilarak mutlak siireklilik ve diizgiin siireklilik i¢cin
bazi karakterizasyonlar elde edilmistir. Son olarak, tezde ispatlanan yaklasim sonucla-
rin1 desteklemek icin cesitli operator dizileri inga edilmis ve bunlarin yaklasimi grafik-

ler iizerinden gosterilmis ve hata tahminleri de sayisal olarak hesaplanmugtir.

Lineer olmayan operatorler {izerinde inceleme yapilmasi ve toplanabilme teorisindeki
yontemlerin etkin bir sekilde kullanilmasi géz Oniine alindiginda bu tezde elde edi-
len sonuglar, literatiire 6zgiin bir katki sunmus olup gelecekte konuyla ilgili yapilacak

incelemeler icin de bir temel olacagini {imit ederiz.

Anahtar Kelimeler: Lineer olmayan operatorler, integral operatorleri, Konvoliisyon
tipinde operatorler, Toplanabilme metodu, Sinirli salinimlilik, Diizgiin yakinsaklik,
Yaklasim hizi, Diizgiin siireklilik, Mutlak siireklilik.
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In this thesis, the nonlinear integral operators of the convolution type are investigated
with the help of summability methods. More general versions of the known approxi-

mation results are obtained through the use of summability methods.

As known, a summability method can make a divergent sequence convergent (in some
sense) and may accelerate the rate of convergence of a convergent sequence. For
example, although the Fourier series of a continuous and periodic function may be
divergent, its arithmetic mean (that is, Cesaro mean) always approaches to the func-
tion itself. In another example, a suitable sub-sequence matrix transformation of a con-
vergent sequence accelerates the rate of convergence of the sequence. All these cases

reveal the importance of summability theory.

The theory of summability has so far been involved in many areas of mathematics,
particularly in the approximation theory. For instance, it is used for the principle of
analytic continuation in function theory, for the production of iterative methods for the
solution of linear equation systems in applied mathematics and for the convergence of

Fourier series in the approximation theory as mentioned above.

In this thesis, a general summability method defined by Bell in 1971 is used in the
convergence of nonlinear operators for the first time. In this way, Angeloni and Vinti’s

results which are obtained in 2006 are improved.
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In this study, the family of non-negative regular matrices are considered. These met-
hods contain not only the classical convergence but also the arithmetic mean conver-
gence given by Cesaro, the almost convergence introduced by Lorentz, and the order

summability defined by Jurkat and Peyerimhoff.

With nonlinear operators, we first approximate to univariate and 27-periodic functions
and then to multivariate functions. In the approximations, both variation semi-norm
and classical supremum norm will be considered. We use functions of bounded variati-
ons in the variation seminorm, while uniformly continuous functions in the supremum

norm.

After that, rates of convergence are calculated with the help of suitable Lipschitz clas-
ses. Using the estimation results obtained, some characterizations of absolute continu-
ity and uniform continuity are given. Finally, in order to support our approximation
results we construct some sequences of operators and display their graphs and also

compute the error estimations numerically.

Considering the investigation on nonlinear operators and using summability methods
effectively, the results obtained in this thesis offer an original contribution to the lite-

rature and we expect that it provides a basis for studies in the future.

Keywords: Nonlinear operators, Integral operators, Convolution type operators, Sum-
mability method, Bounded variation, Uniform convergence, Order of approximation,

Uniform continuity, Absolute continuity.
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SEMBOL LISTESI

Bu calismada kullanilmis olan simgeler aciklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Simgeler

o/ —limx=1L
AC [a, b]
ACZﬂ'

ACjc (RY)
AC (RV)

Ban
B(RY)
BUC (RY)
BV [a,b]
BV

BV (RY)
Corn

C. (RY)
L,
LT(RY)
L’ (E)

m(J)

R

Ry

RN

uC (RV)
V[a,b] [f]
Var [f]
VI/]
[nal
/1]y
1f1ls
/127

1/ les
#A

0
[m]
—

Aciklama

x = (x) dizisinin .7 —limiti

[a, b] arahigindaki mutlak siirekli fonksiyonlar uzay1

271 periyotlu ve [—m, 7] aralifindaki mutlak siirekli fonksiyonlar
uzay1i

RV de lokal mutlak siirekli fonksiyonlar uzay1

RY de Tonelli anlamda sinirl ve lokal mutlak siirekli fonksiyonlar
uzay1i

27 periyotlu ve dl¢iilebilir sinirl fonksiyonlar uzay:

RN de olciilebilir sinirl fonksiyonlar uzay:

RN de sinirl1 ve diizgiin siirekli fonksiyonlar uzay1

[a,b] araligindaki sinirli salinimli fonksiyonlar uzay1

27 periyotlu sinirli salinimli fonksiyonlar uzay1

RY de Tonelli anlamda sinirh salinimli fonksiyonlar uzay1

271 periyotlu ve [—m, 7] araligindaki siirekli fonksiyonlar uzay1
RY de kompakt destekli fonksiyonlar uzay1

27 periyotlu, dlgiilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzay1
RN de olciilebilir ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayi

E kiimesi iizerinde p’inci kuvveti integrallenebilir fonksiyonlar
uzay1i

J arali@inin uzunlugu

Reel sayilar kiimesi

Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

N-boyutlu reel sayilar uzay1

RN de diizgiin siirekli fonksiyonlar uzay1

f fonksiyonunun [a, b] araligindaki salinimi

f fonksiyonunun [—7, 7] araligindaki salinimi

f fonksiyonunun R¥ deki salinimi

f fonksiyonunun [—7, 7] araligindaki L' normu

f fonksiyonunun RY deki L! normu

f fonksiyonunun J araligindaki supremum normu

f fonksiyonunun [— 7, 7] araligindaki supremum normu

f fonksiyonunun R¥ deki supremum normu

A kiimesinin eleman sayis1

(0,---,0) e RN

m reel sayisinin tam degeri

ancak ve ancak
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1. GIRIS

Butzer ve Nessel [16] da singiiler ve konvoliisyon tipindeki lineer integral operatorleri-
nin yakinsaklik durumlarini incelemislerdir. Burada hem [—7, 7| kapali araliginda 27
periyotlu fonksiyonlara hem de reel eksen iizerinde tanimli fonksiyonlara yaklasimlar
arastirllmistir. Diizgiin ve noktasal yakinsakliklarin incelendigi bu ¢alismada yakla-
sim oranlar1 da verilen Lipschitz siniflar1 yardimiyla gosterilmis ayrica bazi fonksiyon
uzaylarinin karakterizasyonlar1 verilmistir. Daha sonra Bardaro ve arkadaglari [12] de
bu operatorlerin hem periyodik fonksiyonlar kullanarak bir boyutta hem de N-boyutta
salinim anlamda yakinsakliklarini ele alip yine yaklasim hizlarini hesaplamiglardir.
Burada cok degiskenli durumu incelerken [38] de tanimi verilen Tonelli anlamda sali-
nim kavramindan yararlanmiglardir. 2006 yilinda ise Angeloni ve Vinti bu ¢aligmalari
daha ileri gotiirerek [4, 5] te lineer olmayan durum icin de benzer yaklagimlar elde
etmislerdir. Ayrica baz1 mutlak siirekli uzaylarin karakterizasyonlarini da vermislerdir
(bkz. [6-8]). Bu tezdeki temel amacimiz Angeloni ve Vinti’nin ¢aligmalarini toplana-
bilme teorisi yardimiyla gelistirmek olmustur. Bunun i¢in 1971 yilinda Bell [13, 14] ta-
rafindan ortaya atilan .7 -toplam siireci kavramindan yararlanacagiz. Hemen belirtelim
ki o7 -toplanabilme ve daha 6zel yaklasim metotlar1 simdiye kadar pozitif lineer ope-
ratorlerin yaklasiminda siklikla kullanilmastir (bkz. [1, 3, 10, 11, 17, 18, 30, 37]). Bell
tipindeki toplam siireci, klasik yakinsakligin yanisira Cesaro tarafindan [15, 22] de ve-
rilen aritmetik ortalama yakinsaklik, Lorentz tarafindan [29] da verilen hemen hemen
yakinsaklik ve Jurkat ve Peyerimhoff tarafindan [25] te verilen dereceli yakinsaklik
gibi pekcok yakinsaklik metodunu icermektedir. Ayrica uygun toplanabilme metotlari
kullanilarak dizilerin yakinsama hizlar1 da arttirilabilmektedir (bkz. [19, 26, 35, 40]).

Bu tezde .7 -toplanabilme yardimiyla ilk kez lineer olmayan konvoliisyon tipindeki in-
tegral operatorlerinin yaklasimlar1 incelenmistir. Tez alti boliimden olugmaktadir. Bi-
rinci boliim giris kismina ayrilmustir. Ikinci béliimde bazi temel kavramlarin ve top-
lanabilme metodunun tanimlar1 hatirlatilmistir. Ayrica tek ve ¢cok degiskenli durum-
larda salinim anlamda yaklagim kavramlarindan bahsedilmistir. Uciincii, dordiincii ve
besinci boliimler tezin orijinal sonuclarinin bulundugu béliimlerdir. Ugiincii boliimde
tek ve cok degiskenli durumlar i¢in salinim anlamda yaklagim yapilmis ve tanimla-
nan Lipschitz siniflar1 yardimiyla yakinsaklik oranlar1 hesaplanmistir. Tek degiskenli
durumda periyodik fonksiyonlardan faydalanilmistir. Cok degiskenli durumda Tonelli
anlamda saliniim yaklagimi yapilmistir. Dordiincii boliimde yine tek ve ¢ok degiskenli
fonksiyonlara supremum normu kullanilarak yaklasim yapilmis ve yaklagim hizlari
elde edilmistir. Besinci boliimde, 6nceki boliimlerde tanimlanan operatdrler yardimiyla
mutlak siirekli ve diizgiin siirekli fonksiyonlar uzayi lizerinde baz1 karakterizasyonlar
verilmigtir. Altinc1 boliim ise sonuglara ve uygulamalara ayrilmistir. Bu boliimde o7
yerine bazi 6zel matrisler secilerek calismamizin [4, 5] te verilen yaklasimi daha da
ileriye gotiirdiigii sonuglar iizerinden agiklanmistir. Daha sonra uygun cekirdek fonksi-



yonlar1 secilerek Wolfram Mathematica 10.4 ve Scientific WorkPlace 5.5 programlari
yardimiyla gorsel ornekler tizerinden ve salinim hesaplamalariyla tez desteklenmistir.
Son olarak konuyla ilgili gelecekte nelerin yapilabilecegi {izerinde durulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve teoremler verilmistir. Tk
olarak .o7-toplanabilme kavrami tanitilmis daha sonra tek boyutta salinim yaklagimi-
nin tanimi lizerinde durulmustur. Son olarak da N-boyutta Tonelli anlamda salinim
kavrami hatirlatilacaktir.

2.1 </-Toplanabilme

Bu kisimda Cesaro toplanabilirlik (aritmetik ortalama yakinsaklik), hemen hemen ya-
kinsaklik ve toplanabilme metodu ele alinmustir.

Tanim 2.1.1 (x;), o reel terimli keyfi bir dizi olsun. Eger
1 n
lim — =L,

olacak sekilde bir L € R sayisi varsa (xi) dizisi L sayisina "aritmetik ortalama yakin-
saktir' denir [15, 22].

Teorem 2.1.1 (xi), oy reel terimli keyfi bir dizi olmak iizere limy_,o, X = L ise

R
fim, Low=L

dir. Yani biitiin yakinsak dizilerin aritmetik ortalamasi da ayni sayrya yakinsaktir [15].

Teorem 2.1.1 in tersi genelde dogru degildir (bkz. x, = (—1)").

Lorentz tarafindan tanimlanan hemen hemen yakinsakligin tanimi asagida verilmistir.

Tanmm 2.1.2 (x,),cy keyfi reel dizisi verilmis ve

1 n+v—1
Ve — veN
Cn n Z Xk (l’l, € )

k=v

olarak tanimlanmuis olsun. Eger
lgn ¢, =L (v ye gire diizgiin)
n—oo

olacak sekilde bir L € R sayist varsa (x,) dizisi L ye "hemen hemen yakinsaktir" denir
[29].



Hemen hemen yakinsak dizilerle ilgili bir 6zellik asagida verilmistir.

Teorem 2.1.2 Hemen hemen yakinsak biitiin diziler stmrhdu, yani bir (x,),cy dizisi
hemen hemen yakinsak ise

sup x| =M < oo
neN

olacak sekilde bir M > 0 reel sayist vardir [29].

Dikkat edilirse Teorem 2.1.2 aritmetik ortalamasi yakinsak olan diziler i¢in genelde
gecerli degildir. Bu durum agagidaki 6rnekle gosterilebilir.

Ornek 2.1.1 (x,),y dizisi asagidaki sekilde tanimlansin:

X Vn, n=m
n = 0; n;«ém n € N.

Diger taraftan Vn € N igin
m> <n<(m+1)> (2.1)

olacak sekilde bir m € N her zaman vardir. (x,,) dizisinin tamimu dikkate alindiginda

n 2n

1424 4m _ (m—H 1& 142+ 4m+1  (m+1)(m+2)
n n.Z

esitsizligi kolayca goriilebilir. Burada (2.1) deki egitsizlik goz oniine alinirsa

m(m+1) li (m+1)(m+2)
2m+1)° n& 2m3

esitsizligi elde edilir. Bu egitsizlikte n — oo iken m — o olacagindan sikistirma teore-
minden

i, L5 =0
oldugu goriiliir. Fakat (x,) dizisi stmirli olmadigindan ne alisilmis anlamda yakinsak ne
de hemen hemen yakinsaktir. Bu durum aritmetik ortalama yakinsak dizilerin her za-
man hemen hemen yakinsak olmadigint gosterir. Halbuki hemen hemen yakinsakligin
tanumi geregi V = 1 durumunu da kapsadigindan hemen hemen yakinsaklik, aritmetik
ortalama yakinsaklig1 gerektirir.

Tez boyunca kullanilacak olan toplanabilme metodunun tanimi asagidadir.

Tamm 2.1.3 o7 = {A"} = {(a%)} (k,n,v € N) reel (kompleks) terimli matrisler di-
zisi verilsin. Keyfi (xi),cn dizisi icin

= Z a}l’kxk
k=1



dizisi n — oo iken bir L reel (kompleks) sayisina v ye gore diizgiin olacak sekilde ya-
kinstyorsa (xi) dizisi L sayisina "< -toplanabilirdir" denir ve bu durum

o —limx=1L

seklinde gosterilir [13] (ayrica bkz. [36]). Burada her n,v € N icin yukaridaki serinin
yvakinsak oldugu kabul edilmektedir.

Tez boyunca & = {AV} = {(a?,) } matrisler dizisi "toplanabilme metodu” ya da "top-
lam siireci" olarak da adlandirilacaktir.

Bir toplanabilme metodunun regiiler olmas1 su sekilde tanimlanir:

Tamm 2.1.4 o7 = {A%} = {(a®,) } bir toplanabilme metodu olsun. Eger verilen bir
X = (X)gep dizisi bir L sayisina yakinsak iken

o —limx=1L

oluyorsa of matrisler ailesine "regiilerdir" denir [14].

Regiiler toplanabilme metotlarina 6rnek olarak asagida (2.2) ve (2.3) te tamimlanan
Cesaro ve hemen hemen yakinsaklik metotlar1 verilebilir.

Regiilerligin bir karakterizasyonu Bell tarafindan asagidaki sekilde verilmisgtir.

Teorem 2.1.3 Verilen bir of = {AV} = { (a;:k)} toplanabilme metodunun regiiler ol-
masti icin gerek ve yeter kosul

1. her k € Nigin r}ijgoagk =0 (v ye gore diizgiin),

2. lim Y, ay, = 1(v ye gore diizgiin),
}’l‘)ookzl

3. her n,v € N igin ), ‘a}l’k| < oo, ve Oyle N,M pozitif tamsayiar: vardir ki her
k=1

n>NveherveNigin Y ‘a}l’k} <M
k=1

sartlarimin saglanmasidir [ 14].

Bundan sonra tez boyunca .7 toplanabilme metodu terimleri negatif olmayan reel te-
rimli regiiler matrisler ailesi olarak kabul edilecektir.

of = {AV} toplanabilme metodunun baglica 6zellikleri asagidaki gibi siralanabilir:

e cger AV matrisinde her v € N i¢in AV = I birim matrisi alinirsa toplanabilme
metodunun klasik anlamda yakinsakliga indirgendigi kolayca goriilebilir,
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e cger A yerine

Loy <k<
C1 = (cu) :{ v =" (2.2)

Cesaro matrisi alinirsa .7 -toplanabilirlik, aritmetik ortalama yakinsakliga donii-
stir. Dolay1siyla Fourier serileri gibi klasik yakinsaklig1 her zaman gerceklenme-
yen diziler i¢in de yaklasim elde edilebilir [15],

e eger o/ yerine

F¥ =(cY, (2.3)

)= Lo v<k<ntv-1
1 0; dd.

olmak iizere .# = {F"} hemen hemen yakinsaklik matrisi alinirsa toplanabilme
metodunun hemen hemen yakinsakliga indirgendigi kolayca goriiliir [29],

e bunlarla birlikte .7 -toplanabilirligin Jurkat ve Peyerimhoff tarafindan [24, 25] te
verilen dereceli yakinsaklig1 icerdigi de bilinmektedir,

e ayrica .o/ matrisler ailesinde uygun altdizi doniistimleri kullanilarak herhangi bir
yakinsak dizinin yaklasim hiz1 arttirilabilir [19, 26, 35, 40],

e regiiler matrisler géz oniine alinirsa klasik yaklasim elde edilir.

Tamim 2.1.5 Eger o7 = {A"} metodunda her v € N icin A® matrisinin her satirt sonlu
sayida sifirdan farkl terim iceriyorsa, yani her n,v € N icin # {k eN:ay # 0} sonlu
ise o/ metoduna "satir sonludur" denir.

2.2 Salimim Anlamda Yaklasim

Bu kisimda reel sayilar kiimesinde (Jordan anlamda) sinirli salinim yapan fonksiyon-
lar yardimiyla tanimlanan salinim yari-normunun tanim verilecek ve salinim anlamda
yakinsaklik tanimlarindan bahsedilecektir. Bu yari-norm daha sonra insa ettigimiz ope-
rator dizisinin yaklagiminda kullanilacaktir.

Tamim 2.2.1 f:[a,b] CR — Rve
P ={P={to,t1,...,tn} : P, [a,b] araliguun bir parcalanmasu }

olsun. Eger

Viap [f] == ;21; Y 1 @) — £ (i)l
Zi=1
olmak iizere
V[a.,b] [f] =M <oo

olacak sekilde bir M pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna [a,b] araliginda "sinirly
salimmhdir” denir. [a,b] araliginda suurli salimmly fonksiyonlarin uzayt BV [a,b] ile
gosterilir. Ayrica Vi, ) [f] degerine de f fonksiyonunun [a,b] arahgindaki "salinim
yvarit-normu" ya da "salinimi" denir [9].



Dikkat edilirse burada V, [f] degeri gergekten bir yari-normdur. Ciinkii ¢ # 0 olmak
uizere

fx)=c
sabit fonksiyonu diisiiniildiigiinde V|, ) [f] = 0 olmasina ragmen f (x) # 0 olur.

Sinirli salinim yapan fonksiyonlarin baglica 6zellikleri agagida verilmistir.

e f fonksiyonu [a,b| aralifinda sinirhidur,
e f fonksiyonu [a,b] araliginda ol¢iilebilirdir,
e f fonksiyonu [a,b] araliginda hemen hemen her yerde tiirevlenebilir ve

b

/‘f/(x)‘dx<°°

a

olur,

e f:|a,b] CR — R olmak iizere eger f fonksiyonu [a,b] arali§inda siirekli olarak
tiirevlenebiliyorsa, yani tiirevi var ve siirekli ise

b

Vin ] = [ 1 @) dx

a

gerceklenir.

Sinirl salinim yapan fonksiyonlarin en dnemli 6zelligi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.2.1 (Jordan Ayristirma Teoremi) f : [a,b] C R — R olmak iizere f fonk-
siyonunun suirlt salimumli olmast igin gerek ve yeter kosul f (x) = p (x) —n(x) olacak
sekilde p ve n monoton artan fonksiyonlarimin bulunmasidur [9].

Sonug 2.2.1 Monoton fonksiyonlar Riemann anlamda integrallenebilir oldugundan
verilen bir f € BV [a, D] fonksiyonu |a,b] araliginda Riemann integrallenebilirdir, yani

b

[ 17 @)l <

a

olur.



Sinirli salinimli fonksiyonlarla ilgili diger bir dnemli tanim su sekildedir:

Tanmm 2.2.2 f:[a,b] C R — R fonksiyonu verilsin. Verilen her € > 0 sayisina kargilik
la,b] araligimin ikiser ayrik {(ax,by) } 1, asik alt araliklary igin

n
Z by — ax) <5lken2]f br)— fax)| < €
k=1 k=1

olacak sekilde bir & > 0 sayist bulunabiliyorsa, bu durumda f fonksiyonuna |[a,b)
araliginda "mutlak siireklidir" denir ve bu fonksiyonlarin uzayt AC |a,b] ile gosterilir

[34].

Tanmm 2.2.3 f: [a,b] C R — R fonksiyonu verildiginde, her x,y € [a,b] i¢in

[f ()= <Clx—y|

olacak sekilde bir C > 0 sabit sayisi varsa f fonksiyonuna |a,b| araliginda "Lipschitz
stireklidir” ya da kisaca "Lipschitz” denir [34].

Yukaridaki tanimlardan Lipschitz siirekli fonksiyonlarin mutlak siirekliligi ve mutlak
stirekliligin de diizgiin siirekliligi gerektirdigi kolayca goriilebilir.

Onerme 2.2.1 Her f € AC|a,b] icin f € BV |a,b] olur yani I = [a,b] araliginda mutlak
stirekli olan her fonksiyon ayni zamanda bu aralikta sunirl salimimbhdir [9].

Onerme 2.2.2 Eger f € AC|a,b) ise

b

Vnlf] = [ 1 @] ax

a

gergeklenir [34].
f fonksiyonu 27 periyotlu olmak iizere 6zel olarak [a,b] = [—x, w] alindi§inda

e BV [—r, 7| = BV)y,

® Vi_z1] L] =Var [f],
° AC[—TE,?’L’] =ACy,

L, ={f:R—=R|f, [-m ] de dlciilebilir ve [/ |f (x)|dx < oo},
£l = JZ5 1f (x)|dx

gosterimlerinden faydalanilacaktir.



2.3 Tonelli Anlamda Yaklasim

Cok degiskenli durumlar i¢in birden fazla sinirli salinimlilik tanimi vardir. Bu tanim-
lardan baglicalar1 Vitali, Arzela, Fréchet ve Tonelli tarafindan verilmistir (bkz. [9]).
Bu kisimda ¢alismaya uygunlugu agisindan Tonelli’nin yaklagimi tercih edilmistir. Bu
tanim dogrultusunda N-boyuttaki karmagiklig1 gidermek i¢in bazi gosterimlere gerek-
sinim duyulmaktadir.

Tez boyunca ¢ok degiskenli durumlar incelenirken asagidaki gosterimler dikkate ali-
nacaktir.

° RN:{(XI,)Q,...,XN)IViZl,---,N,xieR}v

o x=(x1,x2,...,xy) ERVN olmakﬁzerex}z (xl,xz,...,xj,l,ijrl,...,xN) e RN
—(+ .
ve x =(x,x;),

o |x|=/x]+...+x%,

o f:RY — Rolmak iizere f (x) = f(x,x;),
o L'(RY) ={f:RN = R| f olgiilebilir ve [ |f (X)|dx < oo},

o [Iflly = Jrv If (x)]dx,

o [ =TIV [a;b;] ile RN de N-boyuttaki kapali aralik gosterilecekir,

=

o [;=ld,b]ile RN-1 de I = Yy 1.ij i, bi] aralig1 gosterilecektir. Ayrica

I=1;x la;,bj] olarak gosterilecektir,

® Vg [f(x];,-)] ile f fonksiyonunun j inci koordinatina gore bir boyuttaki sali-
nimi yani g;(x;) := f(x},x;) fonksiyonunun salinimi gosterilecektir,

e ¢; ile agagida tanimu verilen N — 1 kath integral gosterilecektir:
b
0 (F.1) = [Vigy ) [F ()]
da.
J

o dile

N ]
D (f,1):= {_Zlcp}(f,n}

Oklid normu gosterilecektir. Burada herhangi bir j = 1,...,N icin
0; (f,1) =ocise ®(f,I) = oo olur

Yukaridaki gosterimler 1s1¢inda Tonelli anlamda sinirli salinimlili§in tanimi su sekil-
dedir:



Tamim 2.3.1 {Jy,...,J,,} kiimesi I araligumn bir parcalanmast olmak iizere

Vilf]:= sup z:¢>j?1

{1 I} k=1

ifadesine f fonksiyonunun I C RN deki "salimimi" yada "salimm yari-normu" denir.
Benzer sekilde

V[f]:= sup Vi [f]
ICRN

ifadesine f fonksiyonunun RY iizerindeki "salmimi" ya da "salimim yari-normu" denir
[34].

Tamm 2.3.2 f € L' (RY) olmak iizere V [f] < o ise f fonksiyonuna RN de "sinirly
salmimlidir” denir ve bu fonksiyonlarin uzayr BV (RN) ile gosterilir [4].

Yukaridaki tammlar dikkate alindiginda eger f € BV (RV) ise Vf := (fy,, ..., fx,) vek-
torii RY de hemen hemen her yerde mevcuttur ve Vf € L! (RN ) gerceklenir [33, 39].

N-boyutta ihtiya¢ duyulan Tonelli anlamda mutlak siireklilik tanimi1 asagida verilmistir.

Tanim 2.3.3 f: RN — R fonksiyonu verilsin. Eger her I = Hl \lai, bi] aralig ve her
]—1 LN igin gj:laj,bj] =R, gj(x;) = f(x j,x]) fonksiyonu hemen hemen her
x € [a J,b;] vektorii icin mutlak siirekli ise f fonksiyonuna "lokal mutlak siireklidir"
denlr ve bu fonksiyonlarin uzayr ACj,, QIIRN lle gosterilir. Bununla birlikte RN deki
mutlak siirekli fonksiyonlar uzayi AC =BV RN ﬂACl,,L (R ) seklinde tanim-

lanmustir [4].

Burada Burkill-Cesari integral teorisinden bilinmektedir ki verilen bir f € AC (]RN )
fonksiyonu i¢in

vifl= [ 19 olax 4
RN
gerceklenir [21, 33, 39].

Tamm 2.3.4 f: RY — R siirekli bir fonksiyon olmak iizere f~1 (R\ {0}) kiimesinin
kapanisi kompakt oluyorsa f fonksiyonuna "kompakt desteklidir" denir ve f € C, (RN )
ile gosterilir [34].

Tezde ihtiya¢ duyulan bazi esitsizlikler ve gerekli bazi teoremler asagida siralanmustir.
Teorem 2.3.1 (Holder Esitsizligi) E olciilebilir bir kiime olmak iizere |, E iizerinde

bir ol¢ii olsun ve %—F% = 1 olacak sekilde 1 < p,q < oo verilsin. Eger f € LP (E) ve
g€ LI(E) ise f.g € L' (E) olur ve

/!fg )l (x /|f ()17 dyt (v /!g (3)17dp (x

esitsizligi gerceklenir [34].
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Teorem 2.3.2 (Minkowski Esitsizligi) E olciilebilir bir kiime olmak iizere U, E iize-
rinde bir dl¢ii olsun ve 1 < p < oo verilsin. Eger f,g € LP (E) ise f +g € L (E) olur
ve ayrica

/!f+g ()17 dpt (v /|f ()17 dp (x /|g ()17 dpt (x
esitsizligi gerceklenir [34].

Teorem 2.3.3 (Genellestirilmis Minkowski Integral Esitsizligi) Varsayalim ki
(E1, 1) ve (Ea, W) iki olcii uzayi ve F : Ey x Ey — R élgiilebilir bir fonksiyon olsun.
Bu takdirde 1 < p < o olmak iizere

/ F (x,y) dp ( > dii> (y / /lFXylpd!lz) du (x)

2

esitsizligi gerceklenir (bkz. [23, 41]).

Ispat. p = 1 durumu icin ispat Fubini Teoremi’nden gosterilebilir. p > 1 ise

p
= [| [Py )] din )
E, |Ey
olmak {iizere licgen esitsizliginden
p—1
1= / JF i ) / F () dpr ()| dy (3
2 IEl
g// (z.0)dpr (2 ({/nydul 0 | di )
E, E

_/ // (@y)dm @) |F(xy)ldw (x) | dus(y)

E) 1

elde edilir. Fubini Teoremi’nden

p—1

r< [ [|[Feyam@|  IFEnlduo) | dun 2.5)

Ey \E» |[Ey

11



oldugu kolayca goriilebilir. Burada ilk integralin igerisinde ¢ := p/ (p — 1) olarak ali-
nip Holder esitsizligi kullanildiginda

p—1
//F(z,y)dul(z) |F (x,y)|dua (y)
B 1 1
q(p—1) q P
< / /F (z,y)dp (2) dus (v) (;/ |F (x,y) [P dpa () (2.6)
Er | 2
1 1
p q p
= [|[Frendn@| anmm | | [IFE)raso
2 IE 2

esitsizligi gergeklenir. Dolayisiyla (2.5) te (2.6) esitsizligi dikkate alinirsa

1
p

£ q
<[/ /F(z,y)dul(z) auz () / Flenldim) | du ()
E

1
= F(z,y)dm (z)| dpa(y |F (x,y)[Pdpa () pdﬂl (x)
/l/ / /

2 IE

- //F(xvY)d.Ul( du (y / |F )P dpa(y) | dp (x)

h |E

olur. Son olarak 1 — 1 /¢ = 1/p oldugundan

/ xydul()duz / |ny\pdu2() dp (x)

2

gerceklenir. U

Sonuc¢ 2.3.1 Yukarida verilen Teorem 2.3.1, Teorem 2.3.2 ve Teorem 2.3.3 te W Ol¢iisii
olarak sayma olciisii alindiginda verilen teoremlerin ayrik versiyonlarinin da (toplam
versiyonlarinin da) gecerli oldugu goriiliir.

Teorem 2.3.4 (Fubini-Tonelli Teoremi) (X, u) ve (Y, V) dl¢ii uzaylart 6-sonlu ve tam
olsun. Ayrica pozitif f fonksiyonu X XY iizerinde (U X v)-olgiilebilir olsun. Bu du-
rumda hemen hemen her x € X igin f(x,-) v-dlgiilebilirdir ve X iizerinde hemen he-
men her yerde tamumlanan g (x) := [, f (x,y) dV (y) fonksiyonu p-élgiilebilirdir. Benzer

12



sekilde hemen hemen hery € Y icin f(-,y) u-olgiilebilir ve Y iizerinde hemen hemen
her yerde tammlanan h(y) := [y f (x,y) du (x) fonksiyonu v-élgiilebilirdir. Hatta, eger

J{ [remave) | duw <
Y

X

ya da
/ ( [y <x>> dv(y) <o
Y X

saglaniyorsa f fonksiyonu X XY iizerinde | X v olciisiine gore integrallenebilirdir ve

/ (/f(x,y)du (x)) av(y) =/ (/f(x,y)dv (y)) dp (x)

= [[renduxy)

XxY

gerceklenir [20].
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3. SALINIM YARI-NORMUNA GORE YAKLASIM

Bu boliimde daha dnce Angeloni ve Vinti tarafindan [4, 5] te calisilan lineer olmayan
konvoliisyon tipindeki integral operatorleri ele alinacaktir. Hem tek boyutta hem de N-
boyutta verilen operatorlerin toplanabilme metodu yardimiyla salinim yaklasimlari ve
yakinsaklik hizlari incelenecek ve [4] teki ispatlarda yapilan bazi hatalar giderilecektir.

3.1 Periyodik Fonksiyonlara Salimmm Anlamda Yaklasim

Bu kisimda 27 periyotlu fonksiyonlardan faydalanilacaktir. Daha 6nce [4] te calisilan
periyodik durum daha da genellestirilecek ve uygulanan yaklasimin daha genel kosul-
lar altinda da gerceklendigi gosterilecektir. Ayrica tammmlanacak olan Lipschitz siniflari
yardimiyla yaklasim oranlar1 hesaplanacaktir.

[4, 5] te yapilan ¢alismanin periyodik hali asagida verilmistir.

f € BV, olmak iizere
T
Tw(f;s):/Kw(t,f(s—t))dt, w>0, seR, (3.1)
-7

operatorii verilsin. Burada K, : R x R — R dyle ki her #,u € R i¢in
K, (t,u)=L, (t)Hy (u), Hy,:R—R

olmak iizere H,, (w ya gore diizgiin) Lipschitz siirekli, H,, (0) = 0 ve her w > 0 igin
L, € L%n seklinde tanimlidir. Angeloni ve Vinti (3.1) de,

Ky.1). L, : R — R lgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere L,, € L} . ||L,||; <A, olacak
sekilde bir A > 0 sayis1 vardir ve her w > 0 i¢in A, := [ L, (t)dt seklinde
tanimlanirsa lim,,_,.A,, = 1 gerceklenir,

Kyy.2). her sabit bir § > 0i¢in w — e iken [5 ;| < [Lw (t)| d? — O olur,

Ky.3). Gy (u) :=H, (u) —u, u € R, w > 0 olmak iizere her sinirli J C R aralig1 i¢in

Vr[Gy]

w — oo iken
m(J)

— 0 (J ye gore diizgiin)

sartlar1 altinda verilen f € AC,; fonksiyonu i¢in
w — oo iken Vor [T, (f) — f] = O

yaklagimini elde etmislerdir. Ayrica bazi Lipschitz siniflar1 tanimlayarak

Vor [T (f) — f1 = 0(5 (Wﬁl))
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yakinsaklik oranini da hesaplamiglardir. Bu kisimda [4] te calisilan yukaridaki yak-
lasim daha da genellestirilecek ve toplam siireci yardimiyla lineer olmayan integral
operatorleri i¢cin yaklagim elde edilecektir. Ayrica tanimlanacak olan Lipschitz siniflari
yardimiyla yakinsaklik oranlar1 da ¢aligilmistir.

3.1.1 Salinim Anlamda Toplam Siireci

Oncelikle (3.1) de verilen lineer olmayan operatorleri toplanabilme metodu kullanarak
asagidaki sekilde genellestirecegiz.

Daha once de belirtildigi tizere o7 = {AV} = { (a};k) } terimleri negatif olmayan regiiler
matrisler ailesi olmak iizere, lineer olmayan

T

(o]

Tow (£i0) = Yy [ Kele,fx=0)dr, mv N, (3.2)

k=1 .

operatorii verilsin. Burada f : R — R 0Olg¢iilebilir, 27 periyotlu ve operatorii iyi tanimh
yapan fonksiyonlardir. {Kj}, . Olciilebilir fonksiyonlar ailesi olmak iizere K : R x
R — R ve her s, € R i¢in Ki(s,t) = Ly (s)H(¢) bicimindedir. Burada L; € L%n ve Hy, :
R — R, H; (0) =0 ve (k ya gore diizgiin) Lipschitz siireklidir, yani |Hy(x) — Hi(y)| <
Clx—y| her x,y € R ve k € N olacak sekilde bir C > 0 sabit sayis1 vardur.

Bundan sonra tez boyunca Hj fonksiyonlar1 k ya gore diizgiin Lipschitz siirekli kabul

edilecektir.

Uyan 3.1.1 Burada dikkat edilirse </ = {I} birim matrisi alindiginda (3.2) de veri-
len operatoriin (3.1) de verilen operatore doniistiigii goriilebilir. Ayrica herhangi bir
o/ —toplanabilme metodu icin (3.2) deki operatirler (3.1) de verilen operatorler yar-
dimiyla asagidaki sekilde yazilabilir:

Tno (f1x) = Y ap i (fix)
k=1

Bu nedenle (3.2) deki 7, 1 operatorlerine Ty operatolerinin toplam siireci adi veri-
lir (benzer ifadeler Altomare ve Nishishiraho’nun [2, 31, 32] deki ¢alismalarinda da
farkli operatorler igin kullanilnmistir.

(3.2) de tanimlanan operatoriin n — oo iken
Vor [T (f) — f1 = 0 (v ye gore diizgiin)

yaklasimin elde edebilmek i¢in L; ve Hj iizerinde bazi dogal kosullara ihtiya¢ vardir:
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(i) sup Y ay||Lk|[; =M < oo olacak sekilde bir M > 0 reel say1s1 vardir,
1

n,VEN k=

(ii) < —lim (};Lk(t)dt> 1,

(iii) her sabit 0 > 0 igin &7 —lim ( S |Lk(t)|dt> =0,
T>t|>8
(iv) Gi(u) := Hy(u) —u (u € R, k € N) olarak tanimlanmak tizere her J C R aralig1
icin limy_ e ‘2’1[8’)‘} =0 (J ye gore diizgiin) olur, yani her € > 0 i¢in dyle bir
ko = ko(€) > 0 vardir ki k > ko iken her J C R i¢in V; [Gy] < em (J) gerceklenir
(burada m (J), J araliginin uzunlugudur).

Uyar13.1.2 (i), (ii) ve (iii) kosullari K,,.1). ve K,,.2). kosullari ile karsilagtirildi-
ginda, daha genel sartlar oldugu kolaylikla goriilebilir.

Uyar1 3.1.3 (3.2) de tanimlanan operatorlerde H, tizerine konulan Lipschitz kosulu
yerine (iv) kosulu da almabilir. Bu durumda H), asimptotik olarak Lipschitz siirekli
olurdu. Ciinkii € = 1 segilirse dyle bir ko sayisi vardir ki her k > ko icin Vy [Gy] <m (J)
olur. Buradan u < v olmak iizere her k > kg icin
|H () — Hye (v)] < |Hy (1) —u—[Hy (v) = V][ + [u—v|
< V[u,v] [Gk] + |Lt - Vl <2 ’u —V|

gergeklenir. Dolayisiyla (3.2) ve (3.16) da verilen operatorler asimptotik olarak tanimli
olurdu ve buradaki toplamlar belirli bir ko sayisindan itibaren baslardi.

Asagidaki lemma, (3.2) de tanimlanan operatorlerin BV,; uzay: altindaki goriintiisii-
niin yine BV, uzayinda kaldigin1 gostermektedir.

Lemma 3.1.1 (i) kosulunun saglandigint kabul edelim. Bu takdirde her f € BVyy icin
oyle bir D > 0 sayist vardir ki her n,v € N icin

Vor [%70 (f)] < DVyg [f]
gerceklenir.
Ispat. {xo = —n,...,x,y = 7}, [~ 7, 7] arah@min keyfi bir par¢alanmasi olsun. Uggen

esitsizligi kullanilarak

m

;|<7n,v (fix:) = T (fixic1)|

=i ia}{k/Lk(t)(Hk(f( —1)) = Hi (f (xio1 —1)))dt
i=1 k=1 g

< iia k/ILk(t>||Hk(f( —1)) = H (f (xi1 —1))| dt
i=lk=1 o
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elde edilir. Bu esitsizlikte Hy nin Lipschitz siirekli oldugu diisiiniildiigiinde

on

~
—

| T (f3xi) — T (frxim1)]

IN

Cii / OIS Gei = 1) = f (xim1 —1)| dt
i=1k=1 “r

gerceklenir. Burada toplamlar yer degistirilip sonlu toplam iceri alindi§inda
m o T
Y 50 (f250) = T (-] £ C L [ 10 Varl (1))
i=1 k=1 7.

bulunur. f fonksiyonu 27 periyotlu oldugundan Va [f (- —1)] = Var [f] olur. Dolayi-
styla (i) sartindan

T

L1700 (£i5) = Zoo (fi2i)| < CVanf Zank/!Lk )| dt

< CMVar [f]

esitsizligine ulagilir. D := CM yazarak [—m, 7] aralifinda biitiin parcalanmalar tizerin-
den supremum alinirsa lemmanin ispat: tamamlanir. 0

Siradaki lemma benzer bir durumun AC,; uzayi icin de saglandigimi gostermektedir.

Lemma 3.1.2 (i) kosulunun saglandigini kabul edelim. Bu takdirde her f € ACyy ve
Vn,v € Nigin Iy (f) € ACay dir.

Ispat. Hipotezden her € > 0 igin 6yle bir § > 0 sayist vardir ki {(x;, i)}, 1,..m dilesi
[—m, 7] nin ikiser ayrik alt araliklar1 olmak tizere Y | (yi —x;) < 0 iken

m
Z fx)<e

olur. Diger taraftan Lemma 3.1.1 den

Y 1 Tno (f330) = T (f33)] SCZafq’k/ L ()| Y 1f (i —1) = f (xi —1)] dt
k=1 7 i=1

i=1

esitsizligi yazilabilir. Burada f € AC>; oldugundan

agE
(ngE

Vi—t—(xi—1t)) =

1 i

(vi—xi) <0

1

~.

iken

~
—_—

T
Too(Fi30) = T (fix)| < eC Y al [ ILalo]ds
k=1
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gerceklenir ve son olarak (i) sartindan
m
Y 1 Tnw (f330) = T (f33)] < €CM
i=1
elde edilir. Burada &’ := & alinirsa ispat tamamlanir. 0

Lemma 3.1.3 f siirekli ve [—r, 7t| araliginda sinirly salimiml olsun. Eger her stmirli J
araligi icin

Vi G,
lim s1Gd =0 (J ye gore diizgiin)
k—oo m (J)
oluyorsa
lim Vzﬂ; [Hkof—f] =0
k—yo0
gerceklenir [5].

Lemma 3.14 f € L olmakiizere L} uzayinda T, (f;x) := f (x — a) Gteleme opera-
torii siireklidir.

Ispat. Siirekli fonksiyonlar uzay: Lén. uzaymda yogun oldugundan

1f—gll; <e

olacak sekilde bir g € C[—m, 7] vardir. Buradan g siirekli oldugundan |a| < 0 i¢in

IFC=a)=fOll <If(—a)—g(=a)li+lg(—-a)=g()l;
+llg =l
<e+em)+e=¢e(2n+2)

elde edilir ve &' := 5.7 alinirsa ispat tamamlanr. O

Gerekli 0n bilgiler verildigine gore artik yaklagim teoremine gecilebilir.

Teorem 3.1.1 (i) — (iv) kosullarimin saglandigini kabul edelim. Bu takdirde her f €
ACoy icin
im Voz [0 (f) — f]1 = 0 (v ye gore diizgiin), (3.3)

n—oo

gerceklenir.
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Ispat. {xo,x,---,x,} kiimesi [—7, 7] araliginin keyfi bir parcalanmasi olsun. Uggen
esitsizliginden

Y | T (Fixt) — FO) — T (Fiiot) + F (i)

= iia:k/ \Li ()| [Hi (f (xi —1)) — f (xi —1)
i=lk=1 7
—Hi (f (xic1 — 1))+ f (xiz1 — 1) dt

# Yl [IO] 1 (=) = £ ()~ F (4 = 1)+ 1)
k=1 .

+ £ (i) = f(xio1)]

T
Za};k/Lk(r)dr—l
k=1

elde edilir. Burada [—7, ] arah@min keyfi parcalanmalari iizerinden supremum ali-
nirsa

=1 (I’L, D) +5h (l’l, 'l)) +15 (l’l, 'l))
bulunur. f fonksiyonu 27 periyotlu oldugundan her ¢ € R i¢in
Var[Heo f (- —t) — f (- —1t)] = Vag[Hi o f — f] olur. Dolayisiyla her n, v € N igin

hinv) = Y Ve Heo f - f] [ L) dr
k=1 e
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bulunur. Diger yandan, Lemma 3.1.3 uyarinca (iv) sartinin her f € AC, igin
k—boo

yaklagimim gerektirdigini biliyoruz. O zaman verilen keyfi bir € > 0 i¢in dyle bir
ko := ko(€) bulunabilir ki her k > kg i¢in

Vor[Hyo f — fl < € (3.4)

gerceklenir. Bu yiizden I;(n, v) de verilen toplam

ko
Y ayVor [Hyo f — f/|Lk )|dt + Z a’ Vo [Hyo f — f/|Lk )| dt
k=1

k=ko+1

seklinde ikiye ayrilirsa (3.4) ten

ko
Ii(n,0) < Y ayVag [Hyo f — f] /|Lk )|dt + & Z nk/]Lk )| dt
k=1 k=ko+1 *

elde edilir. Burada sol tarafta bulunan toplam sonlu oldugundan

D= max Voo [H,of — / L) dt
wemax |\ VerlHio f= £ | 1L
seklinde tanimlanirsa ./’ min regiilerliinden Oyle bir ng € N vardir ki her n > ny i¢in

T

ko
Y- aiVax [Hio f = f] [ 1L4(0)]di < Do
k=1

—T

yazilabilir. Sonsuz toplamda da (i) kosulu dikkate alindiginda yeterince biiyiik n say1-
lart i¢in
I(n,v) < (Dko+M) e (3.5)

esitsizligi gerceklenir. Ote yandan f fonksiyonu mutlak siirekli oldugundan hemen
hemen her yerde tiirevlenebilirdir. Dolayisiyla Léﬂ de dteleme operatoriiniin siireklili-
ginden

}g%VZH[f(~—t) —hm/|f s—1)—f'(s)|ds=0 (3.6)

t—0
oldugu goriilebilir. Bu takdirde verilen keyfi bir € > 0 i¢in

Varlf (=)= f ()] <e

olacak sekilde bir 6 := &(€) > 0 sayis1 vardir. Dolayisiyla I (n, ) de verilen integral
ilgili delta komsulugunun i¢i ve dist olarak parcalandiginda,

bovo)<eYa [ las Yah [ IVals (-0 - Ol

k=1 lt|<8 k=1 >[t|>8
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bulunur. Burada (i) sartindan

eZank / |Li(2)|dt < Me

1| <6
esitsizligi gergeklenir. Ikinci toplamda ise Va7 [-] nin bir yari-norm oldugu diisiiniiliirse
Yo [ lVarlr (0= fOl <ol Y [ )
k=1 n>|t|>8 =1 n>t|>6

esitsizligi elde edilir. (iii) kosulundan Gyle bir n; € N bulunabilir ki her n > n i¢in

L(n,v) < (M+2Var[f]) € (3.7)
olur. Benzer sekilde (ii) den Oyle bir ny sayist vardir ki her n > n; igin

L(n,v) < Var[fle (3.8)

gergeklenir. Son olarak n’ := max {ng, n, ny} olarak tanimlanirsa (3.5), (3.7) ve (3.8)
den her n > n’ igin

VZE[%,D (f) _f] < 8<Dk0+2M+3V27r [f])

bulunur. Onerme 2.2.1 den her f € AC, igin Vs [f] < oo olacagindan (3.3) yaklagimi
ispatlanir. 0

Uyan 3.1.4 Yukaridaki teoremde (3.6) da verilen egitlikte Lén uzayindaki oteleme ope-
ratoriiniin siirekliliginden faydalanilarak

limVax [f (- 1) = £ ()] =0

oldugu gosterilmistir. Halbuki [4] teki yazarlar Teorem 1 in ispatinda dteleme opera-
toriiniin siirekliliginden

lim Vo [Hyo f (= 1) = Hio f ()] =

oldugunu kullanmislardwr. Fakat burada secilen 6 > 0 sayist sadece € sayisina degil k
ya da bagli olabilir. Bu da sabit bir § sayist i¢in iy e [1 1> [Li ()| dt =0 sartinin
kullanilmasinda bir probleme sebep olabilmektedir, ciinkii yeterince biiyiik k lar icin
ortak bir & sayist var olmayabilir. Bundan dolayt yukarida kullanilan ispat teknigi [4]
tekinden daha giivenlidir.
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3.1.2 Salinim Anlamda Yakinsaklik Oranlari

Bu kisimda bazi Lipschitz simiflar1 tanimlanarak fark operatorleri yardimiyla (3.2) de
verilen operatorlerin yakinsaklik oranlar arastirilacaktir.

Verilen bir o > 0 sayis1 i¢in

VLipsz(a) :={f € ACyz : 1 — O iken Var [A/(f)] = O (|1|%) },
VLips, (&) :=={f € ACyz : t — O iken Var [A} (f)] = O (|t]%) }

Lipschitz siniflar1 tanimlansin. Burada A; ve A} fark operatorleri her 5,7 € R igin

A (fss) = f(s—1) = f(s)
A (f3s):=F(s+0)+ (s —1) =2f(s)

seklinde tanimlanir. Ayrica f, g € ACy i¢in
t — 0iken f(¢t) = O(g(t))

gosterimi ile || < & iken |f(r)| < N|g(r)| olacak sekilde N, & > 0 sayilarinin var ol-
dugu belirtilmektedir.

Bu tanimlardan yola ¢ikarak asagidaki sonuclara ulasilir (bkz. [12, 16, 28]):

e o > 0igin VLipoz () C VLip; (o) olur. Ciinkii verilen bir f € VLipz () i¢in
oyle bir Ly, Ly, 8,6, > 0 vardir ki |t| < O; iken

VIf(+1)—f() <Ly |t|*

ve |t]| < &y igin
VIf(=1)=fO)] < Laft]*
gerceklenir. Buradan |t| < min {8y, 8, } oldugunda L = max {L;, L, } olmak iizere

VIFC+)+f (=) =2fOI<SVIFC+0) = fOI+VIF(=1) = ()]
<2L[t|*

esitsizligi elde edilir. Bu da VLip,; (o) C VLip;, (o) oldugunu gosterir.
e Eger f' € VLipaz(a) ise f € VLip5 (a+1) olur.
e a > 1 ise VLipyz(a) sadece sabit fonksiyonlardan olusur, ayni durum o > 2
iken VLip;_ () smifi igin de gegerlidir.
Simdi
W:={E: Ry — Ry | &(r) t =0 dasiirekli, £(0) =0 ver > 0icin (1) > 0}

kiimesi verilsin. Herhangi bir £ € ¥ ve negatif olmayan regiiler toplanabilme metodu
o/ = {[a”,]} i¢in asagidaki yakinsaklik oranlarina ihtiya¢ duyulmaktadir:
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T
n — oo iken Z a}l’k/Lk(t)dt —1 | =0(E(n™)) (v ye gore diizgiin),  (3.9)
k=1 7

ve her sabit 6 > 0 icin;

n— ooiken Y a¥ / )% |Le(t)|dt = O (E (")) (v ye gore diizgiin),  (3.10)

=1 <s

1

n — oo iken ia}l’k / |Li(r)|dt = O (& (nfl)) (v ye gore diizgiin).  (3.11)

=1 s ii>s

Teorem 3.1.2 Verilen {L;} ¢ekirdek dizisi i¢in supycy || Lkl = M < oo, M > 0 olsun
ve verilen & € ¥ ve o > 0 icin (3.9), (3.10), (3.11) sartlan saglansin. Ayrica {f;}
stfira yaklasan poczitif terimli bir dizi olmak iizere asagidaki kosullar gercekledigini
kabul edelim:

her k € N ve her stmirli J C R araligy icin

Vi Gy
m(J)

< B (3.12)

ve

n — oo iken Za}m)kﬁk = 0(E(n™Y)) (v ye gore diizgiin). (3.13)
k=1

Bu durumda asagidaki yaklagimlar elde edilir:

(a) Her f € VLipyz(t) igin
n — oo iken Vor [T (f) — f1 =0 ('g' (n_l)) (V ye gore diizgiin).
(b) Eger her k € Nigin Ly (t) bir ¢ift fonksiyonsa, yani hert € R icin L (t) = Ly (—t)
oluyorsa her f € VLip5 () icin
n — oo iken Var [ v (f) —f1=0 (5 (n_l)) (v ye gore diizgiin),

gerceklenir.

Ispat. (a) Teorem 3.1.1 in ispatindan,

[}

Vor [Tuw (f) = f] < kgla};szn [Hio f— f1Llly

+ X b ] 1L Var 80 (D)

+4QﬂLf]
:::Iﬁ(n

oo V9

Yay [ Li(t)dt—1

k=1 -
,V)+F>(n,0)+ F3(n,v)
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oldugu kolayca goriilebilir. [5] ten (3.12) nin her £ € N i¢in

Vor [Hio f— 1 < Br
esitsizligini gerektirdigi bilinmektedir. Burada sup,y ||Lk||; = M < o oldugundan

Fi(n,0) <MY aypBr
k=1
bulunur. Dolayisiyla (3.13) ten n — oo iken

Fi(n,0) =0(E(n™")) (v ye gore diizgiin)

yazilabilir. Diger yandan f € VLipyz(a) oldugundan dyle N, 8 > 0 sayilar1 vardir ki,
F> (n,v) deki integral ilgili 6 komgulugun ici ve dig1 olmak iizere ikiye ayrilirsa

o) sNYal [ L@l Yah [ L)

=< =1 s ii=s

olur. Bu esitsizlikte (3.10) ve (3.11) hipotezleri g6z Oniine alinirsa n — oo iken
B (n,0) =0(E(n™")) (v ye gore diizgiin)

oldugu goriiliir. Son olarak (3.9) kosulu diisiiniildiigiinde yine n — o iken
F(n,0) = 0(E(n™ 1)) (v ye gore diizgiin)

olur ve bu da yeterince biiyiik 7 ler icin

Var [Tno (f) — f1=0(& (rfl)) (v ye gore diizgiin)

olmasim gerektirir.

(b) Ly cift fonksiyon oldugundan agagidaki esitlik gerceklenir:

JLale) 8 (5= 0) = F () = £ (51 =)+ )l
/ L(t) {f (i—1) = F () — f (it — 1)+ F (v 1) Y dt

[ L) (i) = f (6) = £ i +0)+f (1) Yo

Dolayisiyla Teorem 3.1.1 in ispatindan

Vor [Th (F) ~ 11 = Y aliVas Hio £~ 1] [ ILa(0)]
1 oo T
+a Lk | ILOVar 4 (]
+V27r i / dt—l
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esitsizligi yazilabilir. supy oy || Li|l; = M < oo ve f € VLip5 (o) oldugundan

Virl i (1)~ 1) S ML kbt 3 Ll [ 1)

lt|<o

Pl Yl [ o)
=1 asiizs

T

+Vorlf i / t)dt—1

-7

olacak sekilde N,6 > 0 sayilar1 vardir. Dolayisiyla (3.9), (3.10), (3.11) ve (3.13) ten
yeterince bilyiik 7 ler i¢in

Vaz [Fnw () = £1 = O(&(n™")) (v ye gore diizgiin)
oldugu goriiliir. O

Uyan 3.1.5 Dikkat edilirse [4] te yazarlar VLips% (t) ve VLip5 () Lipschitz sinif-
larimi asagidaki sekilde tanimlamiglardir:

VLipye (1) :={f € ACay : t — 0 iken Vaz [A; (Hio f)] = O (7(2))}
VLipy (1) :={f € ACyy : t = 0 iken Vo [A* (Hio f)] = O (t(1))} .

Burada 7€ = {H;} ve

T :={1:R - Ry| 7 élgiilebilir, t = 0 da siirekli ve t # 0 i¢in T(t) > 0}
ile verilmektedir. Ornegin ©(t) = |t|* almrsa H ¢ekirdeginden dolayi VLips., (T) ve
VLip3X (t) siniflarinin elemanlarint belirlemek V Lipyz () ve VLip5 . (o) siniflarina

oranla ¢ok daha zordur. Bundan dolayt VLipyz(ot) ve VLip; (o) suflart [4] teki
Teorem 2 ye gore daha ¢ok uygulanabilir goziikmektedir.

3.2 Cok Degiskenli Fonksiyonlara Salimim Anlamda Yaklasim

Angeloni ve Vinti agagida verilen operatorlerin Tonelli anlamda salinimlarini incele-
mislerdir [4, 5].

f € BV (RY) olmak iizere

w(fix) = /K (x—t))dt, w>0,xc RV, (3.14)

operatorii tanimlansin. Burada K, (t,s) : RY x R — R 6yle ki her t € RV, 5 € R i¢in
K, (t,s) =L, (t)H, (s) seklinde verilmistir. H,, : R — R, H,, (0) = 0 ve H,, Lipschitz
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siirekli (w ya gore diizgiin) ve {L,,} C L' (R") dir. Yazarlar [4, 5] numarali makale-
lerde
w s oo iken V [Ty (f) — f] = 0 (3.15)

yaklagimin elde etmek i¢in asagidaki sartlar1 kullanmislardir:

K,,.1). ||Ly|l; <A olacak sekilde A > 0 sayist vardir ve limy, o [pnvLy, (t)dt =1,
K,;.2). her sabit § > 0 sayist i¢in limy e [j¢> 5 |Lw (t)|dt = O saglanr,
K,.3). Gy, := H,, (u) — u olmak tizere her sinirli J/ C R aralig1 i¢in w — oo iken

Vi [GW]
m(J)

— 0 (J ye gore diizgiin).

Bu sartlar altinda Angeloni ve Vinti her f € AC (R") igin (3.15) yaklagiminin dogrulu-
gunu gostermiglerdir. Simdi bu yaklagimin toplam siireci yardimiyla daha genel sartlar
altinda tanimlayacagimiz operatorler i¢cin de saglandigi gosterilecektir. Ayrica uygun
Lipschitz siniflar1 yardimiyla elde edilen yakinsaklik hiz1 da hesaplanacaktir.

3.2.1 Tonelli Salimimda Toplam Siireci

Bu boliimde negatif olmayan bir toplanabilme metodu yardimiyla tanimlanan agagi-
daki operatorleri goz Oniine alacagiz:

o (fix) = Zank/Kk (x—t))dt, ,veN,xeR".  (3.16)

Burada f : RN — R, olgiilebilir, stnirl ve (3.16) y1 iyi taniml1 yapan fonksiyonlardir.
(3.16) taniminda Kj, 6lgiilebilir fonksiyonlar olmak iizere K (t,s) = Ly (t) Hy (s) ola-
rak verilmistir 6yle ki {L;} C L' (RY) ve Hy : R — R, Hy(0) = 0 ve Hy Lipschitz
stireklidir.

Uyari 3.2.1 Yukarida of = {I} birim matrisi alimirsa (3.16) da tanumlanan operatoriin
(3.14) te verilen operatore doniistiigii kolayca goriilebilir. Dolayisiyla bu ¢alisma [4, 5]
teki sonuglardan daha genel durumlari kapsamaktadir.

Yaklagim teoremini elde edebilmek i¢in asagidaki kosullara ihtiya¢ duyulmaktadir.

(I) sup Z a’ ||Lk|l; = M < oo olacak sekilde bir M > 0 sayis1 vardir,

n,VeENk=

(1) o —lim ( ka(t)dt> =1,

RN
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(I1I) her sabit 6 > 0 say1s1 igin .7 — lim ( J ]Lk(t)]dt) =0,
|t|>8
(iv) Gy (u):=Hi(u) —u (u € R, k € N) olmak iizere her J C R sinirh araligi i¢in

im V2 [Gd
im
k—oo m(J)

=0 (J ye gore diizgiin).

Lemma 3.2.1 (1) kosulunun saglandigini varsayalim. O zaman her f € BV (RN ) icin
oyle bir D > 0 sayist vardir ki her n,v € N icin

V[T ()] <DVIf]

gerceklenir.

Ispat. 1 =TIV [a;,b;] ve {J1,...,J,} kiimesi I araligmin bir par¢alanmasi olsun ve
i=1 par¢

g=1,2,...,m icin N-boyutlu J, alt aralig1 J, = HIJV: 1[%a;,9bj] ile gosterilsin. Ayrica

j=1,....Nveg=1,...,migin {s(} =1aj,. ..,s;” =4 b} kiimesi de [1a;,7b;] araliginin

keyfi bir parcalanmasi olsun. Bu durumda C sayis1 Lipschitz sabiti olmak iizere

A
Y| Fan (75 0) ~ Fan (5|

RN
1
H(f(s— 1,54 — 1)
oo A
-1
<CYan [ IO Y £ =t ) = (5= ™" 1) at
k=1 RN n=1

esitsizligi gerceklenir. Burada |9a;,9b;| araliginin parcalanmalar iizerinden supre-
Jr 0
mum alinirsa

Vi) [ (5(53))] < CE e [ 1001V 5 7 5= 1)

oldugu goriiliir. Buradan



olarak tanimlanirsa, Fubini-Tonelli Teoremi’nden asagidaki esitsizlik yazilabilir:

®; (T ( <c/ Zank/\Lk WViaa, a0, [ (5=t —17)] dt | ds;

/
b;

:cza:;k/ /|Lk WViga, a0, [ (5= 1) —17)] dt | ds;
k=1 Y,
4j

_CZank/ |Li(t |/V[qa ab)] (s =1}, —tj)]ds'j dt

=1 oy
:cZa;’k/|Lk(t)yq>j (F(-—t),J,) dt.
k=1 gy
Benzer sekilde

4 !
D (Tno (f).Jg) = {Zleb% (T (f) ,Jq)}
-

olarak tamimlanirsa Fubini-Tonelli Teoremi’nden

( - -2) 2
N oo

®(Fn (1)) <C Y za:;k/|Lk<t>|c1>f<f<-—t>,1q>dt
j=1 k=1
o Z2Y 2
N oo

—cly /Za;)k\Lk(t)\dDJ(f(~—t),Jq)dt

=1 [ k=t |

gerceklenir. Bu esitsizlikte iki kez genellestirilmis Minkowski esitsizligi uygulanirsa

N 272
®(Zho (1) 0) <C [ g(zanm (0)]®, (1 <—t>,Jq>> dt
RV /T

) ,
_C/Zank|Lk Z : q)] dt
=Y al [ 10 @ (7 (- —1).4y)d

k=1 RN

elde edilir. Buradan

Vi[Zuo (f)l = sup Z¢(<7117v(f)7fq)
{lena*]m}q:l

<Yl [ ILOIF (- v
k=1 RN
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bulunur. Her t €RY i¢in

VIF(=t]=VI/]
oldugundan tiim 7 C RY araliklari iizerinden RY de supremum alinirsa asagidaki esit-
sizlik kolayca yazilabilir:

14 [f%z,v (f)] = sup V; [%,v (f)]

ICRN
<y ab, [ o1V is (- olat
k=1 RN

<CMV[f].

Son olarak D := CM seklinde tammlandiginda f € BV (R") oldugundan ispat tamam-
lanir. U

Lemma 3.2.2 (I) kosulunun saglandigini kabul edelim. Eger f € AC (RY) ise her
n,v € Nigin T, (f) € AC (RV) gerceklenir.

Ispat. f € AC(RY) C ACjoc (R") oldugundan her & > 0 igin g;(x;) := f(x},x;) fonk-
siyonunu lokal mutlak siirekli yapan bir § > 0 sayis1 vardir. I = ITY , [a;,b;] olmak
lizere {(O‘f-l,ﬁf)}y:h..,x ailesi

uil (B! —al) <o

olacak sekilde her j =1,...,N i¢in [a j»b j} araliginin ¢akigmayan alt araliklar1 olsun.
Bu takdirde iicgen esitsizliginden

1= B e (0 (00) - (5 ()

ﬁ Yot /Lkm (7 (5, - 1B 1))
_wgg_%w_@ﬂﬂ

<CF [ 100 5 |7 (55158 —1) 7 (35—t —1))

k=1 RN n=1

oldugu goriiliir. Burada

Z(B}l—fj—[o‘f—fj}) Z(B”—O‘> 6

u=1 pu=l
oldugundan her j =1,...,N i¢in
I <CMe
gergeklenir. Bu ise .7}, 4 (f) € AC,, (RN ) oldugunu kanitlar. Son olarak Lemma 3.2.1
den 5 (f) € AC (RY) oldugu kolayca elde edilir. O
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Lemma 3.2.3 f € AC (RN ) olmak iizere eger (iv) sarti saglanirsa
limV [Hyof — f] =
k—voo

olur [5].

Lemma 3.2.4 f € L' (R") olmak iizere L' (RV) uzayinda T, (f;X) := f (x—a) ote-
leme operatorii siireklidir [27].

Ispat. Kompakt destekli siirekli fonksiyonlar uzay1 L' (R") de yogun oldugundan her
x €RV icin

If —glly <e
olacak sekilde bir g € C,. (RN ) vardir. Ayrica g siirekli ve kompakt destekli oldugundan

la| < o iken
lg(-—a)—g()lly <e
olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 vardir. Buradan

IfC(=a)=fOll <[f(—a)—g(—a)lly+llg(-—a) =g ()l + g —flly

< 3¢

gerceklenir. U
Bu kisimdaki yaklagim teoremi agsagida verilmektedir.

Teorem 3.2.1 Kabul edelim ki (I) — (I1I) ve (iv) saglansin. O zaman her f € AC (RV)
icin
lim V [Z, v (f) — f] = 0 (v ye gore diizgiin)

n—yoo
gergeklenir.

Ispat. 7 = IV [a;,b;] ve {Jy,...,Jn} ailesi ¢ =1,2,...,m igin J, = Hijyzl [a;,9b;]
olacak sekilde I araliginin bir parcalanmasi olsun. Her j=1,...,Nveg=1,...,micin

{s? =aj,... ,s? =4 b;} kiimesi de [7a;,7b;| araligmin keyfi bir par¢alanmasi olsun.
Buradan uygun terimler eklenip cikartilarak

= % “%”< (sf’sf» f<SJ’S5L> Inv (f;<slf’s?_l>>+f<S/j’S§L_I>)

Z Zankak()[ (f(s —tj,s’; tj)>—f<’J—t s“ tj>

_Zjﬁég_ts o)) (1)
+Y ankak( ) [f (s;-—t},sﬁ-l—tj) —f(sj,sﬁl>

k=

1
_f<s’j—t},s;l_l —tj) +f(s;,sj )] dt
f

() -1 (5 )}(ia%fu<wp4)‘

(3.17)
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elde edilir. Dolayisiyla iicgen esitsizliginden
Z Z)L u
/ / / /

u=1

—H, <f <s}—t},s§.‘_' —t,-)) -|-f<s’j—t},s§.‘_l —q)‘dt

oo A
+Yan L (st =1) = £ (s}t

RN
- -1
_f<s;—t},s51 l—tj>+f<s’],s5l )’dt
l oo
+ Z ‘f (s},sf) —f <s'j,s5.171)‘ Za;’k/Lk(t)dt—l
u=1 k=1 RN

oldugu kolayca goriiliir. Esitsizligin saginda [?a;,9b;] araliginin biitiin parcalanmalari
izerinden supremum alinirsa,

Ls Za}{k/ 1L (8) | Vi, ap) [Hi (f (5= 15, = 1)) = (s = 1j:- = 1;) | dt

=1y

+ Yl OV, [ (5~ s =17) = £ (5)] at
k=1

] ia}fk/Lk(t)dt—l

+V[qaj,qu] [f (s] )
k=1 RN

bulunur. Fubini-Tonelli Teoremi’nden her j = 1,...,N i¢in asagidaki esitsizlik elde

edilir:
b
@ (T (f /q%% o (F3(5527)) = £ (5] a;

/|Lk (01 (He (f (-~ 1) — £ (-~ 1) ) dt

Ms\\

<

k

+Zank/|Lk 019 (£ (=0~ f ().Jg) dt

1

@ (£:90) | L [rwat-1.
=)

Burada



seklinde tanimlanirsa Minkowski esitsizligiden her ¢ = 1,...,m i¢in

g
I
———
1=
2\
Y
ok
Q
~©
~
S
=
o
~
—~
S
~
|
=
|
~
|
=
Q&
SN—
N——
QA
-
S}
B —

olur. Fubini-Tonelli Teoremi’nden

elde edilir. Benzer sekilde I, i¢in de iki kez genellestirilmis Minkowski esitsizligi ve
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bir kez Fubini-Tonelli Teoremi uygulanirsa

N oo 2
> (R/ZaiikLk(tMPj (fC=8=F()) dt)
=1 v k=1

b

:/Zank|Lk (Zq>2 f(.),.]q)> dt
- Yo /|Lk | (F (== 7)) dt

I—

o 2\ 2
Y an|Li(6)|®; (£ (- —t) —f('),Jq)] ) dt

k=1

esitsizligi saglanir. /3 terimi igin

T4 Za}jk/Lk(t)dt—l
k=1 gy

esitligi ® nin tanimindan agiktir. Tiim bu esitsizlikler dikkate alindiginda

Vi[Zno (f) = f] :{JSUPJ }Zq) )= fdq)
1oy my q=
< ¥t [ IOV (7 (-~ ) (-~ )
k=1 RN
Yt [ IO - Ot
k=1 RN

+Vi[f]

Y ay / Li(t)dt—1
k=1 gy

gerceklenir ve I C R keyfi oldugundan I araliklari iizerinden supremum alinirsa

VI[Zho (f) = f1= sup Vi[f]

ICRN

< Yab [ IOV I (7 (- 0) = £ (- —0)]at
k=1 RN

Sy [ IOV -0 - Ot
k=1 RN

+V]

7| Y ab [ Ltat—1
=1

=P +P+P
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sonucuna ulagilir. Keyfi t €RY icin

VIH(f (=) = f( =] =V[H(f) — /]

esitligi her zaman dogrudur, dolayisiyla Lemma 3.2.3 ten Ve > 0, dko € N vardir ki her
k > ko i¢in
VIH(f)—fl<e

olur. Dolayisiyla P; ifadesindeki toplam kg dan itibaren béliiniirse (/) sartindan

ko
< Y anV H(F) = 1) [ 1Ll derem
k=1 RN

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan,

D= max QVIH(f)~ £ [ ILu(t)dt

1<k<k

yazarak asagidaki esitsizlik kolaylikla goriilebilir:

ko

Y anV [ He(f /|Lk |dt<DZank
k=1

</ regiiler oldugundan 1 < k < kg i¢in k dan bagimsiz bir nj, = nj, (€) € N sayis1 bulu-
nabilir oyle ki her n > nj, i¢in a¥, < € saglamir. Bu nedenle

Za WV [Hy (f / |Li(t)|dt < Dkye
k=1 s

esitsizligi gerceklenir. Ote yandan P; de f € AC (RN ) oldugundan (2.4) uyarinca

VIF(-—t)— /Wf s—t)—Vf(s)|ds (3.18)

oldugunu biliyoruz. Burada 6teleme operatoriiniin siirekliligi diisiiniildiigiinde, Ve > 0,
30 > 0 vardir, dyle ki |[s—t—s| = |t| < 0 iken V[f(-—t)— f(:)] < € olur. P, deki
integral buradaki 6 sayisindan faydalanilarak ilgili 6 komsulugunun i¢i ve dig1 olmak
tizere parcalanirsa asagidaki sekilde yazilabilir:

P= Y [ IOV -0 -rO
=1 g<s

+Zank/ L0V [f(-—t)— f()]dt.

k=1 t|>6

Dolayisiyla (3.18) den

Zank / ILe(O)|V[f(-—t)— f()]dt < eM

=1 <s

35



ve (I1I) sartindan, yeterince biiyiik # ler i¢in,

Yai [ IL@VIC-0- a2y Yah [ n)a

k=1 t|>6 k=1 t|>6
<2V |[fle

olur. Son olarak (/1) den yeterince bilyiik 7 ler igin
Py <V|[fle
gerceklenir. Bu ise, yeterince biiyiik » ler i¢in
V{Zhw (f) = f1 <& (koD+2M +3V [f])

oldugunu gosterir. O

Uyari 3.2.2 Teorem 3.2.1 in ispatinda V f nin L' (RN ) uzaywmda siirekliligi icin

HmV [f(-—t)— f (") —11m/|Vf (s—t)—Vf(s)|ds=0

t—0

kullamilmistir, dolayistyla buradaki & sadece f ve € a bagldir. Fakat [4] te yazarlar

hm/w Hyof)(s—t) =V (Hyo f) (s)|ds = 0

oldugunu kullanmuglar yani V (Hy, o f) nin siirekliliginden faydalanmuislardir. Buradaki
0 sayist k ya da baglhdir, dolayisiyla sabit bir § > 0 sayisi icin gecerli olan K,,.2).
hipotezi burada gecerli olmayabilir. Bu yiizden Teorem 3.2.1 de kullanilan ispat teknigi
daha uygundur.

3.2.2 Tonelli Salinimda Yakinsaklik Oranlari

Bu kisimda (3.16) da verilen operatorlerin salinim anlamda yaklasim oranlar1 hesapla-
nacaktir. Bunun i¢in bazi Lipschitz siniflarina ihtiya¢ vardir. Verilen o > 0 sayisi i¢in
tx € RY ve 0 = (0,...,0) olmak iizere Lipschitz siniflar1 agagidaki gibi tanimlansin:

VLipy (@) :={f €AC(RY) :t— 0iken V [A¢(f)] = O (|t|*)},
VLipy (a):={f €AC(RY) :t = 0iken V [A] (/)] =O(]t|*)}.

Burada

olarak tanimlidir.
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W:={&:Rj — Ry |r =0 dasiirekli, £ (0) = 0 ve her t > 0 i¢in & () > 0} kiimesi ve-
rilsin. Yaklagim oranlarinin hesaplanabilmesi i¢in & € ¥ olmak iizere

n — oo iken ia}l’k/ IL(t)|dt—1 | = 0(E(n™")) (v ye gore diizgiin), (3.19)

=1y

her sabit 6 > 0 i¢in;

n— ooiken Y a% / ILi(t)][t|*dt =0 (& (n™1)) (v ye gore diizgiin),  (3.20)

=1 g<s
n— coiken Y a% / ILi(t)|dt =0 (& (n")) (v ye gore diizgiin) (3.21)
k=1
t[>6

hipotezlerine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Teorem 3.2.2 (L;) cekirdek fonksiyonlarimin bir dizisi ve M pozitif bir sayt olmak
lizere supycy ||Lklly = M < oo olacak sekilde bir M sayist var olsun. Kabul edelim
ki & € P ve o0 > 0 icin (3.19), (3.20), (3.21) saglansin. Ayrica { Py} sifira yakinsayan
pozitif terimli bir dizi olmak iizere her k € N ve her sinirli J C R araligi icin

Vi [Gy]
() < Bk (3.22)
ve y
n — oo iken Za;’kﬁk =0(¢& (n_l)) (U ye gore diizgiin) (3.23)

k=1
gerceklensin. Bu takdirde asagidaki yaklasimlar: elde ederiz:

(a) Her f € VLipy(@) igin
n—sooiken V[T (f)—f1=0(& (nfl)) (v ye gore diizgiin). (3.24)

(b) Eger her k € Nigin Ly (t) bir ¢ift fonksiyonsa, yani hert € RN icin Li(t) = Ly (—t)
oluyorsa (3.24) yaklasimif € VLipy () icin de gecerlidir.

Ispat. (a) Teorem 3.2.1 den asagidaki esitsizlikler dogrudur:

Ms

V[T (£) = 1< Y amV [He(f) — f1ILelly

k

MS i

1
al [ L1V (A )t
RN

k 1

+VIA| L ay [ a1
k=1 RN

:=R;+R)+R;3.
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R de (3.22) kosulu goz 6niine alindiginda [5] ten her k € N icin

VIHi (f) = f1 < B

oldugu bilinmektedir. Burada sup,cyy ||Lx||; = M < o hipotezinden
Ry <MY ayBr
k=1

oldugu goriiliir. Dolayisiyla (3.23) ten n — o iken
Ri=0(¢ (n_])) (v ye gore diizgiin)

elde edilir. R, incelendiginde f € VLipy(a) oldugundan dyle L, 8 > 0 sayilart vardir
ki [t] < & icin
VIA() <L|t*

olur. Buradan yola ¢ikilarak R, deki integral ilgili 6 komgulugun ici ve dig1 olarak ikiye
parcalanirsa

Re<LYah [ 04 Llde+2v () Yab [ Ldo)de
k=1 k=1
It/<é 1t>6

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte (3.20) ve (3.21) sartlar1 dikkate alindiginda n — oo
iken
Ry=0(¢ (n_l)) (v ye gore diizgiin)

saglanir. Son olarak R3 te (3.19) hipotezi ele alindiginda yeterince biiyiik # ler icin
Ry=0(¢& (nfl)) (v ye gore diizgiin),

oldugu goriilebilir. Buradan, yeterince biiyiik » ler i¢in

V(o (f) = f1=0(& (1)) (v ye gore diizgiin)
sonucuna ulagilir.

(b) Bu kismun ispatt igin n — oo iken R, = O(& (n™!)) oldugunu gostermek yeterlidir.
(3.17) den

U = % E‘,la;’kR{va(t) [f <S’j—t},s§-l —lj> _f<S/j’S?>

u=1 (k=

—f (s;.—t},sfj“l _;j) +f (s/j,si%ﬂ)] dt‘

(3.25)

oldugu goriiliir. f € VLip}, () oldugundan (3.25) teki integral uygun bir 6 komsulu-
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gundan itibaren parcalanirsa

(o)

U::i Y ay / Ly(t) [f (S/j_t}’S?_tj) _f<slj’s?>

p=Tk=1 s

gt ) ()
b3 (Tt [ L (5t )~ ()

_ f(s’j—t},sﬁ-l l—tj>+f(s;-,s?71>}dt‘

olur. Burada 6 komsulugunun diginda kalan kisima Teorem 3.2.1 deki adimlar uygula-
narak

V[l Yy [ L]t
=1ss

ifadesi elde edilir. Bu parga (3.21) den n — o iken O(& (n_1 )) ifadesine esit olur. Diger
taraftan 6 komgsulugunun iginde kalan kisim asagidaki sekilde iki par¢aya ayirilip
t = —u degisken degistirmesi yapildiginda, Ly (t) ¢ift oldugundan

¥ T | ®[r (5=t —17) = £ (s7:54)

_ f(s;—l—ulj,sf +u]) +f<sj,s771>]du’
< Yl [ v ia; ()
=1 ges

bulunur. Son olarak f € VLipy () oldugundan (3.20) den yeterince biiyiik n ler igin

(o)

@y | L@V Ia; ()] dt=0(E (n 1))
1

1
2
=1 gcs

oldugu goriiliir. U
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Uyar1 3.2.3 [4] teki calismada 7 = (Hy) ve T élgiilebilir olmak iizere T : RN — R,
t =0 da siireklive t # 0 = (0,...,0) icin T (t) > 0 kosullar: saglanacak sekilde asagi-
daki Lipschitz siniflart tammlannustir:

VLipyl (t) ={f€AC(RN):t—0ikenV [A¢(Hiof)]=0(1(t)},
VLipy* (t) ={f €AC(RN):t—=0ikenV [Af (Hof)]=0(T(t))}.

Fakat buradaki siniflarin elemanlarini bulmak Hy, Lipschitz cekirdegine bagli oldugun-
dan ¢ok zor olabilir. Dolayistyla tezde kullanilan 'V Lipy () ve VLipy (o) simiflarinin
[4] te kullanilan siniflardan daha uygulanabilir oldugu goriilmektedir.
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4. SUPREMUM NORMUNA GORE YAKLASIM

Bu boliimde [4, 5] te ¢aligilan salinim yari-normu yerine klasik supremum normu kul-
lanilarak toplanabilme metodu yardimiyla elde edilen operatorlerin yaklagimlar: aras-
tirtlacaktir. Hem bir boyutta hem de N boyuttaki durumlar incelenecek ve yaklasim
oranlarn verilecektir.

4.1 Periyodik Fonksiyonlara Diizgiin Yaklasim

Bu kisimda (3.2) de tanimlanan operatorlerin supremum norma gore yaklasimlar: in-
celenecektir. Ayrica Lispchitz siniflar1 tanimlanarak yaklasim oranlar1 ¢alisilacaktir.

Burada 27 periyotlu ve olciilebilir sinirli fonksiyonlarin uzay1 By, ve 27 periyotlu ve
stirekli fonksiyonlarin uzay: C,; ile gosterilecektir. Ayrica verilen f € By, fonksiyo-
nunun [—7, 7] araligindaki supremum normu

1 fllaz := sup [ f(x)]

XE[—m,7]
ile gosterilecektir.
4.1.1 Diizgiin Yaklasimda Toplam Siireci

Daha 6nce (3.2) de tanimlanan lineer olmayan operatorler
o T
T (fix) = Yl [ Kilt. flx=0)dr, nveN,
k=1 7

tipinde verilmisti. Bu kistmda
n—ooiken || T (f) — fllo, — 0 (v ye gore diizgiin)

yaklagimin elde etmek hedeflenmistir. Bu yaklagimi gosterebilmek icin gerekli bazi
kosullara ihtiya¢ vardir. Burada daha once verilen (i) ,(if) ve (iii) kosullariyla birlikte
(iv) yerine agagidaki kogul g6z Oniine alinacaktir:

(iv)" her smirli J C R arahg1 igin

lim |G|, = lim (sup|Gk (u)\) =0
k—yo0 k—yoo \ 7

gerceklenir. Burada yaklasim J ye gore diizgiin olmak zorunda degildir.
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[k olarak .7, 5, (f) nin iyi tanimhiligin1 gdsterelim.

Lemma 4.1.1 (i) sartiun saglandigini kabul edelim. Bu takdirde her f € By icin oyle
bir D > 0 sayist vardir ki her n,v € N icin

|0 (F)ll2r < DI fll2n
gergeklenir, yani Iy, v (Bax) C Bag olur.

Ispat. f € By verilsin. Hy Lipschitz siirekli ve H;(0) = 0 oldugundan her n,v € N
icin

\:\

ol Lk

| |Hy (f (x—1))|dt

<cyay / Lo} 1 1)\
k=1

esitsizligi saglanir. Burada f sinirli oldugundan

T
[ Toao (F3)| <€ Yot [ L0
k=1

oldugu goriiliir. (i) sart1 dikkate alinip x € [—, 7] tizerinden supremum alinirsa
[-Z0,0 (F)llaz < CM || fl|57

gerceklenir. D := CM alinarak ispat tamamlanir. 0

Siradaki lemma ile C,; uzayindan alinan bir fonksiyonun operator altindaki goriintii-
stiniin de C; uzayinda oldugu gosterilecektir.

Lemma 4.1.2 (i) sartiun saglandigini kabul edelim. Bu durumda her f € Cyz ve her
n,v € Nigin T,y (f) € Cax olur.

I

Ispat. f, [~7, 7] de diizgiin siirekli oldugundan verilen bir £ >0 icin dyle bir
0 = 6(g) > 0 sayist vardir ki [x—y| < d iken hert € Ri¢in |f(x—1) — f(y—1)| < €
olur. Ote yandan Hj Lipschitz siirekli oldugundan her n, v € N i¢in

T

halF20) = Fun ()| < C L [ 1011 (er)—F )l

-7

gerceklenir. Burada f fonksiyonunun diizgiin siirekliligi ve (i) sart1 dikkate alindiginda
[ Tno (f32) = Tuw(fy)| < CMe

bulunur ve &’ C 57 alindiginda ispat tamamlanir. U
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Simdi asagidaki yaklasim teoremini elde edebiliriz.
Teorem 4.1.1 (i) — (iii) ve (iv)" kosullariun gerceklendigini kabul edelim. O zaman
her f € Coy igin

lim (|70 (f) = £l = 0 (v ye gore diizgiin)

olur.

Ispat. Uygun terimler eklenip ¢ikarilarak iicgen esitsizliginden

o0 59 = £ 91 < Ly [ ILO1IHF (5 0) (el

—T

Yt [ IO -0 - £ (e
=

T
+|f (x Z / Li(t)dt —1
k=1 g
elde edilir. Burada x € [—m, 7| aralig1 iizerinden supremum alindi§inda

10,0 (F) = iz <k);1akf L (O [Hi (f (- =) = f (- = 1) | ozt

+La kfﬂlLk(t)l 1 C=1) = f ()llazdt (4.1)

) b4
1 llor | X ane | Li(2)dr — 1
k=1 -
oldugu goriiliir. f fonksiyonu 27 periyotlu oldugundan her ¢ € R i¢in

[Hi (f (- =1)) = f (- =Dz = [Hi (f) = 2z

saglanir. Ayrica f sinirli oldugundan 6yle Cy,C> € R sayilart vardir ki her x € R i¢in
C) < f(x) < Gy olur. Bu yiizden J := [Cy, ;] olarak tamimlanirsa

|G (f ()] < [1Gell; = sup [Hy (u) — ul

bulunur, yani
15 (f) = fllz < (Gl (4.2)

esitsizligi yazilabilir. Diger taraftan f diizgiin siirekli oldugundan her € > 0 i¢in dyle
bir 6 := & (&) vardir ki |¢| < & iken

IFC=0)=fO)lln <€ (4.3)
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olur. (4.1) de (4.2) ve (4.3) esitsizlikleri kullanildiginda
I T
1Fo0 (1) = Fllx < Y Gill [ 1Le(e)
k=1 o

veYay [ Ll
k=1

lr|<6
+Xat [ IO =f Ollgd
k=1 n>|t|>6

T
1 lle | Y [ i) =1
=1 7
=Ji(n,v)+J2(n,0)+J3(n,v)+Js(n,0)

elde edilir. (iv)’ sartindan her € > 0 icin bir ko := ko (&,J) € N vardir, 6yle ki k > ko
icin ||Gy||; < € olur. O zaman J; (n, v) ifadesindeki toplam kg dan itibaren parcalanirsa
E:=maxXge(12,. k) (IIGklly /7 |Lk(2)| dt) olarak tanimlanmak iizere

Ji(n,v) < Ef"a}?’k +Me
k=1
esitsizligi yazilabilir. &7 nin regiilerliginden yeterince biiyiik # ler icin
Ji1(n,0) < (Eko+M)e
oldugu agiktir. J, (n,v) ye bakildiginda (i) kosulundan her n, v € N i¢in
Jr(n,0) < Me
gerceklenir. J3 (n,v) de f fonksiyonu sinirli oldugundan
B <20 e Yt [ Il
S R

olur. Dolay1siyla (iii) kosulundan yeterince biiyiik » ler i¢in

J3(n,0) <2||flloz €

elde edilir. Son olarak yine f fonksiyonu smirlt oldugundan (ii) sartindan yeterince
biiyiik » ler i¢in
Ja(n,0) <[ fllz €

esitsizligi goriiliir. Bu da istenilen yaklasimin gerceklendigini gosterir. U
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Uyar14.1.1 Eger (i) sarti yerine supycy ||Li||; = M < oo ve (iv)' sarti yerine her sinirli
J C Rigin,
o/ —lim ||G ||, =0

sart getirilirse Teorem 4.1.1 de verilen yaklagim halen gecerlidir. Ciinkii Jy (n,v) te-
rimi incelendiginde, yeni sartlar altinda

Ji(n,0) <MY ay ||Gell,
k=1

esitsizligi yazilabilir. Buradan
n — oo iken Ji (n,0) — 0 (v ye gore diizgiin)

oldugu kolayca goriilebilir.

4.1.2 Diizgiin Yaklasimda Yakinsaklik Oranlar:

Teorem 4.1.1 de verilen yaklagimin oranim1 hesaplayabilmek i¢in asagidaki Lipschitz
siniflarina ihtiyag duyulmaktadir. @ > 0 ve A; ve Af daha 6nce tanimlanan fark opera-
torleri olmak iizere

Lipys (0) = {f € Cor 1 = Oiken | ()] = O (1])}
Lip3 (o) == {f € Can 21 O iken [ A7(f)]lz = O (11]%)}

siniflar1 verilsin. Bu durumda asagidaki teoremi elde ederiz.
Teorem 4.1.2 M > 0 olmak iizere supycy ||Li||; = M < oo olsun ve verilen & € ¥ ve

o > 0 icin (3.9), (3.10) ve (3.11) sartlar: gerceklensin. Ayrica {y} sifira yakinsayan
pozitif terimli bir dizi olmak iizere her k € N ve her sunirli J C R araligi icin

1Gell; <% (4.4)

ve

n— oo iken ¥ a¥y = 0(E(n™1)) (v ye gore diizgiin) 4.5)

k=1

olsun. O zaman asagidaki yaklasimlar gerceklenir:

(a) Her f € Lipyz () igin

n— oo iken || Tnw (f) = fllag =0 (& (nfl)) (v ye gore diizgiin).  (4.6)

(b) Eger her k € N igin Ly bir ¢ift fonksiyonsa, (4.6) yaklasim f € Lips (o) i¢in de
gecerlidir.
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Ispat. (a) f € Lipyz(a) oldugundan Teorem 4.1.1 in ispatindan

H%,v(f> _fH27r < MZa:l)k}/k

k=1
FNYay [ L0)ldr
k=1
lt|<é
20l Yt [ Ito)ar
=1 s ii>s

T

YOS

—T

esitsizligi kolayca goriilebilir. Burada (4.5) ten
MY apy=0(&(n™")) (v ye gore diizgiin)
k=1
olur. (3.10) ve (3.11) sartlarindan

Nzank [ 1 L0 dr = 0(E (1) (v ye gore dizgin)

lt|<d

Ve

2 flar Yt [ alold = 0E () (v ye gore duzgam

=1 s ii=s

elde edilir. Son olarak (3.9) dan

11| X 241 1] = O(E(™") (v ye e dizgin

bulunur.

(b) Ly nn ¢ift fonksiyon oldugu kullanilarak agagidaki esitlik yazilabilir:
T
J L1 =0 - ro)}a
-7
1 T
=5 [ Lo {F 1)+ £ r=1) 2f ()} dr.
-7
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Dolayisiyla Teorem 4.1.1 in ispatindan

H%,v<f) _szn < MZa:k?’k
k=1

|-
FoXai [ I8 () e

=1 <s

20l Yt [ 1alo)la
k=1

T>|t|>6
oo T
1o | Yt [ () =1
k=1

esitsizligi gerceklenir. Burada f € Lip;_ (o) oldugu diisiiniildiigiinde

(o)

1& . N
X e [ IOA; (lppdr < 5
k=1 k

as [ et dr
1

[t|<&

|t|<d
olacak sekilde 0,N > 0 sayilar1 vardir. Bu yiizden (3.10) uyarinca yeterince biiyiik n
ler i¢in
I & « _ o e
X a [ I8 (F)lprdt = OE (™)) (v ye gire ditzgiin
k=1
|t|<d

yaklasimi elde edilir. Diger parcalar (a) sikkinda oldugu gibi &(n~!) hizinda sifira
yaklastigindan (4.6) ispatlanmisg olur. U

Uyar14.1.2 Eger (4.4) ve (4.5) sartlart her sinirli J C R araligy icin

n— oo iken Y a% ||Gill; = O(E(n™Y)) (v ye gore diizgiin)

k=1

sartiyla yer degistirirse Teorem 4.1.2 halen gecerlidir (bkz. Uyart1 4.1.1).

4.2 Cok Degiskenli Fonksiyonlara Diizgiin Yaklasim

Bu kisimda (3.14) te tantmlanan operatorler yardimiyla N deg8iskenli sinirh dlciilebilir
reel fonksiyonlarin supremum norm altinda yaklasimlari incelenecektir. Ayrica uygun
fonksiyon siniflar1 tanimlanarak yaklasim oranlar1 hesaplanacaktir.

Burada R" de ol¢iilebilir siirli reel fonksiyonlarin uzay: B (RN ) ve diizgiin siirekli
reel fonksiyonlarin uzay1 ise UC (]RN ) ile gosterilecektir. f € B (RN ) fonksiyonu icin

X = (x1,...,x,) olmak iizere f(x) in RY iizerindeki supremum normu aligildig1 gibi
sup |f (x)] = [|]l
xERN

ile gosterilecektir. Ayrica BUC (]RN ) ‘=B (RN ) nuc (RN ) olarak tanimlanmisgtir.
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4.2.1 Cok Degiskenli Diizgiin Yaklasimda Toplam Siireci

Daha 6nce (3.16) da tanimlanan lineer olmayan operatorler

v (fix) = Zank/l(k (x—t))dt, n,v e N,xcR",

seklinde verilmisti. Bu kisimda f € BUC (R") olmak iizere n — oo iken
| T (f) = fllo = O (v ye gore diizgiin)

yaklasimini elde etmek hedeflenmektedir. Bu yaklasimi gosterebilmek icin bazi kosul-
lara ihtiya¢ vardir. Bunlar (1), (11) ve (III) sartlarina ek olarak daha dnce Alt bolim
4.1.1 de tamimlanan

(iv)" Her stirli J C R arahig1 igin
im G, = Jim (s G 1] ) =0
k—yoo k—roo \ g

sartina ihtiyag vardir.

Asagidaki lemmada hern,v € Nve her f € B (RN ) icin .7, 4 (f) nin iyi taniml1 oldugu
gosterilmektedir.

Lemma 4.2.1 (1) kosulunun saglandigini kabul edelim. O zaman her f € B (RN ) icin
oyle bir D > 0 sayist vardir ki

1700 ()l < DSl
gergeklenir, yani 7, 5 (B (RN)) CB (RN) olur.

Ispat. Hj Lipschitz siirekli ve H; (0) = 0 oldugundan iicgen esitsizliginden

To (53] < Xk [ ILOH: (F (x— )] e
=1

T

<cYa [ 1)l (x— o)t
=1 7
esitsizligi kolayca bulunur. Burada f fonksiyonunun sinirli oldugu (7) sarti ile birlikte
dikkate alindiginda her x € RY icin
T

| T (f )|<C||f||mZank/|Lk t)|dt <CM||f]..

-7

elde edilir. Son olarak bu esitsizlikte x € R iizerinden supremum alinirsa D := CM
yazarak her n,v € N i¢in
1700 ()l < DSl

sonucuna ulagilir. ([l
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Siradaki lemma ile f simrh ve diizgiin siirekli iken 7, , (f) nin de RY iizerinde simrl
ve diizgiin siirekli oldugu gosterilmektedir.

Lemma 4.2.2 (I) kosulunun saglandigini kabul edelim. Eger f € BUC (RY) ise her
n,v € Nicin J,, (f) € BUC (RN) olur.

Ispat. f diizgiin siirekli oldugundan verilen £ > 0 sayis1 i¢in Syle bir § = § () > 0
sayist vardir ki [x —y| < & iken her t €R" icin |f (x —t) — f (y —t)| < € olur. Ayrica
H;, Lipschitz siirekli oldugundan

Too (%) = Too (£:9) | < C Ly [ ILOI1f (k=) = f (=)t
k=1 RN

esitsizligi gerceklenir. Dolayisiyla

Fao (%)= T (F29)] < Ce Xl [ ILa(t) e
k=1 RN

olmak zorundadir. Ve son olarak () sartindan
| Tno (f3X) = Tao(f3y)] < CMe

elde edilir. Ayrica f sinirli oldugundan Lemma 4.2.1 den ispat tamamlanir. U

Teorem 4.2.1 (1) — (II1) ve (iv)" sartlarimin saglandigini kabul edelim. O zaman her
f€BUC(RY) igin

lim [ 7 (f) = fll.. = 0 (v ye goire diizgiin)

olur.

Ispat. Ucgen esitsizligi kullanilarak
| T (f3x) = f(x)| < ;a};k/ ILe(8)| [Hio f(x—t) — f (x—t)|dt
=
Yt [ 10170~ o)
k=1 RN
+1f (%) ;a},’k / Li(t)dt—1
=

=h+hL+1
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bulunur. Burada x € R {izerinden supremum alinirsa asagidaki esitsizlik gerceklenir:
|Zn0(f) = fllo < Zafik/ 1Lk (O] [[Hio f(- =) = f (-=1)]| . dt
k=1
RN

Y [ IO - £t
k=1 RN

Al | L [ Litdt—1
k=1 gy
= h+DL+1.

Her t € RY igin |Hy o f(- —t) — f (-—t)]|.. = ||Hi o f — f]|.. olur. Diger taraftan R" de
f simrli oldugundan 6yle C1,C, € R sayilari vardir ki her x € R i¢in C; < f(x) < G,
yazilabilir. O zaman J = [C}, (] olarak alinirsa

|G (f (%)) < [|Gill; = sup | H (ut) — ul

olur ve buradan
[Hy o f — fll < Gill;

oldugunu gormek zor degildir. Bunu /; de kullanirsak

1< Y ahliGil, [ 1Lt
k=1 BN

esitsizligi bulunur. Ayrica (iv)’ sartindan her & > 0 icin 6yle bir ko = ko (¢) € N say1st
vardir ki Vk > ko i¢in ||Gy||; < € olur. Bundan dolay1 /; deki toplam asagidaki gibi
ikiye pargalanirsa (I) dan

ko
h< Y ablGely [ 1ol derem
k=1 BN
ko
<DY ay+eM,
k=1

elde edilir, burada D := max<k<k, {|/Gk||; Jgv |Lk(t)| dt} olarak tanimlidir. Dolayi-
styla o7 = { [a;’k} } regiiler oldugundan yeterince biiyiik » ler i¢in

I < (Dk() +M ) €
oldugu goriiliir. Diger taraftan f diizgiin siirekli oldugundan, Ve > 0, 3 6 > 0 vardir
oyle ki [x —t—x| = |t| < § iken | f(x —t) — f(x)| < € olur. Bu yiizden I, deki integral
asagidaki gibi ilgili § komsulugunun i¢i ve dis1 olarak iki pargaya ayirilirsa (1) ve (I11)
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sartlarindan
h= Yk [ O -sOllde
=1 gcs

Yt [ I 0
= Ss
<eM+2|f]l.€

elde edilir. Son olarak (/7) sartindan yeterince biiyiik n ler icin I3 < || f||.. € gerceklenir.
Bu da ispati1 tamamlar. O
Uyar1 4.2.1 Yukaridaki teoremde (I) sarti yerine supycy ||Li|l; = M < oo ve (iv)' sarti
yerine her J C R simirlt araligi icin

o —Tim |Gyl = 0

alinirsa Teorem 4.2.1 gecerliligini korur (bkz. Uyart 4.1.1).

4.2.2 Cok Degiskenli Diizgiin Yaklasimda Yakinsaklik Oranlari

Bu kisimda Teorem 4.2.1 de yapilan yaklagimin hiz1 incelenecektir. Bunun icin gerekli
baz1 fonksiyon siniflar1 agagida verilmistir.

o > 0 olmak tizere

Lipy (&) :={f € BUC (R") : t — 0 iken [|A¢(f)]l. = O (1t|*)},
Lipy (o) :={f € BUC (R") : t — O iken [|A{ (f)].=0O(|t|*)}

olarak tanimlansin. O zaman asagidaki yaklasim oranlar1 elde edilir.
Teorem 4.2.2 M > 0 olmak iizere supycy ||Li||; =M < o0 olsunve § € ¥ ve o0 > 0 igin

(3.19), (3.20), (3.21) kosullart saglansin. Ayrica {7y} sifira yaklagan pozitif terimli bir
dizi olmak iizere her k € N ve her simirli J C R araligi icin

1Gkll; < % 4.7)

ve

n — o iken Za;:k}/k =0 (5 (nil)) (U ye gore diizgiin) (4.8)
k=1

olsun. O zaman agagidaki yaklasimlar dogrudur:
(a) Her f € Lipy (@) igin
n—ooiken || T (f)—fll, =0 (é(n_l)) (v ye gore diizgiin). 4.9
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(b) Eger her k € N igin Ly ¢ift ise (4.9) yaklagimu f € Lipy (o) igin de gegerlidir.

Ispat. (a) f € Lipy («) oldugundan Teorem 4.2.1 den uygun bir § > 0 sayis1 igin

[F00 (f) = fllo <MY apn

k=1
+LY b [ Lol at
=1 <s
207l Yay [ ILo)dt
=1

Al | Yt [ i(dt—1
=1 oy

esitsizligi yazilabilir. Burada (4.8) den
MZa}{ka =0 (5 (n_l)) (v ye gore diizgiin)
k=1

oldugu agiktir. Diger yandan (3.20) den

LZa;’k Ly (V)] |t|* dt =0 (& (n_l)) (v ye gore diizgiin)
k

=1 y<s

gerceklenir. Ve son olarak (3.19) ve (3.21) sartlarindan

217Nl Za}l’k / |Ly(t)|dt =0 (é(n_l)) (v ye gore diizgiin)

k=1 t>8

\%&

170l | Y% / Li(®)dt —1|=0 (£(n™1)) (v ye gore diizgiin)
=1y

oldugu goriiliir. Bu da (4.9) yaklagimin ispatlar.

(b) Bu kisim i¢in Teorem 4.2.1 de gegen asagidaki durumu incelemek yeterlidir. L
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cift oldugundan t = —u degisken degistirmesiyle

Y [ L0 - s]at

=1 <s

-2 kia;;k | L lrx—9 - rlat

=1 s

= 5| Tak [ L@+ - fix—0) —27(x)] e

k=1

It/<s
100
< Yay [ 1Lmla (lat
2k—1
=1 j<s

ifadesi elde edilir. Sonug olarak f € Lipy (c) oldugundan

Y [ LO)[x )~ Fx))de| =0 (§(n™)) (v ye gore ditzgim)

=1 <s

gerceklenir.

Uyar14.2.2 Eger (4.7) ve (4.8) kosullart her sinirli J C R araligy icin
n — oo iken Za}jk 1Gll, =0 (& (n_])) (U ye gore diizgiin)
k=1

kosuluyla degistirilirse Teorem 4.2.2 gecerliligini korur.
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5. MUTLAK VE DUZGUN SUREKLILIK ICIN KARAKTERIZASYONLAR

Bu boliimde iiciincii ve dordiincii boliimlerde elde edilen yaklagimlar kullanilarak te-
rimleri negatif olmayan regiiler matrisler yardimiyla bazi mutlak siirekli ve diizgiin
stirekli uzaylarin karakterizasyonlar1 yapilacaktir. Bu boliime ait uygulamalara altinci
boliimde yer verilecektir.

5.1 Mutlak Siirekli Uzaylarin Karakterizasyonu

Bu kisimda (3.2) ve (3.16) da tanimlanan lineer olmayan operatorler yardimiyla sinirl
salimimlilik teorisinde 6nemli yerleri olan AC,; ve AC (RN ) uzaylarinin karakterizas-
yonu verilecektir. Bu karakterizasyonlar verilen bir .7’ regiiler matrisi i¢in yapilacagin-
dan o7 yerine 6zel matrisler alindiginda farkli bircok karakterizasyonun ortaya ¢iktigi
goriilecektir.

5.1.1 AC,; Uzaymin Karakterizasyonu

(Lk)ren sekirdek dizisi asagidaki kosulu gerceklesin:
Her n,v € N ve her € > 0 i¢in [—7, 7] nin cakigmayan { (o, ;) }

i, alt araliklarinda

m

Y (Bi—o)<é

i=1
icin
m oo
Y Y an L (By) — Le (o) < € (5.1)
i=lk=1
olacak sekilde bir 6 > 0 sayis1 mevcuttur.

Uyan 5.1.1 Burada dikkat ediniz ki eger </ metodu satir sonlu ise L € AC>z oldu-
gunda (5.1) kosulu gerceklenecek sekilde bir & > 0 sayist bulunabilir.

Lemma 5.1.1 Kabul edelim ki (Ly) dizisi (5.1) kosulunu gerceklesin. Ayrica
Hy (0) =0 ve Hy Lipschitz siirekli olsun. Bu durumda her f € BVay icin T, 4 (f) € ACaz

olur.

Ispat. (L;) 27 periyotlu oldugundan, operatorde s — = z degisken degistirmesi yapi-
lirsa (3.2) operatorii asagidaki sekilde yazilabilir:

z)=i / (s—2)H,(f (z))dz. (5.2)
k=1 g
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{(c4, Bi) }i, ailesi [—m, 7] nin cakigmayan alt araliklari olmak tizere

Y (B

i=1

iken

Z|f%,v(f§ﬁi)_%,v(f§0‘i)‘
<cy Yay [ IBi—2 -1 (@ -2)If ()ldz
= [ ¥ Y ahlLlBi—2) ~Lia—2)lf (] dz
k=1
gerceklenir. Burada

i(ﬁi—z—(%—Z))Zi(ﬁi—%) <5

ve (L) (5.1) kosulunu sagladigindan

Il
s

Tno(f:Bi) = Tno(frou)| <Cllfll €

elde edilir. Dolayisiyla f € BV,; oldugundan ispat tamamlanir.

Bu kisimdaki karakterizasyon teoremi asagida verilmisgtir.

Teorem 5.1.1 (L) dizisinin (5.1) kosulunu sagladigini kabul edelim. Ayrica (i) —

kosullari da gerceklensin. Bu durumda her f € BV, icin
[ €ACor <= lim Var [Tn0 (f) = f] = 0 (v'ye gore diizgiin)
n—>co

olur.

Ispat. Eger f € AC,; ise Teorem 3.1.1 den

lim Vaz [Zp0 (f) — f] =0

n—yoo

(iv)

olacagini biliyoruz. Kabul edelim ki lim,, ;e Vor [ T30 (f) — f] = 0 saglansin. Lemma
5.1.1den, 9,4 (f) € ACyy olur. Diger taraftan ACM uzay1 BV, uzayinin salinim yari-
normuna gore kapali alt uzay1 oldugundan (bkz. [12]) lim, e Var [T (f) — f] =0

ise f € ACy; olmak zorundadir.
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5.1.2 AC (R") Uzaymn Karakterizasyonu
(Ly) gekirdek dizisi asagidaki kosulu gergeklesin:

Keyﬁ I =TIY, ai,bi] C RN araliginda her j = 1,...,N igin [a;,b;] nin ¢akigmayan
{(c; ,ﬁ] )}p=1,.. 4 altaraliklart verildiginde her n,v € N ve her € > 0 igin

A
p; (B —af) <o

icin

L (5,80 ) ~ Li (s, 0 ) | < & (5.3)
olacak sekilde bir 0 > 0 sayis1 mevcuttur.

Uyarn 5.1.2 o/ metodu satir sonlu oldugunda eger L, € AC),, (]RN ) ise (5.3) kosulu
gerceklenecek sekilde bir 6 > 0 sayist vardir.

Lemma 5.1.2 Kabul edelim ki (Ly) dizisi (5.3) kosulunu gergeklesin ve ayrica
Hy (0) = 0 ve Hy Lipschitz siirekli olsun. Bu durumda verilen her f € BV (RY) icin
T (f) € AC (RY) olur.

Ispat. Lemma 5.1.1 de oldugu gibi s — t = z degisken degistirmesi yapilirsa (3.16) da
verilen operator

= Y b [ Luls—2)H, (f () dz (54)
=S
formunda yazlabilir. (L) (5.3) sartim sagladigindan {(a,B)},—1 .2 C [a;,b)]
icin
A
p; (B —af) <6
iken
A
MERHCN DB AR
p=1
A o
=C X_‘,ZZ)/’Lk]Z,,BP zj) — Li(s}—z2 ‘|f |dz

<C|\f|!1

gerceklenir. f € BV (]RN ) oldugundan .7, 5, (f) € ACj. (RN ) bulunur. Diger taraftan
Lemma 3.2.1 den 5 (f) € BV (R") olacagindan 7, , (f) € AC (RY) elde edilir. [J
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Teorem 5.1.2 (L) dizisinin (5.3) sartim sagladigim kabul edelim ve (I) — (III) ve
(iv) kogullar: gergeklensin. O zaman her f € BV (RY) icin

fEAC(RY) = 1im V [Z0 (f) = f1 =0 (v'ye gore diizgiin)

olur.

Ispat. Eger f € AC (]RN ) ise Teorem 3.2.1 den
lim V[0 (f) = f]=0

n—o0

elde edilir. Ote yandan (Lj) dizisi (5.3) kosulunu gerceklediginden Lemma 5.1.2 uya-
rinca J, y (f) € AC (RN ) olur. BV (RN ) uzay1 Tonelli anlamda salinim yari-normuna
gore AC (RY) uzayinda kapali oldugundan (bkz. [12])

lim V' [.7,, (f) - f] =0

n—yoo

limitinden f € AC (R") olmak zorundadur. O

5.2 Diizgiin Siirekli Uzaylarin Karakterizasyonu

Bu kisimda (3.2) ve (3.16) daki operatorlerden faydalanilarak UCs; ve BUC (RV)
uzaylarinin karakterizasyonlar1 verilecektir.

5.2.1 UCy; Uzaymin Karakterizasyonu

(Ly) cekirdek dizisi asagidaki kosulu gerceklesin:
Her n,v € Nve her € > 0icin x,y € [, 7] ve |x —y| < 0 iken

Y L (x) L ()| < e (5.5)
k=1
olacak gekilde bir 0 > 0 sayis1 mevcuttur.

Uyar 5.2.1 Eger o/ metodu satir sonlu ise bu durumda Ly, € UCyy oldugunda (5.5)
kosulu gerceklenecek sekilde bir 6 > 0 sayist bulunabilir.

Lemma 5.2.1 Kabul edelim ki (L) dizisi (5.5) kosulunu gerceklesin ve ayrica
H; (0) = 0 ve Hy Lipschitz siirekli olsun. O zaman her f € Bay icin Ty (f)€ UCoz
olur.

ispat. (5.2) den (3.2) operatorii asagidaki formda yazilabilir:

Tl f32) = Yl [ Lils = 2)H, (f ().

k=1
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H; (0) = 0 oldugundan

Too(F3) = Fro(Fi)| < C Lty [ I3~ L (e =2)|1f ()] dz
k=1

¢ [ L aialy—2) - L2l If ()]s
k=1

esitsizligi bulunur. Burada (Ly) dizisi (5.5) 6zelligini sagladigindan dolay1 x,y € [— 7, 7]
i¢in
=yl =l—z-0-2))<9

iken
[T (33) = Tan(fi0) <C| fll €
gerceklenir. U

Teorem 5.2.1 (L) dizisinin (5.5) sartim sagladigim kabul edelim ve ayrica (i) — (iii)
ve (V') kosullart gerceklensin. O zaman her f € Boy icin

feUCy — r}l_{roloH%u (f) = fllor = 0 (V’ye gore diizgiin)

olur.

Ispat. Teorem 4.1.1 den f € UCay igin limy—se || Z5v (f) = f1l,, = 0 oldugu gériile-
bilir. Diger yandan Lemma 5.2.1 den .7, y, (f) € UCyy olur. Burada UCyy uzay1 Byy
uzayinin kapali alt uzay1 oldugundan lim,, .« || Z.v (f) — f|l,, = Oise f € UCy5 bulu-
nur. U

5.2.2 BUC (R") Uzaymn Karakterizasyonu

(Ly) dizisi asagidaki kosulu gergeklesin:
Her n,v € N ve her € > 0 i¢in x,y € R" olmak iizere, [x —y| < & iken

Y ay L (%)~ Li(y)| < € (5.6)
k=1
olacak gekilde bir 0 > 0 sayis1 mevcuttur.

Uyar15.2.2 Eger </ metodu satir sonlu ise Ly € UC (RY) oldugunda (5.6) kosulu
gerceklenecek sekilde bir & > 0 sayist bulunabilir.

Lemma 5.2.2 Kabul edelim ki (Ly) dizisi (5.6) kosulunu gerceklesin ve ayrica
Hy (0) = 0 ve Hy Lipschitz olsun. O zaman her f € B(R") icin 7, , (f) € BUC (R")
olur.
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ispat. (5.4) ten (3.16) da verilen operator
Toolfi2) = ¥ aby [ Lils—2)H, (£ (2)) d2
k=1 gy
formunda yazilabilir. H; (0) = 0 oldugu dikkate alinirsa
[ (f3¥) = Tno(fix)| SC Y aﬁfk/ Li(y —2) — Ly (x = 2)||f (2) | dz
k=1
RN

= [ Y ity )L sl [(2)] ds
RN k=1

esitsizligi gergeklenir. Burada (Ly) dizisi (5.6) 6zelligini sagladigindan dolay1
x—yl=x—z—(y—2)|<é

iken
| T (£:¥) = Tun (Fix)] <CIfll1 €

olur. Ayrica Lemma 4.2.1 den .7, 4 (f)€ B(R") oldugundan .7}, , (f) € BUC (R") elde
edilir. U

Teorem 5.2.2 (L) dizisinin (5.6) kosulunu gercekledigini kabul edelim ve ayrica
(I) — (1) ve (V') sartlar: saglansin. O zaman her f € B(RY) igin

f€BUC(RY) &= lim || 7.0 (f) = fll, = 0 (v've goire diizgiin)
n—roo

olur.

Ispat. Teorem 4.2.1 den f € BUC (RV) i¢in lim, || .0 (f) — f||.. = O oldugu bi-
linmektedir. Ote yandan Lemma 5.2.2 den 7, 5 (f) € BUC (RY) olur. BUC (R") uzay1
B(RM) uzaymm kapali alt uzayr oldugundan lim, e||.Z (f)— fl. =0 iken
feBUC (RN ) gerceklenir. 0J
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6. SONUCLAR VE UYGULAMALAR

Bu boliimde onceki boliimlerde yapilan calismalarin bazi sonuglar1 verilecektir. Daha
sonra yaklasimimizla ilgili olarak bazi ornekler verilecektir.

6.1 Salimmm Yari-Normuna Gore Yaklasim Sonuclar:
6.1.1 Teorem 3.1.1 in Sonuglar

[4, 5] te calisilan ve (3.1) de verilen lineer olmayan operatdriin kesikli hali
7L'
T (Fi) = [ Kalt, flx—1)ds 6.1)
—T

seklinde yazilabilir. Burada K, (¢,s) = L, (t) H, (s) bigimindedir. Ote yandan (3.2) de
tanimlanan operator

T (Fix) = Y ap T (fx) (6.2)
k=1

formunda yazilabilir. Buradan hareketle asagidaki sonuglar1 elde etmek miimkiindiir.

e Teorem 3.1.1 de her v € Nigin &7 = {AV} = {I} alinirsa

Tno (f3x) =T (f1x)
esitligi goriiliir. Bundan dolay1 her f € AC,; icin

lim Vo [T, (f) — f] =0
n—oo
yaklasimi elde edilir. Bu da [4] te yapilan yaklasimin kesikli halidir.

e Benzer sekilde & = {C;} Cesaro matrisi alindiginda

1 n
Tno (f32) = =~ Y T (£3%)
k=1

saglanir. Bu da her f € ACyz icin

n—oo

lim Vag [%an—f] ~0
k=1

yaklagiminin gerceklendigini gosterir. Yani ilgili operatoriin aritmektik ortala-
mas1 f fonksiyonuna salinim anlamda yakinsaktir.
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o of =% ={F"} olarak tercih edilirse

n+v—1

%,v(f;x):% Y, Tu(fix)
k=v

olur. Buradan her f € AC, i¢in

n+v—1

1
lim V| — Z T (f) —f] =0 (v ye gore diizgiin)
ne N =v

sonucuna ulaglir.
e Ozel olarak Hj (s) = s oldugunda yapilan yaklasimin lineer operatdrler icin de

gerceklendigi goriilebilir. Dolayisiyla ilave olarak o7 = {A¥} = {I} alinirsa [12]
deki yaklasimin kesikli hali elde edilir.

6.1.2 Teorem 3.1.2 nin Sonuglari

(6.2) de verilen esitlik dikkate alindiginda asagidaki sonuglara ulagmak miimkiindiir.

e Teorem 3.1.2 de her v € N igin .7 = {I} birim matrisi alinirsa her f € AC, i¢in
n — oo iken

Var [T (f) = f]= 0 (& (n "))
elde edilir.

e Yine of = {C)} Cesaro matrisi alindiginda her f € AC, igin n — oo iken

Var [%ka(f)—f =0(&(n))
k=1

oldugu kolayca goriilebilir.

e o/ =.% hemen hemen yakinsaklik matrisi alindiginda her f € ACy i¢in n — oo
iken

1 n+v—1

. Y L(f)-f
k=v

Vor =0(&(n ")) (v ye gore diizgiin)

elde edilir.

e Ozel olarak H; (s) = s oldugunda lineer operatérler igin de yaklagim hiz1 hesap-
lanabildigi goriiliir. Ustelik o7 = {AV} = {I} alimrsa [12] de verilen yaklasim
orani elde edilir.
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6.1.3 Teorem 3.2.1 in Sonuclar

(3.16) da verilen
Too (£:3) = Ll [Ke(t.f (x =)t
k=1 gy

operatorii incelendiginde T (f;x) (3.14) te verilen operatoriin kesikli hali olmak tizere
T (FiX) =Y anTi (f3X) (6.3)
k=1

oldugu kolayca goriilebilir. Bu nedenle asagidaki sonuglar elde etmek miimkiindiir.

e Teorem 3.2.1 de her v € N i¢in 6zel olarak .« = {AV} = {I} birim matrisi alin-
diginda her f € AC (RN ) icin

T (f:X) =T, (f3X)

gerceklenir. Buradan Angeloni ve Vinti tarafindan [4] te elde edilen her
f €AC(RV) igin
lim V [T, () — /] =0

yaklagimi goriiliir.

e Eger her v € Nigin & = {C} Cesaro matrisi alinirsa
1 n
T (f3%) = = Y i (f3%)
=1
esitligi elde edilir. Bu da her f € AC (RN ) icin

limV

n—o0

1 n

Y T (f)—f| =0

=

yaklagiminin gerceklendigini gosterir. Yani 7j operat0riiniin aritmetik ortalamasi

f fonksiyonuna salinim anlamda yakinsaktir.

o of =% ={F"} oldugunda

1n+l)—l

Tno (fix) =~} Ti(f:x)
k=v

saglanir. Bu yiizden her f € AC (RY) i¢in

1 n+v—1
’}ggv . k;) T (f)— f| =0 (v ye gore diizgiin)
sonucuna ulagilir.

e Ozel olarak H; (s) = s oldugunda N-boyutta yapilan yaklagimin lineer operator-
ler i¢in de gergeklendigi goriilebilir. Buna ilaveten .of = {AV} = {I} alinirsa [12]
deki N-boyutta yapilan yaklagimin kesikli hali elde edilir.
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6.1.4 Teorem 3.2.2 nin Sonuclari

(6.3) ifadesi gz Oniine alindiginda asagidaki sonuclari elde etmek miimkiindiir.

e Teorem 3.2.2 de her v € N i¢in &7 = {I} birim matrisi alinirsa her f € AC (R")

icin n — oo iken
VIL(f)-fl=0(& ()
elde edilir. Yani daha once [4] te gerceklenen yaklasima ulasilir.

e Her v € Nigin & = {C} Cesaro matrisi alindiginda her f € AC (R") i¢in
n — oo iken

v[gém—f —0(E( ")

oldugu kolayca goriilebilir.

e &/ = .7 hemen hemen yakinsakhik matrisi alindiginda her f € AC (R") i¢in

n — oo iken

n+v—1
1% [% Z T(f)—f|=0(¢ (n_l)) (v ye gore diizgiin)
k=v

saglanir.

e Ozel olarak Hj (s) = s oldugunda N-boyutta verilen lineer operatorler icin de
yaklagim hiz1 hesaplanabildigi goriiliir. Ustelik o7 = {AV} = {I} alinirsa [12] de

cok degiskenli durum i¢in verilen yaklasim orani elde edilir.

6.2 Supremum Normuna Gore Yaklasim Sonuclar:

6.2.1 Teorem 4.1.1 in Sonuglar

(6.2) de verilen esitlik dikkate alindiginda .7 matrisler ailesi yerine 6zel se¢imler ya-

pilarak asagidaki sonuclar1 elde etmek miimkiindiir.

e Teorem 4.1.1 de her v € Nigin &7 = {AY} = {I} birim matrisi alinirsa

T (f3x) =Ty (f3x)

saglanir. Bundan dolay1 her f € UCy; i¢in
Tim [7,(/) ~ 1l = 0.
yaklagimi elde edilir.
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e Benzer sekilde &/ = {C;} Cesaro matrisi alindifinda

1 n
Tno (f3%) = = Y Tk (f3%)
=
saglanir. Dolayistyla her f € UCz igin
1 n
lim =Y T ()~ f]| =0
n— =1 o

yaklagimi gerceklenir.
o o/ =.F = {F"} olarak tercih edilirse

n+v—1

Tn(F) == Y Tilf)
k=v

olur. Buradan her f € UC, i¢in

1n+1)71
lim |~ kg T (f)—f

=0 (v ye gore diizgiin)
2

n

olur.

e Ozel olarak Hj (s) = s oldugunda yapilan yaklasimin lineer operatorler icin de
gerceklendigi goriilebilir. Bu kosula ek olarak o = {A¥} = {I} alimirsa [16]
daki yaklasimin kesikli hali elde edilir.

6.2.2 Teorem 4.1.2 nin Sonuclar:

Uygun Lipschitz siniflar1 altinda (6.2) dikkate alindiginda asagidaki sonuglar goriile-
bilir.

e Teorem4.1.2 de her v € Ni¢in .7 = {I} birim matrisi alinirsa her f € UC, i¢in
n — oo iken

1T (f) = fllar=0(E(n7"))

saglanir.

e Eger o/ = {C,} Cesaro matrisi alinirsa her f € UCyy igin n — oo iken

0 ()

2

Y T() - f
k=1

sonucu elde edilir.
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e o/ = .7 hemen hemen yakinsaklik matrisi alindiginda her f € UGy igin n — oo
iken

1 n+v—1 |

- Z T(f)—f|| =0(&(n")) (v ye gbre diizgiin)
k=v

27

gerceklenir.

o Ozel olarak Hy (s) = s oldugunda hesaplanan yaklagim hizinin lineer operatorler
icin de gerceklendigi goriilebilir. Bu sarta ek olarak &7 = {AV} = {I} alinirsa
[12] deki yaklagim oran elde edilir.

6.2.3 Teorem 4.2.1 in Sonuclan

(6.3) te .o yerine Ozel se¢imler yapilarak asagidaki sonuclari elde etmek miimkiindiir.

e Teorem 4.2.1 de her v €N i¢in &/ = {AV} = {I} birim matrisi alinirsa her
f € BUC(R") igin
Tno (%) =T (f3%)
gerceklendiginden
5 [|7,(f) ~ £l = 0
yaklagimi elde edilir.

e Eger o7 = {C;} Cesaro matrisi olarak alinirsa
1 n
T (f3%) = = Y Ti (f3%)
=1
saglanir. Buradan hareketle her f € BUC (RN ) icin

=0

[

yaklagimi gerceklenir.

o o =7 ={F"} alinirsa

n+v—1

1
Tno (f3%) = P Y, Ti(f:x)
k=v

olur. Buradan her f € BUC (R") igin

n+v—1
,}5130 - k;) T (f)— fl| =0 (v ye gore diizgiin)

olur.

e Ozel olarak Hj (s) = s oldugunda yapilan yaklasimin lineer operatorler icin de
gerceklendigi goriilebilir. Bu kosula ek olarak N = 1 ve &7 = {AV} = {I} alinirsa
[16] daki yaklagimin kesikli hali elde edilir.
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6.2.4 Teorem 4.2.2 nin Sonuclari

Benzer sekilde o7 yerine uygun secimler yapilarak asagidaki sonuglarin saglandigi
goriilebilir.

e Teorem4.2.2 de her v € Nigin .« = {I} birim matrisi alinirsa her f € BUC (RV)
icin n — oo iken

1T (f) = fl =0 (& (1))

olur.

e Eger o7 = {C,} Cesaro matrisi alinirsa her f € BUC (]RN ) i¢in n — oo iken

=0(&(n"))

o)

S NALE
k=1

gerceklenir.
o o/ =.% alindiginda her f € BUC (]RN ) icin n — oo iken

n+v—1
% Y T.(H)-f] =0(&(n")) (v ye gore diizgiin)
k=v

(o]

oldugu kolayca goriilebilir.

e Ozel olarak Hy (s) = s oldugunda hesaplanan yaklagim hizinin lineer operatorler
icin de gerceklendigi goriilebilir Bu kosula ek olarak N=1 ve
of = {AV} = {I} alimirsa [12] deki yaklagim orani elde edilir.

6.3 Mutlak Ve Diizgiin Siireklilik Icin Karakterizasyon Sonuclar
6.3.1 Teorem 5.1.1 in Sonuclan

Eger Teorem 5.1.1 de

e o/ = {I} birim matrisi alinirsa her L; € ACy i¢in

(i) = [ Kalo. fla=n))dr

olmak tizere
fEACy;, <:>’1li_r>govzﬂ[Tn(f)—f] =0

yaklagimi gergeklenir [4].
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e Eger o = {C,} alinirsa (5.1) ve (i) — (iv) kosullar altinda

Ti(f)+...+ T, (f)

n

n—soo
elde edilir.

e Ve son olarak .7 = .% alindifinda (5.1) ve (i) — (iv) kosullar1 altinda

Tv(f)‘i‘---‘i‘TnJrvfl(f)
n

feACz,ﬁ:)liszﬂ{ —f}:o
n—o0

(v ye gore diizgiin)

saglanir.

6.3.2 Teorem 5.1.2 nin Sonuclar:

Eger Teorem 5.1.2 de

e ./ = {I} birim matrisi aliirsa L; € AC (RV) i¢in

T (F:%) = [ Kalt. fx—)at
RN
olmak iizere
fEAC(RY) <= lim Var [T, (f) — f] =0
yaklagimi gerceklenir [4].
e Eger o7 = {C} alinwrsa (5.3), (I) — (III) ve (iv) kosullar altinda

Ti(f)+...+ T (f)

n

feAC(RN)@limVM[ —f]zo
n—oo
elde edilir.
e Ve son olarak .o = .% alindiginda (5.3), (I) — (III) ve (iv) kosullar1 altinda

Ty (f) + -+ Tao-1 (f)
n

feAC(RN)<:>nli_r>r;V2n{ —f]:o

(v ye gore diizgiin)

saglanir.
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6.3.3 Teorem 5.2.1 in Sonuclar

Eger Teorem 5.2.1 de

e o/ = {I} birim matrisi alinirsa Ly € UCy ise

T
T (Fi) = [ Kalt, fx=1)ds
-
olmak iizere
feUC <:>nh_r>§°”Tn(f)_fH27r =0
yaklagimi gerceklenir.
e Eger o7 = {C} alinirsa (5.5), (i) — (iii) ve (iv)’ kosullar altinda
n(f)+..-+Tu(f)

n

feUCy < lim =0
n—roo

=

27

elde edilir.

e Ve son olarak &7 = .% alindiginda (5.5), (i) — (iii) ve (iv)’ kosullar1 alinda

T coot T
f EUCy <= lim v )t F ot () —f]l =0
s> n 2r
(v ye gore diizgiin)
saglanir.
6.3.4 Teorem 5.2.2 nin Sonuclar:
Eger Teorem 5.2.2 de
e ./ = {I} birim matrisi alimrsa L; € UC (RV) ise
T(F:x) = [ Kalt fx—)at
RN
olmak iizere
f € BUC(RY) <= lim || T, (f) — fll.. =0
yaklagimi gerceklenir.
e Eger o = {C} alinirsa (5.6), (I) — (III) ve (iv)’ kosullar1 altinda
T .+T
f € BUC (RY) <= lim AODREITE o V1V B
n—soo n -

elde edilir.
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e Ve son olarak & = .7 alindiginda (5.6), (1) — (I1I) ve (iv)’ kosullar1 altinda

Ty (f)+ ...+ Thsv—1 (f)
n

f €BUC(R") <= lim =0

n—oo

—f

(v ye gore diizgiin)

saglanir.

6.4 Salimm Yaklasimimin Uygulamasi
6.4.1 Periyodik Durum

Bu kisimda uygun bir f fonksiyonu tanimlanip (3.2) de verilen operator icin 6zel L;
ve Hj cekirdekleri alinarak yaklagim hizlar1 yardimiyla Teorem 3.1.1 in gerceklendigi
gosterilecektir.

f R — R olmak tizere
1 +sinx

) =— (6.4)

seklinde tanimlansin. f fonksiyonunun AC,; C C; uzayinda bulundugu aciktir.

o/ yerine {C} = {(c,x)} Cesaro matrisi alinsin. Bu durumda .7, ,, (f) operatérii v ye
bagh olmadigindan .7, (f) olarak yazilabilir.

Eger [0,00) araliginda

u—Hog(l—i—%); eger0<u<l1
Hi(u) := 1 (6.5)
u—l—log<1+k—>; egeru> 1
u

olarak tanimlanip negatif tarafta da orjine gore simetrigi alimirsa (bkz. [4]) Hy (0) = 0,
H Lipschitz siirekli ve (iv) kosullar1 gergeklenir.

Ly ise [—m, ] araliginda

1+ (D" k& eger |t| < 5
Li(t) := ( 2k )
l0) { 0; efer > |t] > 5 (©0)

seklinde tanimlanip [— 7, 7] aralifinin diginda da kendini tekrar ettidi diisiiniildiigiinde
Teorem 3.1.1 in tiim sartlar1 saglanir.

Buradan
lim Vaz [, (f) — f] = 0 ©7)

yaklagimi elde edilir. (3.9)—(3.13) kosullarini elde edebilmek i¢in & : Rar — Rg asa-
g1daki gibi tanimlansin:

1
uln| —+1); egeru>0
& (u) == (u ) g (6.8)
0; egeru=20.
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Bu durumda & € W oldugu agiktir. Ozel olarak o = 1 alinirsa, sabit bir § > 0 ve yete-
rince biiyiik n degerleri icin bos kiime iizerindeki toplam sifir kabul edilerek

3]
;%/W%Wli(bwﬁ/Wt

lt|<6 lt|<&
n

TN Y R AGIT

k=[35]+1<s
esitligi yazilabilir. Burada [-] ile bir saymin tam degeri ifade edilmistir. Eger

(5]
BlizBl Z 1+ / |l|dt

k=1 1<

olarak tamimlanirsa

1

By 4 ¢ %
t L dr < —+— k tdt
Yow [ llar< 2t Y |

~ " Jo
1|<8 =

ifadesi elde edilir. Yeterince biiyiik n degerleri i¢in

|
Y - <2In(n+1)
k:Ik

oldugundan n — oo iken

chk / ][ L ( )\dt:0<w>

n
lt|<6

oldugu goriiliir. Burada (6.8) de tanmimlanan & fonksiyonu dikkate alindiginda n — o
iken

z%k/vm%nm=0@w”»

t|<o

olur, yani (3.10) kosulu gergeklenir. Benzer sekilde aym & fonksiyonu icin (3.9) ve
(3.11) sartlarinin da saglandig1 goriilebilir. Diger taraftan, [5] ten her sinmirlh J C R
aralig1 i¢in

VilGi] _2

m(J) ~ k

esitsizligi bilinmektedir. Dolayisiyla {B;} = {%} olarak tanimlandiginda (3.12) ve
(3.13) sartlarimin saglandigini gormek zor degildir. Sonu¢ olarak (i) — (iv) ve
(3.9)—(3.13) kosullarinin tiimii saglanmustir. Tablo 6.1 ve Tablo 6.2 den (6.7) deki yak-
lasimin hem ¢ift hem de tek n degerleri icin gerceklendigi goriilmektedir.
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Tablo 6.1: n nin tek degerleri i¢in salinim yari-normuna gore hata orani

n (tek degerler) Vaz [Z, (f) — f]

45 1.8847 x 102
61 1.8186 x 102
101 1.5287 x 1072
209 1.0397 x 102
321 7.9277 x 1073

Tablo 6.2: n nin ¢ift degerleri i¢in salinim yari-normuna gore hata oran

n (¢ift degerler) Vor [Z, (f) — f]

40 6.9209 x 102
52 5.7471 x 1072
100 3.5439 x 102
200 2.0696 x 102
500 9.8618 x 1073

Diger bir ornek su sekildedir:

e Ozel olarak  yerine (2.3) te tanimu verilen .7 = {(c?)} hemen hemen yakin-
saklik matrisi alinsin.

e [0,00) araliginda

+ etk —1; eger0<u<1
Hk(u)::{” ¢ gerisu (6.9)

u+e1/(k")—1; egeru > 1

olarak tanimlanip negatif tarafta da orijine gore simetrigi alimip genisletilsin
(bkz. [6]).

o L;iset € [—m, 7| icin

% i—tz; eger [t| < 1 vek=m? (meN)
Lk(t) = 2_7I;2 L —12 eger |[| < % ve k m2 (6.10)
0; d.d.

olarak tanimlanip [—, 7] araliginin diginda kendini tekrar ettigi diistiniilsiin.

Dogrudan goriilebilir ki

n+v 1

sp 3 a1l = sup Y /|Lk )ldr <2

n,VeN n,VeEN

72



olur, yani (i) sart1 saglanir. Benzer sekilde her n, v € N i¢in

ln—H)l T
Zank/ t)dt —1 <; /Lk t)dt—1

1 n+v—1

<- Y 1

=0 (k=m?)

vVn+ov—1—yv+1

n
n—1 +l

n(vVntv—14+yv) n
1 1

< + -
T Vn+tv—1+y/v n
2
vn

<

esitsizligi goriilebilir, yani (i) sart1 da saglanir. § > 0 verildiginde eger v > [%] + 1 ise
k=v,v+1,...n+v—1igin 6 > % > % olur. Bu sebepten (6.10) dan

17t 1
Yai [ o=y [ m@la=o

o<ji|<m U os<li<n

olur. Ayrica eer v < [%] ise 0 zaman yeterince biiyiik n ler igin

1
Z%/uaw<z/umm
=1

o<|t|<m o<|tI<m

1
oldugu goriilebilir, burada B, := B,(6) = Z,[f:}l Js<jij<x [Lk(2)| dt olarak tanimlanms-
tir. Son iki ifadeden (iii) sartinin saglandig1 kolayca goriiliir. [6] dan (6.9) da verilen
Hj nin (iv) sartin1 sagladigi bilinmektedir.

Son olarak (3.9)—(3.13) sartlarin1 elde edebilmek i¢in yine (6.8) de verilen & fonksi-
yonu se¢ilip @ = 1 alinsin. Verilen bir 6 > 0 i¢in eger v < [%] ise yeterince biiyiik n
degerleri icin

Yay [ Il = Zﬁmmm
k=1

lr|<6 |t\<6
1 n+v—1
by il
k=[5]+1)r<s
1k
B 2n+‘l)—1
<242y /th(t)dt

n n =
k_vo
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1
elde edilir. Burada B3 := B3(8) = Z,Ei ]1 Jisj<s [t/|Lk(2)| dt olarak tammlanmustir. Bu
esitsizlikte (6.10) dikkate alinirsa

1/k
oo B; 8 n+v—1 1
v t Lo ()] dt < =+ — kz/t — —12dt

lt|<& v oo

By 8 "]

= T3 Xk
gerceklenir. Yeterince biiyiik n ler i¢in
n+v—1 1
Y —<2In(n+1)
k=v k

oldugu kullanilarak, eger v < [%] ise

Y [ Hinola=o(En)

|t] <o

elde edilir. Benzer sekilde eger v > [ ]+ 1 ise yeterince biiyiik n ler i¢in

n—H) 1
Loek [ Winwla=1" % [ Winol

<8 ® <t
2n+v l/th
= 0(5("1 ))

oldugu goriiliir. Sonug olarak o = 1 i¢in (3.10) sart1 gerceklenir. Benzer sekilde (3.9)
ve (3.11) sartlar1 kolayca goriilebilir. Ayrica [6] dan her sinirli J C R araligi i¢in

ViG]
m(J)

2e
<=
— k

oldugundan {f;} = {2{} olarak tanimlayarak (3.12) ve (3.13) sartlarinin saglandigi
goriilebilir.

6.4.2 Periyodik Olmayan Durum

Bu kisitmda N = 1 6zel durumu i¢in Teorem 3.2.1 in bir uygulamasi gosterilecektir.

k 3 o
f(x) :e—l/(1+x2)7 Li (1) :{ ((—1) +1>k, eger |t| < Z_Ik

0; eger [t| > %
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ve Hy (6.5) te oldugu gibi
_Joutlog(1+%); eger0<u<l
Hi(u) = { u+log(1+4); egeru>1
olarak tanimlansin. Burada negatif eksende Hy (1) nun orjine gore simetrigi alinarak
genisletildigi diisiiniilsiin. &7 = {C1} = {(cux)} (Cesaro matrisi) alindiginda

oo 1<k<n
T 0; k>n

Teorem 3.2.1 in tiim sartlart saglanmis olur. Bu yiizden f € AC (R) oldugundan

lim V[, (f) = f]=0

n—oo
gerceklenir. Bu yaklasimin # nin tek ve cift degerleri icin gerceklendigi asagida verilen
Tablo 6.3 ve Tablo 6.4 ten goriilebilir.

Tablo 6.3: n nin tek degerleri i¢cin R de salinim yari-normuna gore hata orani

n (tek degerler) V[, (f) — f]

15 9.5982 x 102
55 5.5228 x 1072
125 3.2527 x 1072
225 2.1358 x 1072
625 9.7510 x 1073
985 6.7704 x 1073

Tablo 6.4: n nin ¢ift degerleri i¢in R de salimim yari-normuna gore hata oran

n (¢ift degerler) V [.Z,(f) — f]

10 2.3338 x 102
50 8.4149 x 102
100 5.0622 x 1072
250 2.4830 x 1072
600 1.2182 x 1072
1000 7.9532 x 1073

6.5 Diizgiin Yaklasimin Uygulamasi
6.5.1 Periyodik Durum

o ={C1} ={(cux)}, Cesaro matrisi alinip f (x), Hy (u) ve Ly () sirasiyla (6.4), (6.5)
ve (6.6) da oldugu gibi tanimlandiginda f fonksiyonu ayn1 zamanda Cp; uzaymn da
bir elemant oldugundan

1im |7, (/) ~ fllo =0
yaklagimi gergeklenir.

Sekil-6.1 ve Sekil-6.2 den bu yaklasimin hem tek hem de ¢ift n de8erleri i¢in saglandig1
gozitkmektedir.
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Sekil 6.1: n nin tek degerleri i¢in f fonksiyonuna yaklasim

0.5 7

0.0 I t ;

Sekil 6.2: n nin ¢ift degerleri i¢in f fonksiyonuna yaklasim
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6.5.2 Periyodik Olmayan Durum

Bu kisimda N = 2 durumu i¢in bir 6rnek alinarak Teorem 4.2.1 in gerceklendigi grafik
tizerinden gosterilecektir.

f: R? = R olmak iizere
Flry) = e 0FE

olarak tanimlansin. Ayrica L; ¢ekirdegi
# ((—l)k—i- 1) ; eger /2415 < %{
Li(t1,12) :==
0; eger\/tlz+t§>2—1k

ve Hj (6.5) te oldugu gibi tanimlansin. Yine &7 = {C;} = {(c;x)} Cesaro matrisi alin-
diginda

7 (f303) = LTS 09)

elde edilir. Yukarida verilen tanimlar altinda Teorem 4.2.1 in tiim sartlar1 (3.16) opera-
torii icin saglanir. Ayrica f € BUC (RN ) oldugundan

Jim [ 7(/) = f].. =0

yaklagimi gerceklenir. Bu durum $ekil 6.3 ve Sekil 6.4 ten de goriilebilir.

Sekil 6.3: n nin tek degerleri i¢in f fonksiyonuna yaklagim
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n=20 p=56

Sekil 6.4: n nin ¢ift degerleri icin f fonksiyonuna yaklagim

6.6 Karakterizasyonlarin Uygulamasi
6.6.1 Periyodik Durumda Karakterizasyonun Uygulamasi

Bu kisimda (5.1) ve (5.5) sartlarini saglayan bir (L;) fonksiyon dizisinin varhigi gos-
terilecektir. Ozel olarak <7 = {C;} alinirsa L; [—7, ] araliginda asagidaki gibi tanim-
lanip tiim R ye genisletildiginde

(1) 4+ 1)2ksin () ;  eger0<r <37
Le(t) =4 ((—1)*+1)¥ksin (32); eger —3F <1 <0
0; egerm > [t| > 3%
(5.1) ve (5.5) sartlarinin saglandig1 kolayca goriilebilir. Bu ¢ekirdek dizisi k nin bazi
ozel degerleri i¢in ¢izdirildiginde Sekil 6.5 grafigi elde edilir.
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Sekil 6.5: 27w periyotlu ¢ekirdek fonksiyonu dizisi

6.6.2 Periyodik Olmayan Durumda Karakterizasyonun Uygulamasi

Bu kisimda (5.3) ve (5.6) sartlarini saglayan bir (L) fonksiyon dizisinin varli1 grafik
lizerinden gosterilecektir. .27 = {C1} alinsin. L; gekirdek dizisi R? de

L y ((—1)k+1)3—7];3<%—\/x2—|—y2>; efer /a2 +y2 < 1
k(xay)_ . 1
0; eger \/x2+y? > ¢

olarak tanimlansin. (5.3) ve (5.6) sartlarinin saglandigi kolayca goriilebilir. Bu cekir-
dek dizisi k nin baz1 6zel degerleri icin ¢izdirildiginde Sekil 6.6 grafigi elde edilir.

10 10

Sekil 6.6: k =2,4,6 icin 2-boyutta ¢ekirdek fonksiyonu dizisi
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Not. Bu tezde Tablo 6.1—6.4 te bulunan degerler ve Sekil 6.3—6.6 da cizdirilen gra-
fikler i¢in Scientific WorkPlace 5.5 programi kullanilmistir. Sekil 6.1 ve Sekil 6.2 gra-
fikleri icin de Wolfram Mathematica 10.4 programindan yararlanilmistir.

6.7 Konuyla Ilgili Gelecekte Yapilabilecek Cahismalar

Gelecekte [4] te verilen lineer olmayan ¢ok degiskenli operatorlerin Haar Ol¢iisii al-
tinda Musielak ve Orlicz tarafindan verilen @-salinimlarinin ve yaklagim oranlarinin
arastirtlmas1 planlanmaktadir. Ayrica bu yaklagimlarin bir uygulamasi da yapilabilir.
Yine bu yaklagimlardan faydalanarak ACy(RR), ACy(RY), ACy (R} ) ve ACy(RY) uzay-
lariin karakterizasyonlar1 da verilmesi diisiiniilmektedir. Bunlara ek olarak yiiksek
lisans tezimizde incelenen Baskakov tipinde verilmis Korovkin teorisine de tezde ya-
pilan salinim anlamda yaklasimlarin uygulanabilirligi arastirilacaktir. Son olarak tezde
calisilan yaklasim tekniklerinin sinyal analizi ve goriintii isleme alanlarinda uygulama-
lar1 aragtirilacaktir.
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