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Bu tezde, Uy =0, U; = 1 ve Vp = 2, V| = p baslangi¢ kosullar1 olmak iizere her n > 2
icin

Uy=pUp1+1rUy2ve Vy=pVy 1 +1V, 2,
kurallari ile tanimlanan ikinci basamaktan lineer homojen indirgeme dizileri {U,} ve

{V,,} ile calisacagiz. Bu dizilerin terimlerini ihtiva eden asagidaki ters toplamlari

hesaplayacagiz:

(_r)k Vitd+1 ’ Z(_r)k Ur_aq

=0 Ukt+aUsk+d+1Uk+d+2 =0 Uk+aUsk+d+1Uk+d+2

ve X, U, ya da V, olmak iizere

ok YerclUirert - Ugream—1
= Xi+aXi+d+1- - - Xetd+m+1

Anahtar Kelimeler: Ters toplamlar, g-Analiz, Basit kesirlere ayirma yontemi, Teleskop

yaratma.
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In this thesis, we will consider second order linear homogeneous recurrences {U, } and
{V,} defined by the rules for n > 2

U,=pU,_1+rU,—pand V, = pV,_1 +rV,_2,

where the initial conditions Uy = 0, U; = 1 and V) = 2, V| = p, respectively. We will
evaluate the following reciprocal sums including terms of these sequences

i _ Ak Vivd+1 % k Us_q

= Uk+aUsk+da+1Uk+d+2

-
oy Uk+aUsk+d+1Uk+d+2

and

_ k Ut cUkte41 -+ - Uretm—1
Xic+aXi+d+1- - Xerd+m+1

o~
Il
o

where X, is U, or V,,.

Keywords: Reciprocal sums identities, g-Calculus, Partial fraction decomposition,

Telescobing idea.
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1. GIRIS
Oncelikle ileride kullanacagimiz bazi tanimlar1 verelim.

1.1 Lineer Homojen Indirgeme Dizileri

Tanim kiimesi dogal sayilar olan fonksiyonlara dizi adi verilir. Her terimi kendinden
onceki bazi terimlerinin belli bir lineer kombinasyonu ile ifade edilen dizilere lineer
homojen indirgeme dizileri denir. Bu kombinasyonda bulunan terim sayisina o dizinin

basamag1 denir. Eger dizinin basamagi k ise k tane de baglangi¢ kosulu vardir.

Her n > k dogal sayisi, ¢; (1 <i <k,c; # 0) reel katsayilar1 ve reel baglangi¢ kosullari

icin {u, }; k. basamaktan (ya da k-basamaktan) lineer homojen indirgeme dizisi
Up = ClUp—1 + CoUp—2+ -+ Crlly—k

kurali ile tanimlanir.

Genel olarak bu tezde k’y1 2 alarak ikinci basamaktan lineer homojen indirgeme

dizilerini calisacagiz. Asagidaki tabloda bazi 6zel ve sik kullanilan sayi dizilerini

hatirlatalim:
Cizelge 1.1: Baz1 Say1 Dizileri
Katsayilar Baslangi¢ degerleri Dizinin adi
ci=1,c0=1 up=0, u; =1 Fibonacci {F,}
ci=1,c0=1 ug =2, u; =1 Lucas {L,}
c1=2,c0=1 up =0, u; =1 Pell {P,}
c1=2,c=1 up =2, u; =2 Pell-Lucas {Q,}
cir=1,c=2 up=0, u; =1 Jakobsthal {Jn}
c1=1,¢=2 up =2, up =1 Jakobsthal-Lucas {j,}
cL=p,co=r up="0, u; =1 Genellestirilmis Fibonacci {U, (p,r)}
cL=p,co=r up=2, uy=p Genellestirilmis Lucas {V,(p,r)}
c1L=p, cr=—r up=a, uy=>b Horadam {W,(p,—r)}
ci=c=c3=1up=0,u;=up =1 Tribonacci {7, }




Tribonacci dizisi disinda tabloda verilen diger tiim diziler ikinci basamaktandir.

{u,} dizisi i¢in

x* —clxk_1 — czxk_2 — e —Cp_x—c; =0

denklemine {u,} dizisinin karakteristik denklemi denir. Ornegin {U,(p,r)} ve
{V,(p,r)} dizilerinin karakteristik denklemi x> — px — r = 0’dir. Bu karakteristik

denklemin koklerini o ve B ile gosterirsek

_pHVpPtar
B 2

2
p—\/p-+4r
p="—r—

o

Ozel olarak Fibonacci ve Lucas sayilari icin karakteristik denklemimiz x> —x—1=10

ve kokleride (14 +/5)/2 seklinde olacaktir.

Herhangi bir lineer indirgeme dizisinin indisi oldukc¢a biiyiik bir terimini hesaplamak
dizinin indirgeme kurali ile uzun zaman alabilir. Bu tiir dizilerin ». terimini daha kolay
hesaplamak icin Fransiz matematik¢i Jacques Philippe Marie Binet tarafindan sabitlere

ve n’e bagl bir formiil verilmistir. Ornegin {U,(p,r)} ve {V,(p,r)} dizileri igin Binet

formiilleri
U o — B
o—p
ve
V, =o'+ "
seklindedir.

Not. Bu tez boyunca 6zel p ve r degerleri alindiginda notasyon olarak sadelik
anlaminda U, (p,r) ve V,(p,r) gosterimleri kisaca U, ve V), olarak yazilacak ve ilgili

yerlere bu durum not edilecektir.

Dizideki terimlerin indisleri pozitif tam sayilar oldugundan negatif indisli terimlerden
olusan bir dizi tantmlayamayiz. Ancak indirgeme kuralin1 geriye dogru islettigimizde

negatif indisli terimleri buluruz. Ornegin V n > 2 tam say1s1 ve Fy = 0, F; = 1 baslangig

2



kosullari i¢in Fibonacci dizisinin indirgeme kuralindan yararlanarak

FF = kK+F_

F = F1+F,

F, = F+F3,
olacaktir. A¢ikca
n | 0 1 2 3 4 5 6 n
F_, 01 -1 2 -3 5 -8 ... (=1)"'E,
degerlerini elde ederiz.
AyricaV n >0 ve aff = —1 olmak iizere Fibonacci dizisinin Binet formiiliinde n yerine

—n alirsak

a "B @ (@M o =B
B ap (@ papyr VT amp TUVTH

sonucunu elde ederiz. Yani

F_,=(—1)""E,.

Benzer sekilde Lucas, Pell ve Pell-Lucas dizileri icin de asagidaki bagintilar

verebiliriz:

o= (=)0,



1.2 g-Versiyon

Herhangi bir n dogal sayisinin g-versiyonu

1— qn n—1 '
[n]g = = Z q
I-q (=
seklinde tanimlanir. Burada
li =n.
qgnl [l =n

(x;q)o = 1 olmak iizere negatif olmayan n tam sayisi i¢in g-Pochhammer sembolii

asagidaki sekilde tanimlanir:
(r:q)n = (1=x)(1 =xq) - (1—xq"~").

Bu durumdag=f/ayadaa = iﬁq_% olmak iizere {U, } ve {V,,} dizileri i¢in Binet
formiilleri

_al(1-¢")

U, = (1.1)
l—gq

\(

V,=a"(14+4") (1.2)

seklinde olacaktir.

1.3 Kullanillacak Yontemler

Simdi ¢alismamizda verecegimiz cesitli sonuglar ispatlamak icin bazi yontemleri

hatirlatalim:

IIk olarak basit kesirlere ayirma (heaviside) yontemini verelim. Bu yontem ile payinin
derecesi paydasinin derecesinden daha kiigiik rasyonel bir fonksiyonu asagida verilen
adimlar1 takip ederek basit kesirlerine ayirabiliriz. Burada paydadaki fonksiyonun

katl kokiiniin olmadigin1 ve R’de ¢arpanlarina ayrilabilir oldugunu kabul edelim.



i. adim : Oncelikle verilen rasyonel fonksiyonun paydasini ¢arpanlarina ayiralim:

f) _ f(x)
glx)  (x—r)x—ra)---(x—ra)’

ii. adim: g(x)’in (x — r;) carpanini kapatip x yerine r; kokiinii koyarak agagidaki gibi

A; katsayilarini elde ederiz:

_ f(n)
SR S [ R B e

Ay = f(r2)
(rn—=r1)(ra—r3)---(r2—rn)

A, = f(ra)

(rn—r1)(ra—r2) - (rn—ra—1)

iii. adim: Son olarak buldugumuz A; sayilarim kullanarak f(x)/g(x)’in basit

kesirlerine ayrilmis halini

seklinde elde ederiz.

Ornegin x3++24710x rasyonel fonksiyonunu heaviside yontemini kullanarak basit
kesirlerine ayiralim. Burada f(x) = x +4 ve g(x) = x> 4 3x> — 10x olmak iizere f(x)
fonksiyonunun derecesi g(x) fonksiyonunun derecesinden kiiciiktir ve g(x)

fonksiyonu asagidaki gibi carpanlarina ayrilabilir:

x+4 _ x+4
B 43x2—10x  x(x—2)(x+5)

g(x)’in kokleri r; =0, ry = 2 ve r3 = —5’tir. Buradan;
0+4 ~2 2+4 3 —5+4 ~1
Ay= 0 =T A= b s S
LZ0-2)(0+5) 57 “T20+5 7 ¢ BT (5.2 35



O halde verilen rasyonel fonksiyonun basit kesirlerine ayrilmig hali

x+4 _—2+ 3 n —1
B4+3x2—10x  5x  T7(x—2) 35(x+5)

seklinde olacaktir.

Simdi teleskop yaratma yonteminden bahsedecegiz. Terimlerinin bir Onceki veya
sonraki terim ile sadeleserek belli bir sayida terimin kaldigi toplamlara teleskop

toplamlar denir.

Genel olarak alisilagelen teleskop yaratma bagtaki ve sondaki terimin kaldig1 asagidaki

durumdur:

n—1

Z (ax —ary1) = (a1 —612) + (an —a3) +-+(ap—2—an—1)+ (an—1—ay)
k=1

= (a1 —ay).
Ornegin teleskop yaratma yontemini kullanarak
= k k +1)  \1 2 2 3

1
n+1

11+11
n—1 n n n+l1

elde ederiz.

Ayrica Kili¢ ve Prodinger [1], teleskop yaratma yontemini kullanarak asagidaki esitligi

vermiglerdir:

n b
1
— — . 1.3
;{(1+aqu+c 1+azq> ,Z;<l+azq”+c 1+azqc) (1.3)




2. LITERATUR

Bu boliimde lineer homojen indirgeme dizilerinin ters toplamlart ile ilgili yapilan

caligmalari inceleyecegiz.

2.1 Ters Toplamlar

Fibonacci sayilar1 i¢in Good [2] asagidaki ters toplam1 hesaplamistir:

71— f

(2.1)

Hoggatt ve Bicknell [3] ise bu toplam1 10 farkli yoldan ispatlamis ve daha genel olarak

(2L, — FyV/5+5F7 .
oo 2F); ’
Z sz (2.2)
- 2— Fk\/g + Ly e
_— k cift ise
\ 2Fk

sonucunu elde etmiglerdir [4].

Negatif olmayan bazi a, b ve ¢ tam sayilar1 icin Backstrom [5]

> 1 > 1
— Ve — (2.3)
i=0 Fan+p+ ¢ =6 Lan+b+c

ters toplamlarin1 incelemistir. Ornegin bu ters toplamlarm ilkinde a =2, b =1 ve c = F;

alirsak
> 1 kS5

,,;)anﬂ +F 2L

Popov [6], Bacstorm’un (2.3)’te verdigi sonuglar1 genellestirilmis Fibonacci {U,} ve

Lucas {V,,} dizileri igin vermistir.



Birbirinden farkli negatif olmayan k; tam sayilari i¢in Brousseau [7]

1

FuFpi Futky - Foovk,

—1
(-1)"
n+k1Fn+k2 ’ Fn—i—kr

i ve i (2.4)

seklindeki sonsuz ters toplamlar1 incelemistir. Rabinowitz [8] ise aymi tipteki ters
toplamlarin hesaplanabilmesi i¢in algoritmik bir yaklagim vermistir. Yine Rabinowitz
9], {F,} yerine keyfi katsayilara ve keyfi baslangic degerlerine sahip ikinci
basamaktan lineer homojen indirgeme dizilerini kullanarak (2.4)’te verilen sonuglarin

genel durumlarini elde etmigtir.

Melham ve Shannon [10], (2.1) ve (2.2)’de Fibonacci sayilari i¢in elde edilen sonuclari
{U,(p,1)} (kisaca {U,} ile gosterilecek) ve {V,,(p,1)} (kisaca {V,,} ile gosterilecek)

icin vermistir. Ayrica

= 1
2.5
; ank (n+1) akUz ( )
ve
i : (2.6)
n=1 ank (n+1) Z(a_ﬁ)Uk .

sonuglarini elde etmislerdir.

Andre-Jeannin [11], (2.5) ve (2.6)’da verilen sonuclart Wy = a, W; = b baslangic

kosullariyla verilen ikinci basamaktan lineer homojen indirgeme dizisi {W, } i¢in

_y 4 _y !
n=1 WaWotk n=1 WaWotk

toplamlarin1 hesaplamisgtir.

Xi [12] ise paymda {W,} dizisinin terimlerinin dortlii ¢arpimindan olugan sonlu ve

sonsuz toplamlarla calismistir.



2.2 Kismi Ters Toplamlar

Othsuka ve Nakamura [13], Fibonacci sayilarinin ve Kkarelerinin kismi ters

toplamlarinin ¢arpimsal terslerinin taban degerlerini

F,_» n > 2 cift ise,

F,_.»—1 n>1tekise

ve
F,F,_1—1 n>2ciftise,

(£%) |-

F.F,_ n>1 tek ise

2.7)

(2.8)

seklinde hesaplamiglardir. Wenpeng ve Tingting [13-14], (2.7) ve (2.8)’de Fibonacci

sayilart i¢in verilen sonuglart {P,} Pell dizisi i¢in vermislerdir. Holliday ve Komatsu

[16] ise {U,} dizisi icin

U,—U,_ n > 2 cift ise,

U,—U,_.1—1 n>1tekise,

1 pUU,—1—1 n>2ciftise,
i 1
(k:n Uk2>

seklinde genellestirmislerdir. Ayrica {J,,} Jakobsthal say1 dizisi igin

pUU, n>1 tek ise

Jo—1—1 n>2cgiftise,

Jn n>1tek ise

seklindeki sonsuz kismi ters toplamini vermistir.



Daha sonra Wang ve Zhang [17], cift ve tek indeksli Fibonacci sayilari i¢in asagidaki

toplamlar1 vermislerdir:

~1
% RS _
= For

Vn>1vem>2igin

1 m=2ven>3ise,

-1 m>3ven>1ise.

mn 1 _1
- F2 —25
k_Z,,szl "

(ﬁ l :

— =Fy2—1
2 n )
F

k=n

2 — I'4n—4.
F2k—1

k=n

Ayni yazarlar [18], Vn > 1 ve m > 2 igin

mn | -1
Lr) |

veVn>2 m>2igin

-1
!
(k—n F32k>

sonuglarini elde etmislerdir.

2F3, 0 n ¢ift ise,

2F3,_»—1 ntekise

Fi —F2 , n gift ise,

Liu ve Wang [19], paydasinda Fibonacci sayilarinin ¢arpimlarini ihtiva eden asagidaki

gibi sonlu toplamlari incelemistir:

10



Vn>1vem2>2igin

mn 1
,;n FieFit1

Vn>2vem2>2igin

;

0 = Fyp-3,
i Fok—1F2k "
] -1
— = Fgp1— 1
= ForFort "
Vn>1vem>2igin
——— = = Fap-2,
kg; For—1Fp+1 "
~1
mn 1
YL ) | = A,
= FacFor+2
N\ - b,—1 n ¢ift ise,
(1)
(,CZ;Z FiFpq1 > B
- —F,—1 ntekise.
Vn>3vem>2icin
3F, 2F, n ¢ift,

—3Fy2Fn 1 —1

11

F2

N n ¢ift ise,

F?—1 ntekise.

n tek.



Vn>2vem>2igin

1 3F,_1F,— 1 n ¢ift,
mn (—l)k
(,;1 ForFog+ ) B
- \ —3F,_1F, n tek,
(
F_, —1 iff
kg Fop—1F2k+1 B ,
- L _3F2n71 n tek,
p
F? ift
m(CpF ) o T
kg;, ForFor42 N
- —3F} —1 ntek.

Komatsu [20], bunlardan farkli olarak "alta yuvarlama fonksiyonu" yerine "en yakin
tam sayr fonksiyonu" |[o||'1 (||x|| = |x+ %) kullanarak cesitli ters toplamlar elde

etmistir. V p; > py > 0 ve V n > ng olmak iizere {U,} dizisi i¢in

-1
> 1
(Z 7) =Up—Up-1

k=n

esitligini elde etmistir. Burada hatirlatalim ki ng, p; ve pp, {U,} dizisinin baglangi¢

kosullarina baghdir.

Komatsu [21], Tribonacci dizisi i¢in

- -1
(Z%) = T,—T, 1, (n>1)

1
=1

(Z—) = Tn—Tw—2, (n>1)
k

kismi ters toplamlarini ve bunlarin alterne versiyonlarini hesaplamistir.

Komatsu ve Laohakosol [22], n > k ve p > 1 olmak iizere keyfi baglangi¢ kosullarina

12



sahip

Up = PlUp—1 +Up—2 +Up-3+ -+ Uy

seklinde tanimlanan k-basamaktan lineer indirgeme dizisi i¢in

-
> 1
<Z u_k> = Up—Up—1, (nZHO)
k=n

o ( 1\k -1
(1;( 1)> = (=1)"(upn—ttn—1), (n>m)

-1
|
Y o = upp—up2 (n>n)
k=n

sonuglarin1  vermislerdir. Burada ng,nj,ny dogal sayilari p’ye ve {u,} dizisinin

baglangi¢ kosullarina baghdir.

Kili¢ ve Arikan [23], n > k olmak lizere p, g pozitif katsayilar1 ve keyfi baslangic
kosullari i¢in

Up = PUp—1 +qup—2+ Uy 3+ -+ Uy

olarak verilen yiiksek basamaktan homojen indirgeme dizisini ele almiglardir. p > g ve

0 <r <t saglayan keyfi tam sayilar ¢ ve r i¢in

-1
|
Z = Utn+r — Utn—t+r (l’l > nO)
k=n

Utk+r

veE

o0 K\ !
(Z ﬂ) = (_1)tn+r (”tn-i—r +utn—t+r) (n > I’l])

k—pn Utk+r

toplamlarini hesaplamiglardir. Burada ng ve ny, t,r, p,q degerlerine ve {u,} dizisinin
baglangic kosullarina bagh dogal sayilardir. Bu toplamlar, bugiine kadar calisilmig

tiim sonuclar1 icermektedir.
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Wang ve Yuan [24], a € {1,2,3} ve b < a olmak iizere

mn (—l)k

i Fak+b

seklindeki sonlu ve alterne kismi ters toplamlar1 incelemistir.

Melham [25], genellestirilmis Fibonacci sayilarina ve degisik parametrelere bagh

cesitli kismi ters toplamlari incelemistir. Ornegin {W,(p,1)} ve p = 1 iken
{W,(1,1)} seklinde gosterdigimiz dizi icin

i (= 1) W @ity 2)+2m
i=1 kH—ka(H—ml )+ka(z+m2)+ka(z+M3)+ ,

kiyxs2
nl (_ 1) ka(i+m2)+m

i=1 Wki+ka(i+m1 )+ka(i+2m2—m1 )+ka(i+2m2)

ve 0 < my < my < mz < my olmak iizere

Uk (3i4+my+my+m3)+3m

M |

k1+mUk(z+m1)+m Uk(i+m4)+m ,
i VZk l+m2)+2mvk(z+m2)+
i=1 l+mUk(l+m1)+m Uk(i+m4)+m
— (_1)kiW3 i
Z k(i+mp)+m

kl+ka(1+m1 )+m Wk(i+m4)+m

toplamlarini incelemistir. Aynt makalede 0 < m; < mp < m3, mg = my +m3

= —mp Ve
ms = my + m3 kosullar1 altinda

i VX Ui+ 2my-+m3)+4m
i=1 kl+mUk(z+m1 )+m Uk(1+m5)+m ’
kiyr2
i 1) lUk(2i+m2+m3)+2m
kl+mUk(1+m1)+m Uk(i+m5)+m,
n—1 (_ 1 )kiW4

k(i+my+my)+m
i 1Wkl—|—ka(l+2m1)+ka(i+m2)+ka(i+m3)+ka(i+m4)+ka(z+m5)+

14



toplamlarini net olarak hesaplayamasa da bagka toplamlarla ifade etmistir. Ayrica bu
tir toplamlarda paydadaki terim sayisinin artmasi ile benzer sonuglarin elde

edilecegini belirtmistir.

Buraya kadar ters toplamlarla ilgili literatiirdeki bir¢ok caligmaya degindik. Simdi

problememizi olusturmada bize motivasyon saglayan ornekleri inceleyelim.

Melham [26], {W,(p,—1)} ve {W,(1,—1)} dizileri i¢in

1

Y

N
M=
i

Wk(t+m1 )+ka(t+m2)+ka(t+m3)+ka(t+m4)+m

i Uski+2m
=1 Wkt+ka(t+m1)+ka(t+m2)+kaz+ka(t+m1)+ka(t+m2)+m

gibi ters toplamlar1 incelemistir.

Kili¢ ve Prodinger [1] ise Melham [26] tarafindan verilen toplamlar i¢in ilk kez basit
kesirlerine ayirma ve teleskop yaratma yontemini kullanarak net sonuclar elde

etmislerdir.

Adegoke [27], cesitli sonsuz alterne toplamlart incelemistir. Ornegin Fibonacci ve

Lucas sayilar1 i¢in

(-1 - (1)
sz) ﬁ I SEnnq kz:] 111) Lnk+jnq
nk+ jng
Jj=0

sonucunu vermistir. Benzer toplamlar Melham [28] tarafindan da incelenmistir.
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Frontczak [29], m,n > 1 icin

Al (_ 1)m(i+l) Fmi+nﬂ|:1 _ Fm:Fl
i=1 Eu(i—t)snFmitnBn(is1)+n  FnFnFom
F, F, F, F
% m(N+1) n mN_ I'm B (—l)m ' N
Fm(N+l)+n FmN+n Fm+n FmFm+nFm(N+1)+n

sonucunu vermistir.

Daha 6nceden Melham [30], Frontczak gibi net sonuglar veremesede benzer toplamlari

incelemis ve kapali formlar vermeye caligsmistir.
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3. TEZ PROBLEMI VE TEZIN AMACI

Bir onceki boliimde bahsettigimiz iizere bir cok yazar lineer homojen indirgeme
dizilerinin terimlerini ihtiva eden sonlu ve sonsuz, alterne ve alterne olmayan cesitli
ters toplamlar1 hesaplamigtir. Bizim amacimiz pay ve paydasinda genel Fibonacci ve
Lucas sayilarin1 ya da onlarin bazi sonlu carpimlarini igeren ters toplamlari
hesaplamaktir. Burada bahsettigimiz genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri

Uy =0, U, =1 ve Vy =2,V = pbaslangi¢ kosullart olmak iizere
Up=pUp-1+rUpoveVy=pVy_1+1rVy 2

"dir. Agikea (X, U, ya da V, olmak iizere )

n 4 Ur_4 L K Vicra+1

-
=0 Uk+aUsk+d+1Uk+d+2

-
=0 Uk+aUsk+d+1Uk+d+2

veE

i ok YkreUkirest - Ukdresm—1
) Xi+aXi+d+1 - - - Xitd+m+1

toplamlarini net olarak hesaplayacagiz. Bu hesaplamalar1 yaparken ilk olarak bu ii¢
toplamin g-versiyonlar1 bulacagiz. Daha sonra g-calculus, basit kesirlere ayirma ve
teleskop yaratma yontemlerini kullanacagiz. Ustelik bu ii¢ toplamin g-versiyonlarinda

q’yu 6zel secerek bu toplamlarin daha genel versiyonlarini elde edecegiz.
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4. SONUCLAR

Bu boliimde temel sonuglarimizi ve onlarin ispatlarini sunacagiz. Ardindan bu
sonuglarin bazi genellestirmelerini ispatsiz olarak verecegiz. Ayrica elde ettigimiz her

sonucu orneklendirecegiz.

4.1 Temel Sonuclar

Teorem4.1. Vn,m>0,d>1,ce{—-m+1,...,—1,0,1} tam sayilar ve X,,, U, ya da

V,, olmak iizere

m—1 m
n | A | [
k =0 1 =0
Y (=D . (4.1)
k=0 T Xest4a Uni1Xd—ct1 [ [ Xntrta1
1=0 1=0

esitligi saglanir.

Not. Yukaridaki ifadenin sol tarafinin payindaki ¢arpim ifade m = 0 durumunda bosg
carpima doniisecektir. Bu tiir carpimsal ifadeler 1 olarak kabul edilir. A¢ik¢a m = 0 i¢in

teoremin ifadesi

—1
n H Uk+l+£‘
kt=0

1—

Y () = (et ke

- 1 UrXg—c+1Xnta+1

k=0 IT Xkt14a S
=0

seklinde olacaktir.

Ayrica Vy = 2 oldugundan X,, = V,, durumunda yukaridaki teoremimizin ifadesindeki

d > 1 kosulunu kaldirabiliriz.

Ispat. Kabul edelim ki X,, = U, olsun. Ilk olarak (1.1)’de verilen Binet formiillerinin

g-versiyonunu ve o = i\/i_*q_% esitligini kullanarak (4.1) esitliginin sol tarafinin
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g-versiyonunu bulalim. O halde

i H Upgite i ak+c 1(1 §He) akte(I—ghtetl)  ghtetm-2(]_ghtetm-1)
Z( i N Z —4) (1-9) (1-9)

m+1 ak+d [(1—gktd) ghtd(]—gh+d+1y  gktdtm(]_gktdtmtl)
-0 k=0

H Ustt+d (1 q) (T=q) (T=q)

m—1
o H (1 _qk+c+t>

- 2)d72m+1 2
— " (m+ Z
m+1

H (1 . qk+d+t)

t=0

esitligini elde ederiz.

Benzer sekilde esitligin sag tarafinin g-versiyonu ise

m
l—c
r¢ H Unitsc
t=0

m+1
Unt1Ud—c1 [ ] Unsr+a
i=1

(_1)c+1

_ (_1)C+1 a(m+2)c—(m+2)d—2m—1 =0

(1 _qm+1)(1 _qdfc+1) H (1 _qn+d+t>

N
I
—_

seklinde olacaktir.

Gerekli sadelestirmelerin ardindan iddianin g-versiyonu

4 H ( k+c+t> ql—clm]o (1—grtet)
J— =
k—zb m+l Cid - m+1 .,
- ITa=) (=gt (1 =gt ) [T (1 =g
1=0 =1
seklinde ya da g-Pochhammer notasyonu ile
o (), A

= k+d’q)m+2 (1 _qm+1)<1 C]d C+1) <qn+d+l;q)m+l

20



seklinde ifade edilir.

Simdi
i qk (qk-i-c’q)
k=0 (qk+d"1)m+z

toplamini S, ve bu toplamin toplanan terimini 7} ile gosterelim. Yani

=
k=0 qk+d?q)m+2
b k ( k+c.
. (¢":q),,
qk+d;q)m+2

Basit kesirlere ayirma yontemi kullanarak 7j icin

k —d— —d—
q (q +c’q) ni2 q d t+1(qc d t+1;q)m
( k+d . q) o m+2 .
T)m+2 =1 (1 _qk+d+t—l) % H (1 _ql—t)
i

esitligini elde ederiz.

Burada (1.3) teleskop yaratma esitligini kullanarak

n 1 1 B m—t—1 1 1 1o
Z | —gktd+m ] _ghtd+t ) Z | — gktdtnti+l | _ gktd+e (42)

k=0 k=0

elde ederiz.

T} toplanan terimini k = 0 dan n’ye kadar toplar ve (4.2) teleskop esitligini kullanirsak
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Sy toplamini asagidaki gibi buluruz:

g _nil( 1 1 >Xt:qdr+1 (qcfdfrnLl;q)m
n = 1_qd+t—l l_qd+n+t ~ (qlfr;q)r_l(q)m_ﬂrz

1 m+1 1 1
= (Vg & -
1— qm—i—l = 1— qd+t—l 1— qd+n+t

—d-2. d—c.
(m—t+1)c—(m—t+2)d+t(t—1)4 220 (4 14)5_, (q C’q)z—m—H

4 (@1 (@D m—r11

1 — gt mtl —c+d—m+t)

— (_1)m q ql(
l—qm‘H ' (1_qd+171)(1_qd+n+z)

=

—d-2. d—c.
c—1—d+Lim(m+1+2c-2d) (@ 7%4)5 (47%9),
(D1 (D11

xXq
" l_anrl
(1 _qcfdfl)(l _qm+l)
HN1 ( e—d—1. —d.
Yy )7 (@), (6

= (1 =g 1)1 =g ) (@), 1 (@) i1
1 _qn+1

- (1 _qcfdfl)(l _qm+1)
<Y (1) ) (¢ ), (6 %),

= (1 =g (1 — g4+ (), (9) s
l_qn+1
(1 _ qm+l)(1 _qcfdfl)

m (2)(1 . c—d—t—l)(l _ c—d—t)“_(l _ c—d+m—t—1)
+4q q q q
g tg(_l (@ =g (g =g ) (@) (@)m—r
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Simdi son satirdaki toplami hesaplayabilmek igin /(z) fonksiyonunu

(1 —ch_d_l)...(l _ch—d—i-m—l)

h(z) == (z— g (z—q@ (1 =2)(1—2zq)...(1 —zg™)

4.3)

seklinde tanimlayalim.

h(z) fonksiyonu igin basit kesirlere ayirma yontemi uygulayalim. O halde;

- (l—qcfl)...(l—qcﬂnfl)
M) = @ = (= () (1= g @9
(1 il qc+n) " (1 _qc-l-n—l—m)
(qd+n+l _ C]d)(Z— qd—HH—l)(l _ qd—l—n—H)(l r_ qd+n+2) .
1 (1 —ch_d_l)...(l _ch—d—i-m—l)

S (1) ()
+t§(’)( Ve (z—q9)(z— g 1) (9); (@) (1 —24")

+

(1 _ qd+n+m+l)

esitligini elde ederiz.

Burada (4.3)’te verdigimiz h(z) fonksiyonunu z ile ¢arpip ardindan z — oo limit

durumunu incelersek

Z(l _chfdfl) L (1 _chfderfl)

lim
i (2= q?)(z— g ) (1 =2)(1 —z9) ... (1 —zg™)
sz—l—l(% _ch—d—l) L (% _ch—d+m—1)

=0

= lim 7] T
2 (- D)1 L2 () (L g

sonucunu elde ederiz.
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Benzer sekilde (4.4) esitligini z ile ¢arpar ve z — oo durumunda limitini hesaplarsak

A
e\ z(1 d)(qd — gt (1 —g?) (1 — g+ ... (1 —gdtm)

Z(l qn+c) o (1 _ qc+n+m)
L) (1 =g (1= gtm2) (1= gdnimt)

zq?(1—g"t)(1-
,H) Z(l—ZC]C d 1)'_.(1_ch—d+m—l)
L <z—qd><z—qd+"+l><q>f<q>mte—qf))
(1—¢"...(0=¢g
q'(1—g" ") (1—g?)(1—g*t1)...(1—g?™™m)
(1 _qn—b—c)_“(l _qc+n+m)
qd(l n+1)(1_ d+n+1)(1_qd+n+2)n_(1_qd+n+m+1>
1(t+1) (1 _ch—d—l) . (1 _ch—d+m—1)
= (z=q)(z— ¢ ) (@) (@)m—(—7")
_ q7d<1_qc71).”(1_qc+m71)
(1= (1 —g*)(1—q?*)...(1-g%tm)
B q_d(l r qn—i—c) o (1 _d qc+n+m)
(1_ n—l—l)(l_ d—i—n—l—l)(l_qd+n+2)”_(1_qd+n+m+l)
t+1 (I_ch d—l).”(l_zqc—d—ﬁ—m—l)
*Z G ) @ (@

elde ederiz. O halde bu ifadeleri esitlersek

q_d(l —qc_l)...(l _qc—i-m—l)
(1= (1—g*)(1—q*1)...(1—gtm)
q—d(l _qn+c> L (1 _qc-i—n—i-m)

0=

_(1_ g (1 — gdmH1) (1 — gd+n+2) (1 — gd+ntm+1)

t+1 (1_ch dfl)”'(l_zqcfdanfl)
* Z == (@), @D

ve bazi diizenlemlerden sonra

m B 5) (1_ch—d—l)”.(l_ch—d+m—1)
) e e e T P

q ( (1=¢"")...(1 =g

1— qn-H (1 _qd+n+1)(1 _qd+n+2) L (1 _ qd+m+n+1)
B (1_qc—1).”(1_qc+m—l) )
(1—=g9)(1—=g4t) ... (1 —g%+m)
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sonucunu elde ederiz.

Teoremimizin hipotezine gére c € {—m+1,...,—1,0,1} oldugundan son esitlik

m o (;)(1—ch_d_l)...(l—ch_d+m_l>
) e e L Y WP

g (1=g"")... (1—g"tmtn)
_(1 — ") (1 — gd+nH1) (1 — gd++2) (1 — gd+mFn+l)

seklini alacaktir.

Hesaplamak istedigimiz toplami en bagta ihmal ettigimiz sabit ¢arpanla carptigimizda

1— qn—H c— d_l)...(l _ch—d+m—1)

i 1 (1—zg
(I—gmh)(1—g71) & (2= ) (z= g™ ) (q), (@) s
h qid(l _qn+c) o (1 _qc+m+n)
(1= gm0 (1 — gd=1)(1 — gdtn+1) (1 — gdtmtntl)
a (g q)

(1_qm+1)(1_qc—d 1) (Cln+d+1§Q)m+1
1 c( n-+c.

_ ’Q>m+l
(1 _qm+1)(1 g—<t) (qn+d+1;q)m+l

esitligini elde ederiz ve bu da ispatimizi tamamlar. U

Ayrica X, = V,, durumunda ispat benzer sekilde yapilir.

Simdi Teorem 4.1’in ilging bir ka¢ sonucunu verecegiz.

Eger (4.1)’de m =2,d =3 ve ¢ =0, {X,}; Lucas dizisi (yani (p,r) = (1,1) ), {U,};
Fibonacci dizisi (yani (p,r) = (1,1) ) olarak alirsak

i )k FicFig __ BFabio
=0 Ly 3LyyaLlirslite F3LaLyalyyslyte

sonucunu elde ederiz.
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Eger (4.1)de m =3,d =5ve c =1, {X,} ve {U,}; Pell dizisi (yani (p,r) = (2,1) )

olarak alirsak

n

Y (-1 t Per1Per2Pirs __ BrrBroPu3biia
=0 Pri5Pit6Pk+7Pc+8Pc+9  PaPsPy6Pat7Pn18Pn+9

esitlifine ulasiriz.

Eger (4.1Yde m=4,d =4 ve c = =2, X,(p,r) = U,(2,3) (kisaca U, ile gosterilecek)
olarak alirsak
% Ur—2Up—1UrUs+q B 33U, 2Un—1UyUpi1 U2

_3)k - _
,;()( )Uk+4Uk+5Uk+6Uk+7Uk+8Uk+9 UsUrUp+5Un+6Un+7Un+8Un+9

sonucunu elde ederiz.

Son olarak eger (4.1)’de m =10, d =7 ve ¢ = —6, X,,(p,r) = V,(15,-3) (kisaca V,

ile gosterilecek) olarak alirsak

9 10
11Uk (=3 [[Un+i-s6
Z 3kt:0 _ t=0

11 o 10

k=0
[TVasria UniVia[ [ Vasis
=0 =0

sonucunu elde ederiz.

Bu 6rneklerin ardindan simdi Teorem 4.1°de verdigimiz temel sonuctan farkli olan iki

sonucu verecegiz.

Teorem 4.2. ¥V d > 0 tam say:si icin

d
Y (_r)k Uk—d — (—1)d+! r“Usni
=0 Uk+aUrk+d+1Uk+a+2 UrUnta+1Untd+2

4.5)
esitligi saglantr.

Ispat. Oncelikle (1.1)’de verilen Binet formiillerinin g-versiyonunu kullanarak (4.5)
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esitliginin sol tarafinin g-versiyonunu

n
(g
~0 Uk+dUk+a+1Uk+a+2
akfdfl (] _qkfd)
(_r)k (I-q)
ak+d71 (l_qk+d) ak+d(1_qk+d+1) ak+d+1 (l_qk+d+2)

bl

I
™=

=0 (=) (=) (=)
HR TRy (1-g?a" 1 (1—-¢"9)
- kzb(_r) QK3 (] — ghtd)(1 — ghtdTT)(] — gk+d+2)
n a72k(1 _qkfd)

= (1P Y ()t

k=0

_ k+d _ k+d+1 _ o k+d+2
(1—gktd)(1—¢ )(1—g¢ )

seklinde elde ederiz.

Burada o = i\/?q*% oldugundan

n
N —
= Uk+dUk+a+1Uk+da+2

kfd)

1(1 ) Z q k(lq q 2
= q
(1 k+d)(1 k+d+l)(1 k—+-d+ )

esitligi saglanir.

Benzer sekilde (4.5)’in sag tarafinin g-versiyonu ise

(—1)*+] rUspsn — a2 (] ) (=1 —g12)
U2Up+a+1Un+a+2 (1—¢q2) (1 — gdtnt1)(1 — gdtnt2)

seklinde olacakar.

Gerekli sadelestirmelerin ardindan iddiamizin g-versiyonu

y ¢“(1-4") g 41— g2
B (1= g ) (1 — gt i) (1= ghtd72) — (1= g2) (1= g@ i) (1 — gd 12

seklindedir.
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Simdi

Sn 1= zn: Z(1-29 )

= (1 —2g?) (1 —2g91) (1 — 2¢9+2)

olarak tanimlayalim. Burada S,, toplaminin toplanan terimini 7'(z) ile gosterelim. Yani

2(1—zq7)

M= T g (2

Basit kesirlere ayirma yontemi kullanarak 7'(z) igin

2(1—zqg79)
(1—2z¢%)(1 —zg®*1) (1 —z¢?+2)
_ 1 _Q(I—QZd)+(1+CI)(1—CIZd+1)_ 1— g2
q3d+1(1 —q)2(1 +q> 1_qu 1 _qu+1 I_qu+2

1 | 1
= 1 — g% _
P11 —q)?(1+q) {Q( 1 )<1—zq‘”2 1—zqd)

1 1
2d+1
~1+9)1 =) (= g )|

esitligini elde ederiz. T'(z) toplanan terimini kK = 0 dan n’ye kadar toplamakla

1 n 1 1
S, = 1—g* — 4.6
TP (1-q)2(1+q) a(l =4 );;)(1—161"“ l—zqd) (+0)
g1 -gh Y ( L )
= 1— qu+2 1— qu—i—l

elde ederiz. (4.2) esitliginde sirasiyla m =2, t =0 ve m = 2, t = 1 alarak (4.6)’da

verilen §,,’1 agagidaki sekilde yeniden yazalim:

1 Y 1( 1 1 )
q(1—q™) -
q3d+l(1 _ q)Z(l +q) ( l;) 1— qk+d+l+n 1— qk—l—d

1 1
2d+1
000 (i~ g ) |

(1 +qn+1) (1 _qd+1) (1 _qn+1)
qd (1 _qd+1) (1 _qd+n+1) (1 _qd+n+2) (1 —q) (1 +q)
q_d(l _q2n+2)
(1 _qz) (1 _qd+n+l)(1 _qd+n+2) ’

Sp =

Boylece ispat tamamlanir. O
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Ornegin (4.5)’te {U, }; Fibonacci dizisi ve d = 3 alirsak

n

ks

)
= Fri3FxtraFiys

Fn+4Fn+5

olacaktir.

Eger (4.5)’te {U,(5,2)} (kisaca {U,} ile gosterilecek) dizisi i¢in d = 4 alirsak

i (—2)k Uk—4 _ 24 U2
=0 Ui 14Uk 15Uk 16 UU 15U 16

Simdi son sonucumuzu verelim.

Teorem 4.3. V d > 0 tam sayist igin

(=) Vira+1

d Unt1Upi2(a+1)
=0 Uk+aUk+d+1Uk+a+2

4.7
U1UgUig+1Un+a+1Untda+2

esitligi saglanir.

Ispat. Oncelikle (4.7)’nin sol tarafin1 (1.1) ve (1.2)’yi kullanarak g-versiyonuna
cevirelim:

n
Z (—I’)k Vk+d+1
k=0 Uk+aUk+d+1Ukta+2

B i(_r)k O6k+d+1(1_i_qk+d+l)
- ak+d—1(

1—ghtd) ktd (1 —gh+d+1) gktd+1(]_gk+d+2)
=0 0 (1=q) (1=q)
o2k k+d+1
1
— o2 (1 g) Z (I1+g¢ )

— gk ) (1 — gk+d+1) (] — gk+d+2)”

Burada o = i\/Fq_% oldugundan

i(_’,)k Vk+d+] — 2d+1 3 i (1+qk+d+1)
=0 UrtaUirar1Ukvas2 A (1= ghray(

— ghtd+1) (1 — gktd+2)
29



esitligi saglanir.

Benzer sekilde (4.7)’nin sag tarafin1 g-versiyonuna cevirelim:

Un+1Uni2(a+1) a2 (1= )2 (1 — g (1 — gD

UrUgUgs1Upsas1Unvara - (1—q4)(1—q@F1)(1 — ghHa+1) (1 — gntd+2)’

Gerekli sadelestirmelerden sonra iddiamizin g-versiyonu

zn: qk(l +qk+d+l)
= (1 _ qk—i—d)(l _ qk—i—d—i—l)(l _ qk+d+2)

(1 _qn+1)(1 _qn+2(d+l))
(1—q) (1 _qd) (1 _qd+1) (1 — gntd+1)(1 — gntd+2)

seklindedir.

Simdi

S -—i Z(1+qu+1)
T A (T —2g?) (11— zg4t 1) (1 — zg%H2)

olarak tanimlayalim. S,, toplaminin toplanan terimini 7'(z) olarak gosterelim. Yani

Z(l +qu+1)

"= T =2 (1 =27

Basit kesirlere ayirma yontemi kullanarak 7' (z) i¢in

Z(1+qu+l)
(1—2g9) (1 —2g")(1 - zg4+2)
B 1 ( I+q  2(1+9q) N 144 )
¢'(1+q)(1=q)* \1-2¢  1—z¢"*"  1—-2¢""

gt 19 ()

Tl (-2 | P\t T 1
1 1

_2(1+q><1—zqd+2_l—zqu)]
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esitligini elde ederiz. T (z) toplanan terimini kK = 0 dan n’ye kadar toplamakla

= AT (g7

L 1 1

k=0

L 1 1
—2(1+q) Y, <1_qu+2 - 1_qu+1)]

k=0

elde ederiz. (4.2) esitliginde sirasiylam =2,t =0 ve m = 2, t = 1 alarak son esitlikte

verilen §,,’y1 asagidaki sekilde yeniden yazalim:

1
— 1 1
Sp = 1+ —
“(1+q)(1—q)? ( Q)kgb<1_qk+d+1+n 1_qk+d>
1 1
—2(1+4q) <1 I _qd+1>]
(1 _qn—i—l)(l _ qn+2d+2)
C (I=q@)(1 =g (1 =g ) (1 =gt )1 - gta+2)’
Boylece ispatimizi tamamlamis oluruz. UJ

Ornegin (4.7)’de {U, }; Fibonacci dizisi, {V,,}; Lucas dizisi ve d = 5 olarak alirsak

Y (1) Live  _  BuiFain
=0 FiysFiielirr  FsFsFureFnt7

olacaktir.

Eger (4.7)’de {U,(6,5)} (kisaca {U,} ile gosterilecek) ve {V,(6,5)} (kisaca {V,} ile

gosterilecek) dizileri i¢in d = 12 olarak alirsak

i _5)k Vi+13 _ Unt1Unt26
) U+ 12Uk+ 13Uk 14 UtUn2U13Un+13Un 114

sonucunu elde ederiz.
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4.2 ikinci Basamaktan Keyfi Katsayih Diziler icin Genel Sonuclar

Onceki boliimde Teorem 4.1-4.3’ii ispatlarken iddia edilen sonuglarin g-versiyonlarini
bulmustuk. Bu boliimde ise bulmus oldugumuz sonuclarin g-versiyonlarinda her s
tam sayisi icin g = B*/a* alarak Teorem 4.1-4.3’de verilen sonuglarin genel
durumlarin1 verecegiz. Bu genellestirmelerin ispatlar1 bir 6nceki boliimde kullanilan

ispat teknikleri gozoniine alinarak elde edilir.

Simdi ilk genel durumumuzu verelim.

Teorem4.4. Vn, m>0,d>1,ce{—m+1,...,—1,0,1} tam sayilar ve X,,, U, ya da

V,, olmak iizere

m—1 m
" ) zITo Us(ktc+1) o ”S(IC)tITOUs(n+z+c)
_ \Sk 1= _ (__1\S(ct+ =
LY =1 - (458)
I Xsraso) Usimat) Xs(d—c+1) | | Xsrvr+a)
t=0 t=1

esitligi saglanir.

Teorem 4.4’lin ifadesinde gecen s parametresi isaret fonksiyonunun kuvvetinde
bulundugu i¢in eger s cift ise bu toplam ailesi alterne olmayan bir toplam ailesine;

eger s tek ise alterne bir toplam ailesine doniisecektir.

Ornegin (4.8)dem =3,5s=2,d =4, c = 1, {U,}; Pell dizisi, {X,,}; Pell-Lucas dizisi

alirsak

n

P 2PopaPog 16 _ PonpoPontaPopi6Ponys
=0 Q2+8Q2k+10Q2k+ 1202k +1402k+16  Ps0802n+10020+12020+14Q2n+ 16

esitligini elde ederiz.

F_, = (=1)""E, oldugunu goz 6niine alarak (4.8)’de m =4, s = —1,d =6, ¢ =0,
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{X,} ve {U,} dizilerini Fibonacci dizisi alirsak

i (—1)k FF 1 F  oF 3
=0 Fop6F j—7F g 8F g—oF j—10F_k—11
_ i (=)t FiFiq 1 P2 by 3
= Fiei6Fi7Fk+8Fir9Fk+10F+ 11
. FnFn+1Fn+2Fn+3Fn+4
N F5F7Fn+7Fn+8Fn+9Fn+IOFn+11

sonucunu elde ederiz.

Eger (4.8)’de {U,(2,3)} (kisaca {U,} ile gosterilecek) ve {V,(2,3)} (kisaca {V,,} ile
gosterilecek) dizileri icin X;, =V,,, m =15, s =3,d = 2 ve ¢ = —3 alirsak

zn: (=3)* Usk—9Usk—6U3k—3U3kUsk13
P Vak+6V3k+9V3k+12V3k+15V3k+18Vak+21 Var424
12
_ 3 °U3n—9U36U3n—3U3,U3p+3U3n 16
U18V18V3n+9V3n+12V3n+15V3n+18V3n+21 V3424

sonucunu buluruz.

Teorem 4.5. ¥V d > 0 tam say:si icin

Uy
Z(_r)skU (k—d)

— (1)t r SdUS(2n+2)
(k+d) Us(k+d+1) Us(k+d+2)

4.9)
UasUs(nvd+1)Us(n+d+2)

esitligi saglanir.

{U,(5,2)} (kisaca {U,} ile gosterilecek) dizisini gézoniine alarak (4.9)’da s = 2 ve
d = 8 alirsak

16
z": (—2) Uni—16 _ 2"Usnya
=0 Ui+ 16Uk+18Unk+20 UsUzn+18U2n+20

elde ederiz.
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Teorem 4.6. ¥V d > 0 tam say:si igin

n

Y () Vstkrd-+1) N Us(ne)Us(nr2d+2)
=0 Ustkra)Uskras 1) Userar2)  UsUsaUsa 1) Usnra+ 1) Usintd+2)

(4.10)

esitligini elde ederiz.

P,=(=1)""B, ve Q_, = (—1)"Q, oldugunu gozoniine alarak (4.10)’da U, = P,
Vi, =0, s =—3 ved =4 alirsak

i(_l)k 0_3k—15 R (—1)* Q3k+15
= P_3k_12P_3p—15P-3k-18 |2 P 12P3k+15P3k+18
P3y13P35430

P3P PisPs, 15P3,4 18

sonucuna ulagiriz.

Bagka bir ornek olarak (4.10)’da {U,(15,—16)} (kisaca {U,} ile gosterilecek) ve
{Vn(15,-16)} (kisaca {V,,} ile gosterilecek) dizileri i¢in s = 4 ve d = 7 alirsak

a L6 Vaki32 B Usn+4Usn 48
=0 Uskt28Usi132Usr36 - UsUzgU3oUsn432Usn+ 36

elde ederiz.
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EKLER

TURKCE-INGILIZCE MATEMATIK TERIMLERI SOZLUGU

Tiirkce terim

Basamak

Basit kesirlerine ayirma

Carpim

Dizi

Formiil
Homojen
Indirgeme
Karakteristik
Kismi
Lineer

Seri

Sonlu

Sonsuz

Taban deger fonksiyonu

Teleskop yaratma

Terim
Ters toplam

Toplam

Toplanan terim

Ingilizce Terim

Order

Partial fraction decomposition or heaviside

Product
Sequence
Formula
Homogeneous
Recurrence
Characteristic
Partial

Linear

Series

Finite

Infinite

Floor function
Creative Telescoping
Term
Reciprocal sum
Sum

Summand term
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