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Bu calismada ilk olarak sayisal yarigruplarla ilgili temel kavramlar, indirgenemez sayisal
yarigruplar, simetrik ve pseudo-simetrik sayisal yarigruplardan bahsedilmistir. Daha sonra gomme boyutu

ve katilibig 3 olan S =<3,3+5,3+2S > formundaki ve pseudo-simetrik sayisal yarigrup ailesinin

Delta Kiimesi, Betti sayilari, katener derecesi, ¢izgeleri ve minimal sunumu ifade eden baginti ve
formiiller elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Betti sayisi, Cizgeler, Delta Kiimesi, Katener derecesi, Pseudo-simetrik
say1sal yarigruplar, Simetrik sayisal yarigrup.
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In this study, first of all the main concepts related to numerical semigroups, the irreducible
numerical semigroups, symmetric and pseudo-symmetric numerical semigroups are mentioned. After
that, the formulas and the connections representing the Delta set, Betti numbers, catenary degree, graphs
and minimal presentation of the private pseudo-symmetric numerical semigroup family in the form of

S =<3,3+5,3+2S > with the embedding dimension and multiplicity three were obtained.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: {nl, vy np} ile iiretilen bir sayisal yarigrup

. S sayisal yarigrubu tizerinde siralama bagintisi

. S sayisal yarigrubun Delta Kiimesi

. Selemaninin Delta Kiimesi

: S nin mye gore Apery kiimesi

. S nin Betti kiimesi

. S sayisal yarigrubun katener derecesi

: aile b noktalarmin arasindaki mesafe

. S sayisal yarigrubunun gémme boyutu

: aile b noktalarimin en biiyiik ortak boleni

. S sayisal yarigrubunun Frobenius sayisi

. S sayisal yarigrubunun cinsi

: Kbse noktalari kiimesi V ve Kenarlar kiimesi E olan G gizgesi (Grafi)
: S sayisal yarigrubunun bosluklarinin kiimesi

: Snin ¢arpanlarinin uzunluklarinin olusturdugu kiime
. S sayisal yarigrubunun katiligi

. <, bagintisin maximal elmanlari

: Negatif olmayan Tamsayilar kiimesi
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. S nin tim pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi

viii



: X noktasinin uzunlugu

. S sayisal yarigrubunun tipi

: Tam Sayilar kiimesi

: Snin carpanlar kiimesi



1. GIRIS

Sayisal yarigruplar, 19. Yiizyilda karsimiza ¢ikmistir ve bu konu ile ilgili olarak
ilk defa Ferdinand Frobenius ve James Joseph Sylvester tarafindan ¢alismalar
yapilmistir. Sayisal yarigruplar halen de matematikgilerin tizerinde ¢alistig1 bir alandir.
Sayisal yarigruplar tarihte ilk olarak “ortak bir bdlene sahip olmayan bozuk paralari
kullanarak elde edilemeyen en biiyiik para miktar1 nedir?” sorusuyla dile getirilmistir

(Beck, M., 2008). Yani temel olarak, “ave b pozitif tamsayilar, p ve g sayilari 1 den
biiyiik, aralarinda asal sayilar olmak iizere; a- p+b-q lineer (dogrusal) kombinasyonu
olarak ifade edilemeyen en biiyiikk F(S) sayisi nedir?” sorusu Frobenius problemi
olarak biliniyor. pve qiki tane say:r i¢in bu problemin ¢dziimii; F(S)=p.g-p—q
olarak bulunmustur (Rosales ve ark., 2011).

Yukaridaki denklemden genellemeye gidersek a,,a,,...,a, aralarinda asal pozitif
tamsayilar, yani ebob(a,a,,...,a,)=1 olmak iizere, & -X +a,-X,+..+a -X =b

denkleminin negatif olmayan ¢oziimleri ile olusturulan b dogal sayilarinin kiimesi,

herhangi bir sayisal yarigrubun elemanlari ile ifade edilir.

Son zamanlarda, monoidlerde c¢arpanlarin ¢alismalart odak noktasi olmustur.

a -X+a, X +...+a,-x, =b denklemini diisiinelim. b nin negatif olmayan tamsay1

¢Oziimleri bize b nin garpanlarini verecektir.

Bir monoidde herhangi bir b elemaninin tiim ¢arpanlarinin uzunluklari ayniysa
bu monoide yar1 ¢arpan monoid denir. Delta kiimesi bir monoidin, yar1 ¢arpan monoid
olmasindan ne kadar uzaklastigini ifade etmek i¢in kullanilir (Geroldinger, 1991). Delta
kiimeleri iizerinde ilk calisma 1991°de Geroldinger tarafindan yapilmistir. Delta
kiimeleri uzakliklar kiimesi olarak ta bilinir. Delta kiimeleri, herhangi iki g¢arpan
arasindaki ardisik uzunluklar1 (mesafeleri) farki ile birlikte belirli minimum uzakligi
hesaplar. Chapman ve arkadaslar1 (2012) bir monoidin ¢arpanlarinin kiimesinin sinirli
oldugunu gosterdi ve bu uzunluklarin maximumun elemanlarin 6zel bir kiimesine ulasti,
bu elemanlar Betti elemanlaridir. Betti elemanlar1 minimal gosterimin hesab1 i¢in
onemlidir (Chapman ve ark., 2012; Chapman ve ark., 2009; Chapman ve ark, 2010;
Chapman ve ark., 2014; Garcia-Sanchez ve ark., 2015).



Integral alanin ya da degismeli monoidin iginde indirgenemez carpanlarinin
davranimimi olgen pek cok aritmetik sabit vardir. Bunlarin arasinda bir¢ogu 6genin
indirgenemez carpanlarinin uzunlugu ile baglantilidir. Uzunluk kiimesi, Delta kiimesi
(ardisik uzunluklar farki) veya esneklik (kabaca maksimum uzunluk / minimum
uzunluk), bir integral alanin ya da bir monoidin ¢arpan veya yari ¢arpan olmasina ne
kadar uzakta oldugunu Olcen birtakim degigmezlerdir. Son zamanlarda, indirgenemez
carpanlar1 arasindaki mesafe ile yakindan alakali olan diger degismezler de literatiirde
geemektedir (Geroldinger ve ark., 2006). Katener derecesi, bir 6genin ardisik
baglantilart d den daha yakin olan herhangi iki indirgenemez ¢arpanlari yani noktalari
baglamak i¢in gereken en az mesafeyi (d ) gostermektedir.

Geroldinger ve Halter-Koch (2006) un yakin bir zamandaki monografisisni
sadece katener derecesini i¢eren arastirmanin su anki durumunu degil ayn1 zamanda bir
degerli olmayan ¢arpanlarin genel problemi i¢in de iyi bir referanstir.

Giincel ilgi alanimiza gore, sayisal yarigruplar i¢in Delta kiimesi iizerinde de
caligildi ve sirastyla iki ardigik 6ge arasindaki fark olan tek bir 6geye indirgenmis delta
kiimesinin aritmetik siralamasi tarafindan olusturulmus sayisal yari1 gruplar olarak
gosterildi (Bowles ve ark., 2006). Minimal {irete¢ tarafindan maksimumu boliime esit
olan sayisal yar1 grubun esnekliginin gosterildigi yerde sayisal yarigrubun esnekligi
belirlendi.

Herhangi bir monoidde ya da integral alaninda elemanlarin carpanlari, bu
carpanlar i¢inde yer alan indirgenemezler arasindaki baglantilar olarak goriintiilenebilir.
Rosales sayisal yari grubun ¢oklugunun Apery kiimesinden sayisal yart grubun minimal
gosteriminin elde edilebilecegini kanitlamistir (Rosales 1996). Chapman ve arkadaslari
eger katener derecesi bir monoidin belli bir goriiniimiinden elde edilebiliyorsa, ayni

bilgiyi Apery kiimelerinde de elde edilebildigini gostermistir.



2. KAYNAK ARASTIRMASI

Bu bdliimde, tez boyunca gerekli olacak bazi tanimlar ve temel ozellikler
verilecektir.

Tamm 2.1: S#O yani S bos kiimeden farkli bir kiime ve "e", S iizerinde taniml bir
ikili islem olsun. Eger S  iizerinde "o" islemi ile birlesme 6zelligine sahipse o zaman

(S,e) ikilisine yarigrup denir.
Tamm 2.2: (S,e) yar1 grup ve M S olsun. Eger x,y € M i¢in xeyeMise M ye

S nin bir alt yarigrubu denir (Howie, 1976).
Tanmm 2.3: Eger (S,e) yarigrubu sirali ikilisi birlesme ozelligi ve etkisiz (birim)

eleman 6zelligine sahipse bu cebirsel yapiya yani (S,e)ye monoid denir.

Tamm 2.4: ScN ve 0€S olmak {izere, eger S+ ” islemine gore kapali ve N\S

sonlu oluyor ise S ye sayisal yarigrup denir. Yani;

N = {1,2,3,...} U{O} ve S ¢ N olmak iizere;

>» 0eS
> VabeS icin a+beS,

> #(N\S)<ow

sartlar1 saglaniyorsa S kiimesine sayisal yarigrup denir (Rosales ve Garcia-Sanchez,
2009; Ilhan, 2010).

Ornek 2.5: S= {0,5, 6,7,10, —>} kiimesi bir sayisal yar1 gruptur. Clinkii Tanim 2.4’ ten

0eS, S toplama islemine gore kapali ve N\S kiimesi, N\S = {1,2,3,4,8, 9}
sonludur.
Tanmm 2.6: S bir sayisal yarigrup olmak tiizere, N\S kiimesinin elemanlarina S nin
bosluklari kiimesi denir ve G(S) ile gosterilir. Yani,

G(S)={xeN:xeS}

seklinde ifade edilir.

Bu kiimenin eleman sayisia da S nin cinsi (tekillik derecesi) denir ve g(S) ile

gosterilir yani g(S) = #(G(S)) veya g(S) = #(N \ S) olarak da tanimlanabilir.



Ornek 2.7: S ={0,7,8,10,11,14 —} sayisal yar1 grubu igin,
G(S)=N\5={12,34,5,6,9,12,13} olup g(S)=9 dur.
Tamm 2.8: Bir S sayisal yar1 grubunun tim S € S elemanlari, bir M = {ml, m,,..., mp}

kiimesinin elemanlarinin;
p
s=k.-m +k,-m,+..+k,-m =>k-m(k >0,i=12,..,p)
i=1

seklinde dogrusal (lineer) toplami olarak yazilabiliyorsa, M kiimesine S sayisal yar1
grubunun  irete¢  kiimesi  denir. Eger m <m,<..<m, olmak izere,
M = {ml, M,,..., mp} (mi >0,ie {1, 2,..., p}) kiimesinde higbir eleman, diger elemanlarin

bir dogrusal (lineer) bileseni seklinde ifade edilemiyorsa, yani M kiimesinin hicbir

Ozalt kiimesi S sayisal yarigrubunu iiretmiyorsa, o zaman M kiimesine, S nin
minimal irete¢ kiimesi denir. Eger M ={m1,m2,...,mp} bir S sayisal yar1 grubunun
minimal tirete¢ kiimesi ise, 0 zaman

S =<m,m,,...m, >={kl-n11+k2-m2+...+kp-mp‘ki eN,m eM,1<i< p}

seklinde ifade edilir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 1999).

Ornek 2.9: S ={0,4,8,9,12,13,14,16,17,18,20,—} olup

S nin minimal iirete¢ kiimesi: {4,9,14}tir. Yani S =<4,9,14>.

Not 2.10: “—” : anlami, 20 den sonraki tiim tamsayilar S ye ait demektir.

Tanmm 2.11: S, M = {ml, m,,..., mp} ile tiretilen bir sayisal yar1 grup olsun. Buradaki

m, sayisia S nin katihigi denir ve m(S) ile gosterilir. Ayrica, p sayisina da S nin
gomme boyutu denir ve €(S) ile gosterilir.

Ornek 2.12: S =<5,7,11,19,23>={0,5,7,10,11,12,14, >} katih1 5, gdbmme boyutu 5
olan sayisal yarigruptur. Yani m(S)=5 ve e(S)=7 olur.

Tanmm 2.13: S bir sayisal yarigrup olsun. Z\S’ deki en biiylik tamsayiya S nin

Frobenius sayist denir ve F(S) ile gosterilir. Yani F(S)=max{xeZ:x¢S} olarak

ifade edilir (Froberg ve ark., 1987).



Ornek 2.14: S =<3,13,23>= {O, 3,6,9,12,13,15,16,18,19, 21, —)} sayisal yarigrubunda

F(S)=max{xeZ|xeS}=20 olur.

Not 2.15: Eger S =N ise 0 zaman Frobenius sayis1 F(N)=-1 olur.
Tanim 2.16: S bir sayisal yarigrup ve a,beZolsun. S iizerinde < bagintis1 asagidaki

gibi tanimlansin:

as,b<b-ae$S

Bu baginti, S sayisal yarigrubu iizerinde bir siralama bagmntisidir. Yani

yansima, ters simetri ve gecisme Ozelliklerine sahiptir.
Tamm 2.17: S bir sayisal yanigrup ve XgS olsun. Her seS\{0}icin

X+SeSoluyorsa x’e Snin pseudo-Frobenius sayisi denir ve S nin tiim pseudo-

Frobenius sayilarinin kiimesi PF(S) ile gosterilir. PF(S) kiimesinin eleman sayisina
S nin tipi denir ve t(S) ile gosterilir, yani t(S) =#(PF(S)) yazlr,
Ornek 2.18: S =<8,11,12,15>={0,8,11,12,15,16,19, 20, 22, 23,24, 26, 27, 28,30, -}
olsun. O zaman

Z\S ={..,-2,-11,2,3,4,5,6,7,9,10,13,14,17,18, 21, 25, 29}

S\{0} ={8,11,12,15,16,19, 20, 22, 23, 24, 26, 27,28, 30, >}
olup X negatif tamsayilari icin X+S ¢S c¢ikar. Dolayisiyla X+S e S kosulunu saglayan
X elemanlar1 4, 25 ve 29 olur. Boylece PF(S)= {4, 25, 29} olup S sayisal
yarigrubunun tipi t(S) =3 ¢ikar.
Not 2.19: max(PF(S))=F(S) oldugu gbriiliir.
Ornek 2.20: S =<8,11,12,15>={0,8,11,12,15,16,19, 20, 22, 23,24, 26, 27, 28,30, -}
olsun. Ornek 2.18 den pseudo-Frobenius sayilarmnin kiimesi PF(S) = {4, 25, 29} dir. Not

2.19 dan Frobenius sayisi, pseudo-Frobenius sayilar kiimesinin en biiyiik elemani olup
F(S) =29 dur. Gergekten Tanim 2.13 ten

F(S)= max{x € Z| X & S} = {...,—2,—1,0,1, 2,4,5,6,7,9,10,13,14,17,18, 21, 25, 29} =29
oldugu gortiliir.



Tanmm 2.21: S bir sayisal yarigrup ve me S \{O} olsun. O zaman
Ap(S,m)={seS:s-mgS}
kiimesine S nin mye gore Apery kiimesi denir (Rosales ve Branco, 2011).
Yardimeir Teorem 2.22: S bir sayisal yarigrup ve M€ S \{0} olsun. S nin m ye gore
Apery kiimesi,
Ap(S,m) = {a)(O), (1), w(2),...,o(m —1)}
seklindedir. Burada w(i), her i €{0,1,2,..,m—1}icin modm ye gore kalan siniflari

icinde S sayisal yarigrubuna ait en kiigiik tamsayidir (Rosales ve Branco, 2011).
Ornek 2.23: S =<6,13,14,15>={0,6,12,13,14,15,18,19,20,21,24,—} saysal yarigru-
bunu ele alalim. O zaman
Ap(S,6) ={®(0) =0, »(1), »(2), (3), w(4), w(5)} = {0,13,14,15, 28, 29}
olarak bulunur. Gergekten de,
0 = w(0)(mod 6) 15 = @(3)(mod 6)
13=w()(mod6)  28=w(4)(mod6)
14=w(2)(mod6) 29 = w(5)(mod6)
seklindedir. Ote yandan m =13 alirsak
Ap(S,13) = {a)(O) =0,0(), »(2), »(3), ®(4), »(5), ¥(6), *(7) , »(8), ®(9),
w(10), (11), 0(12)}
Ap(S,13) ={0,6,12,14,15,18, 20, 21,24,29,30,35,36} ¢ikar ki burada
0= w(0)(mod13) 18 = w(5)(mod13)
6 = w(6)(mod13) 20=w(7)(mod13)  30=w(4)(mod13)
12=w(12)(mod13) 21=w(8)(mod1l3)  35=w(9)(mod13)
14 = w(1)(mod13) 24 = »(11)(mod13) 36 = w(10)(Mod13)
15 = w(2)(mod13) 29 = w(3)(mod13)
bigimindedir. Benzer sekilde m =14 ve m =15 i¢in sirayla asagidakilerini elde ederiz:
Ap(S,14) = {a)(O) =0,0Q), »(2), »(3), ®(4), ®(5), »(6), »(7) , »(8), ®(9), »(10),
w(11), (12), (13)}
Ap(S.14) ={0,6,12,13,15,18,19, 21, 24, 25,30, 31,36, 37}



0 = w(0)(mod 14) 18=w(4)(mod1d) ©(2)(mod14)
6 = o(6)(Mod14) 19=w()(modld) o(3)(mod14)
12=0(2)(modld)  2l=o()modld)

= »(8)(mod14)
13 = w(1)(mod14) 24=o(10)(mod14)

= 0(9)(mod14)
15 = w(1)(mod14) 25 = o(9)(mod14)

Ap(S,15) ={@(0) =0, w(1), »(2), &(3), (4), @(5), w(6), @(7) , w(8), @(9), w(10), w(11),
@(12), o(13), a)(14)}
Ap(S,15) ={0,6,12,13,14,18,19, 20, 24, 25, 26,31,32,37,38}

0= w(0)(mod15) 18 = w(3)(mod15) 26 = w(11)(mod15)
6 = w(6)(mod15) 19 = w(4)(mod15) 31= w(1)(mod15)
12 = w(12)(mod15) 20 = w(5)(mod15) 32 = w(2)(mod15)
13 = w(13)(mod15) 24 = w(9)(mod15) 37 = w(7)(mod15)
14 = w(14)(mod15) 25 = w(10)(mod15) 38 = w(8)(mod15)

Onerme 2.24: S bir sayisal yarigrup ve m, S sayisal yarigrubunun sifirdan farkli bir

elemani olsun. O halde
F(S) =max(Ap(S,m))—m

bi¢cimindedir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 2.25: S =<6,14,15> bir sayisal yarigrup olsun. O zaman
S =<6,14,15>={0,6,12,14,15,18, 20, 21, 24, 27, 28, 29,30, 32,33, 34, 35,36, 38, >}
F(S)=37 ve m=6¢€S igin

Ap(S, 6) = {0,14,15, 28,29, 43}

bulunur.
F(S) =max(Ap(S,6))—6=43-6=37
m=14€S igin
Ap(S,14) ={0,6,12,15,18,21, 24, 27,30,33,36,39, 45,51}
F(S)=max(Ap(S,14)-14 =51-14 =37
m=15€S igin

Ap(S,15) = {0,6,12,14,18, 20, 24,26, 28,32, 34,38, 40, 46,52}
F(S) = max (Ap(S,15))-15 =52 -15=37

gibi her se€ S igin benzer durumlar goriilebilir.



Tanmm 2.26: M ={ml,m2,...,mp}, Snin minimal irete¢ kiimesi olsun. O zaman
se Sigin

Z(s):{(xl,xz,...,xp)eNp‘xi-mﬁxz-m2+...+xp-mp:s}
kiimesine S nin ¢arpanlar1 denir. Buradan X:{Xi,xz,...,x } €Z(s) igin

|X| =X +X,+..+X, ifadesine x in uzunlugu denir (Chapman ve ark., 2016; O’neil ve
ark., 2016; Conaway ve ark., 2015).

Tamm 2.27: a=(X,%,...X,)eN* ve b=(¥,,¥,.... y,)eN® olsun. O zaman a ve
bnin en biyik ortak boleni ebob(a,b)=(min(xl,y1),...,min(xp,yp))e N" olur
(Chapman ve ark., 2016; O’neil ve ark., 2016; Conaway ve ark., 2015).

Tamm 2.28: a=(X,%,...%,)eN" ve b=(y,¥,...y,)eN" olsun. O zaman
d(a, b):max{|a—ebob(a,b)|,|b—ebob(a,b)|} sayisina a Ve b arasindaki mesafe denir

(Chapman ve ark., 2016; O’neil ve ark., 2016; Conaway ve ark., 2015).

Ornek 2.29 : S =<3,4,5>= {0,3, —)} bir sayisal yarigrup olsun.
O zaman 15€ S igin Tanim 2.26 dan
X -3+X,-44+X,-5=15 lineer denklemini ¢6zdiigiimiizde (Xl, X, , X3) degerleri asagidaki
gibi olur:
5-3+0-4+0-5=15 ve (5,0,0) 15 in bir ¢arpamdur.
0-3+0-4+3-5=15 ve (0,0,3) 15 in bir ¢arpamdur.
1-3+3-4+0-5=15 ve (1,3,0) 15 in bir carpandir.
2-3+1-4+1.5=15 ve (2,1,1) 15 in bir ¢arpanidir.
Bu durumda 15 in ¢arpanlarinin kiimesi,
Z(15)={(5,0,0),(0,0,3),(1,3,0),(2,1,1)}
seklinde bulunur. Ayrica x=(5,0,0), y=(1,3,0) noktalari igin, Tanim 2.27 den
ebob((5,0,0),(1,3,0)) =(min(5,1),min(0,3),min(0,0)) = (1,0,0)

bulunur. Bu iki nokta arasindaki uzakligi da Tanim 2.28 den,



d(x,y) =max {|(5,0,0)-(1,0,0)|,(1,3,0) - (1,0,0)|}
= max{|(4,0,0)[.(0,3,0)|}
=max{4,3} =4
olarak bulabiliriz.

Tamm 2.30: S bir sayisal yarigrup ve s€S olsun. O zaman X,yeZ(s) ve M eN

olmak tizere, X ten y ye olan bir M -zinciri her je{1,2,...,i—1} icin
1. X=x,
2. y=X,

3. d(x. X, )gM

it ik
olacak sekilde S ’nin ¢arpanlari olan (X1 =Xy Xgy e Xy = y)e Z(s) dizisidir (Chapman ve
ark., 2016; O’neil ve ark., 2016; Assi ve Garcia-Sanchez, 2014 ).

Tanmm 2.31: S bir sayisal yarigrup ve S, S sayisal yarigrubun bir elemani olsun. O

zaman X,y €Z(S) bir M -zincirinin carpanlari olmak lizere,
(X1 =X, Xpyeeey Xp = y)e Z(s) x ten y ye bir dizidir. Oyle ki biitiin i degerleri igin
a=x, b=x, ve d(x,x,,) olmak iizere s nin katener derecesi c(s), M e NuU{x} de
minimaldir. Oyle ki, herhangi iki ¢arpan yani X,ye€Z(S) igin X ten y ye bir
M -zinciri vardir ve S sayisal yarigrubunun katener derecesi c(S), asagidaki gibi
tanimlanir.

c(S) =max{c(s)|s € S}

(Chapman ve ark., 2007 ).

Asagida bir X kiimesi {izerinde tanimli olan herhangi bir bagmtinin
saglayabilecegi ozellikler ile ilgili bir tanim verilmektedir.

Tanmm 2.32: X, bostan farkli bir kiime olsun. X {izerinde bir o bagintisi,
X x X kiimesinin bir alt kiimesidir, yani o< XxX olur. Eger (a,b)ec ise acb

yazariz Ve a ve b ile o-bagmtilidir denir. Eger o; yansima, simetri ve gecisme

Ozelliklerini sagliyorsa o bir denklik bagintisi denir.
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Her bir a € X i¢in o modiiline gore sinifi, yani

[a]a = {b € X|aab}

kiimesi, o -sinifi olarak adlandirilir. Ayrica

={[a]a‘ae X}

X
o

kimesine X kiimesinin o ile bolim kiimesi denir ve bu kiime X kiimesinin bir

parcalanisidir.

M bir monoid ve a,b,ce M olsun. O zaman acb < (a+c)o(b+c) seklinde

tanimlanan bagintt M de bir denklik bagintisidir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Tanmim 2.33: X, bos olmayan bir kiime olsun. O zaman X kiimesinin Free monoid

veya Serbest monoidi,
Serbest(X) ={4 X, +..+ A4 X |k eN, 4, 4, A €N, X, %y, %, € X
bigiminde tanimlanir. Serbest(X) tizerindeki toplama iglemi,
(A Xy et A X )+ (X ot X ) = (A + 1) X+t (A + 25) - X,
olarak tanimlanir ( burada 4 veya g den bir kismu sifir olabilir). Bu islem ile bu kiime
Xy

bir monoiddir. Serbest({x,%,,....X, ) genellikle Serbest(x,,X,,...,, ) ile gésterilir

(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

X :(><1,x2,...,x ) olsun. O zaman Serbest(X):Serbest(xl,xz,...,xp) monoidi

olmak iizere, a,b  Serbest(X ) i¢in
a=a, X +..ta, X
b=b-x+..+b, X,

ise 0 zaman a ile b arasindaki ™" ¢arpim a-b=a,-b +...+a,-b, olarak tammlanir.

Tamm 2.34: a,b e Serbest(x,,X,,...,X, ) igin, eger ya a=b=0 ya da bazit neS$ igin

ki, Ky,....k, € Z(n) var dyle ki k;=a ve k =b her ie{l2,..,1-1} icin ve k -k, #0

i+1

oluyor ise aRb seklinde bagintisi, Serbest(X) = (Xl, Xyyeens Xp) tizerinde tanimlanir. Bu
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bagmti Serbest(X) iizerinde bir denklik bagmtisidir. Serbest(X)/R, R nin
elemanlarinin siniflar1 olarak adlandirilir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Sonug¢ 2.35: {nl,nz,...,np} kiimesi ile minimal olarak iiretilen bir yarigrup ve neS
olsun. S, eger c¢(n)=c(S) kosulunu saglayan S deki minimal eleman n ise 0 zaman
W e Ap(S,nl)\{O} ve n; e{nz,...,n } olmak iizere N =W+n; yazilir.

Ornek 2.36: S =<4,9,11>= {0, 4.8,9,11,12,13,15, —>} sayisal yarigrup olsun. O zaman
Ap(S,4) ={»(0) =0,0(1),»(2),®(3)} olup Ap(S,4)={0,9,18,11} bulunur. Bu

durumda,
(AP(S,4)\{0})+{9,11} ={9,11,18} +{9,11} = {18,20,22,27,29}
olarak elde edilir. Simdi bu elemanlarin Tanim 2.26 dan ¢arpanlarini tek tek bulalim.
Z(s) :{(Xi,X?_,XB) eN®|x -, + %, S, + XS, =s}
i¢cin n, =4, n, =9, n, =11 dir.
e Z(18) igin,
X -4+X,-94X,-11=18 lineer denklemini ¢dzdiigiimiizde (X,,X,,X;)degerleri
asagidaki gibidir.
0-4+2-9+0-11=18 ve (0,2,0) 18 in bir ¢arpanidir.
(%0:3) = (0,2.0)
Z(18)={(0,2,0)} bulunur.
e Z(20)igin
X 44X, -94+X%,-11=20 lineer denklemini ¢ozdigimiizde (XX, %;) degerleri
asagidaki gibidir.
0-4+1-9+1-11=20 ve (0,1,1) 20 in bir carpanidr.
5-4+0-9+0-11=20 ve (5,0,0) 20 in bir ¢arpanidir. O zaman
Z(20)={(0,1,1),(5,0,0)}
cikar. Simdi de bu iki noktanin ebobu ve arasindaki mesafeyi bulalim.

ebob((0,1,1),(5,0,0)) =(min(0,5), min(1,0),min(1,0)) =(0,0,0)
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d(x,y) =max{|(0,1,1)—(0,0,0)[,|(5,0,0)—(0,0,0)|} = max{|(0,1,1)|.|(5.0.0)|}

(0,11)e e (5,0,0)
c(20) =5 olur.

o Z(22) igin,

X 44X, -9+X%,-11=22 lineer denklemini ¢dzdiigiimiizde (X, X,,X;)degerleri
asagidaki gibidir.
0-4+0-9+2-11=22 ve (0,0,2) 22 in bir ¢arpandur.
1-4+2-9+0-11=22 ve (1,2,0) 22 in bir ¢arpamdur.

Z(22) = {(0,0,2),(1,2,0)} olup, buradan bu iki noktanin ebobu ve arasindaki

mesafeyi bulalim.
ebob((0,0,2),(1,2,0)) =(min(0,1), min(0,2),min(2,0)) =(0,0,0)
d(x,y) =max {}(0,0,2)-(0,0,0)|, (1, 2,0)—(0,0,0)|} =max{|(0,0,2)|.|(1 2. 0)]}

=max{2,3} =3

(0,0.2)e 3 e (120)  ¢(22)=3 olur.

o Z(27) igin,
X -4+X,-94X,-11=27 lineer denklemini ¢dzdiigiimiizde (X,,X,,X;)degerleri
asagidaki gibidir.
0-4+3-9+0-11=27 ve (0,3,0) 27 in bir garpanidr.
4-4+0-9+1-11=27 ve (4,0,1) 27 in bir carpanidir.
Z(27)={(0,3,0),(4,0,1)} igin,
ebob((0,3,0),(4,0,1)) =(min(0,4),min(3,0),min(0,1))=(0,0,0)

d(x, y) =max{|(0,3,0)—(0,0,0)|.(4,0,1)-(0,0,0)|} = max {|(0,3,0)||(4,0,1)|}
=max{3,5} =5
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5
(0,3,0)e ¢ (40.1)  ¢(27)=5 olur, son olarak

e Z(29) igin
X 44X, -94X%,-11=29 lineer denklemini ¢ozdigimiizde (XX, X;) degerleri

asagidaki gibidir.
0-4+2-9+1.11=29 ve (0,2,1) 29 un bir carpanidir.

5-4+1-9+0-11=29 ve (5,1,0) 29 un bir ¢arpanidir.
O zaman Z(29) ={(0,2,1),(5,1,0)} olur.
ebob((0,2,1),(5,1,0)) =(min(0,5), min(2,1),min(1,0)) =(0,1,0)

d(x,y) =max{|(0,2,1)-(0,1,0)},|(5.1,0)-(0,1,0)|} = max{|(0,1,1)|.|(5,0.0)|}
=max{2,5} =5

(021)e e 510)  ¢(29)=5 olur.

Birden fazla R sinifi olan tek elemanlar 20, 22 ve 27 dir. 29 nun ¢arpanlari olan
ebob((O,Z,l),(S,l,O))=(O,2,0)¢(0,0,0) oldugundan R nin aymi denklik sinifinda-
dirlar. Dolayisiyla 20, 22 ve 27 elemanlar disiindiiglimiizde Tanim 2.31 den S nin
katener derecesi,

c(S) =max{c(m)|me S} =max{3,5} =5 dir.

Tamm 2.37: G =(V, E) ¢izgesi bos olmayan koseler kiimesi olan V ve kenarlar kiimesi

olan E kiimelerinden olusmustur. Her kenarin bir veya 2 kosesi vardir, bu koselere ug

noktalar denir. Bir kenar ug¢ noktalari birlestirmektir (Rosen, 2015).

Tamm 2.38: Bir G ¢izgesinin her bir koseden diger koselere bir kenar varsa o ¢izgeye

baglantili ¢izge veya birlestirilmis ¢izge denir.
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Bu bolimde sayisal yarigruplarin minimal gosterimini hesaplamak igin

cizgelerden yararlanacagiz.

S =< n,n,,..,n,> ve o, (Xl,Xz,...,Xp) in bir minimal gésterimi olsun. O
zaman  her nes, G =(V,E) ile Vv, ={n|n-n es} ve
E. ={Fnj‘n—(ni +n,)€S,i= j} olur.

Bu ¢izgeyi neS nin iliskili gizgesi olarak adlandiracagiz. G ¢izgesinin bagh
bir bileseni G nin maksimal bagli bir bilesenidir. Eger G baglanirsa daha sonra yalniz
bir baglayict elemanina sahip olur. Bir sayisal yarigrubun igindeki bir elemanla
iligkilendirilen ¢izgenin baglayici elemanlar olarak tanimliyoruz.

n, S’nin bir elemani olsun. Eger X,,..,X, Z(n)nin R -smiflariysa tim
ie{l2,..r}icin,
A ={nj‘xj beaszeXi}
tanimlanir.
Bu kiimeler G, nin farkli baglayici parcalarinin kdselerinin kiimesini igerir.

Yardimcr Teorem 2.39: {Ai,,A} kiimesi V_ ’nin bir parcalanisidir (Rosales ve
Garcia-Sanchez, 2009).

Ispat: Eger n; eV, ise, n—n; €S olur. Ote yandan aeZ(n—n;) alahm. O zaman
a+x; € Z(n) ve bdylelikle a+Xx; € X; olacak sekilde ie{1,2,...r} i¢in n, € A olur,
BudaV, c A u...UA oldugunu ispatliyor ve sonug olarak V., = A U...U A cikar.

i =] iken n e A N A oldugunu kabul edelim. O zaman x e X;ve y e X vardir
oyle ki x, <xve x <ydir. Buda x-y==0oldugunu ve sonug olarak xRy anlamina
gelir. Fakat bu olmas1 imkansizdir. Ciinkii X;ve X; farkli R -smifindadir. Buda V, nin
{Ai, ey A} bir pargalanisi oldugunun ispatidir.

|
Simdi i# joldugundan A; de bir koseyle A de bir kdseyi baglayan G de bir

kenar olmadigini gosterelim.
Yardimer Teorem 2.40: Eger i+ ] iken n e Ave n € A ise, 0 zaman n.n, & E, olur

(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).
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Teorem 2.41: S bir sayisal yarigrup ve n, S ’nin sifirdan farkli bir elemani olsun. G,

nin baglh bilesenlerinin sayis1 Z(n) carpanlarinin igindeki R -sinifi sayisina esittir

(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Onerme 2.42: Eger G, baglantili degilse ve we Ap(S,n,)\{0} i¢in je{2,...,e} olmak
lizere, n=w-+n; dir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ispat: Eger n—n ¢S ise o zaman we Ap(S,n)\{0}. G, baglantili olmadig: i¢in
i=j>2 ile nngE, olacak sekilde n,n eV, vardr. Bu da

n=(n-n;)+n,ven—n; € Ap(S,n)\{0} (n=n; giinkii n—n €S ve {n,..,n,} Snin

minimal tireteg sistemidir).
Simdi n—n, eSolarak kabul edelim. G, baglantili olmadigindan, i>1 iken
n eV, olur. Oyle ki n—(n+n,)¢ S(Tnjez En) olur. n—n. €S ve n—n—n ¢S
oldugunda, n—n, € Ap(S,n))\ {0} "a sahip oluruz ( Tekrar n—n, #0 ¢iinkii n—n, €8S).
n=(n—n,)+n olarak yazabiliriz.

Sonu¢ 2.43: Yukaridaki 6nerme, G, ’nin baglantili olmadigi ve neS elemanlarmin

sonlu kiime oldugunu ifade eder.

Ornek 2.44: $=<5,7,9,11>={0,57,9,10,11,12,14, -} sayisal yarigrup olsun. O
zaman Ap(S,5) = {w(0) =0, w(1), »(2), ®(3),w(4)}  olup  Ap(S,5)={0,7,9,11,18}

bi¢iminde bulunur. Daha sonra,

(Ap(S,5)\{0})+{7,9,11} = {14,16,18, 20, 22, 25,27, 29}

olarak elde edilir. (Ap(S,5)\{0})+{7,9,11} kiimesindeki n lerin G, gizgesini hesap

edelim.

5 in yer aldigi 14 lik bir ifadeyi 14=1-5+1.9 ; 14=2-7 olarak bulabiliriz.
Benzer sekilde 16,18,20 ve 22’yi de buluruz.
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Cizge Bagl Bilesenler Bagmtilar
G, |{59}.{7} (X, + X, 2X, )
G, | {511},{7,9} (X, + Xq X, + X )
G, | {7.11},{9} (X, +X,,2X;)
G, | {5}.{9.11} (4%, %, +X%,)
G, |1{57}.{11} (3%, +X,, 2%, )
G, | {57,911

G, |{57,911

G, | {57,911

O zaman S ’nin minimal gosterimi
o ={(% % 2% ), (X + X4 X, + %), (X, +x4,2x3),(4x1,x3+x4),(3x1+x2,2x4)} olur.
Tamm 2.45: S bir sayisal monoid ve SeS\{0} igin V(s) kdse kiimesi olsun. G,
cizgesi, ebob(x,y) =0 olmak iizere iki tane kosesi X,y €V (S) olan bir kenar olsun. Bu
durumda G, baglantisiz ise Ssayisina Snin Betti sayist denir ve Snin biitiin Betti
sayilarinin kiimesi,
Betti(S) = {,B € S|Gs baglantlszzdzr}

seklinde gosterilir (Conaway ve ark., 2015; O’neil ve ark., 2016 ).

Onerme 2.46: S=<n,n,,n, > saysal bir yar1 grup ve SeS olup {i, j.k} ={1,2,3} o
zaman Betti elemanlar1 asagidaki gibi bulunur.
fi=cn
ki burada
C, =min{c|c~ni e(nj,nk>o zaman { j,k} ={1,2,3}\{i}} ve {j.k} ={1,2,3}\{i}

seklindedir ( Conaway ve ark., 2015).
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Ornek 2.47: S=<4,9,14 > sayisal yar1 grubunun Betti elemanlarini bulalim. Onerme

2.46 dan,

C = min{k e’

4-k e<9,14 >={9,14,18, 23, 27}} =7

c,=min{keZ"[o-k e<4,14>~(4,8121416,18] .. }} =2

¢, =minfk e 2" 14-k e<4,9 > ={4,8,912,13,16,17,18,20,21,22,24,25,26,27,[28]... || = 2
n, =4,n, =9,n, =14 olup Betti elemanlari bulalm.

p=c-n=7-4=28
B,=c¢,-n,=2-9=18 ;= Betti(S)={18,28} dir.
py=C-n,=2-14=28

Teorem 2.48: S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman
c(S) = max {c(p3)| B < Betti(S)}

seklindedir (Chapman ve ark., 2016; O’neil ve ark., 2016; Assi ve Garcia-Sanchez,
2014).

Tanim 2.49: n,n,,..., n,eN olmak tizere,
S=<n,n,,.,N, >={x1-n1+x2 M, et X, ~np‘(x1,x2,...,xp)eNp} ,
sayisal yar1 grubu verilsin. O zaman se S 6gesinin ¢arpanlarinin kiimesi Z(S) ile ifade
edilir. Bir ¢arpanin uzunlugunu |X| olmak iizere s€S igin, L(S)= {|X||X € Z(S)} olup
L(s) =[0,s] kiimesini tanimlayalim. Burada L(S) smirli olup m, <m, <...<m, pozitif
tamsayilari i¢in  L(s) ={m,,m,,....m,} bi¢imindedir.
A(s) ={m —m_[i<i<k}

kiimesi de S€ S Ogesinin delta kiimesi olarak tanimlanir ve S nin delta kiimesi

AES) =, AGs)
seklinde ifade edilir (Chapman ve ark., 2009).
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Ornek 2.50: S =<4,6,15> sayisal yarigrubun Delta Kiimesini bulalim.
Coziim: S =<4,6,15>= {O, 4,6,8,10,12,14,15,16,18, —>} seklindedir. Simdi S nin
elemanlarinin ¢arpanlarini tek tek bulalim. Tanim 2.26 dan

Z(s) ={(x1,x2,x3)eN3|x1-nl+x2 ‘N, + X, - N, =s} olup

Z(0)={(0,0,0)

{ |X| =% + X, + %, =0+0+0=0olup Tanim 2.49 dan L(s) ={0}

Z(4)

1,0

1,0,0)}, [x|=1+0+0=1 olup Tanim 2.49 dan L(s) = {1}
)}

Z(6)

{

(0,
(

(0, X| =% +X, +% =0+1+0=1olup L(s)={1}
Z(8)={(2,0,0)} ,[x|=x +%, +% =2+0+0=2o0lup L(s)={2}
Z(10) ={(LL,0)}, [X|= %+ X, + X, =1+1+0=20lup L(s) ={2}

Z(12)={(3,0,0),(0,2,0)},

X|=% +X, +% =3+0+0=3
X|=% + X%, +X =0+2+0=2

yazilir. Tanim 2.49 dan L(S) = {2,3} ve

A(12) = {3— 2} = {1} bulunur. Ote yandan,

Z(14) ={(2.1,0)}, |X|=% +X, + X, =2+1+0=3olup L(s)={3}

)
Z(15) ={(0 0,1)} J|X|=% +X, + %, =0+0+1=1 olup olup L(s) = {1}

Z(16)={(4.0,0),(12,0)} ,|X|:X1+X2+X3 :4+0+0:4} olup L(s)={3,4}

X|=% +X,+X,=1+2+0=3

A(16) ={4-3} ={1}| bigimindedir.

X|=% +X,+X =0+5+0=5
Z(30)={(0,5,0),(3,3,0),(0,0,2)} x| = X, +X, +X =3+3+0=6 + olup L(s)={2,5,6}

X| =% +%X,+% =0+0+2=2

A(30)={6-55-2}={13)

IX| = X, + %, +% =10+0+0=10
Z(4O):{(10,0,0),(1,6,0),(1,1,2),(7,270)},|X| X+ X, + X, =1+ 6+
X|=% + X%, +X, =1+1+2=4

X|=% +X%, +X=7+2+0=9
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olup L(s)={4,7,9,10},

A(40)={10-9,9-7,7-4} = {1,2,3}

bigimindedir.
Benzer sekilde digerleri de bulunur. Boylece

AS) =, Al) ={1}u{L3}u...u{1,2,3}U..={1,2,3}
olarak elde edilir.

Teorem 2.51: S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman min(A(S))=ebob(A(S)) ve
d =ebobA(S) olmak iizere,
Burada k € N\{0} vardur, dyle ki
A(S)c{d,2d,....kd}
seklindedir ki burada k € N\{0} bigimindedir (Chapman ve ark., 2012).
Bundan sonra S sayisal yarigrubunu S =<n,,n,,n, > biciminde alacagiz.

Tamm 2.52: S, {n,,n,,n,} ile iiretilen yarigrup olsun. Her {i, j,k} ={1,2,3} i¢in

k-nie<nj,nk>}

olarak tanimlansin. O zaman r;,r, € N olmak tizere

C =min{k YA

G-NM=0r-N;+h N

sayilar1 yazilir.

Tamm 2.53: S bir sayisal yarigrup ve F(S) onun Frobenius sayisi olsun. F(S) tek
tamsayr ve VXeZ\S igin F(S)—xeSoluyorsa S sayisal yarigrubuna simetrik
sayisal yarigrup denir.
Onerme 2.54: Eger S simetrik degilse, o zaman
C = rji + 1

bigimindedir ki burada ;,f, € Z" tek sayilardir.

n, <n, <n, oldugundan asagidaki sonucu elde edebiliriz (Johnson 1960).
Yardimcer Teorem 2.55: Yukaridaki varsayimlarla ¢, >r,+r, ve c,<r,+r, ve her
biri i¢in {i, j,k} ={1,2,3} olmak iizere

o, =|C,

=L _rik‘
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yazariz.

Buradan 6, =¢, -1, 1, Ve &, =1, —I,, —C, olur. Ayrica
52 = |51 _53|

bulunur.

Yardimei Teorem 2.56: Yukaridaki varsayimlarla
min A(S) = obeb(d;, 5,) ve max A(S) =max{d,,d,}

olur (Chapman ve ark., 2012).

Not 2.57: Son Yardimci Teorem 2.56 nin 1s18inda, o, # 0, diye diisiinebiliriz. Ciinki

diger durumlarda
min A(S) =maxA(S) =96, =4,

esitligine sahip olup A(S) = {51} olarak bulacagiz.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez ¢alismasi sayisal yarigruplarin 6nemli bir alanini olusturan indirgenemez
sayisal yarigruplarin simetrik ve pseudo-simetrik sayisal yarigruplarindan bahsedecegiz.
Daha sonra pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun o6zel bir ailesinden Yyani

S =<3,3+5,3+2s> (burada s, 3’ ¢ tam boliinemiyen pozitif bir tamsay1 yani 31§

dir) sayisal yarigrubundan bahsedecegiz. Bunun i¢in ¢esitli kaynaklardan ulastigimiz ve

caligmalarimiza destek olan, ilgili makaleler ve kitaplar materyal olarak kullanilmistir.

3.1. INDIRGENEMEZ SAYISAL YARIGRUPLAR

Tamim 3.1.1: S bir sayisal yarigrup olmak iizere, eger S onu kapsayan iki sayisal
yarigrubun kesisimi olarak ifade edilemezse S ye indirgenemez sayisal yarigrup denir
(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009). Indirgenemez sayisal yarigruplar maksimaldir

(kapsama bagintisina gore).
Ornek 3.1.2: S$=<4,6,7>={0,4,6,7,810—>} saysal yarigrubu, iki saysal
yarigrubun kesisimi seklinde yazilamadigi ig¢in S indirgenemez sayisal yarigruptur.
Gergekten de S yi kapsayan <4,6,7>c<4,6,7,9>, <4,6,7>c<4,56,7>
yarigruplarini diigiinelim:
<4,5,6,7>={0,4,—>},
<4,6,7,9>={0,4,6,>},
<4,56,7>n<4,6,7,9>={0,4,-}n{0,4,6, -}

={0,4,6,>} #<4,6,7>
gibi <4,6,7 > yi kapsayan farkli iki sayisal yarigrubun kesisimi seklinde yazilama-
digindan S indirgenemez sayisal yarigruptur.
Ornek 3.1.3: $=<57,9>={0,57,9,10,12,14, -} olsun. S sayisal yarigrubu

indirgenemez degildir. Ciinkii,

<5,7,9>c<5,7,9,11> ve <5,7,9>c<5,7,9,13 > yarigruplarin1 diisiinelim:
<5,7,9,11>= {0, 5,7,9,10,11,12,14, —)}

<5,7,9,13>= {O, 5,7,9,10,12, —)} den
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<5,7,9,11>n<5,7,9,13>={0,5,7,9,10,11,12,14, -} 1 {0,5,7,9,10,12, >}
={0,5,7,9,10,12,14, ) =<5,7,9>

olur.

Yardimcr Teorem 3.1.4: S, Nden farkli bir sayisal yarigrup olsun. O halde
S U{F(S)} kiimesi de bir sayisal yarigruptur (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).
Ispat: S, Nden farkli bir sayisal yarigrup ve sonlu oldugundan S U { F (S)} kiimesinin
N ’deki tiimleyeni de sonludur.

X,y e SU{F(S)} alalim. Aldigimiz bu elemanlardan bir tanesi F(S) ise,
X+y>=F(S) yani x+yeSU{F(S)} olur. Eger x,yeS ise Xx+yeS ve

SU{F(S)} ©S oldugundan, x+yeSU{F(S)} olur. O zaman 0€S = SU{F(S)}

oldugundan dolayr SU{F(S)} kiimesi de bir sayisal yarigruptur.

|
Teorem 3.1.5: S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidaki kosullar birbirine denktirler:
1. S indirgenemez bir sayisal yarigruptur.

2. S, Frobenius sayis1 F(S) olan tiim sayisal yarigruplar i¢inde maksimaldir.

3. S, Frobenius sayisi F(S) nin olmadigi tiim sayisal yarigruplar iginde

maksimaldir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).
Ispat: 1) =>2) : B bir sayisal yarigrup, S < B ve F(B)=F(S) olsun.
O zaman S = (S u{F(S)})m B olur. S indirgenemez bir sayisal yarigrup oldugundan
S = Besitligi elde edilir.

2)=3) : B bir sayisal yarigrup, S<B ve F(S)gB olsun. O halde
B U{F(S)+1,{F(S)} +2,—>} kiimesi S ’yi kapsayan ve Frobenius sayis1 F(S) olan
bir sayisal yarigruptur. Boylece S =BuU { F(S)+L{F(S)}+2, —)} oldugundan dolay1
S =B esitligi elde edilir.

3)=1): Sve S,, S sayisal yarigrubu i¢ine alan yani kapsayan iki sayisal yarigrup
olsun. Varsayimdan dolay1 F(S)e€S, ve F(S)eS, dir. Boylece S#S NS, elde

edilir. Dolayisiyla S sayisal yarigrubu indirgenemez bir sayisal yarigruptur.
[
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Yardimci Teorem 3.1.6: S sayisal yarigrup ve

h=max{XEZ\S:F(S)—x¢S Ve X # F(ZS)}

olsun. O halde Su{h} kiimesi de Frobenius sayist F(S)olan bir sayisal yarigruptur
(Rosales, 1996).

Ispat: S U{h} kiimesinin N igindeki tiimleyeni sonlu ve 0 € S dir.
H Z{XEZ\S ‘F(S)—xgS vex;&@}

F(S)

olsun. Eger xe H ise F(S)—xeH olur. Buradan T<h olur. seS\{0}olsun,

FB) <h, F(ZS) #h+S oldugundan

eger h+s¢S ise h nin maksimalliginden ve

dolayr F(S)—(h+s)=aeS elde edilir. O zaman F(S)—h=a+seS olur. Bu da

yukaridaki h’mn tanimiyla gelisir.
Eger 2hg¢Solsa yine h nin maksimalliginden F(S)-2h=aeS olup

yukarida da oldugu gibi h+a e S olur. Ama, h+a=F(S)—h ¢S olmadigindan dolay1
celiskili oldugu goriiliir.
[

3.1.1. SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR

Tamm 3.1.1.1: S bir sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayis1t F(S) olsun. F(S) tek
tamsay1 ve VXeZ\S igin F(S)—xeSoluyorsa S sayisal yarigruplarina simetrik
sayisal yarigrup denir.

Ornek 3.1.1.2: S =<4,9,14>={0,4,8,9,12,13,14,16,17,18,20 —} olsun.

F(S)=max{xeZ:xeS}=max{..,—2,-11,2,3,5,6,7,10,11,15,19} =19 olup

VxeZ\S i¢in F(S)—XxeS sagladigindan dolayr S simetrik bir sayisal
yarigruptur.

Not 3.1.1.3: S iki iiretegle iretilen bir sayisal yarigrubun yani S=<n,n,> nin

simetrik sayisal yarigrup oldugu bilinmektedir ( Rosales ve Branco, 2002).



Sonug¢ 3.1.1.4: S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman

F(S)+1

S simetriktir < g(S) = 5

dir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 3.1.1.5: $ =<5,7,9,11>={0,5,7,9,10,11,12,14, -}
G(S)=N\S={1,2,3,4,6,8,13} olup g(S)=7 dir.
F(S)=max{xeZ:xeS}={..,—2,-11,2,3,4,6,8,13} =13 ve

F(S)+1 13+1

a(S)= >

=7 oldugundan dolay1 S simetrik bir sayisal yarigruptur.

Sonug¢ 3.1.1.6: S bir sayisal yarigrup ve m, S sayisal yarigrubun bir elemant olsun.
O zaman S simetriktir ancak ve ancak

Maximals_ Ap(S,m) = {F(S)+m}
dir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).
Ornek 3.1.1.7: $=<5,7,11,13>= {0,5, 7,10, —>} bir sayisal yarigrup olsun.
G(S)=N\S= {1, 2,3, 4,6,8,9} olup,
F(S)=max{xeZ:xeS}={...,-2,-11,2,3,4,6,8,9} =9 bulunur.

m=>5 i¢in,
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Ap(S,5) = {(0) = 0, 0(1), ®(2), o(3), @(4)} igin Ap(S,5)={0,7,11,13,14} elde edilir.

O zaman Maximals_ Ap(S,5) = {F (S)+ 5} = {14} dir. Benzer sekilde diger elemanlar

icin aynen yapilir.
Sonug¢ 3.1.1.8: S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidaki kosullar birbirine denktirler.
1. S simetriktir.

2. PF(S)={F(S)}.

3. t(S) =1 (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 3.1.1.9: $=<5,7,9,11>= {0, 57,9,10,11,12,14, —>} bir sayisal yarigrup olsun.

O zaman G(S) =N\S ={1,2,3,4,6,8,13} olup

F(S)=max{xeZ:xeS}={.,~2,-11234,6,813} =13

PF(S)={F(S)} ={13} ve tipi t(S)=1 oldugundan dolayr S simetrik bir sayisal

yarigruptur.
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3.1.2. PSEUDO-SIMETRIK SAYISAL YARIGRUPLAR

Tammm 3.1.2.1: S bir sayisal yarigrup ve onun Frobenius sayist F(S) olsun. Eger

F(S)
2

F(S) cift ve xeZ\S ve F(S)—xgS olacak sekilde bir tek X = varsa S

sayisal yarigrubuna pseudo-simetrik sayisal yarigrup denir.

Ornek 3.1.2.2: $=<3,5,7 >= {0, 3,5, —>} sayisal yarigrubunu ele alalim.
F(S)=max{xeZ:xeS}={.,-2,-11,2,4} =4

F(S)=4 gift olup F(S)—x¢$S ve x= ? = g =2 oldugundan dolay1 S bir

pseudo-simetrik sayisal yarigruptur.

Onerme 3.1.2.3: S, pseudo-simetrik sayisal bir yarigrup ise tipi daima 2 dir. Tersi her
zaman dogru degildir.
S pseudo —simetriktir = t(S) =2

(Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 3.1.2.4:
S =<5,13,21>= {0, 5,10,13,15,18, 20, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 31, 33, 34, 35, 36, 38, —)}

olsun. Ssayisal yarigrubun pseudo-Frebenius sayisi PF(S)={29,37} dir. Pseudo-

Frobenius sayilarinin kiimesinin eleman sayisi bize tipini veriyor ve dolayisiyla tipi 2
dir. Ancak Frobenius sayisi F(S)=37 yani tek say1 oldugundan dolayr S sayisal

yarigrubu Pseudo-Simetrik bir sayisal yarigrup degildir.

Sonug 3.1.2.5: S bir sayisal yarigrup olsun. O zaman
F(S)+2

S pseudo-simetriktir ancak ve ancak g(S) = 5

dir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 3.1.2.6: S=<3,5,7>= {0, 3,5, —)} sayisal yarigrubunu ele alalim.
G(S)=N\S ={1,2,4} olup g(S)=3 dir.

F(S)=max{xeZ:xeS}={.,-2,-11,2,4} =4
g(S) = F(S)+2 _ 4+2 _

2 2
oldugundan dolayr S pseudo-simetrik bir sayisal yarigruptur.

3




26

Yardimci Teorem 3.1.2.7: S bir pseudo-simetrik sayisal yarigrup ve m, S sayisal
yarigrubunun pozitif bir eleman1 olsun. O zaman
? +me Ap(S,m)

dir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ispat: ? Z Sise ? +m € S oldugunu gostermek gerekir. Bunun igin tersini
kabul edelim. Tanim 3.1.2.1 den,
F(S)—(@+m] =@—m €S

bulunur. Bu da
F(S) F(S)
2

olmasi gerekir ki bu da imkansizdir.

—-m+meS

Ornek 3.1.2.8: S =<3,4,5>={0,3,—} bir sayisal yarigrup olsun.
G(S) =N\S ={1,2} olup Frobenius sayisini bulalim.
F(S)=max{xeZ:xeS}={.,-2,-11,2}=2

bulunur. Simdi S nin Apery kiimelerini bulalim:
m=3eSigin

Ap(S,3) ={®(0) =0,w(1), »(2)} dan, Ap(S,3)={0,4,5} dir.

Yardimci Teorem 3.1.2.7 dan ?+ m =g+3 =5¢e Ap(S,3) bulunur.

m=4¢eS igin,

Ap(S,4) = {(0) =0, (1), w(2), (3)} dan, Ap(S,4)={0,3,5,6} dir.

F(ZS) +m=%+4=6€ Ap(S,4) bulunur.

Yardimci Teorem 3.1.2.7 dan

m=5€S ig¢in,

Ap(S,5) ={@(0) =0, (1), »(2), @(3), w(4)} dan,
Ap(S,5)={0,3,4,6,7}

dir.
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F 4
Yardimc1 Teorem 3.1.2.7 den %+ m= §+5 =7 Ap(S,5) bulunur.

m=7¢eS igin,
Ap(S,7) ={@(0) =0, 0(1), »(2), (3), w(4), w(5), (6)} dan, Ap(S,7)={0,34,5,6,8,9}
dir.

F 4
Yardimci Teorem 3.1.2.7 den % +m= §+ 7=9¢€ Ap(S,7) bulunur.

Benzer sekilde diger elemanlar i¢in ayn1 islem yapilabilir.

Sonug 3.1.2.9: S bir sayisal yarigrup olsun. Asagidaki kosullar birbirine denktirler.
1. S pseudo-simetriktir.
F(S)
2

2. PF(S)= {F(S), } (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Ornek 3.1.2.10: S=<5,6,7,9>= {0,5,6,7,9,10,—)} pseudo-simetrik sayisal yarigru-
bunu ele alalim. Bu sayisal yarigrubunda

G(S)=N\S={1,2,3,48} ve
F(S)=max{xeZ:xeS}={.,-2,-112,3,4,8/ =8 olup

PF(S) = {4,8} = {?, F(S)} seklindedir.
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3.2. OZEL PSEUDO SIMETRIK SAYISAL YARIGRUP AILESI
Bu bolimde tezimize konu olan pseudo-simetrik sayisal yarigruplarin 6zel bir

ailesinden bahsedecegiz ve bu sayisal yarigrup ailesi hakkinda bazi sonuglar verecegiz.

Yardimci Teorem 3.2.1: Asagidaki kosullar birbirine denktirler.
1) S katilig1 ve gdmme boyutu 3 olan bir pseudo-simetrik sayisal yarigruptur.
2) S=<3,3+s,3+2s> seklindedir (Burada s, 3’ e tam bdliinemiyen pozitif bir

tamsay1 yani 3¢S dir) (Rosales ve ark., 2003; Rosales ve Garcia-Sanchez,

2009)

Not 3.2.2: S=<3,3+5,3+2S> sayisal yarigrubun agilimini yaparsak,
$=<33+5,3+25>={0,3,6,..,3+5-1,3+5,3+5+2,6+5,..,3+25,...}
olur.

Sonug¢ 3.2.3: S=<3,3+5,3+25> ve SeZ", 315 olmak iizere pseodu-simetrik sayisal

yarigrup ve Frebenius sayist  F(S) olsun. O zaman F(S)=2s ve
Ap(S,3) = {0,3+ s,3+2s} dir (ilhan ve Siier, 2011).

Ornek 3.2.4: s=4icin S=<3,7,11>= {0,3,6, 7,9, —>} pseodu-simetrik  sayisal
yarigrubunu ele alalim. Bu sayisal yarigrup i¢in G(S)=N\S={1,2,4,58} olup
F(S)= max{x el .X¢ S} = {...,—2,—1,1, 2,4,5,8} =8 dir. Dolayisiyla Sonug 3.2.3 ten
F(S)=2-s olup s=4 yerine yazilirsa F(S)=2-5=2-4=8 olur.

Ap(S,3) ={w(0) =0, w(1), »(2)}
Ap(S,3)={0,7,11}

0= w(0)(mod 3)
7= w(1)(mod3)
11= w(2)(mod 3)

Ap(S,3) = {w(0) =0,w(1), »(2)} ={0,7,11} dir. Yani Sonu¢ 3.2.3 ten S yerine 4
yazarsak,
Ap(S,3)={0,3+5,3+2s} den

Ap(S,3) = {0,3+4,3+2.4} ={0,7,11} dir.
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Sonug 3.2.5: S=<3,3+5,3+25> ve seZ", 31 solmak iizere psecodu-simetrik sayisal
yarigrup olsun. O halde
F(S) =max(Ap(S,3))-3

dir (Ilhan ve Siier, 2011).

Ornek 3.2.6: s=8icin S=<31119>= {O, 3,6,9,11,12,14,15,17, —)} pseodu-simetrik
sayisal yarigrubunu ele alalim. Bu yarigrubumuz i¢in
G(S)=N\S = {l, 2,4,5, 7,8,10,13,16} olup
F(S)=max{xeZ:xeS}={.,-2,-112,4,57,810,1316} =16
dir. Daha sonra Ap(S,3) kiimesini bulalim:
Ap(S,3) = {a)(O) =0,0()), a)(2)}

0= w(0)(mod 3)
19 = w(1)(mod 3)
11= w(2)(mod 3)

Ap(S,3) ={0,11,19}
bulunur veya Sonug 3.2.3 ten S Yyerine 8 yazarsak
Ap(S,3) ={0,3+5,3+2s}

olup

Ap(S,3)={0,3+8,3+2-8} = {0,11,19}

bulunur. Sonug 3.2.5 ten
F(S)= maX(Ap(S,S))—3=19—3=16

elde edilir.

Sonu¢ 3.2.7: seZ", 3fsolmak iizere S=<33+85,3+2s> pseodu-simetrik sayisal
yarigrup olsun. S nin tiim pseudo-Frobenius sayilarinin kiimesi PF(S)={s,2s} ve

S nin tipi 2 dir.

Not 3.2.8: max (PF(S))=F(S)=2s oldugu goriilii.
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Ornek 3.29: s=5icin $=<3813>={0,36,89,11,—} pseodu-simetrik sayisal
yarigrubunu ele alalim.
G(S)=N\S={12,4,57,10}
S\{0} ={3,6,8,9,11, -}
dir. Burada x=1€G(S) ve s=3 i¢in Xx+5=1+3=4¢S\{0}oldugu igin 1 eleman

pseudo-Frobenius sayisi olmaz. Benzer sekilde X=5 ve s=3 i¢in X+5=5+3=8¢€ S
ve diger elemanlar i¢in yaparsak 4 elemani pseudo-Frobenius sayisidir. Bu sekilde

devam edilirse x=10 eleman1 pseudo-Frobenius sayisidir. O halde pseudo-Frobenius

sayllarinin  kiimesi PF(S):{5,10} olur. Bu da Sonu¢ 3.2.7 den s=5 igin

PF(S) = {S, 25} = {5,10} denktir.
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4. ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu boliimde ¢alismamizda elde ettigimiz bulgulara yer verilecektir. Burada,
Bolim 3.2 de verilen 6zel pseudo-simetrik sayisal yarigrup ailesi hakkinda temel
bilgileri ve bu sayisal yarigrupta elde ettigimiz sonuglart verecegiz. Bu ¢alismanin bir
boliimii Mardin’de yapilan EJONS International Congress On Mathematic, Engineering

and Natural Sciense-111 Kongresinde bildiri olarak sunulmustur.

Teorem 4.1: seZ" ve 3{solmak iizere S=<3,3+85,3+2s> pseudo-simetrik sayisal

yarigrubunun Betti sayilarinin kiimesi Betti(S) = {6+2s,6+3s,6+4s} seklindedir.
ispat: seZ",31s olmak itizere S=<33+5,3+25> seklinde bir pseudo-simetrik

sayisal yarigrup olsun. Her ie{l,2,3} icin Tanim 2.52 den tanimlanan ¢, sayilarini

bulalim:

C, = min{k €Z'|k-3e<3+5,3+2s >}

s min{k eZ'|k-3¢{0,3+5,6+2s, 3-(2+s),6+4s,...}}

=245

olup |c, =2+s| elde edilir.

c,=min{k e Z*|k-(3+5) €<3,3+25 >}

= min{k eZ’

k-(3+5)€{0,36,..,3+2s, 2-(3+s),9+23,...}}

=2

c, = 2| elde edilir.

C, =min{k eZ*|k-(3+23)e<3,3+s>}

=min{k el”

k-(3+2s)e{0,3,3+s,6,6+s,9,6+2s,9+s,..., 2.(3+25) ,...}}:2

C; = 2| bulunur.

(A=<3,3+5> Frobenius sayis1 F(A)=3+2s oldugundan dolay1 k = 2dir.)
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Bu saysal yarigrup pseudo-simetrik oldugundan Onerme 2.46 dan Betti elemanlar
asagidaki gibi bulunur:

Verilen n, =3, n, =3+s, n, =3+2s veelde edilen ¢, =s+2, ¢,=2, ¢, =2
degerler yardimiyla S nin Betti elemanlar1 asagidaki gibi bulunur:
p=C-n=(2+s)-3=6+3s
p,=¢C,-n,=2-(3+5)=6+2s
Py=CyN,=2-(3+25)=6+4s

Boylece S nin Betti kiimesi,
Betti(S) = {6+ 25,6 +3s,6+4s}
seklindedir.
|

Ornek 4.2: s=5 olmak iizere S=<3,8,13> pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun

Betti elemanlar: bulalim.

Céziim: Tanim 2.52 den Onerme 2.30 dan, €, sayilarimni bulalim:

C = min{k el’

3.k e<8,13>= {8,13,16,,...,}} e

c,= min{k cZ'[8-ke< 3,13>={3,6,9,12,13,15,,..,}} -

¢, =mink e 2" 13-k e<3,8>={3,6,8,01112,14,1516,17,18,20,21,22,24,25,[26],.. |} = 2
C,=S+2=5+2=7,c,=2,c,=2 ve

n, =3,n, =8, n, =13 olmak iizere Onerme 2.46 dan Betti elemanlar1 bulalim.

p=c.n=73=21
B,=c,n,=2.8=16 ;= Betti(S)={16,21,26} dir.
Py =C.n, =2.13=26

S nin Betti kiimesi Betti(S) ={16,21,26} . Ayni zamanda Teorem 4.1 yardimiyla
s =5 alinirsa,

S=5=>f={6+25,6+35,6+4s) = {6+2-56+3-56+4-5} = {16,21,26}

Betti kiimesi kolay bir sekilde hesap edilebilir.
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Teorem 4.3: seZ" ve31s olmak iizere S=<3,3+85,34+2s> pseudo-simetrik sayisal

yarigrubunun katener derecesi €(S)=s+2 olur.

Ispat : S =<3,3+5,3+2s> pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun
Ap(S,3) ={w(0) =0, w(1), ®(2)} = {0,3+5,3+2s}
olup n=w+n;den je{2,3}
we(Ap(S,3)\{0})={3+s,3+2s}
olarak elde edilir. Burada
n, ={3+s,3+2s} olup
n=w-+n; =(Ap(S,3)\{0})+{3+5,3+2s} ={3+5,3+ 25} +{3+5,3+2s}
ne{6+2s,6+3s,6+4s} = Betti(S)
bulunur. c¢(n) =c(S)
e Z(6+2s) igin
X -3+X, - (3+8)+X;-(3+25)=6+2s lineer denklemini ¢ozdiigiimiizde (X,,X,,X;)
degerleri asagidaki gibidir.
0-3+2-(3+5)+0:(3+2s) =6+2s olup (0,2,0) 6+2s bir ¢arpanidir.
1-3+0-(3+5)+1:(3+2s) =6+2s olup (1,0,1) 6+2s bir ¢arpanidir.
Z(6+2s)={(0,2,0),(1,0,1)}
olarak bulunur.
e Z(6+3s) igin,
X -3+X%,-(3+5)+%-(3+25)=6+3s lineer denklemini ¢ozdigimizde (X, X,,X;)
degerleri agsagidaki gibidir.
(s+2)-3+0-(3+5)+0-(3+2s) =6+3s olup (s+2,0,0) 6+3s bir carpanidr.
0-3+1-(3+5)+1-(3+2s)=6+3s olup (0,1,1) 6+3s bir carpanidir. Dolayisiyla
Z(6+3s)={(s+2,0,0),(0,1,1)}

olarak elde edilir. Daha sonra
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o Z(6+4s) i¢in,
X -3+X%,-(3+5)+X;-(3+25) =6+4s lineer denklemini ¢dzdiigimiizde (X,,X,,X;)
degerleri asagidaki gibidir.
(s+1)-3+1:(3+5)+0-(3+2s) =6+4s olup (s+11,0) 6+4s bir carpanidur.
0-3+0-(3+5)+2-(3+2s) =6+4s olup (0,0,2) 6+4s bir ¢arpanidir.
Z(6+4s)={(s+110),(0,0,2)}

seklindedir.

Daha sonra bu carpanlarin noktalarinin en biiylik ortak boleni ve arasindaki

mesafeyi bulup bunlarin katener derecelerini bulalim.

Z(6+25) igin,
ebob((0,2,0),(1,0,1)) =(min(0,1),min(2,0), min(0,1)) =(0,0,0)

d(x, y) = max{(0,2,0)-(0,0,0)|,|(1,0,1)-(0,0,0)[} = max{|(0,2,0)|.|(1,0,)|} = max{2,2} = 2

2
(020) 00— o(1,0,1)

c(6+2s)=2

Z(6+3s) igin,

0,1,1) 5+2 (2+s,0,0)
[ °

ebob((0,1,1),(2+5,0,0)) =(min(0,2+s),min(1,0),min(1,0))=(0,0,0)

d(x,y) =max {(0,1,1)-(0,0,0)|,|(2+s,0,0)-(0,0,0)} = max {|(0,L.1)||(2+s,0,0)|}

=max{2,2+s}=2+s

c(6+3s)=5+2]

Z(6+4s) igin,

(0,0,2) S+2 (s+1,1,0)
o —e

ebob((0,0,2),(s+11,0))=(min(0,s+1),min(0,1),min(2,0))=(0,0,0)
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d(x,y) =max{|(0,0,2)-(0,0,0)|,|(s+11,0)—(0,0,0)|} = max {|(0,0,2).|(s +11 )|}

=max{2,2+s} =2+s

c(6+4s)=s+2

Teorem 2.48 den
c(S) =max {c(p3)| B < Betti(S)}
olup,
c(S) =max {c()| B < Betti(S)} =max {2,5+2} =5+2
bulunur. O zaman ¢(S)=s+2 olur.
[
Ornek 4.4: s=4 olmak iizere S=<3,7,11> pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun
katener derecesini bulalim.
Coziim: S=<3,7,11>= {0,3,6, 7,9, —>} pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun n, =3
icin Ap(S,3) bulalim.
Ap(S,3) = {a)(O), (1), a)(2)} = {0, 7,11}
olup, n=w-n;den (je{2,3})
we(Ap(S,3)\{0})={7,11}
olarak elde edilir. Burada
n, ={7,11} 'nin
n=w+n; =(Ap(S,3)\{0})+{7,11} = {7,11} +{7,11} = {14,18, 22} = Betti(S)
Simdi Betti elemanlarinin ¢arpanlarini bulalim.
Z(14) igin
% -3+%,-7T+X,-11=14 lincer denklemini ¢dzdiigiimiizde (X,,X,,%;) degerleri
asagidaki gibidir.
0-3+2-7+0-11=14 olup (O, 2,0) noktasi 14 iin bir ¢arpanidir.
1-3+0-7+1-11=14 olup (1, O,l) noktasi 14 {in bir ¢arpanidir.
(X, %, %) =(0,2,0),
(Xi’ Xy %) = (1'0’1)
bulunur. Z(18) igin,
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X -3+X%,-7T+X,-11=18 lincer denklemini ¢dzdiigiimiizde (X, X,,%;) degerleri
asagidaki gibidir.

6-3+0-7+0-11=18 olup (6, 0, 0) noktast 18 in bir ¢arpanidir.

0-3+1-7+1-11=18 olup (0,1,1) noktas1 18 in bir ¢arpanidir.

()(1’X21X3):(6,010),
(X11X21X3) :(0’1,1)

bulunur. Daha sonra Z(22) igin,

% -3+X%,-7T+X,-11=22 lineer denklemini ¢ozdigimiizde (XX, X;) degerleri
asagidaki gibidir.

5-3+1-7+0-11=22 olup (5,1, 0) noktasi 22 in bir ¢arpanidir.

0-3+0-7+2-11=22 olup (0, 0, 2)n0kta51 22 in bir ¢arpanidir.

(%, %, %) =(5,1,0),
(%%, %) =(0,0,2)

bulunur. $imdi buldugumuz garpanlari
Z(14)={(0,2,0),(1,0,1)},
Z(18)={(6,0,0),(0,1,1)},
Z(22)={(5,1,0),(0,0,2)}.

bulduk. Daha sonra bu carpanlarin tek tek en biiyiik ortak bolenlerini ve aralarindaki
mesafeyi bulalim.

Z(14) iin garpanlari igin,

020) 2 100
ebob((0,2,0),(1,0,1)) =(min(0,1),min(2,0),min(0,1))=(0,0,0)

d(x, y) =max{|(0,2,0)-(0,0,0)],|(1.0,2)~(0,0,0)[} = max {|(0,2,0)|,|(L.0.1)]} = max{2,2} = 2

Z(18) carpanlari igin,

©0.11)e 6 o (6,0,0)
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ebob((0,1,1),(6,0,0)) =(min(0,6), min(1,0),min(1,0)) =(0,0,0)
)=(

d(x,y) =max {|(0,1,1)-(0,0,0)|.|(6,0,0)(0,0,0)|} = max {|(0,1.1)}.|(6,0,0)|}
=max{2,6} =6
c(18) =6/ dir.

Z(22) igin,

(0,0.2) @ e (5.1,0)

ebob((0,0,2),(5,1,0)) =(min(0,5),min(0,1),min(2,0))=(0,0,0)

d(x,y) =max {|(0,0,2)-(0,0,0),|(5.1,0)-(0,0,0)|} = max {|(0,0,2)},|(5,1,0)
=max{2,6} =6

Teorem 2.48 den c¢(S) = max {c(/3)| B < Betti(S)}

c(S) =max {c(f3)| B € Betti(S)} = max {2,6} =6

Teorem 4.3 ten s=4 alindiginda katener derecesi igin C(S)=S+2=4+2=6

oldugu goriiliir.

Teorem 4.5: seZ" ve31s olmak iizere S=<3,3+5,3+25> pseudo-simetrik sayisal

yarigrubunun ¢izgeleri asagidaki gibidir.

Cizge Bagli Bilesenler Bagmtilar Carpanlar
Gs.ps | {3.3+2s},{3+s} (% + X, 2X, ) (1,0,1),(0,2,0)
Gs.ss | {3}, {3+5,3+2s} ((2+5)%).(% +x,) (s+2,0,0),(0,1,1)
Gsas | {3.3+5},{3+2s} ((s+1)%,+%,).(2x,) (s+1,10),(0,0,2)
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Ispat : S =<3,3+5,3+2s > pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun

Ap(S,3) ={w(0) =0, (1), »(2)} = {0,3+5,3+2s} olup n=w-+n,den
WG(Ap(S,3)\{O}):{3+s,3+23} olarak elde edilir. Burada n; ={3+s,3+2s} nin
n=w-+n; =(Ap(S,3)\{0})+{3+5,3+2s} ={3+5,3+25} +{3+5,3+2s}

ne{6+2s,6+3s,6+4s} = Betti(S) dir.

Cizge | Bagh Bilesenler Bagmtlar Carpanlar
Gy.ps | {3.3+2s},{3+5} (%, + X3, 2X, ) (1,0,1),(0,2,0)

Goas | {3},{3+5,3+2s} ((2+5)%).(%, +%,) (s+2,0,0),(0,1,1)
Gs.us | {3.3+5},{3+2s} ((s+1)%,+x,),(2x,) (s+1,10),(0,0,2)

Ornek 4.6:5=1 olmak iizere, S=<3,4,5> pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun

cizgelerini bulalim.

Coziim : S =<3,4,5> pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun

Ap(S,3) ={@(0) =0, (1), »(2)} = {0,4,5} olup n=w-+n,den
we(Ap(S,3)\{0})={4,5] olarak elde edilir. Burada n,={4,5} nin

n=w+n, =(Ap(S,3)\{0})+{4,5} ={4,5} +{4,5}

ne{8,9,10} = Betti(S) dir.

Graf Bagli Bilesenler Bagtilar Carpanlar

G, {3,5},{4} (X, + X3, 2, ) (1,0,1),(0,2,0)
G, {3},{4,5} (3%,),(X, +%;) (3,0,0),(0,1,1)
Go | (3415 (20 ).(20) (21.0),(0.02)

Not 4.7: S, {nl,nz,n3} ile iiretilen sayisal yarigrup olsun. Eger {Cl-nl,c2 -n,,C, ~n3}
kiimesinin kardinalitesi 3 ise, 0 zaman bazi negatif olmayan r; tamsayilari igin

asagidaki sartlar saglanir:
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G- =0, N+l N,
Co Ny =1y N+ Ny
Ca-Ny =10 -N+1;-N,

Bu durumda, S nin minimal gosterimi,
{(Cl'xvrlz "X, +r13-x3),(cz-x2,r21-x1+r23-x3),(c3-x3,r31-x1+r32-x2)}

formundadir (Rosales ve Garcia-Sanchez, 2009).

Teorem 4.8: seZ" ve31s olmak lizere S=<3,3+5,3+25> pseudo-simetrik sayisal
yarigrubunun minimal gosterimi
{((5+2)- %, X, + %3 ), (2%, % +X;), (2%, (5 +1) - X, + X, )|

veya

{(((s+2,0,0),(012)),((0,2,0),(1.0,2)),((0.,0,2),((s+1),1.0))|
seklindedir.
Ispat: S=<3,3+5,3+2s> pseudo-simetrik sayisal yarigrubunda Teorem 4.1 den c,
leri daha 6nce bulmustuk.
C,=S+2,C,=2, C,=2
dir. Teorem 4.9 dan,

I’-21 r23

bulduk. Simdi bunlar1 yerlerine yerlestirdigimiz zaman S ’nin minimal sunumu
yukaridaki nottan dolay1
(€ Xy By Xy g X5 ), (€ Xy Ty - X, + g+ Xy ) (€ - X By Xy + By X, )}
olur. Buradan degerleri yerine yazarsak,
{((5+2) %, % + %), (2%, % + %), (2%, (s +1) - X, + X, )}

veya

{(((s+2,0,0),(012)),((0,2,0),(1,0,2)),((0.,0,2),((s+1),1,0))}
dir.
|
Ornek 4.9: s=2 olmak iizere S=<3,57> pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun

¢izgelerini ve minimal sunumunu bulalim.
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Coziim: S=2 icin
G- =0, N+l N,
Cy-Ny =0 N+ 150N,
Ca-Nyg=105-N+0-N,

dir.
S =<3,3+45,3+2s > pseudo-simetrik sayisal yarigrubunda Tereorem 4.1 den c,
leri daha dnce bulmustuk.
C=S+2,C,=2,C=2
Burada s =2 yerine yazarsak
C=S+2=2+2=4,¢,=2, ¢,=2
dir. Teorem 4.10 dan
Ny =ls=l,=r,=r,=1ver=s+1

bulmustuk. S=2 yerine yazarsak

Iy =ly=0,=0,=r;=1, 1, =s+1=2+1=3
bulunur. Teorem 4.7 den S ’nin minimal sunumu

(€ Xty Xy g X5 ), (Cy Xy Ty X, + g+ Xy ) (€3 - X, Ty Xy + By X, )}

olur. Buradan degerleri yerine yazarsak

(4%, % +%;),(2%,, % + %), (2%, 3%, + %, )}

veya
{((4.0.0),(011).((0.2.0),(101),((0.0.2),(1.10))

dir.

Teorem 4.10: se€Z" ve31s olmak iizere S =<3,3+5,3+2s > pseudo-simetrik sayisal
yarigrubunun Delta kiimesi A(S) ={s} dir.
Ispat: S=<3,3+5,3+25> ve seZ've 3fs pseudo-simetrik sayisal yarigrup olmak

tizere, Tanim 2.52 den ¢, leri daha 6nce bulmustuk.

c, :min{k €Z'|k-3e<3+5,3+2s >}

=min{k el”

k-3{0,3+5,3+25,6+25[3-(2+9) ,...}}=2+s
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c,=min{k e Z*[k-(3+5) e<3,3+25>|

:min{k eZ'|k-(3+5)<[0,3,6,3+259/[3+5) 2 ,...}}:2

C, =min{k eZ*|k-(3+25)e<3,3+s>}

k-(3+2s)e{0,3,3+s,6,6+s,9,6+2s,9+s,..., 2.(3+29) ,...}}:2

:min{k el”

A=<3,3+5> Frobenius sayis1 F(A)=3+2s oldugundan dolay1 k = 2dir.
Buradan ¢, =2+s, C,=2, C;=2 olur. Tanim 2.53 ten
G-M=r-N;+h-N

den
C-M="ny N, +0h;-Ny
(2+5)-3=r1,-(3+S)+1,;:(3+25) p6+35=3-1,,+S-1, +3- 1, +25-1;,
6+3s=r,-(3+S)+1;-(3+2s)

6+35=3-(r,+0;)+s-(r,+2-1,)

denkleminden

6=3-(I‘12+I’13):>I’12+I’13=2

3s=5-(r,+2:1;)=>"r,+2-1,=3

Birinci dereceden iki bilinmeyenli denklem sisteminin ¢6ziimii yapildiginda r, =1

ve I, =1olur.

Co-Ny =Ty M+l
2:(3+8)="r,-3+1,,-(3+25) p6+25=3-1, +3:1,, +25-T1,,
6+2S=r,-3+1,-(3+29)

6+25=3:(ry +1y)+25Ty
denkleminden
28=25T, =T, =1
6=3:(I+1) =0+, =2=T, =1
bulunur. Yani r, =1 ve r,, =1 olur.
Gy Ny =My N+ 1y Ny
2:(3+2s)=1,-3+10,-(3+5) 1 6+4s=3-1,, +3:1,, +S-1,
6+4s=1r,-3+r,-(3+9)
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6+4s=3-1r, +(3+5s) 1,

olup, burada r,; =s+1 ve r,, =1 yazarsak denklem saglanmis olur.

Yardimci Teorem 2.56’dan

S, :‘c.—r..—rik

i i ji

8 =le,—ty — 5| =[2+s-1-1 =|s|=5s
8, =|c, =1, —Is|=[2-1-1=]0|]=0
8 =|c; =1y — 1| =[2-s-1-1 =|-s| =5

Not 2.51 yardimuyla yani &, = &, esitliginden dolayr A(S)={&,} ={s} dir. Dolayisiyla

S nin Delta Kiimesi A(S) = {S} olur.

Ornek 4.11: s=10 olmak iizere S =<3,13,23> pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun

A(S) = {10} dir. Gergekten de; Tanim 2.52 den c, leri bulursak,

¢, =min{keZ"|k-3e<13,23>}

:min{k el”

k-3<{013,23, 26}} 12

c,=min{keZ"|k-13e<3,23>}

:min{k el”

k-13¢ {o, 3,6,9,12,15,18, 21,23, 24, }} =2

c;=minfkeZ"|k-23e<313>}

= min{k el”

Oldugundan dolay1

k-23e {o, 3,6,9,12,13,15,16,18,19, 21,22, 24,..,,..}} =2

6 =5+2=10+2=12,¢,=2 , ¢, =2

bulunur. Ayrica ¢ -n, =1, -n; +1, -n, den

C-N="r,-N,+h;-N,
12.3=1,.13+1,.23
36=r,.13+1,.23

Gy Ny =0 N+ -1y
2.13=r,.3+7,.23
26=1,.3+r,.23

denklemin ¢6ziimii yapildiginda 1, =1 ve r, =1 olur.

denklemin ¢oziimii yapildiginda r,, =1 ve 1, =1 olur.



C-Ny=0-N+0;-N,

2.23=1,.3+1,.13 denklemin ¢dziimii yapildiginda r,, =11 ve r,, =1 olur.

46 =1r,.3+1,.13

Yardimci Teorem 2.56’dan

olup,

8, =|c,— 1, — | =[12-1-1| = 10| =10
8, =|c, — 1, — 1| =]2-1-1=|0]=0

8, = e, — 1y 1| =[2-11-1 = |-10| =10

Not 2.25 ten A(S)={s}={10} olur.

43
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1 Sonuclar
Bu tezde elde edilen 6zgiin sonuglar tezin dordiincii bolimiinde bulunmaktadir.

Bu sonugclar agagida paragraf halinde verilmistir.
Bu calismada Se€Z" ve 31s olmak iizere katiligi ve gdmme boyutu 3 olan
S =<3,3+5,3+2s > pseudo-simetrik sayisal yarigrubunun Betti sayilarinin kiimesinin

Betti(S) = {6+ 25,6 +3s,6+4s} oldugunu, katener derecesinin ¢(S)=s+2 oldugunu,
Delta kiimesinin A(S) ={s} oldugunu ve minimal gdsterimi

{((5+2) %, % + %), (2%, % + %), (2%, (s +1) - X, + X, )}

veya

{((s+2,0,0),(011)),((0,2,0),(1.0,2)),((0.,0,2),((s+1),1.0))}

oldugunu gosterdik ve ¢izge tablosunu olusturduk.

5.2 Oneriler

Bir sayisal yarigrubun Delta kiimesi ve katener derecesi son donemlerde
tizerinde calisilan bir konu olmus biz de bu g¢alismada bir pseudo-simetrik sayisal
yarigrup ailesi iizerinde g¢alisttk ve bu caligmada katener derecesi ve Betti sayilarini
onun Uretecleri cinsinden ifade ettik ve yarigrubumuzun ¢izge ve minimal gosterimi ile
iliskilendirdik. Daha sonraki calismalarda baska pseudo-simetrik yarigrup aileleri i¢in
de benzer sonuglar yapilabilir. Calisanlar bu yarigrup tizerinde farkli yorumlara

varabilir.



45

KAYNAKLAR

Assi, A. and Garcia-Sanchez, P.A., 2014, Numerical semigroups and applications [online],
Cornell University Library, https://arxiv.org/abs/1411.6093 [Ziyaret Tarihi: 23 Aralik
2017].

Beck, M., 2008, How to Change Coins, M&M’s or Chicken nuggets: The Linear
Diophantine Problem of Frobenius, Resources For Teaching Discrete
Mathematics, Mathematical Association of America, USA, 65-74

Bowles, C., Chapman, S.T., Kaplan N. and Moore, T.A., 2006, Full Elasticity In
Atomic Monoids And Integral Domains, Rocky Mountain J. Math. 36, 1437-

1455.

Chapman, S.T., Garcia-Sanchez, P.A., Llena, D., 2007, The catenary and tame degree
of numerical semigroups [online], https://www.semanticscholar.org [Ziyaret
Tarihi: 5 Mart 2018].

Chapman, S.T., Hoyer R., and Kaplan, N., 2009, Delta Sets of Numerical Monoids are
Eventually Periodic, Aequationes Math. 77, 273-279.

Chapman, S.T., Kaplan, N., Daigle, J., and Hoyer, R., 2010, Delta Sets of Numerical
Monoids Using Non-Minimal Sets of Generators, Comm. Algebra. 38, 2622-
2634.

Chapman, S.T., Garcia-Sanchez, P.A., Llena, D., Malyshev, A., Steinberg, D., 2012, On
the Delta set and the Betti elements of a BF-monoid, Arab. J. Math. 1, 53-61.

Chapman, S.T., Kaplan, N., Lemburg, T., Niles, A. and Zlogar, C., 2014, Shifts of
Generators and Delta Sets of Numerical Monoids, Internat. J. Algebra Comp. 24-
5, 655-669.

Chapman, S.T., Garcia-Sanchez, P.A., Tripp, Z., and Viola, C., 2016, Measuring
primality in numerical semigroups with embedding dimension three, Journal of
Algebra and Its Applications, 15(1), 16 pages.

Conaway, R., Williams, M., Horton, J. And Gotti, F., 2015, Shifting Numerical
Semigroups  (online),  Allen Institute  for  Artifical  Intellligence,
https://www.semanticscholar.org [Ziyaret Tarihi: 5 Mart 2018].



https://www.semanticscholar.org/

46

Froberg, R., Gottlieb, C. and Haggkvist, R., 1987, On numerical semigroups, Semigroup
Forum, 35, 63-83.

Garcia-Sanchez, P.A, Llena, D. and Moscariello, A. 2015, Delta sets for numerical
semigroups with embedding dimension three, https://arxiv.org/abs/1504.02116v1

Geroldinger, A., 1991, On the arithmetic of certain not integrally closed noetherian
integral domains, Comrn. Algebra 19, 685-698

Geroldinger, A. and E Halter-Koch, 2006, Non-unique Factorizations: Algebraic,
Combinatorial and Analytic Theory, Pure and Applied Mathematics, vol. 278,
Chapman&Hall/CRC.

Howie, J.M. 1976, An introduction to semigroup theory, Academic Press, New York.

Ilhan, S., 2010, “An Approach to Numerical Semigroups”, Hacettepe Journal of
Mathematics and Statistics, 39(3): 411-415

Ilhan, S., Siier M., 2011, “On a class of pseudo-symmetric numerical semigroups”, JP
Journal of Algebra, Number Theory and Applications, 20(2), 225-230.
Johnson, S.M., 1960, A linear Diophantine problem, Can. J. Math., 12, 390-398.

O’Neil, C., Ponomarenko, V., Tate, R., and Webb, G., 2016, On the set of catenary
degrees of finitely generated cancellative commutative monoids [online], Cornell
University Library, https://arxiv.org/abs/1506.07587 [Ziyaret Tarihi: 31 Aralik
2017].

Rosales J.C., 1996, An algorithmic method to compute a minimal relation for any

numerical semigroup, Internat. J.Algebra Comput. 6, 441-455.

Rosales J.C., 1996, On symmetric numerical semigroups, Journal of Algebra 182, no. 2,
422-434.

Rosales J.C., M.B. Branco, 2003, Irreducible numerical semigroups, Pacific Journal of
Mathematics, 209(1), 131-143.

Rosales, J.C., Garcia-Sanchez, P.A., 2009, Numerical Semigroups, 20, Springer
Developments in Mathematics, New York.



47

Rosales, J.C. ve Branco, M.B., 2011, “The Frobenius Problem for Numerical
Semigroups with Multiplicity Four”, Semigroup Forum, 83: 468-478

Rosales, J. C. and Branco, M. B. 2002, Numerical semigroups that can be expressed as
an intersection of symmetric numerical semigroups, Journal of Pure And Applied
Algebra, 171, 3003-314.

Rosales, J.C. and Garcia-Sanchez P.A. 1999, Finitelly generated commutative monoids,
Nova Science Publishers, 185, New York.

Rosen Kenneth H. 2015, Discrete Mathematics and Applications 641-681.



OZGECMIS
KIiSISEL BILGILER
Ad1 Soyadi : Ozkan CELIK
Uyrugu . T.C
Dogum Yeri ve Tarihi : Gerciis — 15.04.1979
Telefon : 0505-211 08 25
Faks e
e-mail . celik.ozkan72@gmail.com
EGITIiM
Derece Ady, Tlce, i1
Lise : Batman Endistri Meslek Lisesi, Batman
Universite . Dicle Universitesi, Diyarbakir
Yiksek Lisans :
Doktora
IS DENEYIMLERI
Yil Kurum
2001- Milli Egitim

UZMANLIK ALANI : Cebir ve Sayilar Teorisi
YABANCI DILLER : Ingilizce
BELIRTMEK iSTEGINiZ DiGER OZELLIKLER

YAYINLAR

48

Bitirme Y1ihi
1996
2001

Gorevi
Matematik
Ogretmeni

1. Celik, O., Siier M., 2018, Delta sets of some pseudo-symmetric numerical
semigroups, EJONS International Congress On Mathematic, Engineering and
Natural Sciences-111, Mardin- Tiirkiye, 4 ( Yiiksek lisans tezinde yapilmistir).


mailto:celik.ozkan72@gmail.com

