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OZET

BI-UNIVALENT FONKSIYONLARIN
M-KATLI BIR ALT SINIFININ
FABER POLINOM KATSAYI TAHMINLERI

YUKSEK LISANS TEZI

Adnan CANBULAT

BATMAN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
2019

U= {Z ell: |Z| <1} birim diskinde tanimli bir f fonksiyonu ayni degeri iki defa

almiyorsa yani z #2z, nokta ciftleri igin f(z)# f(z,) oluyorsaf fonksiyonuna
iinivalent (ya da schlict) fonksiyon denir. Eger U birim diskinde tanimli, hem f hem
de f'fonksiyonlari iinivalent ise analitik olan bu f fonksiyonuna bi-iinivalent
fonksiyon denir. Faber polinomlari karmasik diizlemdeki analitik fonksiyonlar igin
polinom yaklagimlarinin temel bir ilgi alanin1 olusturmaktadir. Bu tezde 6ncelikli amag
olarak, birim diskte tanimli ve analitik olan m-katli simetrik, bi-linivalent fonksiyonlar
icin yeni bir altsinif tanimlanacaktir. Ayrica, Faber polinomu a¢ilimlarini kullanarak bu
alt sinifa ait analitik, m-katli simetrik, bi-inivalent fonksiyonlarin genel ve baslangic

katsayilari i¢in iist sinirlar elde edilecektir.

Anahtar Kelimeler: Analitik Fonksiyonlar, Bi-Univalent Fonksiyonlar, M-Katl
Simetrik Bi-Univalent Fonksiyonlar, Faber Polinomlari, Katsay: Tahminleri.
2019, 50 sayfa



ABSTRACT

INITIAL FABER POLYNOMIAL COEFFICIENT ESTIMATES
FOR A SUBCLASSES OF M-FOLD SYMMETRIC
AND BI-UNIVALENT FUNCTIONS.

MASTER THESIS
Adnan CANBULAT

UNIVERSTY OF BATMAN
INSTITUE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

A function is said to be univalent (or schlicht) if it never takes the same value
twice: f(z,)= f(z,) if z,#z,. Afunction f in the class of analytic functions is said

to be bi-univalent in the open unit disc U ={z el: |z|<1} if both f and ' are

univalent in U . The Faber polynomials for analytic functions of the complex plane are
of a basic interest of polynomial approximations. The main purpose of this thesis is to
introduce a new subclass of bi-univalent functions which are m-fold symmetric analytic
functions in the open unit disc. Furthermore, using the Faber polynomial expansion,
general and initial upper bounds of coefficients for analytic, m-fold symmetric, bi-
univalent functions are obtained in this thesis.

Keywords: Analytic Functions, Bi-univalent functions, M-fold Symmetric Bi-univalent
functions , Faber polynomials, Coefficient Estimates

2019, 50 page
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GIRIS

Karmagik analizde fonksiyonlarin analitiklik 6zellliklerini inceleyen en 6nemli
dalllarindan biri Geometrik fonksiyonlar teorisidir. Bu teorinin baglangict 1851 yilinda
G. Bernhard Riemann’in kendi doktora tezinde hazirladigi “Riemann doniisim

teoremidir”. Bu tezde Riemann “Her basit baglantili D bdlgesini U :{Z :|Z| <1} birim

diski tizerine birebir olarak resmeden bir tek f analitik fonksiyonunun var oldugunu”
ortaya koymustur. Bu teoremin ilk olarak tam ispati 1912 yilinda Constantin
Carath¢odory tarafindan yapilmistir. Ayni1 yil Paul Koebe bu teoremi daha da
sadelestirerek D=D,#C ve z,eD, f(z,)=0 ve f(z,)>0 olmak iizere, D

bélgesini U ={z:|z| <1} birim diskine resmeden analitik ve iinivalent (yalinkat) bir tek

f fonksiyonunu var oldugunu ifade etmistir. Boylece herhangi basit baglintili bir D

bolgesi U birim diski ile yer degistirebilir. Yani ¢ok genis ve karmasik olan tinivalent
fonksiyonlar teorisinde D bolgesi yerine U birim diskini alabiliriz. Bu birgok
problemin ¢oziimiinii kolaylastirmigtir. Daha sonra 1914 yilinda Gronwall tarafindan
alan teoreminini ispatlamasi ve 1916 yilinda Bieberbach‘in normalize edilmis {inivalent
fonksiyonlar i¢in verdigi katsay1 tahmini ile geometrik fonksiyonlar teorisi matematigin
bir¢ok dalinda kendisine uygulama alan1 bulmustur. Bdylece iinivalent fonksiyonlar
teorisi ortaya ¢ikmustir.

Genellikle, U={z:|z|<1} birim diskinde inivalent, analitik ve

f (0)=f'(0)—1=0 kosullar1 ile normalize edilmis fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir.
Her feS fonksiyonu

o0

f(z)=z+a,2° +-=2+) a,z

n
n=2

bigiminde bir Taylor-Maclaurin serisi ile ifade edilebilir.

n

Bieberbach, 1916 yilinda normalize sartlarini saglayan tinivalent bir fonksiyonun
katsayilar1 igin |an| <n tahminini yapmigtir. Daha sonra Nn=2 igin bu tahmini
kanitlamistir.

1923 yilinda Léwner parametrik metod olarak adlandirdigi yontem ile n = 3igin
|a3| <3oldugunu kanitlamistir.

1955 yilinda Garabedian ve Schiffer, Grunsky esitsizliklerini kullanarak |a4| <4

oldugunu kanitlamistir.

1968 yilinda Pederson n=6ve 1972 yilinda Pederson ve Schiffer n=5 igin
Bierbach kestirimini kanitlamistir.

1985 yilinda Loewner teorisini kullanan L. De-Branges tim n=2,34... igin

|an| <n esitsizligin dogru oldugunu gostermistir.

Problemin ¢oziilmesi bu alanda ¢alisilacak bir seyin kalmadigi anlamina
gelmeyerek aksine yeni ¢alisma alanlar1 olusturmustur. S smifi ve alt siniflart i¢in
katsay1 tahminleri, biiylime genisleme teoremleri, integral ve diferansiyel operatorleri,
subordinasyon, siiperordinasyon gibi bircok alanda ¢aligsmalar yapilmistir. Univalent



fonksiyonlar ile ilgili yazilmis pek ¢ok kitap da vardir. Bunlardan bazilar; [Alfors,
1973], [Pommerenke,1975], [Conway,1978], [Goodman,1983], [Duren,1983],
[Hallenbeck and MacGregor, 1984], [Miller and Mocanu, 2000] dir.

Koebe Dértte Bir Teoremi‘nin bir sonucu olarak her f € S fonksiyonun bir f

ters fonksiyona sahip oldugu sdylenebilir. Ancak f S olmasina ragmen, f™ ters
fonksiyonu U birim diskinde tinivalent olmayabilir. O halde, bir f e Afonksiyonu

verildiginde hem kendisi hem de tersi U ={z:|z|<1} birim diskinde inivalent ise

f e Afonksiyonuna bi-iinivalent fonksiyon denir. Genellikle bi-iinivalent fonksiyonlar

smifi ¥ seklinde gosterilir.
Bi-tinivalent fonksiyonlarda da tinivalent fonksiyonlarda oldugu gibi katsayi
tahminleri i¢in bir¢cok arastirma yapilmistir. Bu sinifla ilgili ilk ¢calisgma 1967 yilinda

Lewin tarafindan yapilmistir. Lewin, bu sinifin a, katsayisi i¢in |a2| <1,51 tahminini
kanitlamigtir. Daha sonra D.A. Brannan ve J.G. Clunie X smifindaki fonksiyonlar i¢in;

|a2| <2 oldugunu ispatlamislardir. 1969 yilinda E. Netenyahu max|a,| = gve |a,| > %

esitsizliklerini gostermistir. Bi-linivalent fonksiyonlar sinifindaki |a2| katsayis1 igin

yapilmig en iyi tahmin 1985 yilinda Taha’ya aittir. Bu tahmin |a2| <1.485 oldugudur.
Brannan ve Taha (1986) iinivalent fonksiyonlarin bazi alt siniflar1 gibi bi-
tinivalent fonksiyonlarn bazi alt smiflarii da tanimlamislardir. Bu smiflara ait
fonksiyonlarin |a2| ve |a3| katsayilari i¢in kesin olmayan tahminlerde bulunmusglardir.
Bununla beraber bircok matematik¢i bi-linivalent fonksiyonlarla ilgili ¢esitli alt
smiflar tamimlayarak; Taylor ve Maclaurin ag¢ilimindaki |a2| ve |a3|katsayllar1 ile ilgili
kesin olmayan sonuglar elde etmislerdir. Ozellikle bu konu ile ilgili son dénemde
yapilan ¢aligmlardan bazilar1 sunlardir; Srivastava et al. 2010, Frasin and Aouf 2011,
Magesh and Yamini 2012, Srivastava et al. 2013, Caglar et al. 2013, Altinkaya and

Yalgin 2014, Orhan et al 2015, Srivastava and Bansal 2015, Srivastava et al. 2015,
Deniz et al. 2015; Orhan et al. 2016, Bulut et al. 2017, Sakar 2017, Akgiil 2017,

Ote taraftan bazi matematikgiler icin Taylor agilimmi keyfi basit baglantili bir
bolgede analitik bir fonksiyon ic¢in genellestirmek ilgi ¢ekici bir problem olmustur.
Taylor aciliminmin birim disk disinda basit baglantili bir bolge icin genellestirilmesi
tizerine ilk ¢alisma 1903 yilinda Faber tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada Faber g(z)

fonksiyonunu asagidaki sekilde gostermistir.

g(z):cz+i%, (c>0,zeA) (11).

g(z), 0 —Q de tek degerli, birebir ve A= {z 7| >1} lizerine analitik resmedilebilen

bir fonksiyon olsun. Burada g(z), Q nin dis fonksiyonu olarak adlandirilir.
Genellemeyi bozmadan Q en ¢ok 1 olabilir. Burada c=1 alabiliriz.

Q veya g(z)’nin Faber polinomlar1 Duren’in 1983 te olusturdugu fonksiyon bagintilari
ile tanimlanmustir.

10
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Eger 0Q analitik ve f(z) Q de analitik ise f(z) asagidaki seri ile yazilabilir. (Scober
1975)

f(2)=>a,,(2) (1.3)

Bu seri Faber serisi olarak tanimlanir.

Asagidaki integral ile verilen {A1}:;1 katsayilar1 F(z) fonksiyonun Faber katsayilari

olarak tanimlanir;

Aﬁ:% I F(g(z))z‘”‘ldz, p <1 ve I’eyakinsar
\

7=p

Faber 1907 yilindaki ¢alismasinda f(z) =) a ®,(z) serisinin f(z) fonksiyonun Q
n=0

kompakt alt kiimelerine monoton yakinsadigini ispatlamistir.

Faber 1920 yilindaki ¢alismasinda ise f(z) =) a,®,(z)serisinin Q de analitik f(z)
n=0

fonksiyonunun en iyi monoton yakinsama oldugunu belirtmistir. Bundan dolay: Faber
acilimi yakinsaklik teorisinde 6nemlidir.

Univalent fonksiyonlarin bazi alt simiflarinda Faber aciliminin bu sonuglari
kullanilmaktadir.

Biz de bu galismamizda daha once P. Vyas and S. Kant tarafindan bi-linivalent
fonksiyonlar i¢in tanimlanan sinifi, m-katli simetrik bi-iinivalent fonksiyonlarin bir alt
sinifi i¢in yeniden tanimlayarak bu alt sinifa ait Faber polinomun katsay1 tahminlerini
arastiracagiz.

Tezimizin birinci boliimiinii olusturan giris boliimiinde, tez konusu ile ilgili konular
lizerine diinden bugiine yapilmis calismalar, tarihi bir seyir icerisinde verilmistir.

Kuramsal temeller olarak adlandirilan ikinci bolimde, tezimizde kullandigimiz bazi
tanim,teorem ve ornekler verilmistir.

Tezimizin ti¢lincli bolimiinii olusturan materyal ve yontem boliimiinde, bi-tinivalent
fonksiyonlar ve bu fonksiyonlar ile ilgili bazi 6nemli tanim, teorem ve Ornekler
sunulmustur.

Aragtirma bulgulart olarak adlandirilan dordiincii  bolimde ise  bi-linivalent
fonksiyonlarm m-katli bir alt sinifin1 tanimladik ve bu smniftaki fonksiyonlarin |ah|

genel katsayilar1 i¢cin Faber polinomu katsayr tekniklerini kullanarak bir iist sinir

11



belirlemeye calistik. Ayrica bu fonksiyonlarin kesin olmayan |am+1| ve |a2m+l| baslangic
katsay1 sinirlari elde etmeye ¢alistik.

Sonug ve Oneriler olarak adlandirilan besinci boliimde ise, calismamizda elde ettigimiz

baz1 6nemli sonucglara verilmistir. Ayrica, daha sonra bu konu ile ilgili ¢alisacak olan
arastirmacilara yol gosterici olmasi agisindan bazi 6nerilerde bulunulmustur.

12



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tanim 2.1 (Disk) [ karmasik sayilar kiimesi, z, €] ve r >0 olmak iizere,

D(z,,1) = {z el i|z—zy| < r} kiimesi merkezi z,, yarigap1 r olan agik diski,

D(z,,r) = {Z ell :|Z - ZO| < r} kiimesi merkezi z,, yaricap1 r olan kapah diski,
0D(z,,r) ={zell :[z—7,|=r} kiimesi ise merkezi z,, yarigapi r olan gemberi
belirtir.

Tamim 2.2 (I¢ Nokta) Ac ve z,e€ A i¢in D(z,r) = A olacak bigimde bir r>0

sayisl varsa z, noktasina A kiimesinin bir i¢ noktas1 denir. A kiimesinin tim i¢
noktalarin kiimesine A kiimesinin i¢i denir.

Tanim 2.3 (Acik Kiime) Biitiin noktalar1 i¢ nokta olan kiimeye a¢ik kiime, tiimleyeni
acik olan kiimeye ise kapal kiime denir.

Tanim 2.4 (Baglantih Kiime) Ac[l herhangi bir kiime olmak iizere
A=AnA=#0, A=AnA #J, A=A UAolacak bicimde [ de acik ve ayrik
A, A kiimeleri bulunamiyorsa A kiimesine baglantil kiimedir denir. Tersine boyle

iki kiime varsa A kiimesine baglantisizdir denir. Yani baglantili olmayan kiimeye
baglantisizdir denir.

Tamm 2.5 (Egri) [a,b]c0 olmak iizere,siirekli bir y:[a,b] -0 fonksiyonuna [
diizleminde bir egri denir.

Eger y(a)=y(b) ise bu egriye kapali egri denir.

Eger sadece t =t, icin y(t,)=y(t,) oluyorsa bu egriye basit egri ya da Jordan egrisi
denir.

Eger y basit egri ve y(a) = y(b) ise bu egriye kapali Jordan egrisi denir

Tanim 2.6 (Bolge) Karmasik diizlemde bostan farkli agik ve baglantili bir kiimeye
bolge adi verilir. Acik ve baglantili oldugu icin [ karmasik sayilar kiimesi bir bolgedir.

Tamm 2.7 (Basit Baglantih Bolge) Karmagsik diizlemdeki bir D bolgesindeki tiim
basit kapali egrilerin i¢i tamamen yine D bdlgesinde kaliyorsa bu bolgeye basit
baglantili bolge denir. Basit baglantili degil ise bu bolgeye ¢ok baglantili bolge denir.

Tamim 2.8 (Karmasik Fonksiyon) Ac[] bos kiimeden farkli olmak iizere her bir
Z € A elemanina W karmasik sayisini karsilik getiren kurala karmasik fonksiyon denir.

f:A—1 ile gosterilir ve w= f (Z) seklinde yazilir.

Tamm 2.9 (Fonksiyonun Limiti) Acl] olmak tizere f :A —[1 fonksiyonu verilsin.
z, €l ,A kiimesinin bir yigilma noktas1 ve W, karmasik sayisi olsun. Her & >0 ve

13



O<|Z—ZO| <0 kosulunu saglayan her z€ A igin ‘f(z)—wo‘ <& olacak bi¢imde bir
5=5(2,,6)>0 sayist varsa  fnin z, daki limiti w, dir denir. Bu durum
ZILrQ f(z)=w, ile ifade edilir.

Tanimm 2.10 (Siireklilik) Acl ve f:A—[ bir fonksiyon olsun. z, € A olmak
lizere her & >0 igin [2—27,| <& iken |f(z)— f(z,)| <& olacak bigimde bir 5(¢,z,) >0
varsa f(z) fonksiyonu bu noktada siireklidir denir. Eger f fonksiyonu her nokta igin

surekli ise A kiimesinde streklidir denir.

Tanim 2.11 (Diferansiyellenebilirlik) Acl , f:A—0 bir fonksiyon ve z;, A nin
bir i¢ noktasi olsun. Eger

limiti varsa, f fonksiyonuna z, noktasinda diferansiyellenebirdir denir. Bu limit
f'(z,) veya (;—f(zo) seklinde gosterilir ve bu ifadeye f fonksiyonunun gz,
z

noktasindaki turevi denir.

Tanmm 2.12 (Analitik Fonksiyon) Acl ve f:A —[l fonksiyonu verilsin. z,, A
nin bir i¢ noktasi olsun. Eger f fonksiyonu z, noktasinda ve bu noktanin uygun bir
komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilirse f ye z, noktasinda analitiktir

denir.
Bir f fonksiyonu D —[J bolgesinin her noktasinda analitik ise f fonksiyonuna D

bolgesinde analitik fonksiyon denir.
Diger bir ifadeyle z, noktasinin uygun bir ¢ komsulugunda f fonksiyonu;

> f"(z n

f(z):Z#(z—zo)
n=0 n:

oluyorsa, f(z) fonksiyonu z, noktasinda analitiktir denir.

Tanimi dikkatlice inceledigimizde bir noktadaki analitiklik ile diferansiyellenebilirligin
ayni olmadigi goriiliir. Bir noktadaki analitiklik bir komsuluk ile agik bir kiime iizerinde
tanimlanmus bir 6zelliktir. Ornegin;

f(z)=2xy+i(x*+y®) fonksiyonu z=i noktasinda diferansiyellenebildigi halde

analitik degildir. Cinkii f fonksiyonunun z=i noktasinda bir komsulugu yoktur.

Buna karsihk  f(z)=z° polinomu karmasik diizlemin her noktasinda
diferansiyellenebilirdir ve analitiktir.

Eger f(z) fonksiyonu [J nin tiim noktalarinda analitik ise f (z)fonksiyonu tam
fonksiyon olarak adlandirilir. e*,sinz,cosz gibi fonksiyonlar tam fonksiyonlardur.

f(z)=u(x,y)+iv(x y) karmasik fonksiyonu z =x-+iy noktasinda analitik ise
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ou oV ou ov
% r3)= 2 0) ve Lay)=-Liny)

Cauchy-Riemann denklemlerini saglar.
f(z)=u(x,y)+iv(x y) karmasik fonksiyonu i¢in f, ve f, kismi tiirevleri

of 1 . 1 L

f, =E=E(fx—|fy)=5(ux+|vx—|uy+vy)
of 1 . 1 L

f, =§=E(fx+|fy)=§(ux+|vx+|uy—vy)

seklindedir. Eger bir f(z) fonksiyonu bir D bolgesinde analitik ise

f,=0 ve f,=f'(z) olur. Tersine eger bir D bolgesinde f, =0 veya f, = f'(z)ise
f (z) fonksiyonu bu D bdlgesinde analitiktir. Ayrica
X y
vV, Vv
esitligi yazilabilir. Cauchy-Riemann denklemlerinin bir sonucu olarak,
J(2)=1J (MJ=uf +Uu; = u, +iuy‘2 =|f’(z)|2
X,y

|fz|2—|fz|2:\][£]:u u
X,y X y

oldugu aciktir.

Teorem 2.13 (Maksimum Modiil Teoremi) f, D bolgesinde analitik, sinirinda
stirekli ve sabit olmayan bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon maksimum modiilii

degerini bu bolgenin sinirinda alir ( Duren, 1983). Bu  teorem % fonksiyonuna

uygulanirsa minimum modiil degeri elde edilir. Maksimum modiil teoreminin 6nemli

sonuglarindan biri bu teoremi 1@ fonksiyonuna uyguladigimizda elde ettigimiz
z

Schwarz yardimei 6nermesidir.

Teorem 2.14 (Schwarz Yardima Onermesi) f, U birim diskinde f (0)=0 ve
|f (z)| <1 sartlarmi saglayan analitik bir fonksiyon ise |f’(0)| <1 ve saglanir.

Burada, esitlik hali yalnizca f(z)=¢"z (el )  fonksiyonu igin
saglanir.(Ponnusamy ve Silverman, 2006)

Tamm 2.15 (Argiiman) Karmasik diizlemde zell karmasik sayisi verilsin. Bu
saymin belirttigi vektoriin pozitif reel eksen ile yaptig1 6 agisina z nin argiimenti denir
ve ile gosterilir.

Tanim 2.16 (Konform Doniisiim)
D [ boélgesinde f :D —[1 siirekli bir doniisiimii olsun. Eger aralarinda « agis1 olan

ve z, € D noktasindan gegen diizgiin y,,y, egrilerinin goriintii egrileri f (y,) ve f(y,)
de f(z,) =W, noktasinda ayni bilyiikliik ve yonde o agis1 yapiyorsa f fonksiyonuna
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z, € D noktasinda konform déniisiimdiir denir. Eger f fonksiyonu bu bolgedeki her
noktada konform ise f fonksiyonu D bdlgesinde konformdur.
En 6nemli konform doniistimlerden bir a,b,c,d karmasik sabitler olmak lizere
F) =240 4 pe 20
cz+d
ile verilen Mobius donilislimiidiir. Bu doniisiim genisletilmis karmasik diizlemi

(O, = woo) kendisi iizerine konform olarak resmeder.

Konform doniisiimler ile analitiklik arasindaki iliskiyi veren asagidaki teorem oldukca
kullanighdir.

Teorem 2.17 f:D —0 fonksiyonu bir z, € D noktasinda analitik ve f'(z,)=0ise
f fonksiyonu, z, noktasinda konformdur denir.(Duren, 1983)

Tamm 2.18 (Dizi) f:0 -0, f(n)=z, seklinde tanimlanan fonksiyona (I de bir
karmasik dizi denir.

Tanimm 2.19 (Yakinsaklk) (Zn) dizisi ve z, karmasik sayisi verilsin. Her & >0 sayisi
icin n>n, iken biitin n dogal sayilar i¢in |Zn — ZO| < ¢ esitsizligi saglanacak sekilde
bir n, J bulunabiliyorsa, (z,) dizisinin limiti z, sayisidir denir.

limz, =z,

N—o0
bigiminde gosterilir. Belli bir z, €] limitine sahip olan (z,) dizisine yakinsak dizi
denir.

Tamm 2.20 (Seri) (z,), bir karmagik dizi olsun. z,+ z,+ z,+.. +z +. ifadesine

0 n
karmasik seri denir. Bu acgilim kisaca Zzn ile gosterilir. Bu serinin s, = sz ile
n=1 k=1

tanimlanan (s, ) dizisine karmagik serinin kismi toplamlar dizisi denir.

Tanim 2.21 ( Yakinsak Seri ) zZn bir karmasik seri ve (Sn) de bu serinin kismi
n=0

toplamlar dizisi olsun. (Sn) dizisi bir s, degerine yakinsiyorsa Zzn serisi s, sayisina
n=0
yakinsiyor denir.

Tanmm 2.22 (Kuvvet Serisi) z, karmasik sayisi verilsin. a,,a,,...8,.... karmasik sayilar
olmak tizere

00

D> a(z-2,) =a,+a(z-2))+8,(2-2))" +..+8,(2—72,) +...

n=0
ifadesine z, merkezli kuvvet serisi denir.
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Teorem 2.23 (Taylor Teoremi)
eger f(z) fonksiyonu z, merkezli ve r yarigaph bir y gemberinde analitik ise, »

egrisinin i¢indeki her z noktasinda analitik ise bu noktanin bir komsulugunda
= f"(z n
((2)-3 ) )
o n!

seklinde bir kuvvet serisi a¢ilimi vardir. Bu ag¢ilima f(Z) fonksiyonunun z,

noktasindaki Taylor agilimi denir.
Taylor agiliminda z, yerine 0 yazilirsa Taylor serisinin 6zel bir hali olan

f (Z): njo%(!())

n

z

Maclaurin serisi elde edilir.
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3. MATERYAL VE METOD

Bu boliimde tezin olusturulmasinda kullanilacak tanim ve teoremler verilecektir.

3.1. UNIiVALENT FONKSiYONLAR

Tamim 3.1.1 (Univalent Fonksiyon)
Dcl bir bolge olsun. f:D —[1 fonksiyonunda z,,z, e D noktalar1 igin

f(z)="f(z,) oldugunda z, =z, ise bu f fonksiyonuna D bolgesinde iinivalent

fonksiyon denir. Bu, fonksiyonunun ayni degeri iki kez alamadigi anlamina gelir. Eger
w= f (z)fonksiyonu D bolgesinde iinivalent ise D bolgesini birebir olarak baska

bolgeye doniistiiriir. ~ Univalent bir fonksiyon geometrik olarak f (D) goriintii
bolgesinin katli bir bolge olmamasi anlamina gelir.

e,

z-diizlemi w-diizlemi

Sekil 3.1 Univalent Fonksiyonlarin Geometrik Gosterimi

Tamim 3.1.2 (Yerel Univalent Fonksiyon)
Eger bir f fonksiyonu z, e D noktasinin belli bir komsulugunda iinivalent ise f Yye

yerel iinivalent fonksiyon ad1 verilir.
f fonksiyonun analitik olmasi durumunda yerel iinivalentlik zeD olmak iizere

f'(z) #0 kosulu ile aynidir. (Duren, 1983)

Ancak bu fonksiyonun bu bdlgenin tamaminda {inivalent oldugu anlamina gelmez..
) 3
Ornek olarak f(z)=z*> fonksiyonu D= {z 11<|z|<2, 0<argz< 7”} de yerel

{inivalenttir ama tiinivalent degildir. Gergekten f(z)=2z° fonksiyonu D bolgesinde
analitiktir ve her z, € D i¢in f'(z)#0 oldugundan yerel iinivalenttir. Fakat
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oldugundan f fonksiyonu D bolgesinde iinivalent degildir.

Herhangi bir yerel iinivalent fonksiyonda agilar, ve dénme korunur. Bundan dolay1
tinivalent bir fonksiyon ile konform doniisiim birbirine denk sayilir.

Riemann doniigiim teoremi iinivalent fonksiyonlar teorisinin en temel ve 6nemli
sonuclarindan biridir.

Tanim 3.1.3 (Riemann Doniisiim Teoremi)

D, U karmasik diizleminde basit baglantili bir bolge ve z, e D olsun. Bu bolgeyi U
birim diski iizerine birebir ve konform goriintileyen f(z,)=0, f'(z))>0 sartlarim
saglayan tek bir f fonksiyonu vardir. (Duren, 1983)

Bu teorem, {inivalentlikle alakali problemlerin biiyiikk ¢ogunlugunda yerel basit

baglantili bir bélge lizerinde ¢alismak yerine U birim diskinde ¢alismanin ¢ok kolay
oldugunu soyler.

f fonksiyonu f (O)= f'(O)—1=O sartlar1 ile normalize edildiginde f fonksiyonu U
birim diskinde analitik ve linivalent ise
INRIGEIES
f*(0)
seklinde olusturulan g(z) fonksiyonuda f ile aym ozelliklere sahiptir. Boylece

yapilan bu normalizasyon sinifin genelligini sinirlamaz. (Duren, 1983).

Tamim 3.1.4 (S siifi)
U birim diskinde iinivalent ve f (0) = f'(O)—lz 0 seklinde normalizasyon kosullarini

saglayan fonksiyonlarin sinifina normalize edilmis iinivalent fonksiyonlar simifi adi
verilir ve S ile gosterilir.
S smifinin en dikkate deger fonksiyonu asagida verilen Koebe fonksiyonudur.

k(z)= z :z+222+323+...,(Z€U)

(1-z)

Bu fonksiyonu birim diski —% ‘den oo ‘a kadar ¢ikarilmis negatif reel eksen harig tiim

karmasik diizlem iizerine konform olarak goriintiiler. (sekil 3.2) Koebe fonksiyonu S
sinifinda U birim diskini en genis bdolge iizerine Univalent goriintiileyen bir
fonksiyondur.

Koebe fonksiyonu, tinivalent fonksiyonlar teorisinde bircok problem igin ekstremal bir
oneme sahiptir ve S sinifindaki en genis fonksiyondur.

(-3

19



Seklinde yazilabilen Koebe fonksiyonu altindaki U birim diskinin goriintiisiinii
asagidaki gibi resmedebiliriz.

(]
I{!
[idl
W

| —

flz) = -
(1 = z)? .

-I-I—I(.!

Sekil 3.2 U birim diskininin Koebe fonksiyonu altindaki resmi

S sinifindaki herhangi bir f fonksiyon i¢in a, katsayi sinirini bulmaya galisan

ilk kisi Bieberbach’dur. Bieberbach [a,| <2 esitsizligini 1946 da kanitlamustir.

Teorem 3.1.5 (Bieberbach Teoremi)
f(z)=z+a,2" +8,2>+... €S ise |a,|<2 dir.

|82| =2 hali sadece, Koebe fonksiyonunun bir donmesi bigiminde olan

fy 2
@ (1+ eiﬂz)2

fonksiyonu i¢in saglanir. (Bieberbach 1916).

Ispat
f(z)=z+a,2" +a,2° +... €S iken bu fonksiyonun tersi

1 1 1
f(2) z(+z+az+az’+..) =;[1—(azz+a322 b )t (azrazte )2 _}

=%—a2+(a2—a3)z+...
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seklinde olup ilave bir sabit hari¢ P smifindandir. 1914 de Gronwall ve 1916 da

Bierbach tarafindan ayr1 ayr1 ispatlanan “Eger f eP ise, z:n|bn|2 <ldir 7

n=1
esitsizliginden dolay1
la,’ —ay <1
esitsizligi elde edilir.
Bu esitsizlikten a, yi igeren bir baska esitsizligi asagidaki sekilde ¢ikarabiliriz.

Bunun i¢in de D de iinivalent ve analitik olan
1

N 1
h(z)=] f(2*) ] =z(1+a,2° +a,2* +..)? = z+%a223+... (3.1.1)
fonksiyonunu gozoniine almak yeterlidir. Bu fonksiyon S siifindandir. D de h(z)
fonksiyonun iinivalent oldugunu gérmek igin |Zl| <1 |22| <1 olmak fizere
h(z,) =h(z,) oldugunu kabul edelim. Buradan f(z°)= f(z,°) seklinde olup f
tinivalent oldugundan z° = z,” yazilabilir. Bu halde z, =z, veya z =-z, dir. Fakat

z, =—2, olmasi h(z,) =h(-z,) olmasmi gerektirir ki bu da z, #0 i¢in h sifirdan

farkli ve tek fonksiyon oldugundan miimkiin degildir.
(3.1.1) ifadesine gore h(z) nin agilimindaki ikinci ve ligiincii katsayilar

a, =0 ve a, :%az
dir. Bdylece bunu ‘azz —~ ag‘ <1 de kullanirsak

‘0—%%

Sl:‘—laz
2

= Zla|<1=a,|<2

esitsizligini buluruz.
Alternatif olarak ¥ smifina ait olan

F(z)={h(1ﬂ = z—ia21+...
z 2 "z

fonksiyonunu g6zoniine alabiliriz. Buna goére Gronwall-Bierberbach esitsizliginden

1
_Eaz

<1 veya |[a,]|<2

yazilir. Esitlik durumunun olmasi i¢in gerek ve yeter sart =2« olmak lizere

]

ifadesinden
z
h(z)=——
@ (1+€72%)
fonksiyonu ve h(z) =/ f (z2) esitliginden de
w=f(z)= ;2 =7-2"7 43" 7 — .+ (=) ne" V" 4
(1+e”2)

bulunur. Bu fonksiyon Koebe fonksiyonu olarak adlandirilir ve bu Koebe fonksiyonu
biitiinn ler i¢in |an| =n o6zelligine sahiptir.
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Z e . 5 1
W= ——— esitliginin her iki yanim e’ ile ¢arpip - N hesaplarsak
(1+€”z) erw

1 1 1+e7z) 1 i
e’w e’z :( e‘ﬁz) :e‘ﬂereﬁH2
(1+eiﬂz)2

buluruz. Bu denklemin sag tarafi |z|=r <1 i¢in [0,4] reel araligindaki degerleri alur.

Boylece Koebe fonksiyon D birim diskini t 2% olmak iizere w=te " 1511 ile

delinmis w-diizlemine doniistiiriir.
Bierbach, S smifina ait bir fonksiyonunun a, katsayilarinin |an| <n esitsizligini

sagladigina dair bir kestirimde bulundu. Bierbach kestirimi olarak bilinen bu zor
problem 1985 yilinda L. De Branges tarafindan ispatlandi.

Teorem 3.1.6 (Bieberbach Kestirimi)

f (Z) =1 -i-Z:anZn S sinifinda ise her N> 2 igin |an| <n olur (Bieberbach 1916)
n=2

Bieberbach’in bu kestiriminin iizerinde birgok matematik¢i arastirma yapmis ve

bu kestirimi ispatlamaya ¢alismislardir. Bieberbach 1916 da a, katsayisi igin |a2| <2
oldugunu kanitlamistir. 1923 de Lowner a, katsayisi i¢in |a3| < 3oldugunu gostermistir.
Garabedian ve Schiffer 1955 de |a4| <4 esitsizligini kanitlamislardir. a, katsayisi i¢in
|as|<5 oldugunu 1972 de Pederson ve Schiffer gdstermistir. |a5|<6 oldugunu

Pederson (1968) ve Ozawa (1969) kanitlamislardir. Ve nihayetinde 1985 L. De Branges

|an| <noldugunu gostererek Bieberbach kestirimini yaklasik 70 yil sonra kanitlamistir.

Koebe’nin 1907 de buldugu ve Koebe dortte bir teoremi diye bilinen iinlii
teorem S simifindaki tinivalent fonksiyonlar i¢in en 6nemli temel sonuctur. Bu siniftaki

her feS fonksiyonu f(O):O seklinde bir acik doniisiimdiir. Bu doniisiimlerin
goriintiisiic merkezi orijinde olan bazi diskleri kapsar. Koebe, S sinifindaki her
fonksiyonunun goriintiisiiniin © mutlak sabit olmak iizere ortak bir |VV1 < p diskini

kapsadigini gostermistir. Koebe fonksiyonu |p| s% esitsizligini saglar.

Bieberbach o mutlak sabitini % alarak Koebe kestirimini olusturdu.
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Teorem 3.1.7 (Koebe Dortte Bir Teoremi)

1
S smifindaki her fonksiyonun goriintiisii {WZ|W| < Z} diskini kapsar (Duren, 1983).

ispat
b, f(D) nin bir sinir noktasi olsun ve
bf (2) 1y,2
7)=————=7+(a,+b7)z" +...
p@ =T = @b

fonksiyonunu gozoniine alalim.y =Tof oldugundan y de S simifindadir. Burada T,

T(w) = _bw seklinde lineer olmayan bir doniisiimdiir.
(b—-w)

Bierberbach teoreminden

‘az +b‘1‘ <2
olup,

b7|<2+a,|<4

yazilir. Bundan dolay1 |b|2% olur. Bir sinir noktasinin tam olarak baslangi¢
., . . : . .
noktasindan " birim uzakliginda olabilmesi, bu fonksiyonun Koebe fonksiyonu olmasi

durumunda gosterildi. Boylece % , herhangi daha biiyiik bir sabit ile degistirilmez.

Bieberbach’in  kanitladigi |a2| <2  esitsizligi, konform  doniisiimlerin
geometrisinde daha ileri uygulama alanlarina sahiptir. Bunlardan en &nemlileri f € S
lizerinde s1ras1yla| f (Z)| ve |f’(z)| igin smirlar1 veren biiyiime ve biikiilme

teoremleridir.

Teorem 3.1.8
Her bir f €S igin

7f"(z)  2r? |
f'(z) l—rz‘ 1-r?
esitsizligi saglanir (Goodman 1983).

Teorem 3.1.9 (Biiyiime Teoremi)
Her bir f es ve |z|=r <1 igin,

esitsizligi saglanir.
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Teorem 3.1.10 (Biikiilme Teoremi)
Her bir f es ve |z|=r <1 igin,
1-r
3
(1+r)
esitsizligi saglanir. (Goodman 1983).

Bu iki teoremde de esitlik hali Koebe fonksiyonu ve onun uygun bir rotasyonu
icin gecerlidir.

Asagidaki teoremde bu iki teorem (biiylime ve biikiilme teoremi) bir araya
getirilmistir. Bazi islemlerde bu teorem daha kullanighdir.

Teorem 3.1.11
S smnifindaki her bir f fonksiyonu igin

1-r _ z1"(z)|S
(1+r) f(z)‘ (

1+r
1-r)

lz|=r<1

esitsizligi saglanir.
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3.2. SUBORDINASYON iLKESI

Subordinasyon ilkesi, karmasik analizde 6nemli bir role sahiptir. Son yillarda bu
alanda ¢alisma yapan birgok arastirmaci subordinasyon kavramiyla da ilgilenmislerdir.
Subordinasyon kavramini ilk olarak Lindel6f (1909) kullanilmigtir. Ancak temel
bagintilar Littlewood (1925) ve Rogosinski (1943) bulmustur.

Tamim 3.2.1 (Schwarz Fonksiyonu) U birim diski i¢inde analitik ve
w(z)=>c,z"
n=1

bi¢iminde ifade edilen w(z) fonksiyonu w(0)=0 ve |W(Z)| <1 kogullarini saglhyorsa

bu fonksiyon schwarz fonksiyonu olarak adlandirilir. Schwarz fonksiyonlarinin sinifi

Q ile gosterilir.

Tamim 3.2.2 (Subordinasyon Prensibi) f ve g U birim diskinde analitik fakat
tinivalent olmasi gerekmeyen iki fonksiyon olsun. U birim diskinde

f(z)=9(w(2))
olacak bigimde w € Q fonksiyonu varsa f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinedir

denir ve f < g biciminde gosterilir.

1+7z
Sekil 3.3 1+z < 15
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Subordine olunan fonksiyonun {inivalent olmasi en 6nemli durumdur. Yani g
fonksiyonu U birim diskinde iinivalent ise
f<g< f(0)=g(0)ve f(U)cg(V)
onermesi dogru olur. (Duren,1983).

Teorik olarak, subordinasyon kavraminin kullanilmasindaki temel amag
ozellikleri bilinmeyen bir fonksiyonu arastirabilmektir.
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3.3. UNIiVALENT FONKSiYONLARIN BAZI ALT SINIFLARI

Tezimizin bu boliimiinde iinivalent fonksiyonlara ait baz1 6nemli alt siniflarla
ilgili tanim ve teoremleri verecegiz.

Tanim 3.3.1. (Pozitif Reel Kisimh Fonksiyonlar Sinifi)
P(z)=1+pz+p,2° +..+p,2" =1+ p,2"
n=1

fonksiyonlarmin olusturdugu , U birim diskinde analitik ve tim ; noktalar1 igin
Re{ p(Z)} >0 kosulunu yerine getiren tiim fonksiyonlarn sinifina pozitif reel kistmh

fonksiyonlar smifi denir. Bu smif P ile sembolize edilir. P(z) fonksiyonunun
tinivalent olmas1 sart degildir.
P(Z):1+ 2" fonksiyonunu ele alirsak bu fonksiyon herhangi bir n>0

tamsayisi i¢in P smifindadir ama n =2 alirsak bu fonksiyon tinivalent degildir.

L(2)=2tc14 224222 +..=1423 7"

1-z n=1

bigimindeki Mobius fonksiyonu, P sinifinda, tipki S smifinda Koebe fonksiyonunun
sahip oldugu gibi, 6nemli bir role sahiptir. Mobius fonksiyonu, U birim diskinde hem
analitik hem de tinivalenttir. Ayrica U birim diskini, sag yar1 diizlem tizerine konform
olarak doniistiiriir. Eger P smifindaki herhangi bir f fonksiyonu ile P fonksiyonu

subordine edilirse
feP=f<P

sonucu ortaya cikar.

Teorem 3.3. 2. (Carathedory Teoremi)
feP ve

olsun. Bu durumda

dir (Goodman, 1983).

Tanim 3.3. 3. (Yildizil Fonksiyonlar Sinifi)
Bir DclU bolgesi ve z, € D noktasini alalim. Eger z, noktasin1 her zeD noktasina

birlestiren dogru pargasi biitiiniiyle D i¢inde kaliyorsa D bolgesine z, noktasina gore

yildizil bolge denir. Eger bu D bolgesindeki tiim noktalar igin saglaniyorsa D ye
yildiz1l bélge adi verilir.
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s e

Sekil 3.4 z;, Noktasina Gore Yildizil Bolge

Ozel olarak z, noktasi orijin secildiginde D birim diskini orijine gore yildizil

bir bolgeye konform olarak doniistiiren fonksiyona yildizil fonksiyon denir. (Goodman
1983)

1w
A a/\
> R >
AU

Sekil 3.5 Yildizil Fonksiyon

Yildizil fonksiyonlarin sinifin1 ilk kez Alexander (1915) ve Nevanlinna (1921)
tanimlamigtir. Bu sinif S™ ile gosterilir.

(1-2)°

biciminde tanimlanan Koebe fonksiyonu yildizildir.

k(z)=

Yildizil fonksiyonlarin analitiklik bakimindan tanimi asagidaki teorem ile verilebilir.
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Teorem 3. 3.4
feAve f(0)=f'(0)—1=0 olsun. f(z) €S olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

0<|z|=r <1 olacak sekilde
Re(Zf (Z)J >0
f(z)

Bu teorem f(z) fonksiyonun yildizil bir doniisiim oldugunu gostermektedir. Ancak bu

sartinin saglanmasidir.

sart f(z)nin iinivalent oldugu anlamma gelmez. Ornek olarak f(z)=z* fonksiyonu

biitiin noktalar1 birim diskten yine birim diske doniistiirdiigi ve teoremdeki esitsizligi
sagladigi halde fonksiyonun tiirevi f’(z) =2z fonksiyonu orijinde 0 oldugundan z =0

komsulugunda iinivalent degildir.

Teorem 3.3.5.
a, #0 olmak iizere f(z)=a,z+a,z°+... fonksiyonu |z|<1 de analitik olsun.

Re w >0
f(2)

sart1 saglaniyorsa f D bolgeside tinivalenttir. (Gonzales 1992)

Eger D bolgesinde

Kisaca Yildizil fonksiyonlarin sinifini

bi¢ciminde gosterebiliriz.

Yildizil fonksiyonlarin 6nemli bir alt smifi olan « —mertebeli yildizil
fonksiyonlar sinifinin1 Robertson (1936)

S*:{f eA: Re(zz'((zz))J>a; ZeU,0£a<1}.

biciminde tanimlamistir.

Tanim3. 3.5. (Giiclii Yildizil Fonksiyonlar Sinifi)
f e A olsun.

f(2)

arg <% ,(zeU,0<a<])

veya bu esitsizlige denk olarak
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Z::'((ZZ))<O[G:T (zeU ,0<a<l)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna, « — mertebeden giiclii yildiz1l ( strongly starlike
of order o) fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinifini S (a) ile gosterilir. @ =1 i¢in

S(1)=S" olur. S(a) smifini, Brannan ve Kirwan (1969), ve Stankiewicz (1966)
tanimlamis ve bu smif ile ilgili caligmalar yapmuslardir.

Tamm 3.3.6. (Konveks Fonksiyonlar Sinifi)

[ deki bir D bélgesindeki herhangi iki nokta ¢iftini birlestiren dogru pargasi yine
bu bolgenin i¢indeyse D bolgesine konveks bolge denir. Baska bir deyisle, Z;,Z, € D
ve 0<A<1 igin Az + (1— ﬂ,) Z, € D sart1 saglaniyorsa bu bolge konvekstir denir.

Im

Re

Sekil 3.6 Konveks Bolge

Bir D bélgesinde iinivalent olan f (z)fonksiyonu bu bélgeyi konveks bir

bélgeye doniistiiriiyorsa bu fonksiyona D de konveks fonksiyon denir. Bu siif K ile
gosterilir.
Ornegin;
f(z)= 1+—Z ve f(z)=Ilog 1'+—Z fonksiyonlar1 konvekstir.
-z -z

Herhangi bir konveks bdlge her noktasia gore yildizil oldugundan K = S™ yazilir

f, U birim diskinde iinivalent ve f (0)=O ve f’(0)=1 normalize sartini
saglayan bir fonksiyon olsun. Eger

Re{l+&}>a (0<a<1)
t(2)
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sartt saglaniyorsa f(z) fonksiyonuna «. mertebeden konveks fonksiyon denir. Bu
sinifi ise K, ile gosterilir.

Lemma 3.3.8.
f (z) fonksiyonunu U birim diskinde analitik ve f(0)=0 ve f'(0)=1 kosullarin

saglayan bir fonksiyon olmak tizere f (z) fonksiyonunun K sinifinda olmasi igin gerek

ve yeter sart
Re[1+2f—(z)] >0 zeU
f'(z)

olmasidir. (Gonzales 1992)

[k defa Alexander tarafindan 1915 yilinda verilen asagidaki teorem yildizil ve konveks
fonksiyonlar arasindaki ¢ok 6nemli bir iligkiyi ifade eder.

Teorem 3.3.9(Alexander Teoremi)
f(z)eA ve zeU olsun. f(z)eK olmast igin gerek ve yeter sart Zf'(Z)eS*

olmasidir.

Ispat

ow (. 1 5
—=—|60+=m+argf’ =—/(argzf’
06 ae[ TR (Z)j 50\ ¥97'(@)

yazilir. Sonug¢ olarak a%(arg zf’(z))>0, zf'(z) nin yildiz1l olabilmesi i¢in bir sart

oldugundan sonug¢ buradan sdylenir.

fl' ! " ”
Re z(ZT,) =Re{z%}=Re{l+z%}

Z Z
=1+ Re{z:—}>0

oldugundan Teorem 3.3.4 geregince
#f (2) =z+2a,2% +...
fonksiyonu D de univalenttir.

Ayrica Strohhacker (1933) tarafindan
* 1
feKise fe$S (—j
2
oldugu ispatlanmustir.
Konveks ve yildizil fonksiyonlar ile ilgili 6rnekler ve bunlar arasindaki iliski asagidaki

sekilde verilebilir.
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Ornek 3.3.10

f(z)= _z fonksiyonu U birim diskini Rew > e konveks bolgesine doniistiiriir.
1-z 2

Dolaysiyla f (z) de birim diskte konveks bir fonksiyondur.

7'(2) = 2 (1_2)_22(_1) __z :
(1-2) (1-2)

fonksiyonu ise Koebe fonksiyonu oldugundan birim diskte yildizildir.
Her konveks fonksiyon ayni zamanda bir yildizil fonksiyondur. Ancak tersi her zaman
dogru degildir. Ornegin koebe fonksiyonu, yildizil bir fonksiyon oldugu halde konveks
degildir.
Konveks, yildizil, normalize edilmis {inivalent fonksiyonlar ve analitik fonksiyonlar
arasinda

KcS cScA

bi¢iminde bir iliski vardir.

Tamim 3.3.11 Giiclii Konveks Fonksiyonlar Simifi)
ar

f « A olsun.
arg 1+—Z]c (Z) <
f'(z) 2

ifadesini saglayan f fonksiyonuna « -mertebeden giiclii konveks fonksiyon

(zeU, 0<a<l)

(strongly convex of order « ) fonksiyon denir. Bu sinif K(a) ile gosterilir. ¢ =1 igin
K(1)=K elde edilir.
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3.4 BI-UNIVALENT FONKSiYONLAR

Bu boliimde bi-linivalent fonksiyonlarin tanimi1 ve bazi alt siniflar1 verilmistir.

Tamm 3.4.1. (Bi-iinivalent Fonksiyonlarm Simifi)
U birim diskinin her f(z)eS fonksiyonu altindaki gériintiistiniin 2 yarigapl diski

i¢cine aldigini biliyoruz. Bu sebepten dolay1

0
n

f(z)=z+a,2%+..=2+) a2

n
n=2

bi¢iminde yazilan S sinifindaki her f(Z) fonksiyonunun

f(f’l(z)):z (zeV)
(1 (w))=w (|w|<r0(f);r0(f)2

J

dzellliklerini saglayan bir f ~ ters fonksiyonu vardir. Buradaki f ~ ters fonksiyonu

Nl

f(w) =w-a,w’ +(2a; —a, )W’ —(5a; —5a,a, +a, )W +...

seklindedir.

f eA igin f fonksiyonu ve de ters fonksiyonu olan f_l, U birim diskinde
tinivalent ise f (Z) fonksiyonuna bi-iinivalent fonksiyon denir.

U birim diskinde bi-iinivalent olan

f(z)=z +ianz”
n=2

bi¢imindeki Taylor-Maclaurin seri agilim ile verilen fonksiyonlarm smifi > ile
gosterilir. Bu sinifi ilk kez 1967 de Lewin tanimlamistir.

> smifindaki fonksiyonlara

fonksiyonlar1 6rnek olarak verilebilir.
> sinifina ait olmayan fonksiyonlara da
2
z yA
Z—— Ve >

2 1-z
fonksiyonlarini 6rnek olarak verebiliriz. Koebe fonksiyonunun, goriintii bolgesi U
birim diskini igermediginden 2 sinifina ait degildir.

Bi-tinivalent fonksiyonlarda da tinivalent fonksiyonlarda oldugu gibi katsayilar ile ilgili
ozellikle de |aQ| ve |a3| katsayilari ile ilgili katsay1 tahminleri yapilmustir.
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Lewin, > smifindaki fonksiyonlarmn a, katsayisi i¢in |a2|<1.51 oldugunu

kanitlamigtir.  Bu  smifinin  tanimlandigi  ilk  zamanlarda katsayilar1  igin
la,| <1 (nel /{1}) iddia ediliyordu. Ancak Brannan ve Clunie, 1979 da |a,|<+/2

oldugunu gostermislerdir. Netanyahu ise 1969 da max|a,| :% oldugunu gostermistir.

1981 yilinda yaptiklar1 calismalarinda Styer ve Wright |a2|>g esitsizliginin Y

simifindaki bazi fonksiyonlar i¢in saglandigini gostermislerdir. > sinifi igin yapilan en
iyi tahmin 1985 yilinda Taha’nin ispatladigi |a2| <1.485 tahminidir.

> smfindaki fonksiyonlarm |a,| (n el 1{1,2};0 ={1,2, 3}) katsayilar
icin katsay1 tahminleri ise matematikgiler igin agik bir problem olarak hala durmaktadir.

3.4.2. Bi-iinivalent Fonksiyonlarin Bazi Alt Simiflar

Tezimizin bu kisminda {nivalent fonksiyonlardaki gibi bi-linivalent
fonksiyonlardaki 6nemli alt siniflardan bazilarini ele alacagiz.
Ozellikle son dénemde bu altsmiflardan yola ¢ikilarak matematikgiler bircok arastirma
yapilmistir. Bu c¢alismalardan bazilar1 sunlardir; Srivastava et al. 2010, Frasin and
Aouf 2011, Magesh and Yamini 2012, Srivastava et al. 2013, Caglar et al. 2013,
Altinkaya and Yal¢in 2014, Orhan et al 2015, Srivastava and Bansal 2015, Srivastava
et al. 2015, Deniz et al. 2015; Orhan et al. 2016, Bulut et al. 2017., Sakar and Giiney
2017, Sakar 2018, Seker 2018.

Tamim 3.4.3. ( -Mertebeden Giiglii Bi-Yildizil Fonksiyonlarin Sinifi)
Brannan ve Taha 1986 yilinda S  simifindaki « -mertebeden olan yildizil

fonksiyonlarin S*(a) sinifi gibi bi-tinivalent fonksiyonlar sinifinin bir altsinifi olan & -
mertebeden giiclii bi-yildizil fonksiyonlar simifi tanimlamiglardir. Bu simif S; [Ot] ile

gosterilir. Analitik olan Bir fonksiyon S; [05] smifinda ise agsagidaki kosullar saglanir.

fe> ve

am(ié3]<%; (zeU;0<a<l)

ve

<%§ (WeU;0<a<1).

3

g(w)

Burada g fonksiyonu, f fonksiyonun U birim diskine genislemesidir (Brannan
and Taha, 1986).

Tamim 3.4.4. (a - Mertebeden Giiglii Bi-Konveks Fonksiyonlar Sinifi)
S; [Ot] sinifina benzer olarak bi-linivalent fonksiyonlarin bir altsinifi olan « -

mertebeden giiclii bi-konveks fonksiyonlarmm sinifi da tanimlanmistir. Bu smif
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Kz[a] ile gosterilir. Analitik olan bir fonksiyon Kz[a] smifinda ise asagidaki kosullar

saglanir.

f e>ve ; (Z) >

arg(1+2f,—(z)]‘ <4E (zeU;0<a<l)

ve

arg(1+wg (W)j < (weU;0<a<1).
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3.5. M-KATLI SIMETRIK ANALITIK FONKSIYONLAR

S smifinda herhangi  f fonksiyonuna karekok doniisiimii  uygulandiginda

{inivalentlik 6zelligi korunur. (Duren,1983). Baska bir ifadeyle f €S icin g =/ f(z%)

alalim. Burada 9 €S olur. f(2)=0 degerini yalnizca orijinde sagladigindan karekok
fonksiyonunun tek degerli olan bir dalin1 segebiliriz. Boylece 9 fonksiyonunu
asagidaki sekilde yazabiliriz.

2

g=+f(2%) = z{1+ a,z’ +a,;z* +...}]/

=72+¢2%+C.2° +..., |7| <1.

g fonksiyonunda g(-z) =—g(z) sart1 saglanir. Buradan g fonksiyonunun analitik, tek ve

tinivalent bir fonksiyon oldgunu soOyleyebiliriz. (Duren, 1983). Bu fonksiyonlari
genellersek

f(z)=z+ 3 a,.z™ m=23,..
( ) ; mk+1 (351)

seklinde normalize edilmis m-kathi simetrik fonksiyonlardan olusan ve S™ile
gosterilen sinifi tanimlayabiliriz. S™ sinifi, S nin bir alt sinifidir. Buradan herbir f €S

fonksiyonunun g(z)={f(z”‘)}]/m bigimindeki m.dereceden kok déniisiimiiniin, S™

smifinda oldugu sonucunu ¢ikarabiliriz. Aksine, her g € S™ fonksiyonu, m.dereceden
kok doniisiimii ile S sinifindaki bir fonksiyondan olusur. S sinifindaki fonksiyonlar tek
katli simetrik fonksiyonlardir.

Srivastava ve ark. (2014) c¢alismalarinda m-katli simetrik {inivalent
fonksiyonlara paralel olarak m-katli simetrik bi-iinivalent fonksiyonlar1 arastirdilar. Bu
aragtirmalarinda her bir f eX fonksiyonunun, ¥V meN i¢in m-katli simetrik bi-
tinivalent bir fonksiyon {irettigi sonucuna ulastilar. Bu oOnemli sonugla birlikte
caligmalarinda

f(z)=z+a,2%+..=2+) a7
n=2
bi¢iminde verilen normalize edilmis iinivalent fonksiyonu i¢in g = f ' seri a¢ilimim

asagidaki bigimde buldular.

g(w)=fH(w)=w—a, W +[(m+Da’ , —a,, W™

_[%(m +1)(3m + 2)a3 — (3m + 2)am+la2m+1 + a3m+l]w3m+l o

m+1
(3.5.2)
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U= {Z 7| <1} birim diskinde m-katli simetrik bi-iinivalent fonksiyonlarmn smifin1 %

ile sembolize edilir. m=1 degeri yerine yazildiginda bi-tinivalent fonksiyonlarin sinifi
elde edilir. £ smuf1 i¢in agagidaki drnek verilebilir.

5 b= e

Yukaridaki fonksiyonlarin tersleri ise sirasiyla;

1 . 1 1
whom (e -1 " 1 1+wm )"
, - ve | =log
1+w" e 11 2 1-w"

bigiminde bulunur. Son yillarda X smufi ile ilgili yeni alt siniflar tannimlanmis ve

birgok arastirma yapilmistir. Bunlardan bazilar1 Srivastava ve ark. 2014- 2016 , Eker
2016, A. Akgiil 2017 , Sakar ve Aydogan 2018,

37



3.6 FABER POLINOMLARI

Faber 1903 te basit baglantili bir bolgede genellestirilmis bir Taylor seri agilimini
formiilize etmistir. Basit baglantili bir D bolgesinde bir f fonksiyonunun

f(2)=>a0,(2) (3.6.1)

{aﬂ} katsayillar1 Q ve f(z) tarafindan belirlenir. Burada @, (Z) polinomlart Q
bolgesinin (3.6.1) esitliginde incelenen Faber Polinomlari olarak adlandirilir.

Faber’in yapmis oldugu bu calismadan sonra Faber polinomlar1 matematigin birgok
alaninda uygulanmistir. Bu uygulamalar sayesinde Faber polinomlar: ile ilgili ¢ok
sayida makale yaymlanmistir. Bunlara Curtiss 1971, Smirnov and Lebedev 1968,
Suetin 1998 in ¢aligmalar1 6rnek verilebilir. Ayrica, Siietin’in 1998 yilinda yayinlanan
kitab1 Faber polinomlariin genis bir bibliyografisini igerir.

Son zamanlarda karmasik diizlemin bazi bdlgeleri i¢in Faber polinomlar1 bir¢ok
aragtirmanin onemli bir konusu haline gelmistir. Bunlara 6rnek olarak, M. X. He ye ait
1994 ve 1995 yilllarindaki dairesel yay ve dairesel ¢izgilerin polinomlart hakkindaki
caligmalar1 verilebilir. Diger taraftan Coleman ve Smith in 1987 deki, Gaterman ve ark.
1992 deki dairesel dilimlerin Faber polinomlari, Coleman ve Myers in 1995 deki Halka
dilimlerinin Faber polinomlari ¢alismalar1 6rnek olarak verilebilir.

Ayrica, hypocyclodia bolgelerin Faber polinomlar: ile ilgili olan bir¢ok calisma da
vardir. Eierman ve Varga nin 1993 teki ve M.X. He ve Saffi’nin 1994 deki ¢alismalari
buna 6rnek olarak verilebilir.

Faber polinomlarinin tanimmi vermeden once asagidaki fonksiyon smiflarini
tanimlamamiz gerekir.

Tanim 3.6.1

Bir f fonksiyonu A, ={z:|z|>r} bolgesinde 1 reziidiilii sonsuzda basit bir kutup harig

her noktada analitik ve tinivalent ise 2., smifindadir denir.

Her g e, fonksiyonun goriintiisii A, kompakt baglantili bir Q kiimesi iizerine tam

olarak resmeder. Burada her g € 2,

9(2)=z+)Y bz |z|>r.
n=0 (3.6.2)
acilimina sahiptir.
_9(@)—-w < N :
9(z) = , Well oldugunu gbéz Oniline alalim. Bu fonksiyon sonsuz

z
komsulugunda ve sonsuzda 1’e esit olan analitik bir fonksiyondur. Bundan dolayi
sonsuzda yok sayilmaz. Sonug¢ olarak z=1 noktasinda sifira esit olan bir analitik
logaritmaya sahiptir.
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Buradan segilen, uygun bir (_le degeri i¢in asagidaki ag¢ilimi elde ederiz.

Iog( g(z)_wj - i(%jpk w)z™* (3.6.3)

z k=1
Eger, (3.6.3) denkleminde her iki tarafin z ‘ye gore tiirevini alirsak
-1 9'(2) . )
—+ =" =N'P(W)z (3.6.4)
z g(z2)-w é ‘
veya
29'(z < .
280 __$pwy*,  P,)-1
9(2)-w I (3.6.5)
esitliklerini elde ederiz.

P. (W) polinomlarmnin formunu belirlemek icin (3.6.2) deki esitligi (3.6.5) de yerine
yazarsak

z—inbzz‘n =|:Z+an2_" —WMi Pn(w)z‘”] (3.6.6)

n=0
elde ederiz.

Cauchy ¢arpimini gerceklestirip katsayilart karsilagtirirsak

P,(w) =1, (3.6.7)
P(w)=w-h,, (3.6.8)
P_.(W)=(W—b,)P. (w)—nibk P (W-(+)b, n=12,.. (3.6.9)

esitliklerini elde ederiz.

Tamm 3.6.2:
{Pn (W)}(:=0 seklindeki polinomlara g(z) nin (veya Q) Faber polinomlar1 denir.

(3.6.9) eesitliginden P,(w) nin n. dereceden tekil bir polinom oldugu agiktir.

Asagidaki teorem Faber polinomlarinin baska bir tanimi olarak diisiiniilebilir.

39



Teorem 3.6.3.

{P(W)}; g(z)eX, nin Faber polinomu olsun. Bdylece sonsuz komsulugunda

asagidaki esitligi yazmak miimkiindiir.

w

(@J’l(W))n = Pn(w)+0(l) (3.6.10)

Yani, burada, P,(w) nimn aslinda n. dereceden tekil bir polinom oldugu ve ((\:]*1(W))n

aciliminin da sonsuz yakinliginda temel bir pargasi oldugu anlagilmaktadir.

Ornek: 3.6.4

g(z) = z +a fonksiyonu |Z| =r nin disin1 merkezi & ve yarigapi r birim olan dairenin
disina resmeder. Buradan g(z)nin Faber polinomlart;

P.(2)=(z-a)", n=012,..dir.

Merkeze yerlestirilen bir dairenin hem i¢inin hem de diginin Faber polinomlar1 z nin
kuvvetleridir.

Ornek 3.6.5
f(2) :;Z fonksiyonu |Z| < 2| p| yi orijini igeren en yakin sinirt noktast p olan bir
2p

yari diizleme resmeder. Buradan f (z)nin Faber polinomlari

Pn(Z){Z—i} . n=0,12,.. dir.
2p
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4.BOLUM

Bu boliimde, calisgmamizda elde ettigimiz bulgulara yer verilecektir. Amacimiz, X
smifindaki fonksiyonlarn yeni bir alt smifini tanimlamak ve bu altsiniftaki

fonksiyonlarin |an| genel katsayisi i¢in Faber polinomu katsay1 tekniklerini kullanarak

bir iist sinir belirlemektir. Ayrica bu fonksiyonlarin kesin olmayan |am+1| ve |a2m+1|

baslangi¢ katsayr sinirlarini elde ettik. Bu boliimde yapilan ¢alisma ve elde edilen
sonuglar “Turkish Journal of Mathematics” adli derginin 43 (2019) sayiSinda

yayinlanmustir.

41 Sy (A7,4.¢) SINIFI

Tamm 4.4.1 n>2 ve 0< <1 olmak iizere p, (/) iinivalent analitik fonksiyonlarin

smifi olsun. z=re"’ ve p(O) =1 igin,

2z

J

0

Rep(z)-4
1-5

esitsizligini saglayan p, sinifi p(z) fonksiyonlarmin sinifin1 temsil eder.

‘d@ﬁkﬂ'

B=0 i¢in p, = p,(0) oldugu agiktir. U birim diski iginde, p(0)=1 ve
71— ze"
p(z)= [ T xdu(t)

. 1+ze"
olur. u smirl varyansyonlu gergel degerli fonksiyon iken asagidaki iafedeler saglanir.
2z 2z
Idu(t)=2;z ve ﬂdu(t)\Sn . n>2
0 0
p=p, fonksiyonu U birim diskinde pozitif gergel kisim ile normalize edilmis 1iyi
bilinen bir Caratheodory fonksiyonudur. (K.Padmanabhan and R.Parvatham,1975).

Tanim 4.1.2

0<A<1,0<p8<1 ¢>2 ve mel olmak lizere 3.5.1 formunda verilen bir f e
fonksiyonu; (3.5.2) formunda verilen g=f* , rel] —{0}, vez, well olmak iizere
asagidaki sartlart sagliyorsa Sy (ﬂ,, 7,5.¢ ) siifindadir denir
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1] #f'(2)+ A2 £"(2)
7| Azt () + (- A) F (2)

—1} eP.(8) Ve (4.1.5)

1] wg'(w)+ Az%g"(w)
r| Awg'(w) +(1-2)g(w)

—1} eP.(8). (4.1.6)

Temel sonuglarimizi elde etmek i¢in agsagidaki lemmay1 kullanacagiz.
Lemma4.1.3
¢ € P.(B) ve z eW olmak iizere

#(z)=1+hz+h,z>+...;  fonksiyonu i¢in

Ih|<<@-p) ; n>1dir. (Goswami ve ark. 2015)

4.2 KATSAYI TAHMINLERI

Genel olarak herhangi bir n> 2 ve herhangi bir pel igin D) =D!(a,,a,,...a,) olmak
tizere , K" agilimi agagidaki gibidir,(Airault ve Bouali 2006)

_p(p—1)+D§+—p! D:+...+—p! D
2 (p—-3)!3! (p—n)n!

n

& |
Todorov (1991) , D, ifadesini D, (a,,8,...8,) = - ' I_' :
i

il in—l
a,"...a,
=i !

seklinde tanimlamistir. Burada a, =1 olur ve toplam tiim negatif olmayan ve
L+, -+, =1
L+2i,+..+(n-Di _,=n-1

kosullarini saglayan i,...,i,, tamsay1 degerleri {izerinden alinmaktadir.

D/ (a,,a;,...a,) =a, oldugu aciktir.

Benzer sekilde form (3.5.1) deki bir f e Adonksiyonu Faber polinom kullanilarak
asagidaki sekilde yazilir;

= o 1
f(2)=2+) 2™ =2+ K"(a,,8,...,8,,,)2™" (4.1.7).
k=1 k=1

g = f* ters fonksiyonun katsayilari ise asagidaki sekilde ifade edilir.
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g(w) = f*(w) = W+Z—K (mkD) (g

mk +1 m+17 2m-¢—l7""amk+1)ka+l : (418)

Sonug olarak (3.5.1) formundaki f e S (ﬂ,, 7,5.¢ ) fonksiyonu asagidaki gibidir.

=1+ D R (@0 Qi B 27 (4.1.9)

k=1

1| #'@+12°1"(2) 1
| 2@+ (1-2) f(2)

Gerekli islemler yapildiktan sonra F, (a,,;, 85,1, 8y.;) fonksiyonunun ilk ii¢ terimi
asagidaki sekilde bulunur.

F = m(/lm +1)a,
T

m+1

m
Fzz?[2(21m+1)azm+1 (im+1)2 : }

m+l

m-+1 2m+1

F, =] 334m+ Dy, ,, ~3(Am+1)(2mi+1)a H(Am+1) &, .
T

m+1

[k teoremimizde SZm (/1, 7,53.¢ ) sinifina ait m-katli simetrik analitik, bi-univalent

fonksiyonlarin |a'mk+1| katsayilari igin bir list sinir elde edecegiz.

Teorem 4.2.1
0<A<1,0<p8<] ¢>2,7l] —{0} ve mell olmak iizere (3.5.1) formundaki

feSs (/1, 7, B, {) fonksiyonu verilsin. Eger a,,.,, =0 (1< j<k-1) ise

mj+1

|amk+1|g|f|§(;ﬁ) (k >2) dir.
mk(mkA +1)
Ispat :

(3.5.1) formundaki feSzm (l,r,ﬁ,é’)igin (4.1.9) daki agilimimiz vardir. Ters

goriintiisii g = f ™ icin (3.5.1) ve (4.1.8) denklemlerini dikkate alirsak asagidaki ifadeyi
elde ederiz.

1 { wg'(w) + Aw*g” (w)

7| Azg'(W) +(1-2)g(W) }“;Fk(%u%m,---,Anm)w”” (4.1.10)

Bununla birlikte

1

—— Kk (mk+1) (a

Aﬂk+1 m-+17 2m+1’ Tt amk+l) k 2 1 (4111)
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dir.

Ote taraftan f €S, (1,7,5,{) ve g= fle Sy (4,7, B,¢)fonksiyonlar: igin tanim

geregi U da R(p(z)) >0 ve R(g(w)) >0 olmak iizere pozitif reel kisma sahip;
asagidaki iki fonksiyon vardir.

p(2) =1+i pz™ eA (4.1.12)
k=1
ve
a(w) =1+iqkwmk eA. (4.1.13)
k=1

Boylece sirasiyla

1{ zf'(2) + 122 £ "(2)

i “1|=
v Ad'(2)+(1-2)f(2) } "4 (4.1.14)

' 2¢nm o
l{ 7t '(2)+ A2 1"(2) —]}:zKi(pl’pZ’“'pk)zmk (4.1.15)
k=1

| Azf'(2)+(1-2) T (2)
ve
A IR COERATS KOO N
| Awg'(W)+(1-2)g(w) |
1 wg'(w)+ g’ W) | & .
7| Awg'(w) + (1- 2)g(w) 1_—kZ_1lKk(q1,q2,--.,qk)w (4.1.16)
yazilabilir.

Lemma4.1.3 den k >1 i¢in |p|<{(1-2) ve |q|<{(@A-p) yazilr.
Herhangi bir k >1i¢in (4.1.10) ve (4.1.12) deki ilgili katsayilarin esitlenmesi ile
Fe (@1 Bomes oo Bieas) = Kic (D1 Po--P, ) elde edilir,

Benzer sekilde (4.1.11) ve (4.1.14) den

Fk(ArH—l’ A2m+l""’ A\nk+1) = Ki(ql’qzv---qk)

oldugunu buluruz.

1< j<k-1icin a,,, = 0oldugunu unutmayalim.

Ank+1 ==
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esitligi vardir ve buradan
1
- mk(ﬂ’mk +l)a'mk+1 = pk
T

L mk(imk + DA, , = g,
T

olur.

Buradan asagidaki esitligi yazabiliriz;
1

-—mk(Amk +1)a,, , =0, .
T

Yukaridaki esitliklerin her iki tarafinin mutlak degerleri alinirsa;

|pk||T| _ |qk||r|
Imk(mkA+1)]  |-mk(mkA +1)|

|amk+l| =

ifadesi elde edilir.
Lemma 4.1.3 kullanilirsa

¢le|@-p)

B < mk(mkA+1)

sonucunu elde ederiz. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.2.2

0<A<1,0<p8<] ¢>2,7el] —{0} ve mell igin, (3.5.1) formundaki
feS; (ﬂ,, 7,53.¢ ) fonksiyonu i¢in asagidaki esitsizlikler saglanir.

// Cap) o <g“[—(l—%m)z+(1+m)(1+2mﬂ)]r\—m(ﬂml)z
|a |< \]m[(1+m)(1+2m,1)—(1+,1m)2}’ ¢[ @rm)a+2ma)-(1+am)? |
m+l| — £QA-p)d] g“[—(l+/lm)2+(1+m)(1+2mﬂ)]\r\—m(lﬂtm/l)2
m(+ma)’ g[(1+m)(1+2m/1)—(1+zm)2]1\
(4.1.17)
EES T Sa-pl , =P m+D)ef £~ B){[2(m+1)(A+2m2) - @+ mAY?|+ 1+ ma)? o
m 2m(L+2mA) 2m*(1+ma)® 4m(1+2m/1)‘(m+1)(1+2m/1)—(1+m/1)2‘
(4.1.18)
[2(1+2m/1)(m+1)—(1+m,1)2]az ) . Sa-p)
2(1+2mA) T T omL+2mA)
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Ispat :

(4.1.15) ve (4.1.16) esitliklerinde sirasiyla k =1 ve k =2 yazilirsa asagidaki esitlikleri
elde ederiz;

%m(mﬁ +1a, ., = p, (4.1.19)
%m[Z(Zmﬁ +1)a,,,, —(Am+1)’ a;ﬂ} =, (4.1.20)
—%m(m/l +la_, =q (4.1.21)
%{[Zm(Zml +1)(m+1)—m(Am +1)2Ja§1+1 —2m(2mA +1)a2m+1} =q, . (4.1.22)

(4.1.19) ve (4.1.21) denklemlerinden

|am+l|= |pl|T = |ql|T elde edilir.
m(mA+1) |-m(mA+1)
Lemma 4.1.3’4 uygulayarak
@y, < Ha=p (4.1.23)
m(mA +1)

esitsizligini elde ederiz.

(4.1.20) ve (4.1.22) esitlikleri taraf tarafa toplanip, ifade diizenlendikten sonra
asagidaki esitlik elde edilir.

27”1[—(1+ mA)* +(m+1)(1+2ma) |ad,, = p, +0, . (4.1.24)

Bu esitlikte Lemma 4.1.3 kullanilarak;

|a |< §|T|(1_IB)
" m[ =@ am) s+ @ m) (24 2ma)
sonucunu buluruz.

Bu ifadeyi (4.1.23) deki esitsizlikle birlestirirsek;
iddia edilen tahminleri elde ederiz.

am+l| katsayilari ile ilgili (4.1.17) de

Simdi de sirasiyla |am+1| in katsayi sinirlarini bulalim; (4.1.20) deki esitlikten (4.1.22)
deki esitligi cikarirsak asagidaki iki esitligi elde ederiz;
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1

—{4m(2mﬂ +Da,,., —2mL+2mA)(m +1)a;+1} =p,—0,
T
veya
a, - 7(p, —0,) +2m(1+2mA)(m+1) 2. (4.1.25)
4m(2mA +1)
(4.1.19) daki @ ., degerini (4.1.25) de yerine yazarsak
_ (m+1)p’c* + 7(p,—9,)
To2m*(+mA)’  4m(1+2mA)
sonucunu elde ederiz.
Lemma 4.1.3 i kullanarak
- 2(1- B (m+1)|7[*
By < =B LAy (M (4.1.26)

2m(1+2mA) 2m? (L+mAa)?
sonucunu buluruz.

Diger taraftan a2, in (4.1.24) esitligindeki degerini (4.1.25) deki esitlikte yerine
yazarsak;

2m+l T

(m+1)(p2+q2)T N (pz_qz)T
am| (m+1)(1+2ma)-(1+ma)’ | 4m(l+2m2)

bulunur. Lemma 4.1.3 i kullanip baz1 diizenlemeler yapildiktan sonra

¢lr|@-p) N |7l @-p)A+m)

|| < (4.1.27)
2m(2mA+1) - 2m[[ ~(1+2mA)* +(m+1)(A+2m2) |
esitsizligini elde ederiz.
Buradan da 4.1.22 esitliginde Lemma 4.1.3 i kullanirsak
[ 2@+2mA)(m+1) - 1+ mA)* a2, | S-Bl (41.28)
2(1+2mA) ™7 2m(1+ 2mA) o

oldugunu buluruz. Boylece Teorem 4.2.3 kanitlanmis olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1. Sonuclar

Bu calismamizda, m-katl simetrik bi-iinivalent fonksiyonlarin SZm (/l,r, b.¢ ) smifini

tanimlayarak, bu fonksiyonlara ait Faber polinomlarin katsayilari i¢in {list smirlar elde
ettik. FElde ettigimiz sonuglart daha Once yapilan c¢alismalarla karsilastirdigimizda
parametrelerin segilen uygun degerleri igin daha Once yapilan bazi calismanin
genellemesini elde etmis olduk. Bu bolimde daha once c¢alisilmis olan  bazi
calismalarin sonuglarini vererek, bundan sonra bu alanda calisacak olan arastirmacilara

yol gosterici bazi dneriler sunmus olacagiz.

Bu ¢alismamizda 0<A <1, 0<B<1 £>2 ve mell olmak iizere (3.5.1) formunda
verilen bir f e fonksiyonu, (3.5.2) formunda verilen g=f™" fonksiyonu ve
rell —{0}, z, well olmak iizere asagidaki sartlar1 saglayan

1| Z®f'(2)+12°t"(2)
+;sz'(z)+(1—ﬂ)f(z) _1}6 R (A)

1 wg'(W)+4z°g"(w)
+;ng'(w)+(1—/1)g(w) 1}%(/3)’

SZm (ﬂ,r, L£.¢ ) siifina ait elde ettigimiz Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2 deki sonuglar

bircok calismanin genellemesidir. Bu genellemelerden bazilarinin sonuglar1 asagida

verilmistir.
Omegin 7=1, £ =2, A=0 degerleri Tamim 4.1.2 ve Teorem 4.2.2 de yerine yazilirsa
Sy (ﬂ, 7,5,¢ ) siifi S;m sinifina indirgenir ve asagidaki tanim ve sonuglara ulasilir.

Tanmim 5.1.1 0< £ <1 olmak tizere (3.5.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu

Re{i'((zz))}” B

Re{M}>ﬁ , weU

9(w)
esitsizliklerini saglaniyorsa f e ng dir (S.G. Hamidi ve J.M Jahangiri, 2014).

ve
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Teorem 5.1.2

0< <1 ve mell olmak iizere, (3.5.1) formunda verilen f e Szﬁm fonksiyonu

verilsin. Eger a,;,, =0 (1<j<k-1) ise;

mj+1

gﬁiﬁ k>2

|amk+1| < mk

dir (S.G. Hamidi ve J.M Jahangiri, 2014).

Teorem 5.1.3 0< A <1ve mell olsun. (3.5.1) ile verilen f fonksiyonu S;m smifinda
ise,

2(1-5) 1
CORE A S

m
20-p)

o %sﬂd ’
_[(m+)(1-p) 2(m+1)(1-8) 1-
=m0 2080100 3-1]
ve
_2m+l, | _1-8
2m+1 2 m+l| — m )

esitsizlikleri saglanir (S.G. Hamidi ve J.M Jahangiri, 2014).

Sonu¢ 5.1.4 S;m simifi Teorem 5.1.3 de m=1 yazildiginda asagidaki katsay1
esitsizlikleri elde edilir.

| |< 2B, 0§ﬂ<%
B| = 2(1-8), %sﬁd '

la,| < min {2(1—ﬂ), 4(1- By +1—ﬂ} ,

ve

<1-p .

3.2
%_E%

Bu sonuglar daha dnce yapilmis olan birgok ¢aligmanin bir genellemesi niteligindedir.
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Sy (ﬂ, T, ﬂ,é’) smifinda m=1 durumu i¢in sirastyla A =0 ve A =1 yerine yazilirsa

P.P. Vays ve S. Kant’in 2017 yilindaki ¢aligmalarinda elde ettigi asagidaki sonuglara
ulasilir.

Sonu¢ 5.1.5 fe> ve g=f" olsun. Eger f € fonksiyonu i¢cin 0< <1 olmak
lizere,

r| f(2)
Awe) ]
e
ja,| <min{ o[l (1- 8).nle|(1- B)}

& <nj7l(1-5)
dir (P.P. Vays and S. Kant, 2017).

Sonug 5.16 feX ve g=f" olsun. Eger f €Y fonksiyonu i¢in 0< £ <1 olmak
lizere,

2 mo
A e

< min) [NA(E=A) nl(1-5)
|a,| < min SR

n|7|(1-5)
[as] < =3

dir (P.P. Vays and S. Kant, 2017).



5.2. Oneriler

Bi-tinivalent fonksiyonlarin katsay: tahminleri ile ilgili son donemde bir¢ok arastirma
yapilmistir. Bununla beraber m-katli bi-tinivalent fonksiyonlarin katsayr tahminlerini
konu alan birgok ¢alisma da vardir. Biz bu calismamizda farkli olarak bi-linivalent
fonksiyonlarin m-katli bir alt sinifinda Faber polinomu i¢in katsay1 sinirlarini aragtirdik.
Ayrica yaptigimiz ¢aligmayr daha once yapilan ¢aligmalarla karsilastirirak buldugumuz
sonuglari teyit ettik. Bundan sonra bu alanda ¢alisacak olan arastirmacilar, benzer
sekilde daha Once tanimlanan birgok sif i¢in veya yeni smiflar tanimlayarak

yaptigimiz ¢alismaya benzer arastirmalar yapabilirler.
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