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PARABOLIK DENKLEMLER iCiN iKi KATLI FARK SEMALARI
OZET

Bu caligma ii¢ ana boliimden olusmaktadir. Birinci bdliimde, konu ile ilgili
olarak tarihsel gelisim ve kaynak bildirisi verilmektedir.

Ikinci boliimde ise daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel tanim
ve teoremler verilmektedir.

Uciincii  boliimde, parabolik baslangi¢ siir deger problemi igin agirlik
parametresine bagli fark semasi kurulmustur. Kurulan semanin kalan terimi ayrik
maksimum normunda degerlendirilmistir. Degiskenlere ayirma metodu, maksimum
prensibi ve enerji esitsizlikleri metodu kullanilarak bu fark semasinin kararlilig

incelenmektedir.

Anahtar Kelimeler: Parabolik Denklem, Fark Semasi, Kararlilik, Degiskenlere Ayirma

Metodu, Maksimum Prensibi, Enerji Esitsizlikleri Metodu.



TWO-LAYER DIFFERENCE SCHEMES FOR PARABOLIC EQUATIONS
ABSTRACT

This work consists of three main chapters. In the first chapter, historical
advances and literatures about the subject are given.

In the second chapter, some preliminaries and definitions that will be used later
are given.

In the third chapter, the finite difference scheme with weights parameter for
parabolic initial-boundry value problem are constructed. The remainder term of
costructed scheme is proved in the sense of discrete maximum norm. The stability of
this difference scheme is investigated by using the method of separation of variables,

the maximum principle, the method of energy inequalities.

Key Words: Parabolic Equation, Difference Scheme, Stability, The Method Of
Separation Of Variables, The Maximum Principle, The Method Of Energy Inequalities.



TESEKKUR
Caligmalarimi1 yonlendiren, calismalarimin her asamasinda bilgi, Oneri ve
yardimlarin1 esirgemeyerek yetisme ve gelismeme katkida bulunan danisman hocam
saymn Prof.Dr.Gabil AMIRALI’ye, ¢alismalarim siiresince maddi manevi desteklerini
esirgemeden bir ¢ok fedakarliklar gosteren aileme, uygun calisma ortami saglayan
arkadaslarima ve ¢alismalarimi destekleyen ve emek veren herkese en derin duygularla

tesekkiir ederim.



ICINDEKILER

OZET

ABSTRACT

TESEKKUR

ICINDEKILER

SEMBOLLER ve KISALTMALAR LIiSTESI
1. GIRIS ve LITERATUR OZETI

2. GENEL BILGILER

3. PARABOLIK DENKLEMLER iCIN IKi KATLI FAK SEMALARI
3.1. Orijinal Problem

3.2. Alt1 Nokta Semalar1 Ailesi

3.3. Yaklasim Hatasi

3.4. Kararlilik

3.4.1. Degiskenlere Ayirma Metodu

3.4.2. Maksimum Prensibi

3.4.3 Enerji Esitsizlikleri Metodu

4. TARTISMA ve SONUC

KAYNAKLAR

OZGECMIS



SEMBOLLER VE KISALTMALAR LiSTESI

u Diferansiyel denklemin kesin ¢oziimii

y Diferansiyel denklemin niimerik ¢6z{imii

u' u fonksiyonunun x’e gore tlirevi

u u fonksiyonunun t’ye gore tiirevi

wp Diizgiin sebeke

h,t Sebeke adimlari

N Sebeke elemanlarinin sayisi

Wy wp,U{x=0,x =1}

Whe Wp X Wy

Vi y fonksiyonunun x; sebeke noktasindaki degeri

yij y fonksiyonunun (xl-, tj) sebeke noktasindaki degeri

Y, Kesme hatasi

LA Diferansiyel operator

0(h*) k. mertebeden yakinsama hizi

cy x’e gore m. t’ye gbre n. mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar
kiimesi

Iyl MaXyeg, |y (X))

Iyl o hyP)M?



1. GIRIS ve LITERATUR OZETIi

Dogadaki olaylarin modellenmesi ¢ogunlukla diferansiyel denklemlerle yapilir.
Ancak bu modellemelerde daha ¢ok kismi diferansiyel denklemler kullanilir. Bu agidan
bakildiginda ozellikle kismi diferansiyel denklemler birgok bilim dalinda 6nemli

uygulama alanlarina sahiptir.

Bir diferansiyel denklemde bagimsiz degisken sayisinin iki veya daha fazla
olmasi ve bu durumda denklemin herhangi mertebeden en az bir kismi tiirev icermesi
durumunda bu denkleme Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem denir. Kismi diferansiyel
denklemlerin incelenmesi ¢ogunlukla denklemlerin ¢esitli tiplere siniflandirilmasiyla
baslar. En fazla incelenen denklemler eliptik, parabolik ve hiperbolik tipli olanlardir.
Parabolik denklemlerle 1s1 transferi, difiizyon olaylar1 ve popiilasyon dinamigi gibi
problemler ifade edilmekte ve bu denklem fiziksel korunum kanunlarindan (enerjinin
korunumu kanunu, kiitlenin korunumu kanunu ve momentum korunum kanunu) elde

edilmektedir.

Ist iletim denklemi matematik ve fizikte parabolik tipte kismi diferansiyel

denklem olarak dnemli bir yere sahiptir. Is1 iletim denklemi

2

0 (5.6) = ) ,
atu x; _axzu(xi )

seklinde yazilir. Burada x uzay degiskeni, t zaman ve u(x,t) t aninda x noktasindaki

1s1dir.

Ayrica parabolik denklemler i¢in baglangig-sinir deger problemleri degisik dalga
stireglerinin modellenmesi siireglerinde karsimiza cikmaktadir. Bu tip problemlerin
kesin ¢ozlimlerine ¢ogu zaman ulasilamadigindan dolayr nlimerik yontemler biiyiik
Oonem arz etmektedir. Sik¢a kullanilan yontemler sonlu farklar, sonlu elemanlar, sonlu
hacim yontemleri gibi yontemler bilinmektedir. Fark denklemleri ile agirlikli olarak adi
ve kismi diferansiyel denklemler icin baslangi¢c-deger ve sinir-deger problemlerinin
nliimerik ¢oziim siire¢lerinde karsilasilmaktadir. Bilindigi gibi fark semalart igin
yaklasik metotlarda incelenmesi gereken asagidaki hususlar bulunmaktadir: Fark
semasiin kurulmasi, yakinsama hizinin tespiti, fark semasmin kararliligi, yaklasim
hatas1 ve yakinsama i¢in uygun algoritmanin kurulmasidir, (Samarskii, 2001; Amirali,

2002; Smith, 1965).



Bu konularla ilgili literatiirde pek ¢ok arastirma vardir.

Ames (1977), kismi diferansiyel denklemler i¢in baslangi¢-deger ve sinir-deger
problemlerinin ¢6ziim siireglerinde niimerik yontemler kullanmistir. Saka (1998),
parabolik denklemlerden olan 1s1 denkleminin niimerik ¢oziimlerini ele aldig1 tezinde,
1s1 denklemlerini degiskenlere ayirma metodu ile ¢oziimiinii inceleyerek, kararliligini
ele almistir. Evans ve ark. (2000), kismi diferansiyel denklemler igin niimerik
yontemleri ele aldig1 kitabinda Parabolik denklemler teorisini ele alarak, bu denklemler
icin gelistirilen yontemlerin kararliligini incelemistir. Samarskii (2001), fark semalari
teorisini ele aldig kitabinda, parabolik denklemler icin gelistirilen degiskenlere ayirma
metodu, Maksimum prensibi ve enerji esitsizlikleri metodlarinin  kararliligini
incelemistir. Amirali (2002), Niimerik analizin temel konularim1 ele aldigi kitabinda,
singiiler pertlirbasyon 6zellikli fark semalarin1 inceleyerek bu denklemlerin kararligi
tizerinde durmustur. Koca (2003), kismi tlirevler teorisini inceledigi kitabinda parabolik
denklemleri ele alirken, bir boyutlu 1s1 denkleminin degiskenlere ayirma metoduyla
¢Oziimiine deginmistir. Yildiz (2010), tek boyutlu parabolik denklemler i¢in fark
semalarin1 inceledigi tezinde fark semalar1 icin yontemleri ve bu yoOntemlerin

kararliligini ele almistir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde konuyla ilgili daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel

tanim ve teoremler verilecektir.

2.1. Sebeke, Sebeke Fonksiyonu
(i) [0,1] kapali araliginin sonlu sayida noktadan olusan par¢alanisina bir sebeke denir.
Bu sebekede tanimlanmis fonksiyona ise sebeke fonksiyonu denir. Bu durumda;
O=xp<x1 <x; < <xy_1 <xy=1
noktalari, [0,1] kapali araliginda bir sebeke olusturur.

(i) wy = {xi =ith,i=12,...,N—1; h= %} ve @, = wy U {x = 0,1} sebekelerine

ise sirasiyla [0,1] araliginda agik ve kapali diizgiin sebekeler denir. w, ise [0,T]
araligindaki diizgiin sebekeyi ifade etmektedir. x; € wy t; € w, noktalar1 sebekelerin
diigiim noktalarini veya kisaca diiglimlerini, h ve 7 ise sebekelerin adimini gdsterir.
Ayrica @y, = wp X w; D ={0 < x < 1,0 <t < T} bolgesindeki iki boyutlu semay1
gostermektedir. y; = y(x;) wj sebekesinde tanimli tek boyutlu sebeke fonksiyonu,
yij = y(xl-, tj) ise wp, sebekesinde tanimli  iki boyutlu sebeke fonksiyonudur.

_ Yi~Vi-1 _ Yit172YVitViyr - ST I
Yei =" V8 Yrxi=T 5 ifadeleri ise sirasiyla birinci ve ikinci fark

tiirevleridir.
Sebeke fonksiyonlari uzaylarinda degisik normlar s6z konusudur:
Iyl = maxyeg, [y(x)]
wy, sebekesindeki ayrik maksimum normudur ve
Iyl = (Bio hy»)'/?
L, uzayindaki sebeke normudur.

(w,v) = YN wvih, (u,v] = XN, u;v;h sebekede tammli i¢ carpimlardir.

2.2. Parabolik Denklem
Klasik model olarak bilinen

ou 02u+ .
ot~ gz /D

denklem bir parabolik denklemdir, burada c¢ = sbt >0, f(x,t) ise belirli bir

fonksiyondur. Ayrica bu denkleme baslangi¢ ve sinir sartlar1 eklenirse



Qu: = ‘:: a—u+f(xt) 0<x<1 O0<t<t,,
u(x,0) = p(x),

] ]
a;u(0,t) + By a_:f =pu , au(lt) +p; 6_1; =W
seklinde bir problem ortaya c¢ikar. Burada c, a4, a,, B, B, verilmis sabitler, f(x,t),
Uq (t), u,(t) verilmis fonksiyonlardir.
2.5. Fark Sinir Deger Probleminin Coziim Degerlendirmesi
Lyl = Aiyi-1 — Cyi + Biyiy: = —F;,
i=1,.,N=1, yo=p1,Yn =l

olmak iizere her i = 1,...,N — 1 i¢in |4;| >0, |B;| >0, D; = |C;| — |4;| — |B;| > 0

ise
2[y;]=-F,,i=1,..,N—1,
Yo=0,yy=0

probleminin bir ¢oziimii

F
= |5l
Il < ||5]|

degerlendirmesini saglar. (Samarskii,2001)

2.6. Lemma

wp ={x; =1h,0<i<N,x,=0,xy =0} sebekesinde tanimli x =0 ve x = 1’de

sifir olan her y(x) sebeke fonksiyonu igin

I¥lleo < 11yl

esitsizligi saglanir. Burada ||y:]| = (z, y£]'/? seklindedir.



2.7. Cauchy-Bunyakovskii Esitsizligi ve p-Esitsizligi
|, )| < [lullllvl
burada () bir vektor uzayinda i¢ ¢arpim ve ||u|| = m birlesmis normdur.
b2
lab| < pa? + "
burada u > 0 keyfi sabittir. Bu iki esitsizlikten asagidaki sonug elde edilir.

1
|, V)| < llullllvll < pllull> +—=lv]I*.
ap

2.8. Green Fark Formiilii
folu(kv’)’dx =— fol ku'dx + kuv'|}
esitligi birinci Green formiilii olarak tanimlanir. @, sebekesinde birinci Green
formiiliiniin fark benzeri
(z, (aye)x) = —(ayz, zz] + azyz|y — ayx02o
seklinde yazilabilir. Burada u = z ve v = ayj; olarak alinmistir. Eger z, = zy = 0 ise
(z,Ay) = —(ayz, zz] , Ay = (ayz)«
olur. Buna gore z = y ve a = 1 alinirsa
(4y,y) = =z vzl Yo=yn =0
esitligi elde edilir.



3.PARABOLIK DENKLEMLER ICiN iKi KATLI FARK SEMALARI

3.1. Orijinal Problem

ou 0 ou =
cpo = (k) + 7, (3.1)

11 iletimi denklemidir. Burada u = u(x, t) 1siy1, ¢ belirli 1s1y1, p yogunlugu, k 1sil
iletkenligi ve f 1s1 kaynaginin yogunlugunu yani birim uzunlukta birim zamanda gecen
1s1 miktarm belirtir. Belirli 1s1 sadece x ve t’ye degil ayn1 zamanda u sicakligina da
bagli olabilir. Bu yiizden bu denkleme yar1 lineer de denebilir. Eger k ve cp sabit ise
(3.1) denklemi

ou_ 2%z 2 _k gx_ T
at—aax2+f,a —vaef—cp (3.2)
seklinde yazilir.

Genelligi bozmadan a = 1 alinabilir ve boylece (3.2) denklemi

0 92
%= tf (3.3)

seklinde yeniden yazilabilir. x" = E alinir ve yine x' yerine x yazilirsa (3.3) denklemi

elde edilir. (3.2) denklemi i¢in 0 < x < [ araliginda ¢6ziim ararken

boyutsuzlastirma degiskenlerine gecilebilir. Boylece (3.2) denklemi 0 <x' <1 ve

) s
f= la—f ile (3.3) formunda tekrar yazilir. Bundan sonraki bdlimlerde birinci tip sinir

sartlar1 igeren



ou 9%u

E=ﬁ+f(x,t), 0<x<1, 0<t<sT,
u(x,0) = uy(x), 0<x<1, (3.4)
u(0,t) =u(t), u(l,t) =u,(t), 0<t<T,

baslangig smir deger probleminin D = {0 < x < 1,0 < t < T} dikddrtgeninde siirekli

bir u = u(x, t) ¢oziimiiniin bulunmasi konusu ele alinacaktir.

3.2. Alt1 Nokta Semalar Ailesi
wp ={x; =ih,i=0,1,.., N}ve w, = {tj =jt,j=0,1, ...,jo} sebekeleri ele alinsin.

Wpr = Op X w; = {(ih,j7),i =0,1,...,N,j =0,1,...,jo} sebekesinde islem yaparken

verilen wy, sebekesinde y fonksiyonunun (xi, tj) digiimiindeki degeri yij ile gosterilir.

0%u

» omz Yyerine ikinci fark tiirevini,

du . . .. ..
Burada yaklagim, 5, yerine birinci fark tiirevini

ugz, = Au alarak ve uygun bir o reel parametresi atayarak meydana gelir. Sonug olarak

o
-y

T

= A(oy!"™ + (1 - 0)y/) + ¢/ 0<i<N,0<j<j, (3.5)

bir parametreli fark semalar1 ailesi elde edilir, bu semaya agirlikli sema olarak

bakilabilir. Sinir ve baslangi¢ sartlar1 da tam yakinsama ile

vl =ul,yi=1] (3.6)

y? =y(x;,0) = ug(x;) (3.7)



belirtilecektir. Burada (pij (3.3) denklemindeki f fonksiyonuna yakinsayan bir sebeke

fonksiyonudur. Ornegin
QUij = f(xitjv1/2) s tjr12 = t; +0.51
Ay = Yixi = h—lz YVi-1 = 2Yi + Yi+1)
alinabilir. (3.5)-(3.7) sartlar1 birlikte alinirsa (3.8) problemini olustururlar.

(3.5) fark semast (xi, tj+1) merkez olmak {izere

(cizn tjen) (x0 tiaa) s (K0 t) » (00 )
alt1 nokta modeli tizerine kurulmustur. (3.5) denkleminin dogrulugu i¢ diigiimler olarak

bilinen (x;,¢44), i=1,..,N—1;j+1=12,..,j, , diigiimiinde kabul edilir. @p,

sebekesinin i¢ diiglimlerinin kiimesi
whe ={(x,4),1<i<N-1,1<j<jo}
tarafindan belirlenir.

(3.6)-(3.7) smir ve baslangig sartlar1 @y, sebekesinin smir diigimlerinde
belirtilir. t = t; diiz cizgisi lizerinde uzanan @y, sebekesinin biitiin diigiimleri kati
olusturur. Ciinkii (3.5) semasinda y ¢6ziim fonksiyonunun degerlerinin iki kata ihtiyaci
vardir,bu yiizden iki katli sema olarak dikkate alinabilir. (3.5) semasinin dogruluk ve
kararliliginin o parametresinin se¢imine bagli oldugu gosterilsin. Simdi o nin 6zel

degerleri i¢in incelensin. o = 0 i¢in dort nokta semasi elde edilir:

-y o
L | —
= Ay; + ¢;

yaday = % olmak {izere

yi]+1 =(1- ZV)yi] + y(yl']—l + yi]+1) + Tq)i] (3.9)

seklinde olup (xl-, tj+1) , (xi, tj) ve (xiil, tj) diigiimleri iizerindedir. ¢ = t;,, yeni

katinin her noktasindaki yl.j i degeri, bir dnceki t = t; katindaki yij araciligi ile (3.9)



acik formiilii ile bulunur. Ciinkii ¢6ziim, t = t, aminda y? = uy(x;) baslangig sart1 ile
verilir ve boylece her bitigik katta y nin biitiin degerlerini (3.9) formiili ile belirlemek

mumkuindiir.

o # 0 i¢in (3.5) semasi iki katli kapali semadan bahseder. ¢ # 0 terimi altinda

yeni katta yl-j *1 degeri hesaplandiginda y({ = u{“ ve yI{}H = ugﬂ sinir sartlarina
bagh

. L . S . .
O.Ayi]+1 _;yi]+1 — _Fi] , Fi] - ;yi] + (1 _ O.)Ayi] + (pl] ’ (310)

i=12,..,N—-1

cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistem eliminasyon metoduyla ¢oziilebilir.

Sonug olarak iki farkli semadan bahsedilir. ¢ = 1 ile ileri fark semasi ya da kapali sema

olarak bilinen
yi*t-y! +1 '
=M+ (3.11)

elde edilir. ¢ = 0.5 ile Crank Nicolson semasi

Jj+1__J . . .
Yi Y 1 1
=40 ) + e (3.12)

elde edilir.



3.3. Yaklasim Hatasi

(3.5)-(3.7) semasinin kesinligini degerlendirmek icin (3.8) probleminin

¢dziimii olan y =/ ile (3.4) probleminin ¢dziimii u = u(x,t) karsilastirimalidir.
Jo_ o e . 5 . ;
z; = y; —u; farkina yaklasik ¢ziimiin hatas1 denir. Bu hatay1 degerlendirmeden 6nce
Y =, =9, w=7=

[fadelerini kullanarak (3.5)-(3.7) fark problemi asagidaki gibi yeniden yazilir:

yt=A(0-j;+(1_o_)y)+§D’ (x,t)Ea)hT,
y(0,8) = u (8) , y(1,8) = up(t) t € w, (3.8)
y(x,0) = up(x) , X € @y .

(3.8)’de y = z + u alip u fonksiyonu ¢6ziim fonksiyonu olarak dikkate alinirsa z igin

asagidaki problem elde edilir:

z;=Az+ (1 —-0)z)+ Y, (x,t) € wpe

z(0,t) =z(1,t) =0 t € w,, (3.13)
z(x,0) =0, X € @y, .

Burada

Y=Acti+(1—-0o)u)—u; + ¢ (3.14)

10



seklindedir. (3.4) denkleminin ¢ozimi u = u(x,t) (3.8) semasi igin yaklasim
hatasidir. Yani [|[Y(x, t)|[, = O(h™ + ™) veya Vt € w, i¢in ||[P]l, < M(hK™ + ™) ise
(3.8) semas: (3.4) denklemine (m,n) mertebesi ile ya da (3.4) denkleminin
u =u(x,t) ¢oztimine O(h™ + t™) kesinligi ile yaklagir. Burada M, h ve t’dan

bagimsiz pozitif bir sabit ve ||. ||, ise w;, sebekesi iizerinde uygun bir normdur.

u = u(x,t)’nin x ve t’ye gore birinci mertebeden tiirevlere sahip oldugu kabul

edilerek (3.8) semasi i¢in yaklagim kuralinin degerlendirmesine geg¢ilsin.

. Odu ¢ __ Ou

Y=o =g U =u(x; tjv1/2) | tiv12 =t +0.57

ile gosterilsin. u = u(x,t) fonksiyonunun (x;tj;1/,) diigiimii civarinda gelismis

Taylor serisi
1=05T+u)+05@ —u)=0.5(+u) +0.57u, ,
u=05{+u)—0.5{ —u) =050 +u) —0.57u,
ot + (1 —o)u=05{+u)+ (6 —0.5)Tu,

ifadelerine yol gosterir. Biitiin bunlar Pyi
Y = 0.5A(1 + u) + (6 — 0.5)tAu; — u; + @’ye indirgeme olanagi verir.

h? 4 h?
Au=u" +Eu( )+ 0(h*) = Lu + - Lu+0(h"),

9%u

Lu _ﬁ’

A — 1 = 2 = 3

u=u+51u+§u+0(1 )

— 2 _
u=ﬁ—%rﬁ+%ﬁ+0(r3),
2 _ —

~@+w) =T+ A+ 0EY), U, =0+ 0(z2)
ifadelerinin yardimu ile

— _ 2
v=(_Lu—-70+¢)+ (c—05)La+ %Lza + O(h* + 12) (3.15)

11



elde edilir. Boylece ¢ = f = f(x,tj41/2) i¢in ¢ = (6 — 0.5)7LU + O(h? + 72)’dir.
Ciinkii @ = Lu + fdir. L = L>u+ Lf = u® + f” ve L?u = Lu — Lf bagntilar1 ve
(3.15) ifadesinden

¥ =(p—F)+[(0 - 051+ S| Ll - ZR2LF + O(h* + 77) (3.16)

elde edilir. Koseli parantez i¢indeki ifade sifira esitlenirse

ol _, (3.17)

esitligi elde edilir. o =0, ve ga=f+1—12h2Lf igin (3.8) semas1 O(h*+ 1?)

yakinsamasi meydana getirir, yani ¥ = 0(h* + t2)’dir. ¢ = f + 1—12 (h?Af) yada

i 5 j+1/2 1 j+1/2 j+1/2
ol = T UL G.19

ifadelerini veren f", fz, = Af ile degistirilse bile bu semanin yaklasim derecesi

degismez.

C"(D) x’e gbre m-inci, t’ye gore n-inci tiirevleri olan fonksiyonlar smifi ve

tiim tiirevler D de siirekli olsun. (3.16)-(3.17) formiilii (3.8) semasinin

e u€ECsiseac=05veqp=/fyadag=f+0(h?®+1%)i¢in 0(h?+12)
e UECsiseVo#0.5vep=Ff+0(h?+1), érmegin ¢ = f yada ¢ = f igin
0(h? + 1)

e u€C{iseo = o, ve (3.18) formiilii ile belirtilmis ¢ igin O(h* + 72)

yaklagimlarini gerceklestirdigini dogrular.
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3.4. Kararhhk

Niimerik yontemlerde kararlilik saglanmasi gereken en 6nemli 6zelliktir. Veriler
yakin olduklarinda uygun ¢oziimler de yakinsa s6z konusu yontem kararlidir denir. Bu

boliimde (3.8) semasinin kararliligini incelemek igin {i¢ yontem ele alinacaktir:

e Degiskenlere ayirma metodu
e Maksimum prensibi

e Enerji esitsizlikleri metodu

3.4.1. Degiskenlere Ayirma Metodu

Degiskenlere ayirma metoduyla, homojen sinir sartlartyla (3.8) semasinin

kararlilig1 incelenecektir. Homojen sinir sartlari ve

y=y+1y:e, ¥+ (1 —-0o)y=y+oty,

Ozdeslikleri ile (3.8) semasi

e —otdy, = Ay + ¢, (x,t) € Wy,

y(0,t) =y(1,t) =0, t € w,, (3.19)
y(X,O) =u0(x)a XE@h

seklinde tekrar yazilir.

Eger (3.19) probleminin ¢6ziimii igin

Iyl 1y < Mqlluolly + My maxo<p<cllo@ )l 2y t € w, (3.20)

13



esitsizligi gecerli ise (3.19) semasinin Kararliligi s6ylenebilir. Burada M; ve M,, h ve

7’dan bagimsiz pozitif sabitler, ||. |[1y Ve || ||z @y sebekesinde uygun normlardir.

@ =0ile

Iyl iy < Mylluollry t € w, (3.21)

(3.19) semasmin baslangi¢ verisine gore kararli oldugunu gosterir. y(x,0) =0

alindiginda ise

ly(Oll 1y < Mz maxozr<cll@(E)l 2y (3.22)

(3.19) semasinin sag tarafa gore kararli oldugunu gosterir.

(3.19) probleminin ¢6ziimii y = ¥ + § olsun. Burada y

ye —otdy, = Ay, (x,t) € wpe ,
y(0,t) =y(1,t) =0, t € w,, (3.23)
y(x,0) = up(x), X € Wp

homojen denklemli problemin ve ¥ ise 7(x, 0) = 0 baslangig sartiyla

ye—otdy, =Ay + ¢, (x,t) € e,
y(0,t) =y(1,t) =0, t € w,, (3.24)
y(x,0)=0, X € oy,

14



homojen baglangi¢ sartina sahip problemin ¢dziimleridir.

Baslangi¢ verisine gore (3.19) semasinin kararli oldugunu gostermek igin ilk
adim (3.23) probleminin ¢6ziimiinii degerlendirmektir. Bunun i¢in degiskenlere ayirma

metodu kullanilmali ve (3.21) L, (wy) normunda
Iylly = Iyl

seklinde tiiretilmelidir. Burada ||y|l =/(y,y) ve (y,v) = XN y,v;h’dir. (3.23) nin
¢Oziimil biri sadece t = t;’ye digeri sadece x = x;’ye bagh T =T(t;) ve X = X(x;)

fonksiyonlarinin ¢arpimi olarak aransin.
Ay = TAX y yt = XTt
ifadeleri (3.23)’da yerine yazilirsa

T-T AX PN

t(cT+(1-0)T) = X
elde edilir. Burada A ayirma sabitidir. Sonug olarak

P _1-(-o)r2
r= qT ! T 1+oTA
elde edilir.

X i¢in fark 6z deger problemine Sturm-Liouville fark problemi olarak
bakilabilir:

AX(x) + X (x) =0, 0<x=ih<1,
X(0)=X(1)=0, X(x)%0.

Burada belli oldugu gibi problem

4 . zﬂkh

AkzﬁSln 5 k=1,2,...,N_1, 0<Al<'“</1N—1l
_ 4 . 277.'h _ 4 27Th
Al—ﬁsm - AN_l—ﬁcos -

0z degerlerine karsilik

X®F(x)=+2sinmkx, k=12,..,N—1

15



0z fonksiyonlarina 6zdes ¢ozlimlere sahiptir. {X (k)} 0z fonksiyonlari

If1I? = ZRZ1 fié (3.25)

Parseval 6zdesligini meydana getirmek igin bir (X (k) x (kz)) = Oy, k, ortonormal
sistemi kurarlar. Burada f,’lar @, sebekesinde tanimli keyfi bir sebeke fonksiyonu igin

biiylime katsayisidirlar ve x = 0 ve x = 1°de sifir olurlar:

fG) = Te=1fiX© (0, fi = (£, X®).

Béylece (3.23) problemi y ) = T, X ) % 0 ¢oziimlerine sahiptir. Burada T} ’lar

Ty = qTe (3.26)

denkleminden ya da

1 _ o Tl = = gJtiT0 B e L
T =@l ==aq T, U = roe i

denkleminden elde edilir. T sabiti uygun her yolla secilebilir.

(3.23) denklemi igin bir ¢6ziim y ) = T, X ®) formunda olup k sayisma bagh

harmonik olarak adlandirilir. Agikca bu fonksiyon uy(x) = TPX (k)(x) baslangic
verisiyle  (3.23) denklemini saglar. Simdi hangi sartlar altinda her y,,

k =1,2,...,N — 1 harmoniginin kararl oldugu gosterilsin.

- - , - .
y(f) = xOT* = g x®OT] y(]k-; = QYo (3.27)

tekrarlama bagintilarindan sonug elde edilebilir. €, h ve t’dan bagimsiz sifirdan biiyiik

sabit olmak tizere |q;| = 1 + € igin T = 0 iken
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5711 = 14t 2 ]| = 1+ [l | 2 @+ 7y | e

olup problem kararsiz olur. |q,| < 1 ve t = jt sabit tutulursa, artan j’ler (t — 0) ile

|y || artmaz:
[ = Nl | = - = It

ve problemdeki harmonik kararlidir. |gy| < 1 se¢imi altinda ”y(]k)” < ||y(0k)|| elde

edilir. Bu durumda sema her harmonikte kararlidir denir.

Simdi her harmonikte kararlih@i garanti eden hem |qi| <1 hem de

—1<gq, <1 ig¢in o degerleri belirlensin. Eger 1+ o0t 4, >0 yani ¢ > —ﬁ ise
k

Qe =1-— "M formiiliinden qr < 1 oldugu agiktir. g, = —1 yada
1407 Ag

2+(20-1)T A >0

Qe + 1= 1407 Ag

siir1 2+ (20 — 1)t 4, >0yadao > % — % kisitlamasindan elde edilir. Bu durumda
k

2

1+ ot A, > 0 sart1 otomatik olarak elde edilir. A, < Ay_; < hi oldugundan

c=>-——=g (3.28)
0

sarti altinda |q,| < 1 sart1 saglanir. Boylece biitiin y ) = T, X% harmonikleri tek ve
ayni o =0, sarti altinda kararhidir. (3.23) semasmin L, sebeke normunda
y(x,0) = up(x) baslangi¢ verisine gore kararliligi gosterilsin. Burada uy(x)
0 < x < 1 araliginda tanimhi ve x = 0 ve x = 1’de sifir olan bir sebeke fonksiyonudur.
Bu amagla (3.23) probleminin genel ¢6ziimii (3.27) formundan elde edilen ozel

¢ozlimlerin toplami olarak aransin:
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Y =Xk=1 P = R T X, 9N = TR T2
T, = q Ty almip (3.25)’de yerine yazilirsa
9=t T X®  9I? = TR1 qiT?
< max, qi Xi=i T¢ = maxy qi |1yll?
elde edilir. ¢ > g, sinirlamasi altinda max;, q; < 1 ve [|9]| < ||y]| ya da
| < ly/]| < - < ly°ll = Hluoll

oldugu gosterilebilir. Oyleyse (3.23) probleminin ¢dziimii ¢ > o, igin L,(wp) norm

sebekesinde (3.23) semasinin baglangi¢ verisine gore kararliligi anlamina gelen

17| < Iluoll =12, .. (3.29)

esitsizligini saglar.

Bir fark semasi bazi yollarla h ve 7’ya bagl olarak kararliysa kosullu kararli,
aksi halde kosulsuz kararli olarak adlandirilir. Bir sema keyfi h ve t sabitleri i¢in
kararliysa mutlak kararlidir. h < hy ve © < 74 gibi yeterince kiicik h ve 7’lar i¢in
kararli semalara rastlanabilir. Bu semalar kesin kararli degildir fakat kosulsuz kararl

olabilir.

2
1. o = 0i¢in a¢ik sema: (3.28) sartindan 0 > % - Z—T yani

IA
N R

(3.30)

ol

sart1 elde edilir. Agik sema (3.30) sart1 altinda sebeke adimi h ve t’ya bagh

kararhidir, yani kosullu kararlidir.

18



2. 0= %i(;in kapali sema: her h ve 7 i¢in kapali1 sema kararlidir. Ciinkii o > % > 0y,

olur. Boylece o = 1 ile ileri fark semas1 ve 0 = % ile simetrik sema her h ve T

i¢in kararlidir.

2
3. =0, (0,= % — %) ile yiiksek mertebeden yaklasimin semasi mutlak
. . h?  h? _ n?
kararlidir. Gergekten her h ve t igin 0, — 0y = — mtaT e 0 oldugundan

kesin kararlidir.

4, y = %’den bagimsiz ¢ i¢in 0 < & <% ile kapali sema y < ﬁ sinirlamasi
konursa kosullu kararlidir.

5 0= %+ hzTa ile O(h? + 72) yaklasimin saglayan (3.19) semas eger a > —%

ise her h ve 7 i¢in kararlidir.

Boylece hem yaklasimin mertebesi hem de (3.19) semasinin kararliligi o

parametresine baglidir.

Kararlilik aragtirilirken sadece t; ve t;,q iki zaman kati1 ve T = t;,; — t; adimi
ile ilgilenildi. Eger w, sebekesi diizglin olmazsa yani 74, = tj1 — t; adimi kat adimina

bagliysa kalan degismez. Bu durumda o parametresi katin j + 1 sayisina baghdir,

_ j+1 _ 1 h?
0=0j41,0 =20, =

seklindedir. Ornegin O (h* + 77, ;) kesinlikli sema igin

Tj+1

2

j+1 _ 1

; alinabilir.
2 12144

2
Egerc >0 ise 0 = gy , 0y = %— :—T tarafindan elde edilen (3.28) sart1 (3.19)

semasinin sag tarafa gore kararliligi igin yeterlidir. (3.24) probleminin ¢6ziimi, {X (k)}

0z fonksiyonlar1 yardimi ile ¢’yi

@ = TR oiX ¥, lpll? = TNZ1 @2 (3.31)

seklinde alip sag tarafta yerine yazarak
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P=3YNAT X0 19112 = SN-L T2

(3.32)

formunda aransin. (3.31) ve (3.32) ifadeleri (3.24)’da yerine yazilir ve

AX®) = -2, X5 alinirsa

leg;%{Tkt(l + O-le) + /1ka — (pk}X(k) = 0

elde edilir. Oz fonksiyonlar ortogonal sistem olusturduklari i¢in parantez ici sifirdir. O

halde

TQx _1-(1-o0)tAg
1+otAy '’ Qe = 1+0oTA)

Te = qiTi +

ifadeleri elde edilir. Bu ifadeler (3.32)’te yerine yazilirsa

. 1A _ 19
P=YN AT x® =YyN-1q, T, X® + Tzllgﬂl_”o_:,lkx(k)

elde edilir. ||lv + w|| < |[v]| + [|w]| Giggen esitsizligi kullanilirsa

~ — T —
1911 < maxelqel (S=E TAY2 + max, = (Si1 0}) /2

ya da
A T
<

1911 < maxelqel llyll + max, ————llo|

esitsizligi elde edilir.
1 h?

o =0y, Oy ==-——, >0
2 4T

20
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olsun. Bu durumda |qx| <1, 140t =1 ve

Iyl < llyll + zllell

ya da

||yj’+1|| < ||yj’|| + T”(pj’” elde edilir. Biitiin j' = 0,1, ..., icin ve ||y°|| = 0 baslangic

sart1 ile (3.24) probleminin ¢dziimii i¢in

ly** < oot lle”|

sonucu ortaya ¢ikar. Simdi ise o0 = g, siirindan kurtulup

o =0, 0, =-——h?, 0<e<l1

(3.36)

(3.37)

sinirlamast i¢in durum incelensin. Burada & h ve t’dan bagimsiz pozitif sabittir.

Gergekten
lgr| <1, 1+o0tdy =14+ (0 —0)TA + 0:TA;
> 140,14
_ 2
=1+-7A _ @mah A
2 4
> 1 _ (l—S)hle_l
4
_ 2
>1- a-eon” 2 _ £
4 h?

elde edilir. Boylece her k = 1,2,...,N — 1 i¢in 1 + a1l > ¢ elde edilir ve (3.34) ile

kombinasyonundan

191 < lyll + zllolle™

ve
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Iyl < 25 tlle” | (3.38)

esitsizlikleri saglanir.

1

o=o0,i¢in o, <0 sart1 T < %hz ifadesini saglar ve € = 2 degeri %(1 —¢g) = >

denkleminden elde edilir. (3.29), (3.36) ve (3.38) ifadelerinden asagidaki sonug elde
edilir.

1 h? . . .
0 22— —=0p ve aym zamanda ¢ > 0 ise (3.19) semas1 baslangi¢ verisi ve

sag tarafa gore kararlidir. Boylece (3.19) probleminin ¢6ziimii
ly7* 41 < lhuoll + X o tll |
esitsizligini saglar.
0 < 0 oldugunda (3.19) semasinin sag tarafa gore kararliligi i¢in

1 1—&)h?
o 2 - ( E)h = £
2 4T

sart1 yeterli bir sarttir. Burada € € (0,1) h ve t’dan bagimsiz keyfi sabittir. Boyle bir

se¢im i¢in (3.19) probleminin ¢éziimii
Iy 1| < Nluoll + 254 o llo” |

esitsizligini saglar.

3.4.2. Maksimum Prensibi

(3.8) problemi asagidaki sekilde yeniden diizenlensin:

otAy—y=—-y—(1—-o0)tdy — 1t = —F ,

Yo =0, In=0, (3.39)
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Buradan da her kat i¢in su sekilde bagint1 elde edilir:

05 9i1— (205 +1)9+ 05 P =—F, i=12..,N-1,

Fi=(1~-0)5yig + (1 -2(1- 0)%) Vit 0 Yis1 + T (3.40)

T

Burada (2.5)’teki esitsizlik A; =0, B; = 0=

C; =205+ 1 sekliyle kullanilirsa

ayrica ¢ > 0 dikkate almirsa (3.40) denklemi igin bir ¢Oziim asagidaki gibi

degerlendirilir:
0 > 0 igin ||9]lec < [[Fleo

Eger 1-2(1—0)=2>0 , 1—0=0 olursa [[Flle < [yl + Tll@lleo esitsizligi

h
kullanilirsa
hZ
T < 21=0) (3.41)
siirlamasi altinda (3.39) semast i¢in gegerli olan
Iy, < y7ll,, +=lle’ll,, (3.42)

esitsizligi elde edilir. Buradan j' =0,1,...,j boyunca toplam alindiginda (3.19)

probleminin ¢6ziimii igin

1y < 1yl + Zh g Tllo”|l (3.43)
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esitsizligine varilir. Sonug¢ olarak (3.41) sart1 altinda (3.19) semasi sag tarafa ve

baslangi¢ verisine gore kararlidir.

3.4.3. Enerji Esitsizlikleri Metodu

Enerji esitsizlikleri metodu (3.8) semasimin kararliligini arastirmakta ¢ok daha

kullanighdir.

[1k olarak homojen sinir sartlariyla (3.4) problemi ele alinsin:

au

o ax2+f(xt) 0<x<1, 0<t<sT

w(0,t) = u(1,t) = 0 (3.44)

u(x,0) = uy(x) .

I¢ carpim ve norm

(wv) = [ u()v(x)dx, llull = v/Cu,u)

seklinde tanimlansin. Burada u(x) ve v(x) 0 < x <1 araliginda tanimh, x = 0 ve
x = 1 noktalarinda sifir olan fonksiyonlardir. Denklem 2—1: ile carpilip 0’dan 1’e x’e

gore integral alinirsa

2"+ (-2.2%) = (r.2%)
at’axz) ~ \U’ ot

oud
elde edilir. Ikinci terime kismi integrasyon uygulanirsa — P au

x=1

= 0 olup

ot’ ox?

( ou azu)_ 1 dud?u
“Jo ot ax?

1 du Ju

~ Jo 9tax ax

_ 10 (19udu
T 208t70 ax ax
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=il

ifadesi elde edilir. Bu ifade esitlikte yerine yazilirsa

507 35 150 = (75

denklemi ortaya ¢ikar. Denklemin sag tarafi igin Cauchy-Bunyakovskii esitsizligi ve

u=1licin p-esitsizligi uygulanirsa

(r5) <1030 = Wl < 50 + e

esitsizligi meydana gelir. Boylece

ul|?

i}
at llox

1 2
Lif
elde edilir. t’ye gore intagral alinirsa

Ju 2 7 2 1t 2

=l = Woll? +3 [JIf@II?dr
6_u
ox

< ol + 5[]

ou

t
2| < ol + (S maxocesdF@I

elde edilir. Ayrica

au

”u”oo - maX0<x<1|u(x)| —= 26

bagintis1 mevcut oldugundan

1 1 |t
lulleo < 2ltoll +2 ﬁmaxo«stnf(r)u
esitsizligi elde edilir.

(3.19) denklemi igin de benzer bir bagint1 gereklidir. Bunun igin i¢ ¢arpim ve

normlar tanimlansin:
(v, v) = X5 yvih, iyl =&,y ,

25



(y'v]zzli\]:lyivih! ||y]|=\/(y'y]

1,4 1 ~ 1,4 1
y=5;0+y) =5 , y=50+y)+5 !
oy + (1 —o0)y= (a - %) TY: + % (¥ +y) Ozdeslikleri (3.24) denkleminde yerine

yazilirsa

Ve~ (a—i)myt—%/l(?+y) =9,
y(0,0) =y(1L,t) =0, (3.45)

y(x,0)=0

elde edilir. (3.45) denklemine 2ty.h = 2(y — y)h ile i¢ carpim uygulanir ve wy

sebekesinin x = ih i¢ diiglimleri boyunca toplanirsa

1 ~ ~
2llyli2 = 2 (0 = 3) 124y y0) = (4G + ),9 = ¥) = 21(p,¥) (3.46)
esitligi elde edilir.
(Av,w) = (Vgy, W) = —(vzWy]

170=W0=0, UN=WN=O

Green fark formili kullanilirsa, yo=yy =0, v=y,, w=y, ve v=y+y,

w=7J —yicin
(Aye, ye) = —yez]I?
AG@+»),9 =) = =911 = lly=]»)

elde edilir. Bu ifadeler (3.46)’te yerine yazilirsa her o i¢in gegerli olan
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2t (Iyell? + (o =3) Tllyes] 12) + 119112 = [1y£]1? + 20(0, y2) (347)

enerji Ozdesligi elde edilir. 0 = g, olsun. v =y, ile (3.47) denkleminde parantez
icindeki ifade
|2

J = 1wli? + (o= 2)7]lvg]

bi¢ciminde yazilabilir.

10212 < = IIvll? (3.48)

2
esitsizliginden dolayr o = gy i¢in J > 0 oldugu gosterilebilir. o > 0y = % — % icin

(3.48)’ten
J = w2 + (o = aodr|lvel|* + (00 —3) ol vl

1
> |lvll* = h?[lve]1? 2 0.

Onceki bagintilarin kombinasyonundan enerji esitsizligi olarak bilinen kuvvetli bir

sonug ortaya cikar:

19117 < lye]l* + 21(@, ye) 0 20g.

Eger ¢ =0 ve y (3.23) probleminin bir ¢dziimii ise ||y,{+1]| < < ||y,(—3]|

yani o =g, icin ||y|l(1y = ||yg]l normunda (3.19) semas: baslangi¢ verisine gore

kararhidir.
o " . . 1 (1-¢)h?
Sag tarafa gore kararlilik daha 6zel bir durumdur.c = o, , o, = ST
0 < e<1olsun. o = o, igin
] = ellvll? (3.49)
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oldugu gosterilebilir. Ger¢ekten

2 1 2
J = Wl1? + (o = o) lvs]|” + (o —3) ol vzl
—&)h? 2
> vl — =25 ||y
> [[vll? - (1= &)llvll? = ellvll? .
(3.49) ifadesi (3.47)’te yerine yazilirsa
2zellyell? + 1192117 < llyel 2 + 220,90, o =0 (3.50)

enerji esitsizligi elde edilir. 27(¢,y;) ifadesi i¢in Cauchy-Bunyakovskii esitsizligi ve

u-esitsizligi uygulanirsa
21(9,yo) < 2zllollllyell < 2Tullyell® + 5 lloll? (3.51)

bagintisi elde edilir. u = € alinirsa ve (3.51) ifadesi (3.50)’de yerine yazilirsa

Y 12 2
1| < (1] + 5l

esitsizligi meydana gelir. Bu ifade j' = 0,1, ..., j boyunca toplanirsa ve y° = 0 alinirsa
] < 5o Zhotlle”|

sonucu elde edilir. [|y]le < % ||y£]| ifadesinden

bl <[22
o — 242¢ |&j'=0 @ ) = O¢

ifadesi dogrulanir. Bu da (3.19) semasinin sag tarafa gore kararli oldugunu gosterir.
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4. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada tek boyutlu parabolik baslangi¢-sinir deger problemi ele aldi. Bu
problem icin diizglin sebekede agirlik iceren fark semasi kuruldu. Daha sonra fark
semasinin yaklasim hatasi ve kararlilig1 incelendi. Kararlilik incelenirken degiskenlere
ayirma metodu, maksimum prensibi ve enerji esitsizlikleri metodu kullanildi.
Incelemeler sonunda baz1 fark semalarinda mutlak kararlilik elde edilirken bazilarinda
ise kosullu kararlilik gozlemlendi. Maksimum prensibinde kararlilik i¢in digerlerine
gore agir kosullar ortaya ¢ikti. Bu yiizden maksimum prensibinin parabolik denklemler
icin pek kullanigli olmadig1 sonucuna varildi. Degiskenlere ayirma metodu ve enerji
esitsizlikleri metodunun ise daha kullanisli oldugu go6zlemlendi. Ayrica enerji

esitsizlikleri metodunun daha genel modellere uygulanma olasiliginin oldugu gorildii.
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