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DIFERANSIYEL VE FARK MAKSIMUM PRENSIPLERI

OZET

Maksimum Prensibi ¢oziimlerin  acik ifadeleri bilinmeksizin diferansiyel
denklemlerin bu coziimleri hakkinda bilgi elde etme imkani saglar. Maksimum
Prensibi 6zellikle ¢oziimlerin yaklasiminda faydali bir aractir.

Bu calismada ikinci mertebe birinci tip self-adjoint sinir deger problemlerinde
Maksimum Prensibi incelenerek konuya giris sunuldu. Daha sonra prensip; self-adjoint
olmayan denklemler icin ele alindi. Ikinci mertebe self-adjoint olmayan periyodik bir
problem icin de Maksimum Prensibi incelendikten sonra 3.tip sinir-deger
problemlerinde prensip ve uygulamalar1 ifade ve ispat edildi. Son olarak da prensip ve

uygulamalar fark sinir-deger problemlerinde incelendi.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Denklemler, Sinir-Deger Problemi, Maksimum
Prensibi, Fark Denklemleri



DIFFERENTIAL AND DIFFERENCE MAXIMUM PRINCIPLES

ABSTRACT

The maximum principle enables us to obtain information about solutions of
differential equations without any explicit knowledge of the solutions themselves. In
particular the maximum principle is a useful tool in the approximation of solutions.

In this study, the maximum principle for second order first type self-adjoint
boundary value problems is investigated as an entrance. Then the principle is discussed
for non self-adjoint problems. The maximum principle and its applications are expressed
and proved for third type boundary value problems after it is discussed for a second
order non self-adjoint periodical problem. Finally, the principle and its applications are

studied for difference boundary value problems.

Key Words: Differential Equations, Boundary-Value Problem, The Maximum
Principle, Difference Equations
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SEMBOLLER VE KISALTMALAR LISTESI

Diferansiyel operator

Coziim fonksiyonu

u fonksiyonunun birinci tiirevi

u fonksiyonunun ikinci tiirevi

[O,Z ] aralifinda kendisi,birinci ve ikinci
mertebeden tiirevleri siirekli fonksiyonlar sinif1
Sebeke fonksiyonu

Sag (ileri) fark
Sol (geri) fark
Alfa

Beta

Gamma

Lamda
Phi

Psi

Epsilon
u fonksiyonunun ikinci fark tiirevi

u fonksiyonunun merkezi fark tiirevi



1. GIRIS

Dogada karsilagilan her olgu genelde fizik kanunlar1 yardimiyla ve matematik
diliyle anlagilmaya calisilir. Newton ve 17. yiizyilin diger bilim insanlarn fizigin temel
kanunlarimi ifade etmek icin diferansiyel denklemleri ortaya koymuslardir. Diferansiyel
denklemler fiziksel biiytikliikler (kuvvet, kiitle, yer degistirme, v.b.) ve bu biiyiikliiklerin
uzay ve zamana gore degisim oranlar1 (tiirevleri) arasindaki iliskilerini
tanimlamaktadirlar. Fizik ve miihendislik alanlarindaki degisik siireclerde karsilasilan
modeller diferansiyel ve integro-diferansiyel denklemlerle ifade edilmektedir. Bu
sebeple bu tiir denklemlerin ¢éziimlerinin bulunmasi dnem arz etmektedir.

Uygulamali bilim dallarinda karsimiza c¢ikan diferansiyel denklemlerin
incelenmesinde en c¢ok kullanilan araclardan birisi Maksimum Prensibidir. Bu prensip
diferansiyel denklemler icin cesitli sinir-deger problemlerinin varliginin ve tekliginin
ispatinda ; ayrica ¢oziim ve tiirevleri i¢in cesitli esitsizliklerin elde edilmesinde sik sik
kullanilan bir yontem olarak karsimiza ¢ikar. Ote yandan fark denklemleri igin de ayrik
diizeyde Maksimum Prensipleri niimerik analizde sik¢a kullanilmaktadir. Bu 6zelligi ile
diferansiyel denklemler icin sonlu farklar, sonlu elemanlar, sonlu hacim ve diger
diskritizasyon uygulamalarinda olduk¢a kullaniglidir (Dogan, 2007).

Matematiksel ve fiziksel arastirmalarda dogal olarak ortaya ¢ikan cogu problem
eliptik, parabolik ve hiperbolik tipli kismi diferansiyel denklemlerle ifade edildiginden;
maksimum prensiplerinin sekilleriyle ilgili yontem ve tekniklerin incelenmesi kismi

diferansiyel denklemlerin incelenmesine de biiyiik bir katki saglamaktadir.



2. GENEL BIiLGILER

Ozellikle diferansiyel denklemlerde sikca kullanilan Maksimum Prensipleri ,
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin ne oldugunu bilmeden, bu ¢oziimler hakkinda
bir bilgi edinilmesine yardimci olur.

Maksimum prensipleri iizerine ¢ok sayida calisma yapilmistir. Bunlardan
bazilari; Sperb (1981), diferansiyel denklemlerin fiziksel uygulamalarina egilerek,
kitabinda bol miktarda konuyla ilgili ornekler vermistir. Protter ve Weinberger (1984),
diferansiyel denklemlerde maksimum prensiplerine bir boyutlu hal icin bir giris yaparak
eliptik, parabolik ve hiperbolik denklemleri ayrintili olarak incelemistir. Sewell (1987),
adi ve kismi diferansiyel denklemler i¢in gerekli olan bazi maksimum prensiplerini ele
almistir. Farrell ve ark. (2000), diferansiyel denklemler icin ¢oziimleri sinir katina sahip
sinir-deger problemlerine uygulanan niimerik yoOntemleri inceledikleri kitabinda
maksimum prensibini bir boyutlu lineer tasinim difiizyon probleminde ifade etmistir.
Samarskii (2001), fark semalar1 teorisini ele aldig kitabinda fark denklemlerini
tanimlayarak bu denklemler i¢in maksimum prensiplerini incelemistir. Amirali ve Duru
(2002a), niimerik analizin bazi temel konularini ele aldigr kitabinda maksimum
prensiplerine de yer vermistir. Ayrica periyodik sinir deger problemlerinde de prensibi
incelemigstir. Larsson ve Thomée (2005), ¢esitli niimerik yontemlerle kismi diferansiyel
denklemleri inceleyerek, kitabinda iki noktali smir deger problemi igin prensibi
uygulamistir.

Maksimum prensiplerini incelemeden 6nce; bu boliimde diferansiyel ve fark

denklemleri ile ilgili temel kavramlar 6zet olarak verilecektir.
2.1. Tamimlar

2.1.1. Diferansiyel Denklem
Bir veya daha cok bagimli degisken, bir veya daha ¢ok bagimsiz degisken ve

bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren bagintiya diferansiyel
denklem denir. Diferansiyel denklemde bagimsiz degisken sayisi bir ise bu denkleme
adi diferansiyel denklem denir. Yani adi diferansiyel denklemlerde bagimli degisken

ornegin u = u(x); bir tek bagimsiz degiskene sahip olmalidir. Adi diferansiyel denklem

icerisinde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin mertebesine diferansiyel denklemin



mertebesi denir. En yiiksek mertebeden tiirevin kuvvetine de diferansiyel denklemin

derecesi denir.

2.1.2. Baslangic-Sinir Deger Problemi

Bir diferansiyel denklemin belli kosullara gore ¢oziimleri arandiginda eger
bagimli degisken ve tiirevlerine gore kosullar tek bir noktada verilmis ise probleme
baslangi¢c deger problemi adi verilir. Eger kosullar farkli noktalarda verilmis ise

probleme sinir deger problemi denir.

2.1.3. Sinir Kosullan

Sinirhi bir bolgede fiziksel olgularin matematiksel davranisin1 kontrol eden bir
diferansiyel denklem verildiginde, # bagimli degiskeni genellikle o bdlgenin sinirinda
tanimlanir. Sinir verisi sinir kosullari olarak adlandirilir. Sinir kosullart 3 tipte verilir.

Ornegin;

),
ou(0)—au'(0)=A"

Bu(l)+ By (1)=B"

ikinci mertebe lineer sinir deger problemi ele alinsin. Burada
ol +a; 20, B+ 6 #0 p(x).q(x)eC[0I], p(x)#0
seklindedir. Baz1 fizik problemlerinde ise genelde

0,20, BB,20, p(x)>0, g(x)20

kosullar1 saglanmaktadir.

* * * *

Bu problem i¢in, A = i;B = E;A = —i;B = B— olmak iizere;

a’l ﬁl 1 a’Z 1 ﬁZ
a, = B, =0 olmasi durumunda 1.tip sinir kosulu olup u(0)= A , u(!) = B seklinde ifade

edilmektedir.



@, =, =0 olmasi durumunda 2.tip sinr kosulu olup u’(0)=A,,u’(!) =B, bi¢iminde

ifade edilir.

a #0, B, #0 i=0,1 olmasi durumunda ise 3.tip sinir kosulu s6z konusu olmaktadir.

2.1.4. Sonlu Farklar
y(i), i=0,£1,%2,... tam de@er argiimanl bir fonksiyon olsun. y(i)=y,

1

olmak tizere

Ay, =Y,

Vyi =Y Via

degerlerine sirastyla i noktasindaki sag (ileri) fark ve sol (geri) fark denir.

Azyi = A(Ayi) = A(yi+l _yi) = Vo = Vin _(yi+l _yi)

= V2 =2V TV
ifadesine ise ikinci fark denir. Benzer olarak m-inci fark asagidaki gibi tanimlanir.

_Am—ly'

l

Amyi = A(Am_lyi) = Am_ly

i+l

2.1.5. Fark Denklemi

Bir veya daha c¢ok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile bagimsiz
degiskenleri arasindaki cebirsel bagintiya fark denklemi denir. Yani i bagimsiz

degisken ve buna bagiml degisken de y olmak iizere, bagimli ve bagimsiz degisken ile
bagimli degiskenin Ay,, A’y,, ..., A"y, ,... gibi farklarini igine alan bagmtilara fark

denklemi denir.

m. mertebeden lineer fark denklemi en genel bicimde soyle yazilabilir:

A"y, + A"y +. 4o, Ay +a,y, = f,



Burada «,#0,q,,...,, belirli katsayilardir ve genelde i’e bagimhidir. A‘y,,

k =1,2,3,...,m farklarinin ifadeleri yukarida yerine konulursa,

Ao Yigm + O Yo T oot Vi + @, Y =

bagmtisim elde ederiz. Bu da a, #0, a, #0 durumu i¢in m-inci fark denkleminin

tanimu gibi algilanabilir.



3. DIFERANSIYEL VE FARK MAKSiMUM PRENSIiPLERI

3.1. ikinci Mertebeden Birinci Tip Simr-Deger Problemlerinde

Maksimum Prensipleri ve Uygulamalari

Bu bolimde prensipler ikinci  mertebeden birinci tip self-adjoint olan

problemlerde incelenecektir.

3.1.1. ikinci Mertebeden Self-Adjoint Problemde Maksimum Prensibi

Asagidaki ikinci mertebeden birinci tip self-adjoint problem ele alinsin.

Lu=—u"(x)+a(x)u(x)=f(x), 0<x<I 3.1
u0)=A, u(l)=B (3.2)

Burada a(x), f(x)e C 2 [O,Z ] yani kendisi, birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri siirekli

fonksiyonlardir. Ayrica a(x) =0 olup, A, B verilmis sabitlerdir.

Bu tipteki bir problem icin Maksimum Prensibi su sekilde verilir:
Teorem 3.1: (Maksimum Prensibi)

Lu, (3.1)-(3.2) problemindeki diferansiyel operator, v(x) € C* [O,Z ] herhangi bir

fonksiyon olsun. Bu durumda
v(0)20 (v(0)<0)
(v(1)<0)

Lv(x)=0 (Lv(x)SO), O<x<l

v(l)=0

ise

v(x) =0 (v(x)SO), 0<x<l

olur.

Ispat: Prensibin ispat1 icin hipotezin tersi kabul edilsin. Bu durumda



v(x,) <0, O<x,<!

olacak sekilde x,€(0,/) noktast bulunur. v(x) fonksiyonunun siirekliliginden ve

verilen sinir sartlarindan x, € (x,,x,) olmak iizere

v(x)=v(x,)=0 ve v(x)<0, xe(x,x,)

olacak sekilde x,,x, noktalar vardir.

*:m Ve X,—X,=X,—Xx,=h
alinirsa;
h=x,— 1:x1+x2_x1:x2—x1

2 2
olur.

Ote yandan x, +h,x,,x,—h keyfi noktalari ve keyfi u(x)e C*[0,!] fonksiyonu

%O_h/)’xo_h<x<x0
icin; @(x)= olmak iizere;
Xo+h—x

X <x<x,+h

(g h)=u () + i (xg)+ | () (1)

o

(= h) = ()= () | (5= h—t) (1)

o

Taylor A¢ilimlarini kullanarak su bagintiyr yazmak miimkiindiir:

u(xy+h)=2u(x)+u(xy—h) o+t ,
= =177 W e (3.3)



Ayrica ¢(x) fonksiyonu icin

B! j; o(t)dr =1

0

oldugu kolaylikla goriilebilir.
(3.3) esitliginin  sag tarafindaki integrale Ortalama Deger Teoremi

uygulandiginda;

u(x,+h)—2u(x))+u(x,—h
h2

) _ u’(&), Ee(x,—h,x,+h)

yazilir. Bu esitligi v(x) fonksiyonu i¢in diigiiniirsek; dyle bir e (x;,x,) noktas igin;

_ v(x,)—=2v(x.)+v(x,)
h2

V(&)

bagintis1 yazilabilir. v(x,) =v(x,) =0 oldugundan

—2v(x.)
hZ

V()= >0

yazilir. L operatoriine gegildiginde;

Lv($) =—v" () +a(&)v(§) <0

celiskisi elde edilir ki bu da teoremin ispatin1 tamamlar.
Not 3.1: (3.1)-(3.2) problemi i¢in a(x)=a >0 6zel durumunda teoremin ispati daha
kisa bir bigimde verilebilir:

Ispat igin hipotezin tersi kabul edildiginde; dyle bir x,€ (0,/) noktasi igin
v(x,)<0 olur. v(x) fonksiyonunu bu aralikta minimum yapan noktaya da x,

denildiginde;



v(x)=minv(x) <0, vV'(x)=0, v'(x,) 20
yazilir. Buradan L operatoriine gegildiginde;
Lv(x,) =—=v"(x,)+a(x)v(x) <0

celiskisine varilir ki teoremin ispat1 tamamlanir.

3.1.1.1. Prensibin Uygulamasi
Self-adjoint bir problem icin Maksimum Prensibinin ifade ve ispatindan sonra,

bu prensipten yararlanarak problemin u(x) ¢6ziimii icin bir sinir elde edilebilir:

Lemma 3.1: (3.1)-(3.2) problemi i¢in a(x) =0 oldugunda

||u||w < max{|A

b

12
s 34

esitsizligi yazilabilir. Burada

u(x)|

”””W =maX ..

seklindedir.
Ispat: Maksimum Prensibi kullanilarak kolayca goriilebilir ki;

Burada ¢(x) asagidaki daha basit sinir-deger probleminin ¢dziimiidiir:

-¢"=|f|..
P(0)=|A,
o) =|B|.



Bu problemden ¢(x) agik¢a bulunursa;
2

¢ =|1l. = o ="l +Cxec,

P(0)=|A|= C, =|A|

12
CRVESTY

o()=|B|= C, = l

[—x X x(l—x)
= o0 =" 2+ 22

seklindedir. O halde

0] < 90 =+ |+ X2 ]

[0,/] araligindaki degerler i¢in

I=x 1 X g
I

Nl}(

x(l—x)

ve ifadesi de en biiylik degerini orta noktada yani x :é de alir.

12
= JuCo)] < max{|A].[Bf} + <[ 7]

Buradan da esitsizligin dogrulugu kolayca goriiliir.

Not 3.2: Ote yandan a(x)=>a >0 0zel durumunda (3.1)-(3.2) probleminin u(x)
¢Oziimil icin

e, <[A[+[B]+a”"| £]. (3.5)

yazilabilir. Bu esitsizligin gosterimi i¢in

10



W, (x) = u(x) +|A|+|B|+a”'| f].

bariyer fonksiyonu denilen yardimci fonksiyon ele alindiginda kolaylikla

v.(0)20, ,(1)20 ve Ly, (x)=0

oldugu gosterilebilir. O halde Maksimum Prensibine gore

v, (x)=20

olur. Buradan da (3.5)’in dogrulugu aciktir.

Esitsizligin kullanimin1 gosterebilmek amaciyla basit bir 6rnek ele alinsin:
Ornek 3.1: —u"+(2+x)u=1 0<x<l

u(0)=Lu()=0

problemi ele alinsin. Bu problemde

A=1B=0, a(x)=2+x"2a=2>0, f(x)=1, |f]_ =1
seklindedir. O halde

Judl. <[]+ |8+ 7],

<14+0+(1/2).1=3/2

olur. Ayrica
u(0)=20, u(1)=>0, Lu=120
oldugundan Maksimum Prensibinden

u(x)=0

11



olur.Bu durumda u(x) ¢oziimil i¢in
3
O0<u(x)<—
(x) 5

sinirlamasi elde edilir.
3.1.2. ikinci Mertebeden Self-Adjoint Olmayan Problemde Maksimum

Prensibi

Asagidaki ikinci mertebe birincti tip self-adjoint olmayan problem ele alinsin.

Lu:=—u"(x)+a(x)u'(x)+b(x)u(x)= f(x), 0<x<I (3.6)
u(=A, u(l))=RB (3.7)

Burada a(x),b(x), f(x)e C*[0,]] ve b(x)=0 olup A,B verilmis sabitlerdir. Bu tip
problemler icin de Maksimum Prensibi ayn1 sekilde ifade edilir:

Teorem 3.2: (Maksimum Prensibi)
Lu, (3.6)-(3.7) problemindeki diferansiyel operatdr, v(x) € C*[0,!] herhangi bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

v(0)20 (v(0)<0)
v()20 (v(I)<0)

Lv(x)20 (Lv(x)<£0), 0<x<!

ise

v(x) =0 (v(x)SO), 0<x<!

olur.
Self-adjoint olmayan problemin en genel halinde Maksimum Prensibinin ispati

incelenmeden once (3.5)-(3.6) probleminde Oncelikle

b(x)=0

12



oldugu kabul edilsin. Olusan yeni problemde Maksimum Prensibi ele alinsin.

3.1.2.1. b(x) =0 Durumu

Bu durumu incelerken ilk 6nce a(x) = a >0 oldugu kabul edilsin.

3.1.2.1.1. a(x) 2 a> 0 Durumu

Ispat igin hipotezin tersi kabul edilsin. Bu durumda
v(x,) <0, 0<x, <!

olacak sekilde x, e (0,/) noktas1 bulunabilir.

@(x,) <0 olacak sekilde

@) = v(x)e "

yardimci fonksiyonu goz oniine alinsin. @(x) fonksiyonunu bu aralikta minimum yapan

noktaya x, denildiginde;
@(x,) =min@(x)y. , <0, & (x)=0, @& (x)=0

yazilabilir.

a(x) = V()C)e_m‘/2 =v(x)= Cl)(x)ew‘/z
/ sy a2 | X
= vi(x) =@ (x)e toe a(x)

2
y o
=V(x) = @' (x)e™” + ae™ 0 (x) T e™"m(x)

Buradan L operatoriine gecildiginde;

Lv(x) =e™" {—w"(x) —aw'(x) —% w(x)+a(x)w' (x)+ a(x)% a)(x)} )

X, noktast i¢in;

13



Lv(x,) = e™" {—a)"(xl) —%a)(xl) + a(xl)%a)(xl)}

_ {_w»(xl) +%(a(xl) —%j a)(xl)} <0

celiskisi elde edilir.

3.1.2.1.2. a(x) £ —a < 0 Durumu

Bu durumda ise @(x) yardimcr fonksiyonu

a)(x) — v(x)ea,\tIZ

seklinde alinarak benzer bir ispat yapilir.

Not 3.3: a(x)2a>0 ve a(x)<-a<0 durumlar i¢in b(x)>0olmast halinde de

benzer bir ispat yapilir.

Simdi de (3.6)-(3.7) probleminde b(x)> >0 olmasi durumunu ele alalim.

3.1.2.2.b(x) 2 >0 Durumu

Ispat icin hipotezin tersi kabul edildiginde
v(x,) <0

olacak sekilde x,e (0,/) noktas1 vardir. v(x) fonksiyonunu bu aralikta minimum yapan

nokta x, olarak kabul edilirse;
v(x,) =min,_ , v(x) <0, v(x)=0, v'(x) 20
yazilabilir. Buradan Lv(x,)’ e gecildiginde;

Lv(x,) =—=v"(x,)+a(x)V'(x) +b(x)v(x) <0

14



celiskisi elde edilir.
b(x)=> >0 durumu ele alindiktan sonra (3.6)-(3.7) probleminin en genel hali;

b(x) 20 durumu incelensin.

3.1.2.3. b(x) 20 Durumu

Ispat igin prensipte oncelikle ;

v(0)>0
v(1)>0

Lv(x)>0, O<x<l

oldugunda

v(x)>0, 0<x<]

olmast durumu ele alinsin. Bu durumun aksi kabul edildiginde;

v(x,) <0

olacak sekilde dyle bir x,€ (0,/) noktasi bulunabilir. Ote yandan v(x) fonksiyonun

0 < x <[ araligindaki minimumuna x, denildiginde

v(x)=min, ,v(x)<0, v (x)=0,v"(x)=0

yazilabilir. Buradan L operatoriine gecildiginde

Lyv(x)==v"(x)+a(x)v'(x)+b(x)v(x)<0

olur ki bu da Lv(x)>0 olmas ile geligir. O halde 0<x</[ i¢in v(x)>0 olur.

v(x) =20 oldugunu gorebilmek icin ; € >0 yeterince kii¢iik bir sabit olmak iizere;

o(x) =v(x)+ 9 (x)

15



yardimc1 fonksiyonu goz oniinde bulundurulsun. Burada

go(x):eﬂ—e’lx, /1>max{0,a*} ve y>1 olup a =max, a(x)
seklindedir.

o(0)=v(0)+£p(0)=v(0)+£(e” ~1)>0
o(l)=v(l)+ep(l)=v(l)+(e” —e*)>0

Lo(x)= Lv(x)+£Lp(x) > eLp(x) = €(A* —a(x) A)e* +b(x) p(x) >0

bulunur. ®(0)>0, @(/)>0 ve Lo(x)>0 oldugundan @(x)>0 olur.

o(x)=v(x) +€(€M —e’b‘) >0 ifadesinden v(x)>0 oldugu agikca goriiliir.

3.1.2.4. Prensibin Uygulamasi

Maksimum Prensibinden yararlanarak bu tip problemlerin de ¢6ziimii i¢in

degerlendirme yapilabilinir.

Lemma 3.2: (3.6)-(3.7) probleminin ¢oziimii u(x) fonksiyonu igin

.. <A]+|B|+ <] 7]. (3.8)
esitsizligi elde edilebilinir. Burada

P(x)=e* =™

fonksiyonu olmak tizere

Ja -+ e} 2 + 42 (Jo]. +1)

c=max@(x) ve A=A = :

seklindedir. (3.8) esitsizligini elde etmek i¢in,

120, p(x)=e* -
olmak iizere

16



Ve () =%u () +[A|+[Bl+ o(x)] /]
yardimci fonksiyonuna Maksimum Prensibi sartlar1 uygulanirsa;

V. (0)=u(0)+|A|+[B|+9(0)|f]_20
v (D =*u(l)+[Al+|B]+ (1) /] >0
Ly (0 =%f (x)+b0)(|4]+[B])+] f]_ Lo ()

>*f(x)+|f]. =0

olmast i¢in Lg(x) 21 olmalidir.

a(X)%elx”+b(x>(€l—€/1x”)

:(ﬂ’—z—a(x)i—b(x)je’b‘” +etb(x) 21

l+\/ 224 (lp] +1
I N U

A; A, seklinde segildiginde,

Lo(x)21,

17



dolayisiyla da

Ly, (x)20

ve Maksimum Prensibinden de
v, (x)20

olur.

v (0 =2u(x) +[A]+|Bl+o(x)] /] >0

= ‘u(x)‘ < |A|+|B|+max‘go(x)“|f||m

= Ju(x)] <|Al+[Bl+ | ]

Buradan da verilen esitsizligin dogrulugu kolaylikla goriiliir.

Not 3.4: (3.6)-(3.7) probleminin ¢6ziimii i¢in;

i) b(x)> >0 olmasi durumunda

.. <|Al+|Bl+ 6771 :

ii) a(x)2a>0 ve a(x)<-a<0 olmas durumunda da

Ju].. <|A]+|Bl+a2] f]

esitsizlikleri yazilir. 11k esitsizlik

w.(x)=%u(x)+|A|+|B|+ B ||f||w

yardimer fonksiyonuna Maksimum Prensibi sartlari uygulanarak bulunur. ikinci

esitsizlik i¢in

18



a(x)=a >0 durumunda

W, () = tu(x) +| A +|B|+a x| f

a(x)<-a <0 durumunda ise
W (x)=tu(x)+A|+[B|+a” (I-x)| f]_

yardimct fonksiyonlar1 alimp Maksimum Prensibi sartlar1 uygulanir. Bu yardimci
fonksiyonlar i¢in kolaylikla ¥, (0)>0, w, (/)20 ve Ly,(x)=0 oldugu goriilerek

istenilen esitsizlikler elde edilir.
(3.6)-(3.7) probleminin ¢6ziimii i¢in smirlar elde edildikten sonra bu

esitsizlikleri uygulama amach birkac ornek ele alinsin:

. , ., . T7X
Ornek 3.2: —u"+xu'+sin—u=x*, 0O<x<l

u(0)=2,u(1)=0
problemi ele alindiginda; bu problemde
a(x)=x, b(x)zsin%zo

seklindedir.

2
N R (T e Tk B

2 2

A=2almirsa; @(x)=e>—e** seklinde olup; [0,1] aralifinda
max ¢(x) =max (e’ —e** ) =e*-1<8

bulunur.
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= [ul.. <|A[+[B|+c|£].
<2+0+(8).1510
:‘u(x)‘élo.

Ayrica

u(0)=0, u1)=20, Lu=x*=0

oldugundan Maksimum Prensibinden

u(x)=0

olur. Bu durumda verilen problemin ¢oziimii i¢in
0<u(x)<10

elde edilir.

Ornek 3.3: —u”+(x—%ju'+u =sinzx, O0<x<l

u(O)zO,u(l)z%

problemi verilsin. Bu problemde;

a(x):x—%, b(x)=1, f(x)=sinzx, AZO,B:%

seklindedir.
b(x)=12 B =1>0dersek;

+1:E

_ 1
lull. <[Al+[Bl+ 87 5] <5+1=3

20



:‘u(x)‘ﬁ%.

Ayrica u(0)=0, u(l)=0, Lu=sinzx =0 oldugundan Maksimum Prensibinden
u(x)=0

olur. Bu durumda verilen sinir-deger probleminin ¢oziimii i¢in;

0<u(x)<

N | W

elde edilir.
2. mertebeden self-adjoint olmayan periyodik bir problemde de Maksimum

Prensibi benzer sekilde incelenebilir.

Lu=u"(x)+a(x)u'(x)—b(x)u(x)=f(x), 0<x<l (3.9)
u(0)=u(l) (3.10)
Lu=u()-u'(0)=A (3.11)

periyodik problemini ele alindiginda bu problem i¢in

ax)2a>0, b(x)=2 >0 ve f(x)

yeteri kadar diizgiin fonksiyonlar olup;

a(0)=a(l), b(O)=b(), f(O)=f()

seklindedir. Bu tip bir problem icin Maksimum Prensibi asagidaki sekilde verilebilir:

Teorem 3.3: (Maksimum Prensibi)

Lve L, (3.9)-(3.11) problemindeki diferansiyel operator, v(x) e C?[0,/] olmak iizere

v(0)=v()

21



ise
v(x)=20, 0<x<]

olur (Amirali ve Duru, 2002b).

Ispat: Prensibin ispati i¢in hipotezin tersi kabul edilsin. Bu durumda v(p,) <0 olacak

sekilde x = p,e[0,/] noktasimin var oldugu diisiiniiliir. p, noktas1 da bu aralikta v(x)

fonksiyonunun minimumu olsun.

v(p,) =miny ,v(x) <0

p, minimum oldugundan;

Vi(p)=0 ve Vv'(p)=0

olur. Buradan L operatoriine gecersek;

LV(Pl) = V”(Pl)"‘a(Pl)V,(Pl) _b(Pl)V(Pl) > 0

= Lv(p,)>0

bulunur ki bu da hipotezle ¢elisir. Bu durumda da v(x) fonksiyonunun minimumunu

x =0 ug noktasinda incelemek gerekir.
v(0)=minv(x) ¥(0)=v())
x =0 noktast minimum oldugundan

VvV (0) =0

22



olur. Ote yandan

Ly=0
seklinde idi. O halde

Ly=v()—V(0)=A
=vV({)=A+V(0)=0

bulunur. Vv(0)>0 ve V(1)>0 oldugundan bu aralikta v(x) fonksiyonu artan bir
fonksiyondur. Bu sebeple negatif minimum noktasmmi p, € (0,/) gibi bir i¢ noktada

almasi gerekir ki bu da yukarida gosterildigi gibi miimkiin degildir.
Lemma 3.3: (3.9)-(3.11) problemi i¢in;

[l <5711+ BlA

yazilir. Burada

”“”w =max |u(x)

, B :Cicoth(col/4) , Co=a*+(a*)’+4 ve a =max, a(x)

0

seklindedir (Amirali ve Duru, 2002b).

—Cox/2 —Co(I=x)/2

+e
¢ (1 _e<—c01/2))

Ispat: Esitsizligin gosteriminde; @ x) = olmak iizere ;

—Cox/2 + e—co (I—x)/2

o (1=7)

W, (x) =%\f |+|4] +u(x)

yardimcr fonksiyonuna Maksimum Prensibi sartlar1 uygulansin. /,(x) yukarida

verilen fonksiyon olmak iizere;
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A ¢ —CpX Co —co(l-x ’
0

_‘ A .
_ —cox/2 —co(l—x)/Z) ’
Ty G S

’, A C, —ChX, Cy —c.(l-x "
V(x)_ﬁ((—ioje 0/2—306 ot )/Zjiu (X)

= %( o012 | g0 (=)/2 ) +u”(x)
—e

seklindedir.
v, (0)=w,(l) oldugunu gosterelim.

1 —col/2 _601/2 |
+e—wm))_u(0) ve l//+(l)——|f|+|A|(—(j0H2))iu(l)

(1

v.(0) ——|f|+|A|

olup u(0) =u(l) oldugundan y,(0) =y, (/) oldugu asikardur.

Simdi Ly, =, ()-y.(0)>0 oldugunu gosterelim.

W%D——T—Jﬁaaj@*w2—0iuxn=¥§iwa)ve

4 —|A —Co A
y@(O):-————lrzﬁgj(l e ") +u'(0) = L|-+u(0)<ﬂdugundan

2(1-¢"

|A|+ |A|+ 4
Ly, =y .(D-y.(0)= u' () + 5 u'(0)

=|A|£ @ ()1 (0) =|A|£ A2 0
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Simdi Ly, =y (x) + a(x)y.(x) —b(x)y, (x) <0 oldugunu gosterelim.

4]

Lv. = |A| o
l//i 2 (1 _ e(—col/Z) )

—cox/2 —co(I=x)/2 ” _ —cpx/2 __ —co(I=x)/2
_—4(1_6(_001/2))(6 +e )iu (x)—a(x) ( e )

cox/2 —co(I=x)/2

+e

( (—c01/2) )

+a(x)u'(x) - b(x) | f|-b(x )|A| Fb(x)u(x)

e 02 4 gm0 (1Alcy  a(x)|Al b(x)|A]
= l_e(—col/Z) 4 B 2 -

J _ b(ﬁx) |f| W (x)+a(x)u’(x)—b(x)u(x))

Co

A
| |(:(x)(c§—2a(x)co 4b<x))—@|f|+f (x)
|A|w<x> o)

IA

(0 2 0 -4 )+ (1__)
c ac,—4p |f| ;

¢, =a*+(a*)’ +48 oldugundan ¢; —2a’c,—4/4=0 olur.

. slrlo-" 20 = 1<

bulunur. Maksimum Prensibi sartlar1 saglandigindan ¥/, (x) = 0 olur.

cox/2+e—co(l—x)/2
l//Jr(x)_ |f| |A| ( (—cOZ/Z)) iu(x)ZO
x/2 —co(I-x)/2
= Jueo|< 57l

c,(1—e oC 001/2))
@(x) ifadesi maksimumunu x =/ noktasinda alir.

—L ol/2 +1

= [u0| < 7 ]+ WW

A —col/2
= fucols g 2
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= |u)|< g7 f|+ucoth(c—°l)
c 4

A
=u)|< 87| £ +]4 B

bulunur. Buradan da verilen esitsizligin saglandig aciktir.

Ornek 3.4: u”+sinxu'—2u=0, O<x<rx
u(0)=u(r)
u'(m)-u’'(0)=1

problemi verilsin. Bu problemde;
a(x)=sinx, b(x)=224=2>0, f(x)=0 ve A=1

seklindedir. a(x)=sinx oldugu icin [0,7] araliginda " =maxa(x)=1 olur.

Cy =a*+(@*)’ +4f =1+1+8 =4

B =L coth(c, 1 4) = ~coth(4r / 4) = BT

1 1
¢ 4 4 T2

Sﬁlza

O halde problemin ¢oziimii icin;

§ 11 1
)| < 87| f]+|A| B =0+1%- == :‘u(x)‘ﬁa

yazilabilir. Ayrica u(0)=u(z), Lu=120 ve Lu=0<0 oldugundan Maksimum

Prensibinden u(x) >0 olur. Bu durumda 0 <u(x) S% seklindedir.
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3.2. ikinci Mertebeden Uciincii Tip Simir-Deger Problemlerinde Maksimum

Prensibi ve Uygulamalar

Ikinci mertebeden iiciincii tip asagidaki sinir-deger problemi goz 6niinde

bulundurulsun.
Lu=u"+a(x)u' = f(x), 0<x<l1 (3.12)
Ly = Bu0)-Lu’(0)=A
Lu=yu)+yu' (1)=B (3.13)
Burada

a(x), f(x)e C*[0,1]
ax)z2a>0; xe[0,1]

B.B=20, B+5,>0, ,20, >0

seklindedir. Bu tip bir problem i¢in Maksimum Prensibi asagidaki sekilde tanimlanir:
Teorem 3.4: (Maksimum Prensibi)

L, (3.12) denkleminde tanimlanan diferansiyel operator, v(x)e C*[0,1] olsun. Eger;

Ly = Bv(0)—B,v(0)20
Ly =yv)+ 7, (1)20

Vxe (0,1) i¢in Lv(x)<0

ise bu durumda

Vxe [0,1] icin v(x) =0

olur (Ansari ve Hegarty, 2002).
Ispat: Hipotezin tersi kabul edilsin. Bu durumda &yle bir p e [0,1] noktast igin
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v(p)=minv(x) <0
yazilabilir.
yv()+7y,y (1)=0

oldugundan p #1 oldugu agiktir. Prensibin ispati i¢in;

h.oa y_a
7,=0, 5= A2
’ o 2y 2

durumlari incelensin.

%, =0 olsun. 7, =0 ise x =1 noktasindaki kosul;
yv1)=0 , yani v(1)=0

sekline doniisiir.

a(x) =v(x)e®"?

yardimci fonksiyonu ele alinsin ve ge [0,1] noktast @(x) fonksiyonunu bu aralikta
minimum yapan nokta olsun. g #1 oldugu acgiktir; clinkii ¢g=1 olsayd: v(1)=0
oldugundan (1) =0 olurdu.

g€ (0,1) oldugunda; ¢ minimum oldugundan
(q)=minw(x)<0, &(q)=0, @’ (¢)=0
yazilir. @(x) =v(x)e*"? oldugundan

V(X) — a)(x)e—ax/Z

v/(x) — a)’(x)e—ax/Z _%e—ax/Za)(x)
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2
_ _ a _
V(x) = &' (x)e" " — o™ @ (x) +—4 e “@(x)

olur. Buradan L operatoriine gecildiginde;

Lv(x)=e %" (a)"(x) —aw'(x)+ %2 a(x)+@'(x)a(x) —%a)(x)a(x)j
2
= Lv(q)=e¢ ™" (aﬂq) +E-atg) —%axq)a(q)j

= ¢~ (a)”(q) —%(a(q) —%) w(q)j >0
olur. Ciinkii
e>0, (@550, 0920, otg)<0

idi. Bu durumda Lv(g) >0 olmasi hipotezle celisir. O halde g ¢ (0,1) olmalidir.

Simdi de ¢ =0 olma durumu ele alinsin.

q =0 ve ¢ minimum oldugundan @(0)<0 ve @'(0) >0 olur.
v(0) = w(0) <0 ve V'(0) = @'(0) —%a}(O) >0
oldugundan

By(0)- By(0)<0

olur. Fakat £v(0)— £,v"(0) >0 oldugundan celiski elde edilir. O halde ¢ #0 dir.

a
%

— olsun. Bu durumda da yine
v, 2
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a(x) =v(x)e®"?

yardimci1 fonksiyonu ele alinsin. ¢ noktast @ y1 minimum yapan nokta olsun.

Oncelikle ¢ =0 olma ihtimali ele alinsin.

¢ =0 minimum ve v(0)=a(0)<0; v'(0)=w'(0) —%a}(O) > ( oldugundan;

Lv(0)—- L,V (0)<0

olur. Buda Bv(0)— B,V (0) 20 sartiyla gelisir.

g€ (0,1) ise bu durumda ¢ minimum oldugundan,
a(q) <0, @'(q)=0 ve @"(q) 20

yazilir ki;
Lo(q) =" [w”(g) —%(a(q) —%j w(az)j >0

elde edilir ve bu da Lv(g) <0 olmasi ile celisir. Dolayisiyla g ¢ (0,1) elde edilir.

g =1 olabilme durumu incelenirse; ¢ minimum ve @(1) <0 , @'(1) <0 olmasindan

v() =w(e ™ =v(1)<0

V) = (1)e —%e‘“’za}(l)

— (1) +%e‘“’2a}(1) —w'()e* <0

:>v'(1)+%v(1)£0
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LA >% ve v(1) <0 oldugundan Liv(l) < %v(l)

72 7

ise V(D) +Lov1y < v (1) +%v(1) <0

2

V(1) +2L (1) < 0 bulunur. Fakat

7>

D)+ 7,120 = ')+ Lu(1)20

2

seklindedir. Yani;

V(1) +Lu(1) <0 olmast v(1)+7,v'(1) 20

7>

sartiyla celisir. Dolayisiyla ¢ #1 dir.

h oo
6

Son olarak olsun. Bu durumda

@(x) = v(x)e""7

yardimc1 fonksiyonu ele alindiginda;

v(x) = @(x)e 7

= v'(x) = @'(x)e " _ N g 2@ x)
)

n n - 2 — ] 2 —
=v'"(x)=w"(x)e X7, ——716 7’1X/72a)(x)+%e ?’lx/?’za)(x)
2 2

seklinde yazilir.

q =0 ise, g @ y1 minimum yapan nokta oldugundan;

31



w(0)<0, ®'0)=0

ve dolayisiyla

v(0)=w(0)<0 ve v'(0)=w'(0)-w(0)>0
oldugundan

Bv(0)—B'(0)<0

olur. Fakat

Bv(0)—B,v'(0) =0

oldugundan celiski elde edilir.

ge (0,1) ve ¢ @ y1 minimum yapan nokta oldugundan;
(q)<0, 0'(q)=0 ve ®"(q)20

olur. Buradan L operatoriine gecildiginde;

~nal % %
Lv(q)=e N7 (w"(q)+712w(61)—a(q)71w(q)j

{0 Ko Lot

2 2
celiskisi elde edilir. Ciinkii,

LApad :—ﬁZ—% :a(q)—£2a(q)—% olur.

7, 2 7> 7
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a(q) 2 & oldugundan a(q) —% 2% olur ki a(q) e >0.
£

g =1 minimum ise @(1) <0 ve @'(1) <0 oldugundan;

v() = w()e 72 <0

V(1) = & (e 17 - LT g1

I

= V() + L e (1) = @i (1)e 7 <0
g

— V() +Lv1y <0

2

bulunur. Fakat hipotezden

v+ 7,y )20 = v +Dv1) 20

2

seklinde yazilabilir. Bu durumda

v+ L1y =0

72

olmalidir. %, >0 ve @(1) <0; dolayisiyla v'(1) # 0 oldugundan

V) +Dp1) £ 0

2

olur. O halde g #1 elde edilir.

3.2.1. Prensibin Uygulamasi
Lemma 3.4: (3.12)-(3.13) problemi icin;
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||u||wsi||f||w(1+ﬁj+ [Ale !
“ i (ﬁl+ﬁza)—ﬁ{1—m]e-a 4

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Bu esitsizligin gosterimi icin

Y. (x) = |A| [e_ax—( _Mje—a]+l|3|
(B +ﬂ2a)—ﬁl(1—72“je—a " %,

1

w1 f||m[1+ﬁ—xjiu(x)
a 7

1

yardimct fonksiyonunu ele alinsin. Bu fonksiyona Maksimum Prensibi sartlari

uygulansin. ¥, (x) bu sekilde tanimlandiysa;

o (-a)|Ale™™ IV

V(0= T p T EAC)
(8.+B)-p[ 1-72% |

seklindedir.

v, (0)= 4 (1—5“ +Me_“j+i|3|+l||f||w {1+ﬁjiu(0)
(,61+,62a)—,61[1-7;“je—a no e Uy

V.(0)= il — ] 2o
(,61+,62a)—,61[1—72"’}'“

oldugundan;

:81W¢ (0) - ;521//; (O)
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|A|:61(1—e_“ ne e aJ
B
ZENNILV T s

- Y a
Bi+fa-fe +f e T
1
152“|A|
—u a _,
B+ Ba-fe+ 5%

1

+

+Lop1 7 par0)
(94

J+ B.alAl

1

|A|,b’1[1 et 4 %
_ 7

ﬂlB 1 2 2
A (1) By
ptBo-fe+ e T noe

+(Bu(0) - Bu'(0))

|A|(,31 +Ba-Be” +,317;“e—“j

,81| |+||f|| ﬂl+ﬁz+& +A
R Y K @« o)

1

:|A| ﬁ1| |+||f|| (ﬁl;ng +&]iA

an
bulunur.
BB, 1720 ve (—ﬂl A, +MJ>0
I o ay,
oldugundan;

By.(0) =By (0)2|Al£A20 = By.(0)- By.(0)20

elde edilir.
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e 1
Y

prba-pe+f e T
If

1

y.()=

|Ale™ (- 1
(B+pa)-peplres @

w.()=

oldugundan

yw.(D+ 7w (D)

_ |Ale™y,a
prepa-peeflrer

1

_ﬁ + ‘(1
2| £ % )

=|B|£ (ru) + yu' (1)

=|B|+B =0
bulunur. Dolayisiyla
7.0+ 7,120

elde edilir. Ote yandan

’7 az |A| e_ax ’”
Wi (_x) = 7 o i u (X)
B+ po— e+ 7=
i
oldugundan

Ly, (x) =y (x) + a(x)yL(x)
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o’ |A| e Ota(x)|A| e ¥

+u”(x)—

- _a A _q —a a o
Brepa-petep e preba-perh e

1 1

a

DAL o (ax)
(94

(& —aa(x))|Ale™

- a A 4
poba-perhl e

1

—“SWfLim7m+aumxm>

a(a—a(x))|Ale™™

- 1 V0
ﬁl(l_eaj'i'ﬂza""ﬁl 72/1 e

RGN
a

a(a—a(x))|Ale”™ (x)
< . | | v +||f||m(1_axj
ﬁl(l_aj+ﬁ2a+ﬁlze_a
e

1

bulunur.

ﬁ1(1—iaj+/32a+/31 P2 w50, (@—a(x)<0ve (1—@j <0
e 2 a
oldugundan Ly, (x) <0 elde edilir.

Maksimum Prensibinin sartlari saglandigindan dolayr Vxe [0,1]i¢in ¥, (x) 20 olur.

1

v, (x) = |A| (e—ax_(l_ 72aje—aJ+i|B|
(,31+ﬁza)_,51(1_72aje_a I I

+271L (1+ﬁ—xJiu(x) >0
o 7

1
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= ()< 4 (e—ax_( _Mje—a]+i|3|
(A+@M—A(—%a}” 7 7

1
L 142 -4]
o I

olur. c= maxg, . (e‘”’x —( —Mj e‘”’} dersek
’ /4

:|u(x)|£ |A|C

e (A
(A+@m—aﬁ—”“}” e 7

1

yazilir. 1+ % — x ifadesi de maksimum degerini x =0 noktasinda alacagindan;
1
A
~[ucols - Lpje i (102 ]
(A+@m—aﬁ—”7}” e 7
I

olur ki istenilen esitsizlik elde edilir.
.o ” 2 7 . ﬂ--x
Ornek 3.5: u +(3—x )u =—s1n(7j, O<x<l

u(0) =1/ (0)=0

problemi verilsin. Bu problem i¢in;

a(x)=3-x"23=a>0; f=8,=y=7=1; A=0ve B=1

seklindedir. f(x)=—sin (%j oldugu i¢in 0 < x<laralifi igin | f]|_=1 olur.

Bu durumda
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||u||wsi||f||w(1+ﬁj+ [Ale 1
“ 7 (ﬁl+ﬁza)—ﬁ{1—mje‘“ 7

esitsizliginden

1 1 1 5
il <[ 143 r 0] o)

elde edilir. Ayrica
- . (7x
Lu=020; Lu=1>0ve Vxe (0,1)i¢in Lu= —sm(Tj <0
oldugundan Maksimum Prensibinden u(x)>0 dir. Bu durumda verilen problemin

¢oziimii igin 0<u(x)< % elde edilir.

3.3. ikinci Mertebe Fark Simr-Deger Problemlerinde Maksimum Prensibi

ve Uygulamalari

Diferansiyel problemlere benzer sekilde, diferansiyel denklemin icerdigi
tiirevlerin fark tiirevleri ile degistirilmesi sonucu fark problemleri elde edilir.

Ikinci mertebeden bir fark denklemi en genel sekliyle;
Lyl=-Ay+Cy, =By, =F

seklinde yazilabilir. Burada i=1,2,... seklinde olup, y, sebeke fonksiyonunu ifade
etmektedir. Ayrica A, #0, B, #0 olup A;, B;, C, veF; bilinen fonksiyonlarin i indisi

degerleridir.

2.mertebe 1.tip bir fark sinir-deger problemi asagidaki gibidir:

Lly]l=-Ay_+Cy —-By,=F , i=12.,N-1 (3.14)

1

Yo=H» v =H, (3.15)
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Bu tip bir fark problemi icin Maksimum Prensibi asagidaki sekildedir:
Teorem 3.5: (Maksimum Prensibi)

¥, herhangi bir sebeke fonksiyonu olmak iizere;
A>0, B>0, D=C,—A-B, 20, i=12,.,.N-1 (3.16)
kosullar1 saglansin. Bu durumda

Lly]1=20, i=12,..,N~-1
¥y 20

Yw20
ise
y,20,i=0L..,N

olur (Samarskii, 2001).

Ispat: Hipotezin aksi yani 0<i, <N olmak iizere i= i, noktasinda y;, < 0 oldugu

kabul edilsin. Ote yandan i=i, noktast da bu aralikta y, fonksiyonunun negatif

minimum deger aldig1 nokta olsun.

=i, i¢in y; =mingy y; <0

i, noktas1 tek olmayabilir. i,,, ve i,, noktalarinda da y, fonksiyonu minimum

degerine ulasabilir. Bu sebeple genelligi bozmadan bu noktalardaki degerlerden bir

tanesinin i, noktasindaki degerden biiyiik oldugu kabul edilir. Bu durumda
Yipa = Yiy» yi0—12yio
yazilabilir. L operatoriine i, noktas1 uygulandiginda
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L[yio] = _Aioyio—l + Cioyio - Bio Yig+l

==B, (V= Y) T4, =)+ (C —A =By,
Vi =Yg >0 ve 3=y, <0

oldugundan

Ly, 1<, (C,—A —B)<0 = L[y, 1<0

celiskisi elde edilir.

Not 3.5: Eger yukarida verilen prensibin sartlari

Lly]<0, i=L2,.,.N-1; y,<0; y, <0

seklinde ise bu durumda
v, <0, i=0,1,..,.N

olur.
2.mertebe 1.tip fark sinir-deger problemlerinde Maksimum Prensibinden faydalanarak
asagidaki Karsilagstirma Prensibi de ele alinabilinir:

(3.16) kosullar1 altinda; y,, (3.14)-(3.15) probleminin ¢dziimii;

*

y; ise

Ly 1=F", i=12,..N-1

Yo =M

Yy =th
probleminin ¢6ziimii olsun. Eger

F|<F.

S || <
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ise bu durumda
i<

seklindedir.

Bu prensip i¢in u, =y, —y, ve v,=y +y, fonksiyonlar1 ele ahindiginda bu
fonksiyonlarin, sirastyla sag taraf fonksiyonlart F, —F,>0ve F +F >0; smir
degerleri uy=p; — g, 20, uy =, —f, 20 ve vy=p, + 4,20, vy =, + 1,20
olan (3.14) denklemini sagladig goriilmektedir. Bu fonksiyonlara Maksimum Prensibi
sartlart uygulandiginda u, >0, v, >0 bulunur ki; bu da —y, <y, <y’ yani |yi| <y

oldugunu gosterir.

3.3.1. Prensibin Uygulamasi
Maksimum ve Karsilagtirma Prensipleri kullanilarak bazi 2.mertebe 1.tip fark

sinir-deger problemlerinin ¢oziim degerlendirmeleri yapilabilir:

Lemma 3.5: L[y,]=0, O0<i<N (3.17)

Yo=HMs Yvn=H, (3.18)

probleminin ¢6ziimii i¢in;

Smax(‘,a1

HYHOO =mMaX gy | Vi 'UZD

9

esitsizligi yazilabilir. (Samarskii, 2001)

Ispat: Bu degerlendirme icin;

L[y/1=0, 0<i <N

Yo = vy = i =max (|4, ])

b
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yardimci problemi ele alinsin. (3.17)-(3.18) probleminin ¢oziimii y, fonksiyonu igin

Karsilagtirma Prensibinden;

|)’i| < yf

yazilabilir. Maksimum Prensibi yardimiyla da
e

oldugu kolaylikla goriilebilir. O halde

i<y <y|=|y ] s =yl < = max(|a] )

olur.

Lemma 3.6: i =1,2,..., N —1 i¢in;

|A|>0, |B|>0, D] =|C,|-|A|-|B|>0

olmak iizere;

Lly]l=-Ay_+Cy,—-By, =F, i=12,..,N-1 (3.19)
Y%9=0, yy=0 (3.20)

probleminin ¢6ziim fonksiyonu i¢in;

F
bl <| £

oo

yazilabilir. (Samarskii, 2001)
Ispat: L[y,]1=—Ay,,+C,y,—B,y;,, = F, seklinde tanimlanan L operatdriinden;
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Cy =AYy +By,+F (3.21)

yazilabilir. Ote yandan | yi| fonksiyonunun 0<i, <N olmak iizere i =i, noktasinda

maksimum degerini aldig1 kabul edilsin. (3.21) esitliginde i =i, alinirsa;

Cioyio = Cio Yio| = Afoyio—1+Bi0)’iU+1+E'0
S‘Al'ﬂ“yz’o—l"i"Bin Yig+l +‘Fi0‘
<[, | +[By [ | +{ |
= +[8y o +[ ]

:(Cio _Aio _Bio ) yio‘s F;b

F,

. F,
= D, |y,|<|F}| :\yio\s%s b

— < F;b < Fio
D‘y%‘ = maX gy |7 < D_;; = MaX gy D_:)
=y <=
bl <[5
oldugu bulunur.
Ote yandan y, sebeke fonksiyonu igin;
@, fonksiyonu,
B(p.—¢.)-A(@_—@p)=F, i=12,.,N-1 (3.22)
@ =¢y =0 (3.23)

probleminin ¢dziimii; u, fonksiyonu da,
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Lu,1=—Au, +Cu; — Bu,,, =—D,¢, (3.24)

1

uy=uy =0 (3.25)
probleminin ¢6ziimii olmak iizere
Yi=u;+ ¢

seklinde yazilabilir. (3.24)- (3.25) fonksiyonunun ¢6ziimii i¢in bir 6nceki ispattan;

=[el..:

oo

_| P2
. ID

F
||u||oo =max <y |1/l[| < HB

yani,
.. <]l

bulunur. Simdi de (3.16) kosullar1 saglanmak lizere; F,=-D.@. esitligi ile (3.19)-

(3.20) probleminin ¢6ziimii i¢in;
7. <lel. (3.26)

esitsizliginin yazilabilecegi gosterilsin.

(3.19)-(3.20) problemi F, =—D.¢. esitligi ile;

Lly]l=-Ay, ,+Cy,—-By, =-D¢.,i=12,..N-1 (3.27)

V=0, y,=0 (3.28)

seklinde yeniden yazilsin.
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D,=0 olmast durumunda (3.27)-(3.28) probleminin ¢oziimi y, =0

olacagindan (bu asikar ¢6ziim Maksimum Prensibinden kolaylikla goriiliir) (3.26)
esitsizliginin saglandig agiktir.

En azindan bir noktada D, >0 oldugu kabul edilsin.

>0 fonksiyonu da

i=12,..,N-1 (3.29)

LiY,1=D,|p|,
Y,=Y,=0 (3.30)

probleminin ¢6ziimii olacak sekilde belirlenirse Karsilastirma Prensibi yardimiyla

[y <Ivll

oldugu kolaylikla goriiliir. Kabul edilsin ki ¥, 20 fonksiyonu maksimum degerini
i =i, noktasinda alsin. Bu durumda Y, maksimum deger oldugundan;

0]

B, (Y, ~Y,)<0. A (Y, ~Y)<0

yazilir. (3.29) ve (3.30) dan

101

A1Y +CY z+1 z|¢z|

oldugundan
L[Yio] = _AiOYio C ’OYi0+1
=—A, (Y, - Y, )+(C,—A, ~B)Y, ~B,(Y, -Y,)

=4, ~Y)+ DY, ~B (¥, =Y, )
>2D.Y.

LU}
yazilabilir. Ayrica
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LIY,1=D,|g,|

oldugundan;

DY, <D, ¢ <D, |¢]|.,

olur. D; >0 olmasi durumunda

DY <D.
LK) o

.

oldugundan;

Y-0 =max

[/

Y

=[¥]. <[4l =¥l <lel. (331)

yazilir. i=i =i,+1 ( ya da i =i,—1) noktas: icin de benzer islemler tekrar
edildiginde
DY <D,

hh

9.

elde edilir ki buradan da (3.31) esitsizligi yazilabilir. Bu sekilde devam edildiginde;
D, #0 oldugu i¢in herhangi bir i =i, i¢in Dl-a >0 ve (3.31) esitsizligi elde edilir.

Iy <|Y|L ve 3.31) esitsizliginden

Y. <lel.

bulunur.
Ote yandan fark semalarmin kararliigmi incelemek icin de Maksimum

Prensibinden yararlanilir:

Lu=—u"+a(x)u'+b(x)u=f(x), 0<x<l (3.32)

u(0)=A, u(l)=B (3.33)
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ikinci mertebeden self-adjoint olmayan sinir-deger problemi ele alinsin. Bu problemde

b(x)=20 ve a(x) yeterince diizglin fonksiyonlardir. Bdyle bir sir-deger

probleminin Maksimum Prensibini sagladig bilinmektedir. Bu problem i¢in su sekilde

bir fark semasi kurulabilir:

fark tiirevleri denklemde yerine konulursa;

Ll |=—u,; +a,.u;i+b,.u,. +R=f, 1<i<N-1

2 2
R =u(&)-a u (m), ue o]
elde edilir. Bu bilgiler dogrultusunda (3.32)-(3.33) problemine karsilik gelen fark

semas1 asagidaki gibidir:

Va2t Yy Yirr — Yia _
Lly |=—2& +a +bv. = f
[yl] h2 al 2h Lyl f‘[
1 2 1 a
= +| b+ —
(hZ 2hj l -1 ( th (hZ ZthHl f
1 2 1 a
.=—+— C.=b+—, B=——-——
& no2n T R W 2h

olur.Bu fark denkleminin Maksimum Prensibini saglamasi i¢cin A, >0, B, >0, C, >0

ve C,2A+B, olmahdir. C, =b +% ve b(x)=0 oldugundan C,>0 ve
h

C =b.+£ 2 oldugundan C, > A, + B, oldugu aciktir. A, >0 ve B, >0 olabilmesi

i h2 h2

icin
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ai‘ 1
[— :>_

%y oL ‘ ol <2 = [a]_n<2
h™ 2h h 2h h 2 ”

elde edilir. Buradan da a(x) fonksiyonunun ¢ok bilyiik degerleri i¢in bu semanin

kararli olmadig1 anlasilmaktadir. Dolayisiyla Maksimum Prensibi yardimiyla bu tip bir
fark semasinin kararlili1 incelenebilmektedir.

1.tip problemlere benzer sekilde 3.tip fark sinir-deger problemleri icin de
Maksimum Prensibi verilebilir.

Asagidaki 3.tip fark sinir-deger problemi ele alinsin.

Ly, |=-Ay,+Cy =By, =F, i=12,..,N-1 (3.34)
L[y |=ye— 20 (3.35)
L[yN:IZ)’N_ZzyN—l (3.36)

(3.34)-(3.36) problemi icin Maksimum Prensibi su sekildedir:

Teorem 3.6: (Maksimum Prensibi)

A>0, B>0,C2A+B, i=12.,N-1

0<x<1,0<x,<I1,0<y,+x <2

ve y, # sbt fonksiyonu i¢in

L[y]20 (i=0,1,...N)

olsun.Bu durumda

i=0,L..,N i¢in y, 20

seklindedir. (Samarskii, 2001)
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Ispat: i=0,1,...,N icin L[y,]>0 olsun. Hipotezin aksine i =i noktasmda y, <0

oldugunu kabul edelim. y, fonksiyonunu bu aralikta minimum yapan noktaya da i,
noktasi dersek;

Y, =Minggey yi=my <0

yazilabilir.

i, =0 noktasi ise; yani min y, = y, =m, <0 oldugundan y, >m, olur. Ote yandan

L[Yo] = Yo~ :(1_/1’1))’0"'/1’1()’0_)’1)

yazilabilir. (¥, >0 ve 1-,20) yada (g 20 ve 1-%, >0) ; ayrica y,—y, <0

oldugundan
L[ yo] <0

celiskisi elde edilir.

i, = N noktasi ise; yani min y, = y, =m, <0olacagindan y,_, >m, olur. Ote yandan

LI:)’N:I =Yy = Ina = (1_/1’2))’1\7 +Zz()’1v _yN—l)

olur.

(X,>0vel-yx,20)yada(y,20 ve 1-y,>0);aynca y, —y, , <0 oldugundan

L[yN]<O

celiskisi elde edilir.
Eger i, noktas1i 0<i,<N seklinde bir i¢c nokta ise Il.tip fark sinir-deger

problemindeki Maksimum Prensibinde yapilan ispata benzer olarak
L|:yi0 ] = _Aio Vi, T Cio Yio ~ Bio Yigw

<,(C,—A —B,)<0

= L[ yl.o] <0 celiskisi elde edilir.
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4. SONUC

Dogada karsilasilan her olgu fizik kanunlariyla anlagilmaya calisilmis, fizik
kanunlarini ifade etmek i¢in diferansiyel denklemler ortaya konulmustur. Maksimum
prensibi ise bu denklemlerin incelenmesinde, c¢oziimler bilinmeden ¢6ziimlerin
degerlendirilmesini yapabilmede énemli bir rol oynamaktadir.

Bu calismada diferansiyel denklemleri incelemede en faydali ve bilinen
araglardan olan Maksimum Prensibi; ikinci mertebeden birinci tip sinir-deger
problemlerinde incelenip, bu problemlerin ¢oziim degerlendirmeleri yapilarak konuya
giris sunuldu.

Daha sonra prensip, liciincii tip sinir-deger problemleri icin ele alindi. Ayrica
problemin ¢oziimii Maksimum Prensibi yardimiyla degerlendirildi ve son olarak da

fark denklemlerinde prensip ve uygulamalari incelendi.
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