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ISTATISTIKSEL KOROVKIN TiPi YAKLASIM TEOREMLERI

OZET

Bu yiiksek lisans tezi ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris icin ayrildi. Ikinci
boliimde istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitildi. Buna iligkin 6rnekler ve bazi
sonuglar verildi. Ugiincii boliimiin birinci kisminda pozitif lineer operatorler ile ilgili
genel bilgiler ve ikinci kisimda klasik Korovkin tipi yaklasim teoremleri verildi.
Uciincii kisimda istatistiksel yakinsaklik kullanilarak Korovkin tipi teorem calisildi ve

bu teoremin mertebesi verildi. Dordiincii ve besinci kisimda sirasiyla periyodik

fonksiyonlar i¢in istatistiksel Korovkin tipi teorem ve L, [a,b] de istatistiksel Korovkin

tipi teorem incelendi. Son kisimda ise pozitif lineer operatorlerin es-istatistiksel
yakinsakligi ve es-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak bir Korovkin tipi teorem
calisildi. Daha sonra bu teoremi saglayan fakat klasik ve istatistiksel durumu
saglamayan bir ornek verildi. Ayrica es-istatistiksel yakinsaklik orani siireklilik modiilii

yardimiyla hesaplandi.

Anahtar Kelimeler: istatistiksel yakinsaklik, pozitif lineer operator, Korovkin tipi
yaklagim teoremi, istatistiksel diizgiin yakinsaklik, siireklilik modiilii, es-istatistiksel

yakinsaklik.



STATISTICAL KOROVKIN TYPE APPROXIMATION THEOREMS

ABSTRACT

This thesis consists of three chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. In the second chapter, statistical convergence has been recalled. Examples
and some results concerning this concept has been given. In the first section of the third
chapter some general information about positive linear operators and in the second
section classical Korovkin type theorems have been given. In the third section using
statistical convergence Korovkin type theorem has been studied and the order of this

theorem has been given. In the fourth and fifth sections statistical Korovkin type

theorem for periodic functions and statistical Korovkin type theorem in L, [a,b] have

been considered, respectively. In the last section equi-statistical convergence of positive
linear operators and using equi-statistical convergence Korovkin type theorem studied.
Then, an example such that this theorem works but its classical and statistical cases do
not work has been given. Also, the rates of equi-statistical convergence have been

computed.

Key Words: Statistical convergence, positive linear operator, Korovkin type
approximation theorem, statistical uniform convergence,modulus of continuity, equi-

statistical convergence.
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1. GIRIS
Steinhaus ve Fast’in reel say1 dizileri i¢in istatistiksel yakinsakligi tanimladig:

1951 yilindan bu yana, bu tanimin bir¢cok genellemesi ve uygulamasi aragtirilmaktadir.

(L,), L,:Cy,|a.b]— Bla,b] pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olmak iizere

Korovkin (1960) ¢,(x)=x" ,i=0,1,2 fonksiyonlarim kullanarak L, (f) in bir f

fonksiyonuna yakinsamasi problemini ele almis ve bu yakinsama icin gerek ve yeter
kosullar1 incelemistir. Istatistiksel yakinsaklik tanimi kullanilarak Korovkin tipi
yaklasim teorisi icin daha giiclii sonuglar elde edilmistir. Birgok arastirmada pozitif
lineer operatorlerin dizileri yardimiyla, siirekli fonksiyonlarin yaklasimi géz Oniine
alinmis ve Korovkin’ in bu c¢alismasi bir ¢ok arastirmaci tarafindan cesitli operatorler
icin arastirllmistir. Ayrica, istatistiksel diizgiin yakinsaklik Korovkin tipi yaklasim
teorisinde kullanilmistir (Gadjiev ve Orhan, 2002; Erkus ve Duman, 2006; Erkus ve
ark., 2006). Klasik Korovkin teoreminden daha gii¢lii sonuglar elde edilmistir. Daha
sonra ise Balcerzak ve ark. (2007) alisilmis diizgiin yakinsaklik ve istatistiksel diizgiin
yakinsakliktan daha kuvvetli olan es-istatistiksel yakinsaklik kavramini tanitmiglardir.
Istatistiksel noktasal ve istatistiksel diizgiin yakinsaklik arasinda bulunan bu yakinsama
tiirli i¢in Karakus ve ark. (2008) tarafindan Korovkin tipi teorem ¢alisilmastir.

Bu yiiksek lisans tezinde Oncelikle yogunluk kavrami verilerek bu kavram
yardimiyla istatistiksel yakinsaklik tanimi verilecek ve klasik Korovkin teoremi
tanitilip, bu teoremin Gadjiev ve Orhan (2002) tarafindan verilen istatistiksel benzeri
verilecektir. Daha sonra Balcerzak ve ark. (2007) tarafindan tanimlanan es-istatistiksel
yakinsaklik kavrami kullanilarak reel sayilarin kompakt bir alt kiimesi iizerinde,
istatistiksel Korovkin tipi teoremin Karakus ve ark. (2008) tarafindan calisilan es-

istatistiksel benzeri verilecektir.



2. GENEL BIiLGIiLER

2.1. istatistiksel Yakinsakhk

N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi A ve A :={k<n:ke A} olsun. A,

kiimesinin eleman sayisi |A,1| ile gosterilsin.

2.1.1. Tanim: N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesi i¢in

lim—
n—e p

limiti mevcut ise, bu limit degerine A kiimesinin “yogunlugu (veya dogal yogunlugu)

denir ve 8(A) ile gosterilir (Niven ve Zuckerman, 1980).

(a,) pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ve A={a,:ne N} olmak iizere

yogunluk mevcut ise

5(A)=lim—~

n—oo an
dir (Niven ve Zuckerman, 1980).

Ornegin; 8(N)=1, 8({n’:ne N})=0, 3({2n:ne N})=8({2n+1:ne N}):%

oldugu yogunluk tanimindan kolaylikla goriilebilir. Ayrica bir A kiimesi yogunluga
sahip ise, bu durumda 8(N\A)=1-3(A) ve dogal sayilarin her bir sonlu alt kiimesi de
sifir yogunluklu olacaktir.

Simdi bu tamimdan faydalanarak istatistiksel yakinsaklik tanimi verilsin:

2.1.2. Tamm: x =(x, ) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her € >0 i¢in
3({ke N:|x,—L|2¢})=0

olacak sekilde bir L sayisi varsa, bu durumda x dizisi L sayisina “istatistiksel
yakinsaktir” denir ve bu durum

st—limx=1L

seklinde gosterilir (Fast, 1951).

Istatistiksel yakinsaklik tanmimindan da anlasilacagi gibi, eger bir x dizisi L
sayisina istatistiksel yakinsak ise, bu durumda L sayisinin herhangi bir €
komsulugunda dizinin sonsuz coklukta terimi bulunurken bu komsulugun disinda da,

indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosuluyla yine diziye ait sonsuz ¢oklukta terim



bulunabilir. Bu durum, istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha
genel oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla yakinsak diziler uzaymm ¢ ile ve
istatistiksel yakinsak diziler uzaym st ile gosterecek olursak , cc st dir. Yani;

istatistiksel yakinsaklik bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha kuvvetlidir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik kavrami icin Fridy tarafindan yapilan

karakterizasyon verilsin:

2.1.3. Teorem: x =(x, ) dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul 8({nk :ke N }) =1 ve lim x, =L olacak sekilde en az bir (xnk ) yakinsak

alt dizisi vardir (Fridy, 1985).

O halde 1 yogunluklu indis kiimesi lizerinde (veya O yogunluklu indis kiimesi
disinda) x dizisi L sayisina klasik (Cauchy) anlamda yakinsak ise, x dizisi L
sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.

Yani; bir x dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter

kosul her €>0 i¢in §(K)=1 olacak sekilde bir K < N alt kiimesi ve n, =n,(¢)e N

sayist vardir dyle ki n=>n, olacak sekildeki her ne K igin

X, — L| <€ esitsizliginin
saglanmasidir.

2.1.4. Ornek: x=(x,) dizisinin genel terimi

1, k=m?
X, = 2,m=1,2,3,...
0, k#m

olsun. K ={k*:ke N} denirse §(K)=0, 3(N\K)=1 olup
(x,)=(0.0,..) >0 ,(n,e(N\K) , ke N)
oldugundan st—limx =0 bulunur.

2.1.5. Ornek: x=(x,)

{\/Z, k=m’
X, =

0 kem ,m=1273,..

dizisi icin st —limx =0 oldugu goriiliir.

Orneklerden de goriilebilecegi gibi bu diziler sinirli 1raksak ve sinirsiz iraksak

olmalarina ragmen istatistiksel yakinsaktirlar.



Klasik (Cauchy) yakinsakligin lineer oldugu biliniyor. Asagidaki teorem

istatistiksel yakinsakligin da lineer oldugunu gosterir.

2.1.6. Teorem: st—limx=1L, st—limy=L, ve @€ R olsun. Bu durumda;
(i) st=lim(x+y)=L+L,
(1) st-limax=alL,,

saglanir (Fast, 1951).
Ispat : (i) st—limx=L olsun. O halde AcN olmak iizere 8(A)=0 oldugunda,

e >0 verildiginde her k >k, ve her ke (N\A) igin |x, —L| <% olacak sekilde k, € N

vardir.

st—limy=L, olsun. O halde Bc N olmak iizere 8(B)=0 oldugunda, €>0

verildiginde her k >k, ve her ke (N\B) igin | yk—L2|<§ olacak sekilde k,e N

vardir.
Sifir yogunluklu iki kiimenin arakesiti de sifir yogunluklu olacagindan

3(AnB)=0.

k, =max{k,,k,} olmak iizere her ke (N\(ANB)) ve her k >k, icin

(ot )L+ L) <l — L[y~ L < S+ 2 =e

oldugundan, her € >0 icin

liml‘{kSn:‘(xk+yk)—(Ll +LZ)‘2£}‘=0

nn
olup
st=lim(x+y)=L+L,
elde edilir.
(1) Eger =0 ise ax=0 olup st—limax=aL dir. Simdi ¢#0 olmak iizere
st—limx=1 olsun. O halde, AcN olmak iizere 8(A)=0 oldugunda, €>0

verildiginde her k >k, ve her ke (N\A) igin |xk—l,,|<ﬁ olacak sekilde k e N
a

vardir. Boylece her k€ (N\A) ve her k >k, i¢in



Otxk—a'Ll|:|a||xk—L1|<|a'|ﬁ:e
olup, her € >0 i¢in
liml‘{kSn:|axk —aL|>e}[=0
non

elde edilir, yani;

st—limax=al,.



3. MATERYAL VE YONTEMLER

Bulgular boliimiiniin ilk kisminda pozitif lineer operatorler ile ilgili genel
bilgiler ve ikinci kistmda klasik Korovkin tipi yaklasim teoremleri verildi. Ugiincii
kisimda Korovkin tipi teoremin istatistiksel benzeri Gadjiev ve Orhan’in ¢alismasindaki
yontemler kullanilarak incelendi ve yine bu calismadaki yontemler kullanilarak
istatistiksel Korovkin tipi teoremin mertebesi bulundu. Dordiincii ve besinci kisimda

sirasiyla periyodik fonksiyonlar icin Istatistiksel Korovkin tipi teorem ispatland1 ve

L, [a,b] deki pozitif lineer operatorler icin istatistiksel Korovkin tipi yaklasim

incelendi.

Bulgular boliimiiniin son kisminda ise Balcerzak, Dems ve Komisarski
tarafindan tamimlanan alisilmis diizgiin  yakinsaklik ve istatistiksel diizgiin
yakinsakliktan daha kuvvetli olan es-istatistiksel yakinsaklik verilerek Karakus, Demirci
ve Duman’ 1n caligmasindaki yontemler kullanilarak es-istatistiksel Korovkin tipi

teorem incelendi.



4. BULGULAR

4.1. Pozitif Lineer Operatorler

Oncelikle gerekli olan bazi1 fonksiyon uzaylar1 tanitilsin:
Cla,b] Uzay1 : [a,b] arah@inda tanimli, reel degerli ve araligin tim noktalarinda

stirekli fonksiyonlarin uzayidir. a, b ug¢ noktalarinda bu uzayin elemanlar1 sagdan ve

soldan siirekli fonksiyonlardir. f e C[a,b] igin

#1101 = stp |1 ()

alisilmis supremum normu ile birlikte C [a,b] bir Banach uzayidir.

C, [a,b] Uzay1 : [a,b] araliginin her noktasinda siirekli ve reel eksen iizerinde sinirl
olan tiim fonksiyonlarin uzayidir.

B [a,b] Uzay: : [a,b] aralig iizerindeki tiim sinirh fonksiyonlarin uzayidir. Ayrica,
|71, = sup | (=)

normu ile B [a,b] uzay1 bir Banach uzay1 olup bu norma gore yakinsaklik, diizgiin
yakinsakliktir. Bir (f,) fonksiyon dizisinin bir g fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
n— o icin f, = g ile gosterilir.
C,,(R) Uzay1 : 27 periyodik ve R de siirekli fonksiyonlar uzayidir.

71, = supl (1)
normu ile bir Banach uzayidir.

L, [a,b] Uzay1 : [a,b] araligt lizerinde reel degerli p-inci mertebeden

integrallenebilen oOl¢iilebilir fonksiyonlarin uzayidir.

b 1/p
||f||Lp=(ﬂf(x)‘/’dxj .

normuna gore L, uzayi normlu uzaydir.
Simdi Luzin teoremi olarak da bilinen sonlu aralikta tanimlanmig L, uzayimdaki
f fonksiyonlarinin C-6zelligi hatirlatilsin:

“ [a,b] araligi lizerinde f fonksiyonunun 6l¢iilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul



her € >0 icin Oyle bir siirekli g fonksiyonu bulunabilir ki mes{x: f(x)#g (x)} <t

dir” .

4.1.1. Tamm: X ve Y iki fonksiyon uzay: olsun. Eger X den alinmis herhangi bir f
fonksiyonuna Y de bir ve yalniz bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kural1 varsa bu

takdirde “ X uzayinda bir operatdr tanimlanmistir” denir ve bu durum
g(x)=L(f (1))
seklinde gosterilir. Burada L( f (¢);x) gosterimi yerine L( f;x) yazilacaktir.

X uzaymna L operatoriiniin “tanim kiimesi” denir ve X :D(L) ile gosterilir.
Aynica R(L)={g:L(fx)=g(x),fe D(L)} kimesine de L operatdriiniin “deger
kiimesi” denir. R(L)c Y dur.

Burada X uzayi lineer uzay oldugunda lineer operatoriin tanimi verilebilir:
4.1.2. Tanim: f, ve f,, X uzaymda herhangi iki fonksiyon ve her xe X, her
a,,a, € R i¢in L operatorii;

L(a, fi+a, fy; x) = a,L( f;;x)+a,L( f,;x)
kosulunu sagliyorsa bu takdirde L operatoriine “lineer operatr” denir.

Tamimdan da goriilebilecegi gibi L lineer operatérii i¢in L(0;x)=0 olur.

Simdi de lineer operatorler kiimesi icinde ¢ok énemli bir sinif olan pozitif lineer
operatorler verilsin:

4.1.3. Tamm: X' ={fe X :f(x)20}, Y'={geV :g(x)=0} olsun. X uzayinda
tamimlanmig bir L lineer operatorii X* kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu

pozitif fonksiyona doniistiiriiyor ise o takdirde L operatdriine “pozitif lineer operator”

denir.

L pozitif lineer operatorii i¢in LX* Y™ saglanir. Yani f(x)20 oldugunda
L(fx)20 olur. Ayrica f(x)<g(x) oldugunda L(f;x)<L(g:x) dir. Yani pozitif
lineer operatorler monotondur.

Ornegin; 1912 yilinda S.Bernstein [0,1] araliginda siirekli bir fonksiyona

yakinsayan polinom tanimlanmistir (Bernstein, 1912). Bernstein polinomu olarak

bilinen bu polinom 0 < x <1 olmak iizere



aAfzx):jif(sjcfﬁ(l—xYk (4.1.1)

k=0

seklindedir. Burada x* (1 —x)"_k >0 oldugundan B, (f;x) pozitif lineer operatordiir.

4.2. Klasik Korovkin Tipi Yaklasim Teoremleri
4.2.1. Teorem: Eger (L ), L:C, [a,b]%B[a,b] pozitif lineer operatorler dizisi

n

[a,b] araliginda n — oo igin

@ L (x)-1), -0
Gi) |L,(5x)-x], =0

-0
B

(iii)

n

L (tz;x)—x2

kosullarim1 gercekliyorsa o takdirde herhangi bir fe C,, [a,b] fonksiyonu ve n— oo

icin

Ln(f;x)—f(x)HB—>0 ,a<x<bh

olur ( Korovkin, 1960).

Simdi Korovkin teoreminin kosullarini saglayan bir 6rnek verilsin.
(4.1.1) ile tanimlanan Bernstein polinomlar1 i¢in Korovkin teoremi kosullarinin
saglandig1 gosterilsin:

(i) B, (1:x) = > chat (1-2)"* :z(n_”—k!)!k!xk (1-x)™ =(1—x+x)" =1

k=0 k=0



o n (n—k)!(k—l)' nio (n—k)!(k—l)'
:xzn_l y (n-2)! xk_z(l—x)"7k+—§c x*(1- )Hf1
n & (n—k)(k-2)! nig "
_1n=2 _ _ 2
=L ! ch,x* (1- )"7k72+£= B I
n i n n n

olur. Dolayisiyla n — oo i¢in

(1)

B, (L;x)-1], =0

(ii)

B, (t;x)- xHB -0
(ii1) HB" (tz;x) —xZHB —0
saglanir. Korovkin teoremine gore R {izerinde sinirli herhangi fe C [0,1] fonksiyonu

ve n— oo igin

Bn(f;x)—f(x)HB -0
gerceklenir.

4.2.2. Teorem: Eger (L,), C,,(R) den C,,(R) e pozitif lineer operatérler dizisi

tim 7€ R i¢in f,(r)=1, f,(¢t)=cost, f,(t)=sinz olmak iizere n — oo i¢in

n

L,(f:x)-f|,. >0 =012

ise, tim fe C,,(R) ve n— oo igin

L” (f;x)_fHZn - 0
dir (Korovkin, 1960).
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4.3. Istatistiksel Korovkin Tipi Teorem

4.3.1. Teorem: Eger L, :C,, [a,b] = B[a,b] porzitif lineer operatorler dizisi

@  st—lim|L, (1;x)-1] =0

n—soo

(i)  st—lim|L, (x)-x =0

n—oo

=0

B

(i)  st—lim

n—oo

L, (zfz;x)—x2

kosullar1 saglaniyorsa herhangi bir f € C,, [a,b] icin

st—limHLn (f;x)—f(x)HB =0

n—»eo

dir (Gadjiev ve Orhan, 2002).

Ispat: f fonksiyonunun reel eksende simirhligindan Syle bir M pozitif sayisi

bulunabilir ki tiim x ve ¢ ler i¢in
£ ()£ (x)| <2m
yazilabilir. Yine f, [a,b] araliinda siirekli oldugundan;

her €>0 igin, 38>0 bulunabilir dyle ki 7€ (—o0,00) ve xe[a,b] igin |t—x|<5

(1-x)°

oldugunda ‘ f)-r (x)‘ <e saglamr. |t—x>8 oldugunda ise; 5 >1 buradan
(t—x)° ..
‘ f(e)-f (x)‘ <2M 5 yazilabilir.
O halde tiim 7€ (—o0,00) ve tiim x€ [a,b] i¢in
(=)’
£ (1) f (x)|se+2m (4.3.1)

82

elde edilir. Ayrica L, pozitif ve lineer oldugundan

L,(f:x)-f(x)|=

L, (f (1)) =L, (£ (x):2)+ L, (£ (x):%) = £ ()

<L, (

F(6)= £ ()]sx)+| £ (||, (150) 1]

yazilabilir ve boylece her € >0 i¢in A= max{ al,|b } olmak iizere

9

L, (f:x)-f (%), =

L,(f (1)~ £ (x):x)+ £ (x)(L, (1:x)-1)]

<

F(1)=1(x)

n

L,(

)

, HF L G-,
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IA

L

=L, (&x)+ 2;5 L, ((t—x)2 ;x)

2 (t—x)z;xj

+M HL (1;x) —1”3

B

+M HLn (Lx)- IHB

B

<e|L, (1)1, +

)=,

w2242, () =1, + ML, (1) 1], +e
8
s(em 2 juLn -1, + )4,

x| +e

2A2/I A% 4A2/I A, 2M} olacak sekilde secilirse
) ) 5’

dir. K:max{£+M+

|z, (£3%)= £ (2], <K(HL L) =1+, (55x) =] +

-], )+e

bulunur. Bu son esitsizlikten € > ¢ icin

{n <N :HLn (f;x)—f(x)HB > 8’} g{n < N:HLn (l;x)—luB +HLn (t;x)—xHB

()], 252

olup

Hn < N:HLn (f;x)—f(x)HB 28’}‘ S‘{n < N:HLn (1;x)—1” +HL t;x)—xHB
+L, (252) - >%}

elde edilir. Simdi

D= (101, 1 ), | 50) ], 252

D, = {n <N: HLn (1;x)—1HB > 83;:}

D, {n<NHL ) 28 8}
3K

12



D, = {ns N:HLn (tz;x)—x2

S E —e}
B 3K

denilsin. Buradan D < D, U D, U D, oldugu kolayca goriiliir. Boylece

{nSN:

{n <N: HLn (£;x) —xHB > 83;:}

SEE
5 3K

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi % ile carpilip N — o i¢in limit alinirsa (i), (ii),

HnSN: <

L, (f;x)—f(x)HB 28'}

L, (1x)-1, z%}

+

+

(4.3.2)

{nS N:HLn (tz;x)—x2

(ii1) den

lim%‘{n <N:|L, (f;x)—f(x)HB > 8'}

N —oo0

bulunur. Dolayisiyla

st—limHLn (f;x)—f(x)” =0

n—soo B

dir.

Bilindigi gibi B, (fx)=) f (kj c“x*(1-x)"", 0<x<1 Klasik Bernstein
k=0 n
polinomlar dizisi Korovkin tipi teoremin kosullarim1 saglar. O halde istatistiksel
Korovkin tipi teoremin kosullarini da saglar.
Simdi istatistiksel Korovkin tipi teoremin kosullarin1 saglayan fakat klasik
Korovkin tipi teoremin kosullarini saglamayan pozitif lineer operatorler dizisine bir

ornek verilsin.

4.3.2. Ornek: (B,), Bernstein polinomlari ve () dizisi de

{\/;, n=k*

o, = ,k=1,2,3,...

n

0, nzk’

genel terimi ile verilsin. (o, ) dizisi sinirsiz dizidir ve st—limao, =0 dur.

Simdi P, :C[O,l] - B[O,l] olmak tlizere
P (f;x)=(1+o,)B,(f;x)

seklinde tanimhi (P,) dizisi goz 6niine alinsin.

13



2

B,(1;x)=1,B,(t;x)=x,B, (tz;x)=x2+
n

oldugu biliniyor. (P,) dizisi i¢in (i), (ii) ve (iii) kosullarinin ger¢eklendigi gosterilsin:

n

@) P (Lx)-1=(1+a,)B, (Lx)-1=(1+a,)~1=0, olup

P (1;x)—1HB = sup ‘31 (1;x)—1‘ =supa, =0,

xe[0,1] x€[0,1]

elde edilir. Buradan sz —limo, =0 oldugundan

n—soo

st—1lim

n—oo

P, (L;x)-1], =0
sonucu elde edilir.

i) P (x)-x=(1+a,)B,(rx)-x=(1+0,)x—x=xa,

P (t;x)—x” = sup |P, (t;x)—x‘ = sup xo,, =0,
B x[0,1] xe[0,1]

bulunur. st—limo, =0 oldugundan

st—limmHPn (t;x)—xHB =0
elde edilir.
(i) P (3x)-x*=(1+0,)B, (£’ ;x)-x" = x— w{x2 + x—xQJan bulunur.
n n
x—x’ x—x’
P, (1*;x)-x ] :xs:[lo% Rl(tz;x)—xz‘:xsel[lo% . +[x2+ . jocn

x—x ) x—x 1 1
< sup + sup x"o, + sup o,=—+0,+—0
xe[o,l] N x[0,1] xe[0,1] n

olup st—lima, =0 ve st— limi =0 oldugundan

n—oo n—e 4p
st—1lim Pn(tz;x)—xzu =0
n—oo B

olur. Istatistiksel Korovkin tipi teoremden dolay1

P.(f:x)-f],=0

st—1lim
n—soo
sonucu elde edilir.

Diger taraftan P, (I;x)—1=o, ve (o,) sinirsiz oldugundan n — oo igin

P (1; x)— IHB -+ 0 olup klasik Korovkin tipi teoremin sart1 saglanmaz ve n — oo i¢in

14



P (f;x)-f (x)HB -+ 0 olur ki bu ise iddiay1 ispatlar.

4.3.1. istatistiksel Yakinsakhgin Mertebesi
4.3.1.1. Tammm: Eger her € >0 icin

Hkﬁn:|ock—L|2€}‘:0

lim
n—oo nl_ﬁ

ise ou=(0r, ) say1dizisi 0<p <1 mertebesi ile L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir
ve

o, —L:st—o(k‘ﬁ) , k— o0
ile gosterilir (Gadjiev ve Orhan, 2002).

Asagidaki teoremde 4.3.1. Teorem’ deki pozitif lineer operatorler dizisinin

istatistiksel yakinsaklik mertebesi verilmistir.
4.3.1.2. Teorem: Eger L, :C, [a,b]— Bla,b] pozitif lineer operatorler dizisi igin
n — oo iken

(1)

Ln (I;X)—IHB = St—O(n_BO )
i) L, (tx) =], =st—o(n®)

(ii1)

L (tz;x)—xZHB =st—0(n_ﬁz)

kosullar1 saglaniyorsa herhangi bir f € C,, [a,b] igin n— oo iken B=min{B,.B,.B,}

olmak tizere

L, (f;x)—f(x)HB = st—o(n‘B)
dir (Gadjiev ve Orhan, 2002).

Ispat: 4.3.1. Teorem ’ in ispatindaki (4.3.2) esitsizligi asagidaki gibi yazilabilir:

{nSN:HLH (1;x)—1HB > 8’_8}

3K || NP
Nl—ﬁo Nl—B

<L, (f12)- £ ()], 2 €]
NP :

{n <N :HLn (t;x)—xHB > 83;:}

Nl_ﬁl NI_B

+

15



{nSN:

L (tz;x)—x2

> € —€
8 3K } N
Nl—Bz NI—B :

+
N — oo igin limit alinirsa (i), (i), (iii) den istenilen sonug elde edilir.
B,(fx)= z f (kj chx (1- x)n_k , 0<x<1 Klasik Bernstein polinomlar dizisi
k=0 n

tekrar goz Oniine alinsin. Buradan

2

B” (I;X):l,Bn (t;'x):x’Bn (tz;x):x2+

n

oldugu hatirlanirsa ilk olarak (i) ve (ii) nin saglandig1 goriilebilir. Ayrica

{n:‘ BZS'}z{n: 4—11128'}

kiimesi dogal sayilar kiimesinin sonlu bir alt kiimesidir ve (iii) de saglanir.

B, (tz;x)—x2

Sonug olarak:
Eger f, [0,1] aralig: iizerinde siirekli bir fonksiyon ise Pe (0,1)igin n—> oo

iken

Bn(f;x)—f(x)HB =st—0(n_ﬁ)

saglanir.

4.4. Periyodik Fonksiyonlar Icin Istatistiksel Korovkin Tipi Teorem
4.4.1. Teorem: (L,), C,.(R) den C,,(R) e pozitif lineer operatdrler dizisi olsun. Bu

durumda her f e C,,(R) i¢in

st—lim||L, (f:x)—-f]|,_=0 (4.4.1)

olmas i¢in gerek ve yeter kosul tim re R icin f,(r)=1, f,(¢t)=cost, f,(t)=sint

olmak tizere

L(fix)-f], =0 i=0.12 (4.4.2)

n

olmasidir ( Duman, 2003).
Ispat: f, (i=0,1,2) fonksiyonlart C,,(R) ye ait oldugundan (4.4.1) ise (4.4.2) dur.
Simdi (4.4.2) saglansin. fe€ C,.(R) ve I, R in 27 uzunluklu kapali bir alt aralift

olsun. xe I denilsin.

f, x de siirekli oldugundan her € >0 ic¢in 38 >0 vardir 6yle ki |t - x| <o
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kosulunu saglayan tiim ¢ ler icin ‘f (t)-f (x)‘ <e dur. (4.4.3)

f smurh oldugundan tiim re R igin | £ (1) - f (x)| < 2| £],, dur. (4.4.4)
21 uzunluklu (x—38,27+ x—8] alt araligi alinsin. y(¢):=sin’ (I_ij olmak iizere her

€ (x—8,27:+x—5] icin

F(0)=f () <e ”i”zg 70 (445)

sin” —
2

oldugu gosterilebilir.
Burada iki durum s6z konusudur:

Durum 1: re€ (x—8,x+3) olsun. |t — x| <& ve (4.4.3) dan (4.4.5) esitsizligi elde edilir.
Durum 2: 7€ [x+8,2n+ x—3] olsun. Bu durumda 8§ <7—x<2n-38 ve 8¢ (0,7] dir.

Tiim 3¢ (0,7] ve re€ [x+8,2n+x—3J] icin

sin? O < gin? (t_—xj < sin’ (n—§j (4.4.6)
2 2 2

elde edilir.
O halde (4.4.4) ve (4.4.6) dan tim 7€ [x+8,2m+ x—3] i¢in

70 £ () <o+ ey o

sin” —
2

elde edilir. y(¢)=sin’ (thj ve f(t) 27 periyodik yani;

w(t+2kn)=y (1), f(t+2kn)=f (1), k=0,F1,72,... ve 1, (x=8,2n+x—§]
arahiginda degistiginde 7+ 2km, (2kn+x—9, 2k7t+27t+x—8] k=0,¥1,%2,... arah@inda

degisir. Dolayisiyla her alt aralikta esitsizlik saglanacagindan tim R de saglanir.

L, (f32)= f (x)| <L (| £ (£)= £ ()]s ) +| £ (||, (fos %) = £, ()]

2|l IIM

sin® —
2

(fo: %)= fo (x)|

<L |e+———=

7.l
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||f||211: L l// X +||f||2n

sm2 =
2

=eL, (fy;x) 2:x) = f, ()

/1., <

sm2 =
2

2:X) = f, (x)|+ e+

<(e+1/1Le) 2. (£

n(f();x)_fo(x)‘
1 (0)||L, (Fr2x) = £ () +] £ (0)||L, (fasx) = £ ()]}

ces|entrl e P e, (o s (olof (im)-1.0)

sin” —
2

+ ‘Ln(fz;x)_fz (x)‘}

”f”“ denilirse
sm2 -~
2

B=¢e+|f|, +—%

L, (f3x) = f (x)| <e+B{|L, (fy:x)= £, (x)|+|L, (fi:0) = £ (2| + |L, (fos%) = £ (x)]}

elde edilir. x iizerinden supremum alinirsa, tim n€ N i¢in
|z, (f30)= £ (x) Iz, Fos) = £, (O, + 12 (o) = £ (),
+HLn (fo3x) = f>(x) 2n}'

Verilmis >0 icin € < r olacak sekilde € >0 secilsin.

2n

L, (fi:%) = fi (0], F)La (f2:%) = £ (X)),

2r—e}
B

D{ N:||L, (fo:2)= £, (x)], +

kiimeleri belirlensin. D < D, U D, U D, oldugu kolaylikla goriilebilir. Buradan
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HnSN:

L,(f:2)= £ (), 2 )| <D <[D]+|D |+ |

olup, N — oo igin limit alinirsa kabul den her f e C,, (R) igin

st—lim|L, (f:x)-f|, =0

n—oo

elde edilir.

45. L, [a,b] de Pozitif Lineer Operatorler Yardimyla Istatistiksel Yaklasim
4.5.1. Teorem: (L,), L,:L,[a,b]— L,[a,b] pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi ve

(||Ln ||) dizisi diizgiin sinirli olsun. Eger

L (t”;x) —-x’

st—lim

n—o0

=0, v=012 (4.5.1)

ise herhangi fe L, [a,b] fonksiyonu i¢in

st—1lim

n—oo

L,(f3x)= f (x)], =0
dir (Gadjiev ve Orhan, 2002).
Ispat: (4.5.1) den, her €>0 icin n,(g), v=0,1,2 ve yogunlugu 1 olan K,, v=0,1,2

alt kiimeleri vardir 6yle ki tim ne K, ve n>n, ,v=0,1,2 i¢in

L (tv;x)—xv

, <e 4.5.2)
saglanir.

3(K,NK,NK,)=1 oldugundan, (4.5.2) esitsizligi ne K =K,NK,NK, ve
n>max{n,,n,n,} icinde saglanir.

L

n

<M ,n=12,..

Lp —>Lp

Hipotezden dolayi, bir M >0 sabiti vardir oyle ki

dir. Cla,b], L,[a,b] de yogun oldugundan (Luzin Teoremi) , verilen f e L, [a,b]

fonksiyonu icin g € C[a,b] vardir yle ki | f —g|, <& dir. Buradan

L, (fix)=f (), =|L, (£:2)-L, (g:0)+ L, (g:0) =g (x) + g (x) = £ ()],

L (f-g:x)+L(g:x)-g(x)=(f (x)- g (2))

L,

<[z, (f = gs)], +|L. (g:0)- (), +]f -l
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<

L

n

L (g5 (), +If e,

L,-L, ”f_g L, +

S8(1+M)+HLn(g;x)—g(x)H (4.5.3)

Lf/

elde edilir.

[a,b] kapali araligi iizerinde g fonksiyonunun siirekliliginden dolayr tiim

xe [a,b] i¢in ‘ g(x)‘ < C olacak sekilde C >0 sabiti vardir. Boylece

L,(g:x)=g (x|, =|L,(8(1):x) =L, (g (x):x)+ L, (g (x):x)- g (x)

L,

=L, (g(1)—g(x);x)+g(x)(L,(Lx)-1) L

(L, (1;x) _1)HL,,

IA
~

(&)= (x):3)], +g ()

g(t)=g(x):x) (L, (1;")‘1)”Lp

g€ Cla,b]oldugundan 4.3.1. Teorem’ deki (4.3.1) esitsizligine benzer sekilde tiim

<|L, (

n

+C‘
Lr/

x,t€[a,b] icin H ve § pozitif sabitler olmak iizere
2H
‘g(t)—g (x)‘ < 8+?(f—x)2

yazilabilir. O halde A= max{|a| , |b|} olmak iizere

L (j¢()-g ()

n

) < HL” (.E:+2H8_2 (zf—x)2 ;x)

L,

Se(HLn (Lx)-1 5 +1)+ L, ((1?—)6)2 ;x)

SE(HLn (Lx)-1j, +1)+ L, (tz;X)—xZHL +24|L, (r:x) -,

P P

+A%|L, (1;x) -1, (4.5.4)

(4.5.2) den, ne K ve n>max{n,,n,n,} i¢in (4.5.4) esitsizliginin son kismi istenildigi

kadar kiigiiltiilebilir, boylece (4.5.1) den
st=lim|L, (f;x)—f(x)HLp =0.
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4.6. Pozitif Lineer Operatorlerin Es-Istatistiksel Yakinsakhig
X reel sayilarin kompakt bir alt kiimesini ve C(X ), X iizerindeki tiim reel
degerli siirekli fonksiyonlarin uzaym gostermek iizere,

f.f,eC(X); €>0,neN ve C(X) izerindeki supremum normu

”f”c(x) = Su)]?‘f(x)‘ oldugunda,
SOn(x,e)::‘{kSn:‘fk(x)—f(x)‘zg}‘ . xeX ve

9, (¢)= Hk <n:|f. _f”c(X) 2 8}‘

olsun.

4.6.1. Tanim: Her € >0 ve her bir xe X i¢in

hm (@n ('x’ 8)

n—o n

=0

oluyorsa yani;

st—lim|f, (x)— f (x)| =0

n—o0

ise her bir xe X i¢in (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna istatistiksel noktasal

yakinsaktir denir ve f, — f (istatistiksel) ile gosterilir (Duman ve Orhan, 2004).

4.6.2. Tanim: Her € > 0icin

¢, (€)

fn_f”c(x) =0 yada }li_{ET:O

st—1lim
oluyorsa (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna istatistiksel diizgiin yakinsaktir denir

ve f, = f (istatistiksel) ile gosterilir (Duman ve Orhan, 2004).

4.6.3. Tanim: Her € >0i¢in

: Son (X,E) _ .. . e e ..
lim————~==0, xe X e gore diizgiin ise yani;
n—oo n
her € >0 icin
lim‘ Hc(x) -0
n—o n
ise (f,) , X lzerinde f fonksiyonuna es-istatistiksel yakinsaktir denir ve

f, = f (es—istatistiksel) ile gsterilir (Balcerzak ve ark. , 2007).
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Bu tanimlar diigiiniilerek C(X) uzay: iizerinde ahsilmig diizgiin yakinsaklik,

istatistiksel diizgiin yakinsaklik, istatistiksel noktasal yakinsaklik ve es-istatistiksel
yakinsaklik ile ilgili asagidaki sonuglar elde edilir.

4.64. Lemma: X iizerinde f, = f ise f, = f (istaristiksel), X iizerinde
f, = f (istatistiksel ) ise f, — f (es—istatistiksel). Ayrica X iizerinde

f, = f (es—istatistiksel) ise f, — f (istatistiksel). Daha agik bir ifadeyle;

X iizerinde

f, = f = f, = f (istatistiksel) = f, — f (es—istatistiksel) = f, — f (istatistiksel)

(Balcerzak ve ark. , 2007).

Ispat: X iizerinde f, = f olsun. lim|f, - f ”c(x) =0 yani;

her € >0 i¢in dn, € N vardir > Vn >n, i¢in

J _f”c(x) <€.
O halde buradan

A

n—eo n

=0

olup buise X iizerinde f, = f (istatistiksel) oldugunu gosterir.

X lizerinde f, = f (istatistiksel) olsun.

€
lim 9, (¢) =0.
n—oo n
Daha acik bir ifadeyle;
o .9.(8)
Ve, e >0 i¢in dn,e N 3 Vn>n, igin <e . (4.6.1)
n

Her xe X icin supremum ozelliginden
[fe (x)=f () < sup|f, ()= 7 ()

yazilabilir.

Buradan her xe X ic¢in

{kSn:‘fk(x)—f(x)‘Ze}g{kSn:ig)‘fk(x)—f(x)‘Ze}

{e<n:|£,(x)- 1 (x)]2¢] <

{kén:sup‘fk (x)—f(x)‘Zs}

xeX

olup (4.6.1) esitsizligi de kullanilarak
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X,€)

n

’
<€

Ve, e’ >0 igin In,e N > Vn>n, ve Vxe X igin

elde edilir. O halde X iizerinde f, — f (es—istatistiksel).

Bu lemma’nin karsitinin her zaman dogru olmadig: bir 6rnekle gosterilsin:
4.6.5. Ornek: Her bir ne N icin xe[0,1] ve g(x)=0 olmak iizere g,:[0,1] >R

stirekli fonksiyonlari

- 1 1 1
2 1 T Aan An An-l  Antl
2" 2" 2 2

e 1 1 1
gn('x): —2 l('x j » XE |:2nl 2n+1’2n—1:l

0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin.

Sekil 4.6.1. g, fonksiyonlar

Bu durumda her xe [0,1] i¢in

‘{kﬁn:‘gk (x)—g(x)‘ZS”

n n

<_
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olur. Buradan
g, — g =0(es—istatistiksel )
oldugu goriilebilir.

Ancak her neN igin cnzsup‘gn(x)—g(x)‘ olmak iizere (c,) dizisi

x[0,1]

istatistiksel ve alisiimis anlamda sifira yakinsak olmadigindan

(cn =sup |g,(x)—g (x)‘ =1j (g,) dizisi istatistiksel diizgiin yakinsak ve aligilmig
xe[0,1]

anlamda diizgiin yakinsak degildir.

4.6.1. Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi
4.6.1.1. Teorem: L, :C(X)— C(X) pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Her
feC(X) igin, X iizerinde
L, (f) - f (65 —istatistiksel) (4.6.1.1)

i

olmast i¢in gerek ve yeter sart, ¢ (x)=x", i=0,1,2 olmak iizere X iizerinde

L, (e) — e, (es —istatistiksel ) (4.6.1.2)
olmasidir (Karakus ve ark. , 2008) .
Ispat : ¢, (i=0,1,2) fonksiyonlart C(X) uzayma ait oldugundan (4.6.1.1) ise
(4.6.1.2) dur.

O halde X iizerinde L, (e) — e (es—istatistiksel) ve feC(X) ve

x€ X sabit olsun.

f , x noktasinda siirekli oldugundan her €>0 icin |y—x| <& kosulunu
saglayan her ye X i¢in ‘f(y)—f(x)‘ <€ olacak sekilde bir >0 sayis1 vardir. Bu
takdirde X;=[x—8,x+8]N X oldugunda

1F ()= f ()| =]£ (9)= £ () 2, ) *|F (0) = F ()| 2y, ()

olur. Buradan M ::|| f || c(x) olmak iizere her ye X icin

(y—x)
82

£ (3)= £ (x)| <e+2m

elde edilir.
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L, operatorlerinin lineerligi ve pozitifligi de kullanilarak

L,(f:x)-f(x)|=

2M

L (£(3)ix) =L, (£ (x):x)+ L, (f (x):2) = £ (%)

S£+€‘Ln (e:x)—e, (x)‘+?L” ((y—x)2 ;x)+M‘Ln (e:x)—¢, (x)‘

e (40|, (ey:3) e (9)+ 5 L, (=)

yazilir. Burada L, (( y— x)2 ;x) ifadesi gz Oniine alinirsa;

)

L, ((y—X)z;x)zLn(yz—2yx+x2;x)=Ln(yz;x)—Zan(y;x)+x2Ln (Lx).

Boylece

Ln(f;x)—f(x)‘£s+(e+M+

5

L, (e;x)=e, (x)‘

82
2M

+?

olup

2M .
T=¢e+M +?(||e2||c(x) +2||el||C(X) +1) denilirse

L(fix)-f(x)<e+TY

i=0

L, (ei;x)_ei (x)‘

elde edilir.

Verilmis bir » >0 i¢in € >0 secilsin 6yle ki € < r olsun.

SOn(x,r)::HkSn:‘Lk(f;x)—f(x)‘Zr}‘

25

L, (e,;x)—e, (x)‘+4ﬂx

L, (el;x)_el (x)‘

(4.6.1.3)



i=0,1,2
ar

@, (x.r)= Hk <n:|L (e;x) e (x) 2 r‘e}

kiimeleri belirlensin. (4.6.1.3) den

0, ()<Y 0., (xr)

i=0

olur. Buradan

elde edilir. (4.6.1.2) den

olup her r>0 i¢in

olur ki bu ise X iuzerinde

L,(f)— f(es—istatistiksel )
demektir.

Bu teoremin klasik ve istatistiksel Korovkin tipi sonuglardan daha kuvvetli
oldugu bir 6rnekle gosterilsin:

C|[0,1] iizerinde B, ( f;x) klasik Bernstein polinomlari, (gn (x)) 4.6.5. Ornek’
de tanimlanan fonksiyon dizisi olmak iizere
D, (f:x)=(1+8,(x))B,(f;x)  xe[01] ve feC[o,]]
olsun. (D, ) pozitif lineer operatdrlerin bir dizisidir ve

2

B,(L,x)=1,B,(t;x)=x,B, (;x)=x"+
n

oldugundan
Dn (eo;x) = (1+gn ('x))e() ('x)

D, (e:x)=(1+g,(x))e (x)

D, (eyx)=(1+g, (x))(ez(x)er(l—x)J
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elde edilir. [0,1] tizerinde g, — g =0(es —istatistiksel) oldugundan
[0,1] tizerinde
D, (e,) > e, (es —istatistiksel ) i=0,12
bulunur. Buradan 4.6.1.1 Teorem’ den her fe C [0, 1] icin [0,1] tizerinde
D, ( f ) — f(es —istatistiksel )
olur.
(g,) [0,1] tizerinde g =0 fonksiyonuna istatistiksel diizgiin yakinsak

olmadigindan (D, ) lineer pozitif operatdrler dizisi istatistiksel Korovkin tipi teoremi

saglamaz. Yine (g,) , [O,l] tizerinde g =0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak
olmadigindan (D, ) lineer pozitif operatorler dizisi klasik Korovkin tipi teoremi de

saglamaz.

4.6.2 Es-istatistiksel Yakinsakligin Mertebesi
Bu kisimda C(X) uzay: iizerinde taniml bir pozitif lineer operatdrler dizisinin

es-istatistiksel yakinsaklik mertebesi siireklilik modiilii yardimiyla incelenecektir.

4.6.2.1. Tammm: Eger her € > 0icin

llm Son ('x’ 8)

lin i =0 , x e gorediizgiin ise yani:
o0 n

her € >0i¢in

lim%=0

n—o n
ise (f,) dizisi bir f fonksiyonuna Be (0,1) mertebesi ile es-istatistiksel yakinsaktir
denir ve bu durum X iizerinde
f,—f= o(n_ﬁ)(qs — istatistiksel )

ile gosterilir (Karakus ve ark. , 2008).
Bu tanim kullanilarak es-istatistiksel Korovkin tipi teoremin es-istatistiksel
yakinsaklik mertebesi bulunabilir. Simdi mertebeyi bulmaya yardimci olacak lemma

verilsin:

4.6.2.2. Lemma: C(X ) uzaymin iki fonksiyon dizisi (f,) ve (g,) olsun.

X tzerinde
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f,—-f=o (n_ﬁ‘ )(65 —istatistiksel) ve g, —g=o0 (n_[52 )(e§ — istatistiksel )
olsun. B:=min{p,,B,} denilsin.
(1) X {lizerinde
(f,+8,)—(f+g)=0(n")(es—istatistiksel)
(i) X {lizerinde
(f,—f)(g,—8)=0(n")(es—istatistiksel)
(iii) Herhangi bir A reel sayis1 ig¢in X iizerinde
A(f, = f)=0(n)(es —istatistiksel)

(iv) X iizerinde

f,i—f]=o0 (n_B' )(e§ — istatistiksel )
saglanir (Karakus ve ark. , 2008).
Ispat : (i) X iizerinde
f,—f=o (n_B‘ )(65 —istatistiksel) ve g, —g =0 (n_B2 )(65 — istatistiksel ) olsun.
€>0 ve xe X icin

0, (x.e)=[{k <n:[(, +2) (x)- (1 +2) ()] >¢}]

()= f[k2ni (- ()

o, (x,z—:):sz <ne, (x)—g(x)‘zg}

kiimeleri belirlensin. Buradan
(fe+20) ()= (F + &) (x)| <] i ()= 7 (%)] +] g (x) - & (%)
olmasindan;

Son ()C,E) < pl,n (X,E) + pz,n (.X,E)

1-B nl—B nl—B

n

elde edilir. B =min{p,,B,} oldugundan

Son ()C,E) <pl,n (X,E) pz,n (.X,E)

B - R S

n
olur.

Boylece
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lim‘gon ("EB)HC(X) <lim HSOL" ("E)HC(X) +li HSOz,n ("S)Hc(x)

n—oo nl_ T ise nl_Bl n—oo nl_BZ

bulunur ve hipotezden

yani; X iizerinde
(f,+8.)—(f+g)=0(n")(es—istatistiksel).
(i) X tizerinde
f, = f=0(n"")(es—istatistiksel) ve g, —g=o(n")(es—istatistiksel)
olsun. €>0 ve xe X icin
0, (xe)= [k <n:|f, (x) = £ ()]s, (x) g ()] 2]
01, (1.8) =[{k <n:f, (x) - £ ()] > Ve
02 (1.8) =[{k <n:fg, (1) =g ()] 2 Ve

kiimeleri belirlensin. Yine Vo,p>0 icin af>e ise a>+e veya B>+e

oldugundan

Son ()C,E) < pl,n (X,E) + pz,n (X,E)

n'P n'P n'P

olup (i) sikkina benzer sekilde p=min{f,,B,} ve hipotez kullanilarak
X lizerinde

(f,—f)(g,—¢)= o(n_ﬁ)(e§—istatistiksel)
elde edilir.
(iii) X tizerinde
f,—f= o(n_ﬁ“ )(e,v —istatistiksel) ve A herhangi bir reel say1 olsun.
A =0 ise sonug asikardir.

A #0 olsun. Hipotezden

Ve, e’ >0 i¢in Inye N > Vn>n, ve Vxe X igin

{kSn:\fk(x)—f(x)\zﬁ'}

1-B,

4
<E€.
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Buradan ‘ (£ (x) ‘—MH fio(x x)‘ olmasi kullanilarak

Ve, e’ >0 igin In,e N > Vn>n, ve Vxe X igin

Hk <n:|A(f, (x)- £ (x))) 28}‘ <e

P

elde edilir. O halde

herhangi bir A reel sayisi i¢in X {izerinde
A(f,—-f)= O(H_B‘ )(65 —istatistiksel ) .
(iv) X iizerinde

f,— f =o(n™)(es—istatistiksel) olsun.

‘fk(x)_f(x)‘<£ ise ‘fk(x)—f(x) <+e

olup
{kSn:’/‘fk (x)—f(x) 2\/5} g{kSn:‘fk (x)—f(x)‘Ze}
buradan

{esnsy w/fk PO sl (0-r ()¢l

n' B

olur hipotezden X iizerinde

f,—f]=0 (n_B' ) (es —istatistiksel )

saglanir.

feC(X) ve f fonksiyonunun siireklilik modiilii;

w(f:8)= sup | f (x)=f ()|

x,yeX
[=f<s

seklinde olmak iizere x,ye X, >0 , ¢>0 ve [c] , ¢ 1n tam kismini gostermek

@ w(f:ed)<(1+[c])w(f;d)
~x)

esitsizlikleri mevcuttur (Korovkin, 1960).

®) | (3)—f (x)| s w(f

4.6.2.3. Teorem: L :C(X)— C(X) pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun. L,
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operatorleri

1) X iizerinde
L,(e,)—e, =0(n"™)(es —istatistiksel)
i) p(y)=y-x ve §,(x)=,/L,(¢’;x) olmak iizere
w(f3:8,)=o0 (n_B' )(e§ — istatistiksel )
kosullarini saglarsa her fe C(X) i¢in f=min{B,.B,} olmak lizere X iizerinde
L, (f)-f =o(n™®)(es —istatistiksel)

olur (Karakus ve ark. , 2008).
Ispat: feC(X), xe X ve M = ||f||C(X) olmak iizere

L,(f:x)=f(x)|=

L, ((3):%) =L, (f (x);x)+ L, ( £ (x):2) = £ (x)

<L, (

n

F)= £ s 2)+ ] F e | o (03 6) =€ ()]

SLn{w(f;s@}x}M\Ln (eqix)—e ()

<, Hl+|y;x|jw(f;8);xJ+M‘Ln(eo;x)—eo(x)‘

w(f;9)
5

olup, pozitif fonksiyonlar i¢in Cauchy-Schwartz esitsizliginden;

=w(f3;0)L, (e,;x)+

L,

y—x|;x)+M‘Ln (e);x)—¢, (x)‘

]

Ly (|y =) < (L, (=) ;x))% (L, (e:2)”

= Ln (¢2,X) Ln (eo;x)

olacagindan

L, (fx)=f(x)| <M

L, (eyx)—e, (x)‘+w(f;8)(Ln (e;x)+87 /L, (¢2;x)4/Ln (eo;x))

elde edilir.
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0=9,=,/L, (¢2;x) alinirsa

. (€03%)— “"W [39, )( . (€3 x )+\/L (€5 x ))

L,(fix)-f(x)| <M
olur. Bu durumda

L,(f;x)- L, (ey;x) —eo(x)‘+w(f;5n)(( . (€03%)— eo(x))+2

+\/Ln (eo;x)—eo (x)

SM‘Ln(eO, ‘+2w £38,)+w(f38,)|L

. (e9:x) =€ (x)

w(f;Sn)\/Ln (€:x)—¢,(x). (4.6.2.1)

9, (x.€)=[{k <ni|L, (f1x) - £ ()] 2]

Hk<n ML, (e;x) - eo(x)‘ZE}

so(){ (1825

9,5 (x.€)= { <n: W(f;ak)‘Lk (eg3x)—e, (x)‘ 2%}

0,.(x.€)= {k<n w(f;9, \/‘ (ey;x eo(x)‘ZE}

kiimeleri tanimlansin. (4.6.2.1) esitsizliginden

SOn (1X,8) < Son,l (X,S) + 807:,2 (X,S) + 8071,3 (X,E) + pn,4 (X,S)
B B B B P

oldugu kolayca goriilebilir. Buradan = min{B,,B,} oldugundan

Son (l'x’g) < Sgn,l (x’e) + Sgn,Z (x’ S) + SOnﬁ (x’e) + pn,4 (x’e)
n'P nl—ﬁo n' B n'b n'P

elde edilir ve boylece

Hc(x) ‘80"1 (”S)Hc(x) + ‘ . ("E)HC(X)

3 (”E)HC(X) ‘
B T Tk +

olur. Buradan

‘ H m‘ ’S)Hc(x) +li ‘80"1 (”S)Hc(x) +1im‘

n—e n—oo nl_ﬁﬂ n—yo0 nl_ﬁl n—yo0 nl_ﬁ
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hipotezden

n—>o0

olup, X iizerinde
L(f)-f=o (n_B ) (es —istatistiksel ) .
4.6.2.4. Sonuc: 4.6.2.3. Teorem’ deki i) ve ii) kosullart X iizerinde
L, (e)—e =o(n™)(es—istatistiksel) ~ (i=0,1,2) (4.6.2.2)

kosullari ile degistirilsin.

(¢’ x) L, (e,;x)=2xL, (e )+xL (€p;x)

<

L, (e3x) = (%) +2]el]

(eo’x)_eo(x)‘

L, (e:x)—e ()| +ea

olup N =1+ 2||el||c(x) +||ez||C(X) olmak lizere

L, (¢%x)<

elde edilir.

L (e:x)—¢, () (4.6.2.3)

y=min{B,.B,.B,} denilirse (4.6.2.2), (4.6.2.3) ve 4.6.2.2. Lemma’ dan X iizerinde

S, =./L, n es —istatistiksel )

olur. Buradan X iizerinde

w(f:8,)=0 (n"7 ) (es —istatistiksel ) (4.6.2.4)

elde edilir. O halde 4.6.2.3. Teorem’ de (4.6.2.4) kullanilarak her fe C(X) i¢in X
lizerinde

L(f)-f= o(n_y)(e§—istatistiksel)

olur. Boylece Teorem’ de i) ve ii) kosullar1 yerine (4.6.2.2) kullanilirsa es-istatistiksel
Korovkin tipi teorem deki pozitif lineer operatorler dizisinin es-istatistiksel yakinsaklik

mertebesi elde edilir.
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S. TARTISMA VE SONUC

Korovkin tipi teoremler yaklasgim teorisinde dnemli bir yer tutmaktadir. Son
yillarda, alisilmis yakinsakliktan daha kuvvetli olan istatistiksel yakinsakligin yaklagim
teorisinde kullanilmas1 o©zellikle Korovkin tipi teoremlerde kullanilmasi kuvvetli
sonuclarin elde edilmesini saglamistir. Bu nedenle bu yiiksek lisans tezinde konuya ait
makaleler incelenerek doktora ¢alismasina hazirlik yapilmistir. Daha kuvvetli sonuglar
elde edebilmek ve bunu daha az kosul altinda gerceklestirebilmek i¢in Korovkin tipi

teorem ve istatistiksel yakinsakligin yaklasim teorisinde incelenmesi faydali olacaktir.
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