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SINGULER PERTURBE OLMUS BASLANGIC-DEGER PROBLEMLERI
ICIN DUZGUN YAKINSAK FARK SEMALARI

OZET

Bu calismada singiiler pertiirbe ©6zellikli birinci ve ikinci mertebeden lineer
baslangic-deger problemlerinin, sonlu farklar metodu ile niimerik coziimleri
incelenmistir. Bu problemler icin dncelikle gerekli asimptotik degerlendirmeler yapildi.
Daha sonra diizgiin sebeke iizerinde iistel baz fonksiyonlar: ile kalan terimleri integral
biciminde olan ve agirlik fonksiyonu iceren interpolasyon kuadratur formiilleri
kullanilarak uygulanan integral 6zdeslikleri metodu ile pertiirbasyon parametresine
gore diizgiin yakinsak iistel katsayili fark semalar1 kuruldu. Onerilen fark problemleri
icin yakinsama hizlan incelendi ve somut ornekler iizerinde niimerik sonuclarin teorik

sonuglarla uyumlu oldugu gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Singiiler Pertiirbasyon, Fark Semalar1, Diizgiin Yakinsaklik,
Baglangi¢-Deger Problemleri, Dogrusal Diferansiyel Denklemler



UNIFORMLY CONVERGENT DIFFERENCE SCHEMES FOR SINGULARLY
PERTURBED INITIAL-VALUE PROBLEMS

ABSTRACT

In this study, we investigate the numerical solutions of the linear first- and second-
order singularly perturbed initial-value problems. Firstly, asymptotic estimates for these
problems are established. Next, by method of integral identities using appropriate
interpolating quadrature rules with the weight and remainder terms in integral form, the
numerical methods are constructed. The difference schemes are shown to converge to
the continuous solutions uniformly with respect to the perturbation parameter. Also the
problem is tested on concrete examples and it is shown that numerical results are

essentially in agreement with the theoritical analysis.

Key Words : Singular Perturbation, Difference Schemes, Uniform Convergence,
Initial-Value Problems, Linear Differential Equations
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1. GIRIS

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemler uygulamali matematigin ve matematiksel
fizigin pek cok degisik alanlarinda kullanilmaktadir. Ornegin; akiskanlar mekanigi,
akigkanlar dinamigi, plazma dinamik, aerodinamik, manyetik dinamik, aritilmis gaz
dinamik, kiitlenin hareketi, plastik, kimyasal-reaktor teori, osinografi, meteoroloji,
yayma teori, reaksiyon- difiizyon siirecleri, 151k yayan dalgalar, plazmadaki elektron
plazma dalgalari, iletisim hatlari, elektrik akimi, iyon akustik dalgalar1 ve diger fiziksel
modellendirilmesinde karsilagilmistir (Kevorkian ve Cole, 1981; O’ Malley, 1990;
Nayfeh, 1993).

Matematiksel olarak, bu tip problemler, en yiiksek mertebeden tiirev igeren
terimlerinin katsayilarinin pozitif kiiciik bir parametre oldugu problemlerdir. Boyle
problemlerin ¢6ziimii, tanim bolgesinin bazi1 kisimlarinda ¢ok hizli degisime sahiptir.
Yani ¢6ziim problemin tiiriine gore baslangic veya sinir katlar1 olarak bilinen ince gegis
katlarinda hizli diger yerlerde ise diizenli ve yavas degisir. Bu hizli degisim gosterdigi
katlarda ise ¢oziimiin tiirevleri sinirsiz olur. Klasik niimerik metotlarda, ¢6ziimiin tiirevi
sonsuz olabilecegi icin, klasik fark semalarinin diizgiin sebekelerdeki niimerik
coziimleri kesin coziime genelde yakinsamaz. Dolayisiyla s6z konusu metotlarin
kararsiz ya da iraksak olmalar1 nedeniyle uygulanmas: miimkiin degildir. Dolayisiyla
kararli ve kiiciik parametreye gore diizgiin yakinsaklik 6zelligini tasiyan niimerik
metotlarin kurulmasi 6nem tagir (Farrell ve ark., 1996, 1998; Roos ve ark., 1996).

Bu tezde uygulamali bilim dallarinin bir¢ok degisik alaninda kullanilan singiiler
pertiirbe 6zellikli diferansiyel denklemler icin baslangig-deger problemleri ele alinmig
ve matematiksel ozellikleri (kararlilik, yaklagim hatasi, yakinsama hizi ve ¢6ziim
algoritmasi) incelenmistir.

Bu caligma 6 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde giris yer almaktadir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan genel bilgiler ve literatiir 6zeti verilmistir.

Calismanin iiclincii boliimiinde asagidaki singiiler pertiirtbe olmus birinci

mertebeden lineer baslangi¢c-deger problemi ele alinmgtir:

Lu=¢cu'+a(x)u=f(x), 0<x<lI, (1.1

u(0) = A. (1.2)



Burada 0<e&<1 kiigiik parametre, a(x)=a >0, f(x) yeterince diizgiin fonksiyonlar
(diizgiinliik derecesi yeri geldigince somutlasacaktir), A verilmis sabittir. Her durumda
(1.1)-(1.2) probleminin siirekli ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi kabul edilerek, bunun
niimerik ¢oziimii ile ilgilenilecektir.

Oncelikle (1.1)-(1.2) probleminin niimerik ¢oziimii i¢in, klasik fark semalarinin
uygulanmasindaki sikintilara deginilmistir. Daha sonra diferansiyel problemin
ozelliklerini daha iyi yansitacak olan iistel katsayil1 fark semas1 kurularak, bunun sebeke
adiminin birinci derecesiyle diizgiin yakinsak oldugu ispatlanmistir.

Dordiincii boliimde ise asagida verilen singiiler pertiirbe olmus ikinci mertebeden

lineer baglangi¢c-deger problemi incelenmistir:

Lu=&e"u"+ea(t)u'+b(u= f(t), 0<t<T, (1.3)

u(0)= A, (1.4)

u’(0) =§. (1.5)
E

Burada &3>0 kiigiik parametre, A ve B verilmis sabitlerdir. a(t)>a >0, b(t)> >0
ve f(t) ise [O,T]’ de taniml yeterince diizgiin fonksiyonlardir. (1.3)-(1.5) problemi

ileride ispatlanacagi gibi #=0 noktasinda bir tek sinir katina sahiptir. S6z konusu
problem i¢in O(7) kesinlige sahip fark semasimin kurulmasi ve yakinsakligin
incelenmesi bu kismin esas arastirma amacidir.

Besinci boliimde incelenen problemler icin sonug degerlendirilmesi yapilmustir.

Altinc1 boliimde ise yararlanilan kaynaklar verilmistir.



2. GENEL BIiLGIiLER VE LITERATUR OZETi

Singiiler pertiirbe 6zellikli problemlere ilgi, yaklasik olarak yirminci yiizyilin
baslarinda baslamistir. Arastirmalar ilk asamada asimptotik agilimlar {izerine
yogunlagsmistir (Kevorkian ve Cole, 1981; O’ Malley, 1990; Nayfeh, 1993). 1960’ I
yillardan sonraki donemlerde ise niimerik yontemler iizerine calisilmistir ve halen
yogun sekilde arastirmalar devam etmektedir (Farrell ve ark., 2000).

Baslangic kati iceren baslangi¢c-deger problemi igin niimerik analizleri pek cok
yazar ele almistir. Doolan ve ark. (1980), baslangi¢c ve smir kat1 igeren problemler i¢in
diizgiin sebekede pertiirbasyon parametresine gore diizgiin yakinsak {istel katsayili fark
semalarini incelemislerdir. Hasio ve ark. (1983), baslangi¢c kati iceren parabolik tip
problem i¢in Crank-Nicholson ve Galerkin metotlarini ele almistir. Roos ve ark. (1996),
baslangic kati iceren singiiler pertiirbe olmus adi ve kismi diferansiyel denklemlerin
diizgiin yakinsak niimerik ¢oziimlerini degerlendirmislerdir. Boglaev (2001), parabolic
baslangic-sinir deger problemi icin bolge ayristirma metodunu kullanmistir. Amiraliyev
ve Duru (2002), baslangi¢ kati iceren birinci ve ikinci mertebeden baslangi¢c-deger
problemleri i¢in fark semasinin kurulmasi ve yakinsaklik ozellikleri ile ilgilenmislerdir.
Amiraliyev ve Erdogan (2009), birinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel fark
baslangic-deger problemi i¢in uyarlanmis sebekede fark semalarininin yakinsakligini
arastirmislardir.

Bu boliimde ¢alisma boyunca kullanilan bazi tanimlar ve formiiller verilmistir.

2.1. Tanimlar

Tamm 2.1.1. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu

i) [0,/] araliginda tanimlanan
afz{xi|0=x0 <X <X, <..<Xy, <Xy =l}

ayrik noktalar kiimesine [O,Z ] araliginda tanimlanan diizgiin olmayan sebeke denir. x,

noktalarina ise diigiim noktalar1 veya sebeke diiglimleri denir. h =x, —x

i i-1

sebeke
adimlaridir. Diizgiin veya diizgiin olmayan sebekede tamimlanmis g, =g(x,)

fonksiyonuna x; diigiim noktalarindaki sebeke fonksiyonu denir (Samarskii, 2001).



ii) Eger diigtimler esit aralikli iseler bu durumda olugan

@, ={x|x =ihi=0,1,...N;h=1/N}

sebekesine [O,l] araligindaki diizgiin sebeke, /& sabitine ise sebeke adimi denir

(Samarskii, 2001)

Tanim 2.1.2.

. 5 = max g(x)| ifadesine g(x) fonksiyonunun [0./] araligndaki siirekli

0<x<l
maksimum normu denir. (Q = (0,/) Q= [0,])
Sebeke fonksiyonlar1 igin ise ||g||w,m :£9§1)5|gi| ifadesine diizgiin sebekede

maksimum norm denir.

Tanim 2.1.3. Regiiler ve Singiiler Pertiirbe Olmus Problem

P., €¢>0 Kkiiciik parametresine baglh herhangi bir problem olsun. &£=0
durumunda P, problemine, P, problemine uygun indirgenmis problem denir. Eger P,
indirgenmis problemi ile P, problemi ayni tipten, ayn1 mertebeden ve her ikisi de bir tek
¢oziime sahip iseler, soz konusu P, problemine regiiler pertiirbe olmus problem denir.

Aksi takdirde buna singiiler pertiirbe olmus problem denir (Constanta, 2002).

Ornek 2.1.

u'(x)+eu(x)=0, 0<x<I,
T u0)=1,

baslangic-deger problemi i¢in ¢6ziim fonksiyonu

u,(x)= e

seklindedir.



Uygun indirgenmis problem

. w'(x)=0 , 0<x<l,
" Nu)=1,

seklinde olup,
u,(x)=1

tek ¢oziimiine sahiptir. Goriildiigii iizere problemin tipi, mertebesi degismemis ve her iki

problem de bir tek ¢oziime sahip olmuslardir. Ayrica [0,1] araliginin her x, noktasi i¢in

lim limu,(x)=1=1im lim u,(x)
X—Xx, €0 -0 x—>x,

esitligi s6z konusudur. Dolayisiyla ele alinan problem regiiler pertiirbe olmus bir

problemdir.
Ornek 2.2.

b eu' (x)+u(x)=0, 0<x<l1,
€ |u(0)=1,

problemi ele alinirsa, kesin ¢6ziim

_X
u,(x)=e ¢

seklindedir.

_ u(x)=0 , 0<x<l,
w0 =1,

indirgenmis problemine bakildiginda mertebenin diistiigii ve baslangic sartinin gereksiz

hal aldig1 goriiliir. Dolayisiyla x =0 civarinda sinir kat1 denilen, ¢oziimiin hizli degisim



gosterdigi dar alanin varligi sdylenebilir. Dolayisiyla indirgenmis problem u,(x)=0

¢oziimiine sahiptir. Tekrarli limitlere bakilirsa, u,(x) fonksiyonun keyfi x,e (0,1]
noktasi i¢in

lim limu, (x) =0=lim lim u,(x)
x—x, €0 £—0 x—x,

oldugu goriiliir. Fakat x =0 noktasi1 i¢in

X X
O=limlime ¢ #limlime ¢ =1.
x—0&-0 £—0 x>0

Bu tip esitsizlikler diferansiyel denklemler i¢in singiiler pertiirbe olmus problemlere has
bir ozellik olup, baslangic katinin varliginin gostergesidir. Cok kiiciik € degerleri i¢in
x =0 civarinda fonksiyonun hizli bir sekilde degistigi goriilmektedir.

ug(x) grafigi asagidaki gibidir.

0.5 1

Sekil 2.1. Ornek 2.2’ nin ¢6ziimiiniin ¢ a gore degisimi



Grafikte ilk goze carpan, € kiiciildiikce fonksiyon egrisinin koordinat eksenlerine
daha fazla yaslandigidir.

Ayrica ¢oziimiin kendisi
:

u(x)|=le £[<1 (0<x<1)

e

olmasina ragmen bu fonksiyon x=0 civarinda ani degisme gosterir ve sinmir kati

dahilinde & — 0 iken tiirevler sinirsiz degerler alir.

X

1 -z
=,
£

\u‘“(O)\:ik K20 (60 iken — —o0).
£ £

Ornegin birinci tiirevin siirli olmasi icin

<l = x2¢lng

u'(x)| = ‘—%e_g

olmas1 gerektigi goriilmektedir.
Tamm 2.1.4

[O,l] aralifindaki g (x) fonksiyonunun diizgiin sebeke igin fark tiirevleri

asagidaki gibidir (Samarskii, 2001).

. 8in1 — 8
1 = —
) 8. 5

ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi denir.

.s 8i —8ia
ii) g- ==2—=—=
gx,z h

ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi denir.



8iv1 —8ia
2h

ii) g, = %(gx,l- tg.,)=

ifadesine birinci mertebeden merkezi fark tiirevi denir.

8.~ 8% _8in -2g,+8,,
h h?

iv) g X

ifadesine ikinci mertebeden fark tiirevi denir.

Tanim 2.1.5. Kararhhk

Lineer
Lu=f(x), xeG (2.1)
denkleminin
lu =,u(x) xel 2.2)

sartin1 (sinir sart1 veya baslangi¢ sarti olabilir) saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi istensin,

burada f(x),u(x) belirli fonksiyonlar (veri fonksiyonlar1), ¢-belirli bir lineer

diferansiyel operatordiir. G=GuT bolgesinde herhangi bir @, = @, Uy, sebekesinin
kuruldugu varsayilsin, burada @, -i¢ sebeke, ¥, -siir sebeke (sebeke sinir noktalari

kiimesi), h ise sebeke diigiimlerinin yogunlugunu ifade eden parametredir.

(2.1)-(2.2) problemine karsilik gelen fark problemi

Ly=¢, ,xewm, (2.3)

Ly=x, -X€7, (2.4)

olsun. Burada L,,/,- @,’da tammlanan fonksiyonlar kiimesinde etkili olan fark

operatorleri, @,, y, belli sebeke fonksiyonlaridir.



Kararlilik, fark problemleri veya genellikle yaklasik algoritmalar icin, bunlarin
pratik uygulanabilmesinin gerektirdigi onemli bir 6zelliktir.

(2.3)-(2.4) fark probleminin, belli siniflardan olan her bir ¢,, ¥, baslangic veri
fonksiyonlar1 ve yeteri kadar kiicik h<h, icin bir tek ¢oziime sahip oldugu
varsayilsin. (2.3)-(2.4) probleminin baslangi¢c veri fonksiyonlari ah, Z olan ¢oziimii

; ile belirlensin.
Yeteri kadar kiictik £ i¢in,

(2.5)

ah_¢h Z_Ih

+C‘
2 2

pol s

3
esitsizligini saglayacak, & ’a bagl olmayan C,, C, sabitleri var olsun, bu durumda

(2.3)-(2.4) fark semas1 sag tarafa ve sinir (veya baslangi¢) sartina gore kararlidir denir.

Burada ||

Sl ||3 herhangi sebeke normlaridir.

(2.3)-(2.4) problemi lineer oldugundan, kararlilig1 ifade eden (2.5) esitsizligi

Iyl =S e, + ¢l

esitsizligine denktir (Samarskii, 2001).
Boylece kararlilik, fark semasinin ¢oziimiiniin baslangi¢ veri fonksiyonlarina
stirekli bagli oldugunu, hem de bu baghiligin 4’ a gore diizgiin bi¢cimli oldugunu ifade

eder.

Tamim 2.1.6. Diizgiin Yakinsakhik

u, (2.1)- (2.2) probleminin kesin ¢éziimii ve y’de herhangi bir sebekedeki bu
probleme uygun fark probleminin ¢dzimii olsun. z=y-u (xe afh) farki, fark

probleminin hatasi ( hata fonksiyonu) olarak tanimlanmaktadir.

Eger h— 0 oldugunda ||z||1 =||y—u||1 —0 ise (|| ||1 s0z konusu sebekedeki

herhangi bir norm), bu durumda uygun fark probleminin c¢oziimii (2.1)-(2.2)

probleminin ¢oziimiine yakinsiyor denir. Ayrica yeteri kadar kiiciik /4 i¢in



||y - u||1 <ch*,k>0 (c, h’ abagli olmayan bir sabittir)

ise bu durumda yaklagik ¢oziim kesin ¢oziime 4 ’m k *mc1 derecesiyle yakinsar (O(h")
hiziyla yakinsar) veya yaklasik ¢oziim O( 4" ) kesinligine sahiptir denir.

Bu tanima ilave olarak eger C ve h sabitleri, singiiler pertiirbe 6zellikli problemdeki
pertiirbasyon parametresi olan €’ dan bagimsiz iseler o zaman yaklasik ¢oziim kesin

coziime &’ na gore diizgiin yakinsak olur (Samarskii, 2001).

2.2. Bazi Formiiller

2.2.1. Kuadratur Formiilleri

Fark semalarinin kurulmasinda ve incelenmesinde asagidaki kalan terimleri
integral biciminde olan agirlik fonksiyonu iceren interpolasyon kuadratur formiilleri
kullanilacaktir (Amiraliyev ve Mamedov, 1995); Amiraliyev, 1998; Amiraliyev ve

Duru, 1999).

i) [ p(x) f(0dx= { | p(x)dx}{df(b)+(1—G)f(a)}+ Fa:b) [ r=x) p(odx+ R(f),

(2.6)

burada o -reel parametre, p(x)e C[a,b]agirlik fonksiyonudur.

b b
R(f)=[dp@)| " (©K,(x.$)dE, peC',feC™ ,n=0 veya I
X7 =ob+(1-0)a, f (a;b) = (f(b)— f(a)) | (b-a),

K, (6, =T,(x=~(b-a)" (x-a)b-£)",n=0,1

ve
ﬂn

T ()= — LA>0
0 ,A<O.

10



ii) [ P00 f (0dx =f (a:b) | p(x)dx+R(f), 2.7)

R(f)=—[dp’ )| " (K, (x.E)dE, feC™ n=0 veya 1

(2.6) ve (2.7) formiillerinde aym K, (x,¢&) fonksiyonu kullanilmaktadir.

2.2.2. Diferansiyelleme Formiilii

Kalan terimlerin degerlendirilmesinde ¢ogu zaman asagidaki diferansiyelleme

formiilii yararh olabilir.

g (x)=g(a:a) jKO £)dg, geC?, a<x<q (2.8)

burada K, (&, x) fonksiyonu ve g(a,;¢,) ifadesi 2.2.1" in i sikkinda tanimlanmustir.

2.3. Baz Esitsizlikler

Bu kisimda ileride kullanilacak bazi esitsizlikler verilmistir.
2.3.1. U -esitsizligi

Keyfi a, b ve 4 >0 igin
2 1 2
|ab|£,ua +—>b
4u

esitsizligi vardir.

11



2.3.2. Gronwall Integral Esitsizlikleri

(Burada kullanilan fonksiyonlarin siirekli olduklart varsayilir.)

v(t) <u,+ .Hp(s)v(s) + q(s)]ds , p®=0

0

ise bu durumda,

[p&as  [p&ds
v(t) Su,e’ + | g(s)e’ ds
0

olur.

v(t) < g(t)+ j h(s)v(s)ds, h(t)=0
0
durumunda ise asagidaki esitsizlik vardir:

, [z
v <g+[ (i)’ ds.

2.3.3. Gronwall Esitsizliginin Fark Benzeri

y; 20 fonksiyonu,
j
y; < CZ+T](Z::1{Clkyk +bkyk_1 + fk}’
VoS

(a,, b, f, 20, 1-7a, >0, k=1,2,...; 7>0-reel parametre ) esitsizligini saglasin.

Bu durumda,
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i a + J J
ijaexp{fza"—bk}+leLexp ry LT

k=11-7a,

olur. Eger, ayrica a, =c, =sbt, b, =c, =sbt ise, 0 zaman

1-7c, I—7c, k=1 1-7c,

+ t. j + t.
ijanp{(co Cl) ]}+ T Zj:fk exp[(co Cl) ik
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3. BiRINCIi MERTEBEDEN DENKLEM iCiN BASLANGIC - DEGER

PROBLEMI

3.1. Klasik Fark Semalar1 Uzerine

Adi diferansiyel denklemlerin kesin ¢oziimlerine ulasmak cok az durumda
miimkiindiir. Coziimiin agik sekilde kuadraturlarla ifade edildigi formiiller dahi
problemi tamamen ¢ozemez. Bu nedenle niimerik metotlarin uygulanmasi biiyiilk 6nem
tasir. Bu tip metotlarda ¢6ziim ayrik degerler (tablo) biciminde elde edilir.

Klasik fark semalar1 denildiginde, diferansiyel denklemdeki tiirevlerin
sebekedeki degerlerinin uygun sonlu farklarla yer degistirilmesi suretiyle elde edilen

fark semasi anlasilir.
[0,I] araliginda,
o, = {x,- =ih,i=0,1,..N,h= %} diizgiin sebekesi iizerinde (1.1)-(1.2) problemi i¢in

sikca kullanilan klasik fark semalar1 asagidaki gibidir:

Acik Euler {mf =€yt ayi = i=0,1,...N -1

v = A
Kapali Euler {Ehyi =éytay = Ji i=12,.N

Y, = A

— Yit Yo .

lyy; =€y, +a =—===f i=1,2,..N
Crank-Nicholson } ) it

Yo = A.

14



Giriste de bahsedildigi gibi, genelde klasik fark semalar1 diizgiin sebekede,
kararsizliklar1 ve €’ na gore diizgiin yakinsak olmamalart nedeniyle (1.1)-(1.2)
probleminin ¢Oziimiine uygulanamaz. Diger yandan fark semalarinin Onemli
ozelliklerinden biri, diferansiyel denklemin sagladigi o6zelliklerin ayrik benzerlerini
(Maksimum Prensibi vs. gibi ) saglamasidir. Klasik fark semalarinin genelde belirlenen
ozelliklere sahip olmadigini somut bir 6rnek iizerinde netlestirmekte fayda vardir. Daha

once ornek (2.2) ile verilmis

eu'+u=0, 0<x<1
u(0)=1

problemi tekrar ele alinsin. Bu problem i¢in sunulan fark semalar1 sirasiyla incelensin.

i) Acik Euler Semasi: Yukaridaki diferansiyel problem icin A¢ik Euler Semasi

{ﬁhyi =€y, Y =0, i=0,1,.N-1
Yo =1

seklinde olup , p _h olmak iizere y, =(1—,p)" yaklasik ¢oziimii bulunur. Buradan
£

yaklasik ¢oziimiin, p >1 durumunda istenmeyen salinimli 6zellik tasidig goriilir. y
degerleri sirasiyla pozitif ve negatif deger almaktadir. Buna karsin kesin ¢odziimiin
u(x,) =e"” degerleri azalan pozitif bir grafik ¢izmektedir.

Diizgiin yakimsaklik tanimima gore sebekenin birinci adiminda yakinsakligin

saglanmadig goriilebilir.

ux)=uhy=eé=e? (N_

1=p)
y1=(1—p) €

£ =h olarak secilirse p=1 icin,

15



lim|, ~u(i| =e”

sabit olur. Yani &’ a gore diizgiin yakinsama yoktur. h ne kadar kiiciiliirse kiigiilsiin
hata sabittir, kiigiilmez.
Fark semalarimin, diferansiyel problemin sagladigi oOzelliklerin ayrnik fark

benzerlerini saglamasi gerektiginden bahsedilmisti. Maksimum Prensibini Fark

diizeyinde
v,0,v,20,i20,v,20 = v, 20 (0<i<N)]

seklinde ifade edilir. /,y, fark operatorii

Cy=ty —[l—1jyi . i=0,1..,N—-1
p p

biciminde yazilirsa,
Vit = PL,Y; +(1—,0) Vi

ifadesinden goriildiigii iizere Acik Euler Semasinin Maksimum Prensibini saglamasi i¢in

h . .
p=—<1 olmas1 gerekmektedir. Fakat bu durum singiiler pertiirbe olmus problemler
£

icin rastlanan bir durum degildir. Genel olarak h>> & dur.
ii) Kapah Euler Semasi: Diferansiyel probleminin niimerik ¢oziimii i¢in,

{ny’i +y,=0, i=L2,.,N
Yo =1

kapal1 semasi alinirsa, ayrik maksimum prensibi kosulsuz saglanacak, fakat €’ na gore

diizgiin yakinsama olmayacaktir.
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Genel hal i¢in maksimum prensibinin saglandig1 gosterilsin.

{ﬁhyi =ey, +ay,=f, i=1,2,..,N
Yo=H

ve buradan /,y, fark operatorii

E
Zhyi EZ(yi _yi—l)+aiyi

seklinde yazilirsa;

P 1 .
= 0,y + . a>a>0) i=12,.,N
yz 1+aip hyl 1+aip yz—l ( i )

elde edilir. Buradan prensibin saglandig1 goriiliir.
Maksimum Prensibi yardimiyla semanin kararliigma gegilebilir. Once ¢oziim

fonksiyonu igin, kararlihg ifade eden
ol <led+e 7]

esitsizliginin varlig gosterilsin.
W=ty |+ £

Barrier fonksiyonu alinirsa;

Yo =y, +|y+a|f|. =0

Eh\P,i :if; +a, |,u|+ala—1 ”f”m Zif; +||f||m =0

17



Maksimum Prensibinden;

¥:>0 i=1,2,.,N

1

elde edilir. O halde sema kararlidir.

Ornek igin sunulan kapali semaya doniiliirse, burada ¢ziim y, = ( )l.
I+p

( P =ﬁj seklindedir. Sebekenin birinci adiminda yakinsakligin saglanmadigi
£

gosterilsin.

. . _ 1 . .
i=11igin u(x)=e"’ ve y, =1— olup, h=¢ alinirsa p =1 i¢in,
+p

. R S
£1£%|yl —u(x1)| —E—e =sbt .
Burada da agik semada oldugu gibi hatanin sabit oldugu ve degismeyecegi goriiliir. O
halde kapali sema i¢in de diizgiin yakinsaklik yoktur.

Benzer sekilde Crank-Nicholson Semasinin da gereken ozellikleri tagimadigi
kolaylikla gosterilebilir. Boylelikle Klasik Fark Semalarinin kararlilik, € ’a gore diizgiin

yakinsaklik 6zelliklerini saglamadig1 goriilmiis olur.

3.2. Ustel Katsayih Fark Semasi

3.2.1. Siirekli Problemin Coziimiiniin Degerlendirilmesi

Bu boéliimde, (1.1)-(1.2) problemi i¢in kurulan fark semasinin yakinsakliginin
incelenmesinde ihtiya¢ duyulan, siirekli problemin ¢6ziimiiniin bazi asimptotik

degerlendirmeleri yapilmistir.
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Lemma 3.1. (Maksimum Prensibi):
v(x)e C'[0,I], Lv(x)=0 (0<x<I), v(0)=0

sartlarin1 saglayan fonksiyon ise bu durumda,

v(x)20,(0<x<])

olur.

Ispat. Hipotezin aksi kabul edilsin. Oyle bir x,€[0,/] icin v(x)<0 olsun. x, ise
v(x,)=0 ve v(x)<0 (x,<x<x) sartlarii saglayan bir nokta olsun. Bu takdirde

Ortalama Deger Teoremi’ ne gore, dyle x, € (x,, X, ) bulunur ki,

olur. Son esitsizlik ve v(x,) <0 oldugu dikkate alinirsa;
Lv(x,)=¢&V(x,)+a(x,)v(x,)<0

elde edilir. Bu ise Lemma’ nin hipotezi ile celisir. O halde Vx, €[0,/] i¢in v(x,)>0

dir.

Lemma 3.2. Herhangi v(x)e C'[0,/] fonksiyonu icin,
[v(0)| <[v(0)|+ " max|Lv(s) 0<x<I 3.1)

esitsizligi vardir.

Ispat. Yardimci fonksiyon olarak

‘P(x)ziv(x)+‘v(0) + ' max Lv(s) ,0<x<]

0<s<l
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fonksiyonu alinsin.

¥ (0) =+v(0)+|v(0)|+ o max

0<s<l

Lv(s)‘ZO

A

LY (x) =+Lv(x)+a(x)|v(0)|+a(x) " max

0<s<l

Lv(s)‘ > 1 f (x)+max

0<s<l

Lv(s)‘ZO

sartlar1 saglandigindan, Lemma 3.1° e gore ¥(x)20 (0<x<!) oldugu goriiliir. Bu

ise (3.1)’ 1 verir.

Lemma 3.3. (1.1)-(1.2) probleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki esitsizlikler saglanir.

u(x)|<C. 0<x<l; a(x).f(x)eC[0.]] ise, (3.2)
u'(x)‘SC{1+§e_ix}, 0<x<l; a(x),f(x)eC'[0.1] ise, (3.3)
W (x)|SC, 0<x<l; a(x),f(x)eC'[0.1] ve a(0)A=f(0) ise. (3.4)

Ispat. Once (3.2)’ nin dogrulugu gosterilsin. (1.1)-(1.2) problemine Lemma 3.2

uygulanirsa,

£(s)

Ju (x)| <|A]+ @ max

0<s<l

buradan da,
‘u (x)‘ <C

oldugu goriiliir. Bu esitsizlik #’ nun diizgiin sinirli oldugunu ifade eder (¢, £’ dan

bagimsizdir).

20



(1.1) denkleminden,

' (0)| Sé‘f(O)—a(O)A‘ s% (3.5)

yazilabilir. Ayrica (1.1) denkleminin tiirevi alinirsa,

Lv(x)=¢(x) (3.6)

bulunur. Burada v(x)=u'(x), ¢@(x)=s"(x)—d (x)u(x) olur. (3.6) dan

<
—~

=
~—

cekilirse,

o | =

v(x)=v(O)exp(—%ja(s)ds]+éj¢(f)exp(—

0

J-a(s)dstdf. (3.7)
¢
(3.7)’ nin sag tarafindaki birinci terim (3.5)’ e gore degerlendirilirse,

<—e¢ ¢ (3.8)

1 —éja(s)ds ) , . _a/(x—f)
2£¢(§)e =d PRt f(x)-a (X)u(X)‘}[e € dé
Sir{(l)ehx f'(x)—a'(x)u(x)‘{a_ls(l—e_?]}SC (3.9)

degerlendirmeleri bulunur. (3.7)° de (3.8) ve (3.9) esitsizlikleri yerine yazilirsa, (3.3)

esitsizliginin dogrulugu goriiliir.
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(3.4)’ e gelince;

oldugundan, bu esitsizligin dogrulugu (3.7) ve (3.9)’ dan cikar.

3.2.2. Fark Semasimin Kurulmasi

(1.1)-(1.2) probleminin fark semasimin kurulmast siireci igin [0,/] araliginda

l

w, = {xi =ih,i=1,....N-1,h= N}’ @,=m,{0,l}  dizgin sebekesi  alinsin.

Baslangic olarak asagidaki 6zdeslikten hareket edilecektir.

;(l.‘lh"l j Lu(x)p.(x)dx =;(l.‘1h"l I fxX)@.(x)dx, i=1,N.

i 1

Burada,

b 1—e %P h
=h | o (x)dx= ,0=—,
X xj_lcol( ) P
-
g(x)=e ¢ , i=12,..N

olup, ¢,(x) fonksiyonu

—e¢ (x)+a,p(x)=0 X, <x<X,
o(x) =1

probleminin ¢6ziimii olarak belirlenmis iistel baz fonksiyonudur.

22
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(3.10) ifadesinin agik bicimde yazilirsa:

—

i1

W (9 (dx+az h [ ug(de=g2,"17 f, [ god+R,.
Burada,

R =x"n"' I [a(x,)—a(x)u(x)@.(x)dx+yx, " h™' j Lf(x)— f(x)]g (x)dx.

= i1

Gerekli diizenleme yapilirsa,

ey 'h! j u' ()@ (x)dx+ay 'h' j u(x)@,(x)dx= f,+R,

Xi Xi1

(3.12)

(3.13)

(3.13) ifadesinin sol tarafina (x_,,x ) araliginda (2.6) ve (2.7) kuadratur formiilleri

i—1° 7%

p(x)=¢(x), f(x)=u(x) ve o=1 almarak uygulanir. @ (x) i¢in (3.11) bagintisi

g6z Oniinde bulundurulur ise, formiildeki kalan terimlerin toplamu sifir olacagindan elde

edilen sema kesin fark semas1 olup,

eI [ w0 (dx+az 1 [ uCop(xdr =

X1 X1

8{1 + Zi—lh—laig_l .[ (x— xi)ﬂ(x)dx} u, +au,

Xi-1

seklindedir. Basit iglemler sonucunda u- . ifadesinin katsayisinin,

{1 +x ' ae™ I (x—x,)¢, (x)dx} =a"—’i_ e P
i 1_ e iP

i-1

oldugu goriilebilir. 8 = la"—'?a,p
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1

lu, = Sé’iu},i+aiui =f,+R i=12,...N
yazilir. Burada R, kalan terimi goz ardi edilir ise, (1.1)-(1.2) problemi i¢in

Ly, =€0y. +ay, = i=12,.,N (3.15)

Vo =A (3.16)
fark semasi1 sunulabilir.

3.2.3. Hata Degerlendirilmesi ve Yakinsaklik Analizi

Burada (3.15)-(3.16) fark semasmnin kararli ve &£’a gore diizgiin yakinsak

oldugunu gosterilecektir. Bunun i¢in oncelikle gerekli olan Lemma’ lar verilecektir.

Lemma 3.4. (3.12) ile verilmis R, kalan terimi i¢in € ‘ a gore diizgiin yakinsak
Rl <ch (3.17)
esitsizligi vardir (c;h ve &’ dan bagimsiz sabittir).

Ispat. |u]_ < cesitsizligi ve

R =20 | la(x) - alu(g,(dx+z h | LF ()~ £ (x)1g,(0)dx

Xi-1 i1

g6z Oniine alinsin.

Ri(l) :Zi_lh_l I [a(xl.)—a(x)]bl(x)@(x)dx

i1

R = 27 [ LF ()= F Ol (x)dx

Xi

denirse;
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R|<|r"

+‘R(2) .

Ortalama Deger Teoremi’ ne gore

|a(xl.)—a(x)|= <ch , aeC'[0,1], &e(x.x)

a'(é)”xi —x| <ch= ‘Ri(l)

()£ )=l )=l e = R e, Fe o), me(x.x)

yazilabilir. Buradan

||R||°o = max Rl.| <ch

1<isN

esitsizliginin dogrulugu goriiliir. ¢, €’ dan bagimsiz herhangi bir sabit oldugundan

yakinsama €’ a gore diizgiindiir.

Lemma 3.5. (3.15) — (3.16) fark semasinin ¢oziimii icin
[y].. <[al+a| 7]l (3.18)

esitsizligi vardir.

Ispat. (3.15) asagidaki formda yazilirsa
Yi—)y

l,y, =€ "—"+ay, :{ﬂ+al1yi —zyl._l, i=12,...,.N
h P P

ve buradan y, ¢Oziimii ¢ekilirse,

p 6 ,
= b,y +—L—vy ., i=12,..N
YT +ap iy +a,p Vi

1 1 1
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elde edilir. Bu ifadeden 7, y, fark operatoriiniin Maksimum Prensibini sagladig: goriiliir.

(3.18) esitsizligini gostermek i¢in;
vi =2y Halra | f]

yardime1 fonksiyonu alinsm. Bu fonksiyon i¢in

v, =%y, +|Al+a’|f|. 20,

e LT 1 L S RV IET AT E Y
p p p p

sartlar1 saglanir. O halde
W' >0, i=12,..N
olur. Buradan

0<y, +|A+a'||f|.
+y, <|Al+ | 1]

[vl<lAl+a|7].

Keyfi 1’ ler i¢in saglandigindan maksimum normuna gecilir ise (3.18) elde edilir.

Lemma 3.4 ve Lemma 3.5’ den ¢ikan esas sonuclar sudur.

Teorem 3.1. a(x), f(x)e C'[0,] sart1 alnda (3.15)-(3.16) fark probleminin ¢dziimii
@, diizgin sebekesinde (1.1)-(1.2) probleminin ¢oziimiine &£’ a gore diizgiin

yakinsaktir. Yakinsama hiz1 O (h) big¢imindedir. Hata igin,
_ <
|yl <ch (3.19)

degerlendirmesi dogrudur.
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Ispat. z. =y —u, yaklagik ¢oziimiin hatasi

0,z,=—R, i=12,...N
7,=0

fark problemini saglar. Burada R, ={,u. — f, biciminde olup (3.12) ile verilmistir.

(3.18) esitsizligi bu probleme uygulandiginda,

2] < a[R].

= max|z,|< o' max|R|

I<i<N I<i<N

ve |Rl.| = O(h) oldugundan,
|y —ul. =[] <ch

- = —u|<ch
= gup maxly () -u()= sup el —ul<e

Buise &’ a gore diizgiin yakinsakligi ifade eder.

3.2.4 Niimerik Sonuclar

Son olarak bir 6rnek iizerinde (3.19) degerlendirmesinin .’ 1n derecesine gore

iyilestirilemez oldugu verilecektir.
Ornek 3.1.

ew'+u=x, x>0,
u(0)=1

problemi ele alinsin.
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Bu problemin ¢6ziimi,

X

u(x)=x—e+(l+¢€)e ¢

fonksiyonudur. Uygun (3.15)-(3.16) fark problemi i¢in, p = h =1 durumunda
£

y,=e ' [l+h(e-1)]

bulunur. Sebekenin birinci adiminda kesin ¢6ziim

h

u(x)=h—e+(1+¢&)e €
olup, p=1ig¢in
y,—u(x) =h(1-2e™)

bulunur. Bu da (3.19)’ un iyilestirilemez oldugunu gosterir.
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4. IKINCi MERTEBEDEN DENKLEM iCIN BASLANGIC - DEGER

PROBLEMI

4.1. Diferansiyel Problem

Burada kesin c¢oziime ait daha sonra kullanilacak bazi asimptotik

degerlendirmeler verilecektir.

Lemma 4.1. a(t), b(t) ve f(t)e C'[0,T] sartlart saglansin. Bu durumda (1.3)-(1.5)

probleminin ¢6ziimii i¢in,

u(k)(t)‘ <ce” {5* +max| £ (s)]+ | f’(s)|ds},0 <t<T, k=0,1,2 (4.1)
<s<t 5

esitsizligi vardir. Burada,
8 =|B* +b(0)A* =2 £ (0)A|

olup; C, £’ dan bagimsiz sabittir.

Ispat. (1.3) denklemi 2u'(¢) ile carpilirsa,

2e%u”(t)u (1) +2¢ea(t)u” (1) +2b(t)u(t)u’(t) =21 (¢)u’(¢)

A

262’ (1) (1) =[ € (1)] .

2f (1) (1) =[2f (1) (1) ] =2 (1)u (o)
esitlikleri goz oniinde bulundurulursa;
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(€20 (1) +b(u’ (1) = 2f (t)u (r)]' +2ea(nu’ (1) =b'()u* (1) =2 (Ou(r)
bagntist elde edilir. Bu esitlik [0,7] araliginda integre edilirse,

U () +bu’ () =2 f u(t) + 2gja(§)u’2 (&)dE

< B +b(0)A* =2 O)A +[|p )| dé+2[|f &)jué)|aé

elde edilir. Buradan da y -esitsizliginin uygulanmasi sonucu,

7" (1) + Bu’ (1) — put’ (1) —if F(t)+2ea[u” (§)dE

< B*+b(0)A> -2 f(0)A +j b ()| a&+ Zjlf’@l\u (&)

(¢ >0) bulunur. 4 parametresi ¢ < S olacak sekilde secilirse, son bagintidan

£ (1) +(B—p)u (1) + 280 ul* (€) < B +5(0) A° —2f(O)A+if2(t)

t

+

0

p ()& dg+2] | (&)|u (&) ag

elde edilir. Bu bagint1 diizenlenirse,

17 1)+ () +e[u”(£)dé <C, {¢(z) +| uz(f)df} 4.2)

diferansiyel esitsizligi bulunur. Burada,

t

@(1)=B*+b(0)A* =2 f () A+ f* (t)+ﬂf’(§)”u(§)|d§.

0
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5(1) =& (1) + )+ e ul* ()¢

0

kabul edilirse, (4.2) ’den,

5(z)sco{¢(t)+j5(f)d5}

0

esitsizligi yazilabilir. Buradan da Gronwall esitsizliginin uygulanmasi sonucu

Cot
e

86) < Cyp(1)+C) [ p(p)e Pdr < C, max lo(7)
o ot

1 t
<C, {5*2 +max 52 (T).[
0

na f’(f)\dﬂrge}]sz(f)} 4.3)

bulunur. (4.3)” den, (4.1) esitsizliginin k =0,1 i¢in dogrulugu agiktir. Ayrica (4.1)” in
k =2 hali de (1.3) den

u”(t)=é{ F(0)—ea(t)u () —b(e)u()}

olmasindan direkt olarak ¢ikar.

Not 4.1. Lemma 4.1’ in sartlar1 altinda

Huk (r)HC[m <Ce™*,k=0,1,2

esitsizligi mevcuttur.
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Lemma 4.2 Eger a(t)e C'[0,T] ve b(t), f(t)e C*[0,T] ise, (1.3)-(1.5) probleminin

cOziimii icin asagidaki degerlendirme dogrudur:

Cot

W (0] scase™ rete e, k=012 (4.4)

Burada, ¢,, €’ nabagli olmayan bir sabittir.

Ispat. (1.3)- (1.5) probleminin ¢oziimii,
u(t)=uy(t)+v(t)+R.(1) 4.5)

seklinde aransm. Burada u,(t)=f(r)/b(r) indirgenmis problemin ¢bziimii ve

v(t),R,(t) ise asagidaki problemlerin ¢oziimleridir:
Lv=0

v(0)=A-u, (O) , 4.6)
V' (0)=B/&—u, (0)

LR, =¥, (t) =—&u] —ea(t)u,
R.(0)=0 4.7)
R, (0)=0.

Simdi, (4.6) probleminin ¢6ziimiiniin,

cot

W (r)|scete <, k=012 (4.8)
esitsizligini sagladigi ispatlanacaktir. Bunun i¢in,

Lv(V'+Aev) =0 4.9)
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ozdesliginden yararlanilabilir. Burada, A4 pozitif ve simdilik keyfi bir sabittir. (4.9)

ifadesi agik bicimde yazilirsa,

eVV+eav? +b(t)w +elv v+ da(t)vv+ e 'b(t)v =0

A

Aa(t)v'v= [l/la (t)vz} —la'(t)/lv2
2 2
esitlikleri dikkate alinirsa,
{82\/2 +bv* +2Aevv+ lavz}, =—(2ae-2Aen”* - (28‘1/119 -b'— /161') v (4.10)

bagintis elde edilir. Ayrica
S(t)=eV?+bv* +2evv+ dav’
fonksiyonu i¢in,

S(1) <V +bv’ + W7+ W+ dav' <€ (1+ AV +(b"+ A+ Aa" )V’ 4.11)
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degerlendirmesi yazilabilir. Burada a = max a(t)

. b"=max|b(t). Eger 5(¢) alttan

[0.7]

degerlendirilirse,

S(t)zeV?+(b+Aay’ -’ Aa™V? = dav’ =¢€° (1— Aa’! ) Vi+by?

elde edilir. Buradan da 4, = A < & segilmesiyle,

5(t)261(82v'2+v2), ¢, >0 (4.12)
oldugu goriiliir. Burada

¢ < min{b(t),l—/?,oa_1 (t)} :

(4.12), 6(t) >0 oldugunu gosterir.

Diger yandan, (4.10)’ un sag taraf1 s0yle degerlendirilebilir:

26 (a=A)y" +&” (24b—eb el ) 2 26 (- AV +e” (24 —eb" —eda )v?

%

Burada, ﬁ*zr[réaT)]ia'(t), b =r[1(}z;)]<b'(t). Buradan, A<aq, 2A8-¢eb —ela >0

secimleri dahilinde ve (4.11)’ in dikkate alinmasi1 sonucu,
2e(a—- A" +¢&" (2Ab—eb" —eda’ )v* 2 c,e”'S (4.13)

esitsizligi elde edilir. Burada c,, £’ a bagl olmayan ve

0<c2smn{2(“‘}“) 248 —¢eb —gw}

1+4 b +A+Ad

esitsizligini saglayan sabittir.
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(4.10)’ dan, (4.13)’ i dikkate almak suretiyle
&' (1)< —c,e”'6(1)
diferansiyel esitsizligi elde edilir ki, buradan da

5(1)<5(0)exp(—c,t/ )

oldugu goriiliir. Bu esitsizlikten ve (4.12)’ den (4.8)’ in k=0,1 i¢in dogrulugu hemen
¢ikar (¢, =c,/2 olmasindan ). k=2 halinin dogrulugu direkt olarak (4.6)," den

cikar.

(4.7) problemi (1.3) tipinden bir problem oldugundan, probleme Lemma 4.1

uygulanirsa,
“P e (t)‘ <Ce

oldugundan,

R (z)\ <Ce™*, k=0,12 (4.14)

£

esitsizligi hemen goriiliir. (4.4)’ in dogrulugu ise (4.5) den ve (4.8) ve (4.14)

esitsizlikleri yardimiyla goriiliir.

Not 4.2. Lemma 4.2’ nin sonucu olarak asagidaki esitsizlik yazilabilir:

[« (t)qu <C+e"), k=0,1,2.

[0.7]
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4.2. Fark Semasimin Kurulmasi

Bundan sonraki kisimlarda a’(¢)-4b(t)>0 (0<t<T) oldugu kabul

edilecektir. [0,7] araliginda o, ={tj =jr,j=1LM-1,M7= T} , @,=0,0{0,T}

diizgiin sebekesi olusturulsun. Asagidaki 6zdeslik ele alinsin.

J+l J+l

270 [ Lu(t)p, (1)dt =z, [ £(t)p, (0)dr,  j=1,M -1 (4.15)

J-l j-1

Buradaki {¢, (t)}ﬂ?_l

1 asagidaki gibi belirlenmis baz fonksiyonlaridir:
j=

eﬁfl.j(’_’j—l) _eﬂlj(r_rj—])

0y =
@, (1)= A g, <E<I,
_AZ.j(thrl_t) _417,’([,41_1‘)
(=€ —e
¢;(t)=19;"(t)= T g, <1<t

0 a2 ().

Burada,

A, =05¢" (aj+«/aj—4bj) ;A =056 a, - Jai-4b, ),

_ _ 207 (A, =) (AT (AT
X =T ,Tf ®, (t)dr = Jo A Sinh((h — 4, )7/2) sinh [Tj smh( 5 j

Jj-1

seklindedir. Ayrica ¢ (r) ve ¢” (¢) fonksiyonlart sirastyla,

¢’ (1)—€a,¢ (1) +b,p(t)=0 1, <1<t

4.16
oli,1)=0 . ols)=1 o

ve
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¢ (t)—€a, ¢ (t)+b.p(t)=0  ,t.<t<t,
() J () J () J J+l (4'17)

problemlerinin ¢oztimleridir.

(4.15) bagintis1 diizenlenirse elde edilecek bagint1 asagidaki gibidir:

ljia

J Tj-1

{ er J' t)dt+éea;t” J' )o, (t)dt+b1" j t)dt}:fj—Rj.

Burada R ; kalan terimi;

R = XETI Ca()=alr,)]u (), (r)dr+ ;(fj [b(1)=b(1,)]u(r)o, (1) e

lj—l l/-_]

+zi“f“tjf] F()-F(O) e, (e @19

1y

seklindedir.
(4.18) bagintisinin sol tarafina her bir (tj_l,tj) ve (tj,tj+l) araliklar iizerinde (2.6) ve

(2.7) interpolasyon kuadratur formiillerinin uygulanmasi sonucunda,

z [’92”&,; téa; (Zl,j“},j T2 ) o xu; b u; +bj'u2»/”t»/}
G, T T
= SZZJ‘ 1[14'58 laj (Zz,j _Zl,j)+§€ ij (luZ,j _lul,j ):|utl,j

+ey,a, (g, +€"a b ). +bu, (4.20)

t,j

bulunur. Burada,
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Bt =l

seklindedir. (4.20) bagintisinda,

6,=%" {1 +%€_la/‘ (Zz,j — X, ) +%€_2bj (/‘2,1 —Hy )}

bt
= [ 1+coth(4, 7/ 2)coth(4, 7/2) | 4.21)
bt
0, =x"{x +e'abu}= - [ coth(4, ;7/2)+coth(4, ;7/2) | (4.22)
J

denirse, (1.3) denklemine karsilik asagidaki fark bagintis1 alinabilir:

Lji%n,

lu; =€ v+ EaBy . +bu;=fi=R, . j=LM-1 (4.23)

(R, ,6,,6, sirasiyla (4.19), (4.21), (4.22) formiilleriyle verilmistir).

Simdi ise (1.5) baslangi¢ sarti icin fark yaklasimi belirlenecektir. Asagidaki

0zdeslik ele alinsin.

] Lug, (t)dt = ]f(t)goo (t)dt.

Ty Ty
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Burada ¢, ()

/

9 (t)—€a (1) +byp(t)=0  ,1,<t<1,
o(t)=1 . o(1,)=0

probleminin ¢éziimii olup,

_2’2,0 (tl_[) _ _/11'0 ([l—t)
e e
@, (t)=1 ¢ _gThet 1€ (t.1))

0 1€ (1:1,)
seklindedir.. (4.23)’ iin ispatina benzer islemler sonucu,
£ Qu,,—eB+1,(byA- f,)+r=0 (4.24)

0zdesligi bulunur.Burada,
I,= j 0y (1)dt =, | Ao (1= %) = Ay (1= 7) |17 =),
0

_ (A=A, ) oo
ZSinh((ﬂw — ﬂ'z,o yr/2)

0y =1+¢&"'a [ @, (t)dt+&7b, [ 19, (¢) (4.25)
0 0

r= 8][a(t) —a(0) |u'(t)p, (t)dt+]'[b(t)—b(0)]u (t)o, (t)dt+].[f (0)—f (1) o (1)t

(4.26)

olur. Boylece, (4.23) ve (4.24) bagitilarim esas alarak, (1.3)-(1.5) probleminin

niimerik ¢oziimii i¢cin agsagidaki fark problemi verilebilir.

ly=¢€°6, y, +€abdy. +by=f , te o, (4.27)
y(0)=A (4.28)
£60yy,,—€B+1,(b,A-f,)=0 (4.29)

burada 6,,6,,6, katsayilar sirasiyla (4.21), (4.22), (4.25) formiilleriyle belirlenmistir.
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4.3. Hata Degerlendirmesi ve Yakinsama

z=y—u olsun. Bu durumda (4.27)-(4.29) fark semasinin hatas1 asagidaki fark

problemini saglar.

(z=R , te m, (4.30)
z(0)=0, (4.31)
6z, =", (4.32)

burada R ve r yaklasim hatalari, (4.19) ve (4.26) formiilleriyle verilmistir.

Lemma 4.3. (4.30)-(4.32) fark probleminin ¢oziimii icin asagidaki esitsizlik vardir.

A0

Zr,j Rf,j

1<isM -1

|20+ 12| < C{AO |2,|+ max |R] +TMZ_2 },j =0,1,...M -1, (4.33)
i=1

burada, A,=max(€,7) dir.
Ispat. (4.30) denklemi z. ile carpip, alinan esitlikte

1 1
0,z 2 =—0, (Z,Z)— =—(91Zz2); _EQ;ZEZ’

1, 2 2, 1 - 2 _l 2 .2 l =\2
58 (pz, );+€6’2az; +§[b(z+z) ]2—28 qz +8bl(z+z) +Rz§ (4.34)
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burada,

7’ 7’

P:Q_Fb ’ ‘1_911_@1’1 ) Zzz(th) ) Z:Z(tj—l)'

(4.34) bagmust 27 ile carpilip, j=1 ’den j=s ’ye kadar toplam alinirsa ve

ZTZY:R,'ZO . :R‘v Ty T2 ) R, (Z1+Z())_TZR J( Lin 1 )
R

formiilu kullanilirsa,

1
2 +28T2021611Z +— b( Y+1"'Zs)2:‘E‘Zpozt,oz_i_zbo(zl—i_ZO)2

+TZ{ £q,2 +—b (7,+2, YR (2 +2,) R (2+2)
—riR,j( Zm+z,), sSM-1 (4.35)
1
elde edilir. Boylece,
0<c,<p<c, |q|<C,, r<¢ ise, (4.36)
T’ S€p<cer’, €g<Crt, T>¢€ ise, (4.37)

esitsizlikleri kolayca goriilebilir. Simdi, (4.35) esitsizliginden, (4.36) ve (4.37) yi
dikkate almak suretiyle asagidaki esitsizlige ulasilabilir.

S, <6. +12{d1 S_+p} s<M-L. (4.38)
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Burada,
2 , 1 2
0.=€p.z +—b.(z +z),

J Jtj 4 J\*j+l J

2

5*=C0§0+Clsr§1§4)(_l‘Rj , Cy>1
0| <C|R ||z + 2|, j=12..5-1igin
ve

p, =0, OSdJ.SC, j=12,...,s i¢in

olur. (4.38)’ den Gronwall esitsizliginin fark benzerinin uygulanmasi sonucu,

Rz,i

s s s s—1
S5, <6. exp{T;di}H;Wexp{fz dj} s C(Aﬁzio +laf +1§§1§}3‘_1‘R/“2 ”;

j=i+l

|Zi+1 +z |J
esitsizligi elde edilir. Bu da (4.33) sonucunu verir.

Lemma 4.4. R ve r yaklasim hatalar i¢in,

A0

20| < C7,

esitsizlikleri mevcuttur.
Bu Lemma’ nin ispati R ve r’ nin (4.19) ve (4.26) ifadelerinde (4.4)’ iin
kullanilmasiyla kolayca goriilebilir.

Son olarak bu boliimiin esas sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.1. Eger u (1.3)-(1.5) probleminin, yise (4.27)-(4.29) probleminin ¢dziimii

ise,

max
1<j<M

Y —“J-\ <Ct (4.39)

hata degerlendirmesi dogrudur.

ispat.

iy = (zj+1 +zj)/2+(2'z,,j)/2
0zdesliginden

/2

<|zju+2|12+4,

‘ZM 2

esitsizligi elde edilir. Burada Lemma 4.3 ve Lemma 4.4 sonuclari kullanilirsa (4.39)” un

dogrulugu hemen c¢ikar.

4.4. Niimerik Sonuclar

Onerilen fark semasmin iyi calisir oldugunu asagidaki Ornek iizerinde

gosterilsin.

Ornek 4.1

' +2e(t+2)u'+( +4r+3+€)u=(1-&)(r* +4’ +(3+5¢) 1> + 8t +2¢7),
0<r<l

u(0)=1, u’(0)=1/¢,
problemi verilsin. Problemin kesin ¢oziimii
u(r)=e " {2 — e_z”g} +1°(1—¢)

fonksiyonudur. Probleme (4.27) - (4.29) fark semas1 uygulanmasi sonucu max | y— u|

icin elde edilen bazi sonuclar asagidaki tabloda verilmistir.
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Cizelge 4.1. Farkli € ve 7 degerleri i¢in hata degerlendirmeleri (Amiraliyev ve Duru, 1999)

T
0.1 0.05 0.02
£
5x107™ 4.972300E -3 9.050000E -4 5.710000 E -5
107 3.310000E -2 5.451800E -3 4.047000E -4
107 9.942600E -2 2.622960E -2 3.075400E -3
107 1.069579E —1 1.313200E -2 6.242800E -3
107 1.784120E -1 1.478800E -2 9.987700E -4

Cizelgede, 7’ nun kiiciik degerleri i¢in kesin ¢oziim ile yaklasik ¢oziimiin

3

birbirine yaklastigi, &

goriilmektedir.

nun kiiciik degerleri icin ise | y—u| farkinin biiyiidigi
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada fen bilimleri, miihendislik ve tip bilimleri gibi cesitli bilim
dallarinda gecen birinci ve ikinci mertebeden singiiler pertiirbe olmus lineer baglangic
deger problemlerinin sonlu farklar metodu ile niimerik c¢oOziimleri incelenmistir.
Singiiler pertiirbeli diferansiyel denklemler, matematiksel olarak en yiiksek mertebeli
tiirevlerinin katsayilarinin kiiciik pozitif bir parametre oldugu problemler olarak bilinir.
Bu tip problemlerin 6zelligi, parametrenin kiiciik degerleri i¢in tanim bolgesinin bazi
yerlerinde ¢ok hizli, diger kisimlarinda ise diizenli ve yavas degisime sahip olmasidir.
Bu nedenle bu problemlerin ¢oziimii i¢in, diferansiyel denklemin 6zelliklerini daha iyi
bicimde aksettirebilecek niimerik metodun kurulmasi esas amactir.

Bu calismada oncelikle pozitif kiiciik bir parametreye baglh singiiler pertiirbe
ozellikli birinci mertebeden lineer diferansiyel denklem ele alinarak, problemin ¢6ziimii
icin, sikca kullanilan klasik fark semalarinin istenilen sonuglar1 vermedigi somut 6rnek
tizerinde gosterildi. Daha sonra diferansiyel problemin asimptotik ve yaklasik ¢oziimleri
incelendi ve iistel katsayili fark semasi kurularak, matematiksel 6zellikleri; problemin
kararliligi, yaklasim hatasi ve ¢oziim algoritmasi arastirildi. Elde edilen, yaklasik
cOziimiin kesin ¢oziime yakinsama hizinin iyilestirilemez oldugu bir 6rnek iizerinde
gosterildi. Ele alinan ikinci mertebe denklem i¢in ise Once asimptotik degerlendirmeler
yapildi. Benzer metotlarla iistel katsayili fark semasi kuruldu. Kurulan sema i¢in hata
degerlendirilmesi ve yakinsama oOzellikleri ele alindi. Somut bir 6rnek iizerinde € ve 7’
nun farkli degerleri icin elde edilen sonuglar tablo halinde verildi ve 6nerilen semanin

iyi calisir oldugu gosterildi.
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