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ISTATISTIKSEL MODEL SECIMINDE
BAYESCi YAKLASIMLAR VE BAYES FAKTORU

OZET

Gercek hayati betimlemek amaciyla yapilan istatistiksel modelleme calismalarinda,
artan ileri teknoloji ve metotlardaki gelismeler sayesinde, verideki bilgiyi yeterli miktarda
aciklayabilen alternatif modeller olusturabilmek miimkiin olmustur. Dolayisiyla mevcut
birbirine rakip modellerin karsilastirilmasi, bir bagka deyisle “en iy1” model se¢imi i¢in yeni

metotlar gelistirmek, istatistiksel veri analizinde ¢ok aktif bir konudur.

Model secimi pek cok istatistiksel problemde karsimiza ¢ikmaktadir: i¢ ice gecmemis
regresyon modelleri kiyaslamasi, parametrik aile se¢imi, coklu degisim noktasi problemi,
bilinmeyen sayida bilesenli karma model bunlara orneklerdir. Bu problemleri ¢6zmek igin,
Bayesci prensiplere dayali onerilen yontemler arasinda sonsal model olasiligi ve bununla

iliskili Bayes faktorii en 6nemli ara¢ olarak kullanilmaktadir.

Bu calismada, istatistiksel model se¢ciminde Bayesci yaklasimlardan Bayes faktorii tiim
yonleriyle incelenmis, hipotez testlerinde ve eslenik 6nsel kullantmiyla model se¢iminde
uygulamalar1 gosterilmistir. Bayes faktoriiniin analitik olarak hesaplanmasinin  miimkiin
olmadig1 durumlarda ise bu hesab1 yapabilmek i¢cin, MCMC (Markov Zinciri Monte Carlo)
yontemlerinin avantajlarim1  kullanan, uygulamasi pratik olan Carlin ve Chib yontemi

tanitilmagtir.

Bir baska Bayesci yaklasim, BIC (Bayesci Bilgi Olciitii), Bayes faktoriinii yaklagik
olarak hesaplamaya olanak vermesi nedeniyle bu calismaya dahil edilmistir. Ayrica, Bayes
faktoriinden tamamen farkli prensipte calisan ve son donemlerde pek ¢ok uygulamada sikc¢a
kullamlan DIC (Sapma Bilgi Olciiti)) ayrintili olarak anlatilmistir. Bir yari-parametrik
modelleme olan kuantal modellemenin literatiirdeki {inlii bir 6rneginin ilk defa bu calismada
ortaya cikardigi iki model, Carlin ve Chib yaklasimiyla hesaplanan Bayes faktorii ve bilgi
oOlciitlerinden BIC ve DIC kullanilarak karsilagtirilmistir.

) Anahtar Kelimeler : Bayesci Model Secimi, Bayes Faktorii, BIC (Bayesci Bilgi
Olciitii), DIC (Sapma Bilgi Olgciitii), MCMC (Markov Zinciri Monte Carlo) Simiilasyon
Yontemi, Carlin ve Chib Y6ntemi, Pseudo Onseli, WinBUGS



BAYESIAN APPROACHES TO
STATISTICAL MODEL SELECTION AND BAYES FACTOR

ABSTRACT

In Statistical modelling studies with the aim of describing real life, increasing
developments of advanced technology and methods has made it possible to construct
alternative models that can explain sufficiently the information from data. Therefore,
developing new methods for the comparison of available competing models: in other words

for choosing “the best” model, is a very active subject in statistical data analysis.

Model selection appears in many statistical problems: the comparison of non-nested
regression models, the choice of parametric family, multiple change-point problem, mixture
models with unknown number of components are examples. To solve these problems, the
posterior probability of the model and the associated Bayes factor are used as the most

important tool among the proposed methods based on Bayesian principles.

In this study, all aspects of Bayes factor, one of the approaches to statistical model
selection are examined and also applications of this method in hypothesis testing and model
selection with the use of conjugate prior are illustrated. When it is not possible analytically
compute Bayes factor, Carlin and Chib method, taking advantage of MCMC (Markov Chain

Monte Carlo) methods and application of which is practical, is introduced for this calculation.

Another Bayesian approach, BIC (Bayesian Information Criterion), is included in this
study because of it being made it possible to calculate Bayes factor approximately. In
addition, DIC (Deviance Information Criterion) which works completely in different principle
than Bayes factor and is commonly used in many applications recently is described in detail.
Two models that are created by the famous example of quantal modelling, a semi-parametric
modelling, in the literature are for the first time in this study compared by means of Bayes

factor calculated using Carlin and Chib approach and information criterions of BIC and DIC.

Key Words : Bayesian Model Selection, Bayes Factor, BIC (Bayesian Information
Criterion), DIC (Deviance Information Criterion), MCMC (Markov Chain Monte Carlo)
Simulation Method, Carlin and Chib Method, Pseudo Prior, WinBUGS
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1. GiRi$

[statistik biliminde istatistiksel bir modelin olusturulmasi, degiskenler arasindaki
iliskinin matematiksel esitlikler seklinde formiilize edilmesi olarak tanimlanabilir.
Gercek hayatta gozlenen bir olay1 betimlemek icin olusturulan bir model, verilerin
analizinde, istatistiksel anlamlilikta ve gelecekle ilgili tahmin yapmada 6nemli rol
oynamaktadir. Bu yiizden, her istatistiksel veri analizi bir modelin yeterliliginin,

duyarhiliginin ve alternatif modellerin varliginin test edilmesi islemlerini igerir.

Giiniimiizde, artan teknolojik ve metodolojik gelismeler sayesinde bir
istatistiksel problemin ¢6ziimii icin daha karmasik modeller olusturulabildiginden,
alternatif modeller sayisinda biiyiik artis olmustur. Birden fazla uygun model
tanimlamasinin bulundugu bu tip durumlarda, bir istatistik¢i mevcut olan veriyi
kullanarak en uygun modeli secmek ister. Model se¢ciminde amag¢ veriyi iirettigi
varsayilan bir modelin belirlenmesi olmayip, veriyle uyumlu birbirine rakip alternatif
modeller arasindan “en iyi” olam1 se¢me islemidir. Bir baska deyisle bu calismada
model se¢cimi denildiginde, modellerin karsilastirilmasi islemi kastedilmektedir. Burada
veride yansiyan sosyal olgunun temel oOzelliklerini hangi model daha iyi betimler

sorusuna yanit aranmaktadir.

Istatistiksel ¢ikarsamada model secimi problemi, regresyon modellemesi
(bagimli veya bagimsiz degiskenlere doniisiimiin gerekli olup olmadigi i¢ ice gecmemis
model karsilastirmas1 gibi), karma (mixture) modellemesi (bilesen sayisina karar
vermede), ¢oklu degisim noktast (multiple change-points) problemi, degiskenlerin

dagilimsal formunu belirlemek gibi alanlarda sikca ortaya ¢cikmaktadir.

Model secimine klasik yaklagim, p-degerini kullanan olabilirlik oran testlerine
dayandigindan birtakim giicliiklere sahiptir. Nicel tekniklerle ¢alisan arastirmacilar son
15 yildir yorumlama zorlugu nedeniyle analizlerinde p-degerine daha az yer verir
olmuslardir. Bu giicliikler 6zellikle birden fazla model goz oniine alindiginda meydana

gelmektedir (Raftery, 1995).



Geleneksel hipotez testine bagli yontemlerden farkli olarak 6nerilen klasik model
secim Olciitleri ise en uygun model kararinin verilmesi icin ayr1 bir yol olup bilgi
teorisine dayanmaktadir. Kullback-Leibler uyumsuzluguna dayanan AIC (Akaike Bilgi
Olciitii) ile bilgi teorisi yaklasimi 1970’lerde popiiler olup, daha sonralar1 bu yaklasim
Schwarz Olgiitii olarak da bilinen BIC (Schwarz, 1978) ve Mallow’un Cp Olgiitii
(Mallows, 1973) gibi 6rneklerle cesitlenerek gelismistir (Ucal, 2006).

Giintimiizde her tiirlii istatistiksel tahmin probleminde klasik yaklasima alternatif
olarak kullanilan Bayesci yaklasim, istatistiksel model seciminde ve hipotez testlerinde
yaygin olarak kullanilmaktadir. Bayesci model karsilastirmasi, klasik yaklagimda da
oldugu gibi, hangi modelin dogru oldugu konusunda bilgi vermez. Aslinda G.E.P. Box
(1979)’m da belirttigi gibi “Genellikle tim modeller yanhistir ancak bazilar
kullanislidir”. Dolayisiyla istatistiksel modelleme caligmalarinda, dogru modelin var

oldugu varsayimi ile olusturulan tiim olas1 modeller birer tahmindir.

Bayesci model karsilastirmasi, elde edilen veri ve diger bilgiler 1518inda model
icin tercih yapilmasimi saglar. Bu tercihler en iyi modeli secmekte ya da model
ortalamasi yoluyla gelecege yonelik tahminleri gelistirmekte kullanilabilir. Bu amacla
uygulanan Bayesci yaklasgimlardan en temeli Bayes faktorii olup, model seciminde ve
hipotez testlerinde Bayesci prensiplerin uygulanmast sonucu elde edilebilen sonsal
model olasiliklar1 ve yokluk ya da alternatif hipotezlerin dogru olma olasiliklarinin
oranlanmasi yoluyla hesaplanir. Boylece bir hipotezin alternatifine kiyasla dogru olma
olasiligin1 dogrudan belirlemeye olanak saglayip, model seciminde ise kiyaslanan iki

modelden hangisinin en uygun model oldugunu belirlemekte faydalidir.

Aday modellerin tiimiiniin igerisinden en iyisini se¢cme problemi istatistik
literatiiriinde uzun bir tarihe sahiptir. Bayesci modelleme yapan arastirmacilar, yillardir
bu amac i¢in sadece Bayes faktoriinii kullanmayi tavsiye etmislerdir. Bayes faktoriiniin
hipotez testlerindeki kullanimi Jeffreys (1961) tarafindan, model se¢imindeki kullanimi
ise ilk olarak Schwarz (1978) ve Raftery (1986) tarafindan ortaya konulmustur.
Mccullogh ve Rossi (1992) ise eslenik Onsel kullanimiyla model karsilastirmalarinda

Bayes faktoriinii kullanmistir.



Bayes faktorii hesabinda gerekli marjinal olabilirlikler kapali formda degilse
(integrallenemiyorsa), Laplace yaklagim yoOntemi, Importance Orneklemesi, Gaussian
quadrature veya MCMC simiilasyon yontemi ile integral alarak Bayes faktorii
hesaplanabilir (Rosenkranz ve Raftery, 1994). Carlin ve Chib (1995) ise model
belirsizligini bir model gostergesi yardimiyla belirleyip MCMC yontemini kullanarak

modellerin kargilastirilmasinda Bayes faktoriiniin elde edilmesini gostermistir.

Kass ve Raftery (1995) Bayes faktoriiniin kullanimini orneklerle sunmus olup
Kass ve Wasserman (1995) ise iki i¢ ice modeli karsilastirmada kullanilan Bayes
faktorii icin referans oOnsellerin secimini incelemistir. Ayrica Lavine ve Schervish
(1997) Bayes faktorii ile p degerini karsilastirmistir. Han ve Carlin (2001) Bayes faktorii
hesab1 icin MCMC metodunu, Sinharay ve Stern (2002) ise Bayes faktoriin modeldeki
parametrelerin Onsel dagilimlarina duyarliligimi incelemis olup Bayes faktorii ve
alternatif cesitlerinin kullanim1 Aravjo ve Pereira (2007) tarafindan bazi simiilasyon

calismalariyla gosterilmistir.

Yiiksek boyutlu karmasik hiyerarsik modellerde Bayes faktorii agik¢a dogrudan
uygulanamaz (Gelfand ve Dey., 1994). Ne yazik ki, Bayes faktoriiniin Bayesci model
karsilastirmasinda kullanilmas: her modeldeki parametre sayisini belirtmeyi gerektirir
(Kass ve Raftery, 1995). Ortaya cikan bu gibi zorluklardan kurtulmak amaciyla
Spiegelhalter ve ark. (2002) tarafindan model karmasikligt ve verinin modele
uygunlugu arasindaki ol¢iime dayanan DIC olgiitii elde edilmistir. Son yillarda
kullanim1 artan bu 0Olciit, MCMC yontemi ile elde edilmis modellerin sonsal
dagilimlarini kullanan Bayesci model se¢cim problemlerinde 6zel olarak kullanigh olup,

pek ¢cok calismada kullanilir hale gelmistir.

Da Silva ve ark. (2004) DIC agirliklarinin hesaplanmasinit 6rneklerle sunmus
olup, Mislevy (2006) DIC’nin kullanimini, Spiegelhalter (2006a) ise DIC’yi kullanarak
Bayesci model karsilastirmasint WinBUGS istatistiksel paket programi yardimiyla
incelemistir. Martino (2007) DIC’nin o6zelliklerini incelemis Asseburg (2007) ise
DIC’yi kullanarak model karsilastirmasi iizerinde calismistir. Bu gibi calismalara ek
olarak Wilberg ve Bence (2008) model seciminde DIC Ool¢iitiiniin performansini

incelemistir.



Bu calismanin amaci, istatistiksel model karsilastirmasinda Bayesci
yaklasimlardan en ¢ok kullanilan Bayes faktoriinii tiim yonleriyle incelemek, avantaj ve
dezavantajlarin1  vermektir. Karmasik modellerde analitik hesaplama giicliigii
dezavantaji nedeniyle, MCMC yontemlerini kullanan Carlin ve Chib yaklagimi ile
Bayes faktorii hesab1 tez kapsamina alinmistir. Bayes faktoriinii yaklasik olarak elde
etmeye olanak saglamasi acisindan BIC de bu calismada incelenmistir. Bunlara ilave
olarak, Bayes faktoriinden tamamen farkli prensipte calisan, son donemlerin en sik
kullanilan yaklagimi DIC ayrintili olarak anlatilmistir. Bu yontemlerin uygulamalari ise

tic farkli alanda tanitilmistir.

Uygulama 1°de bir kisinin elde etmis oldugu agirlik ol¢iimleri kullanilarak
kisinin dogru agirligmi ve agirlik degerlerinin gecen yilki agirligina gore degisip
degismedigini belirlemeye yonelik Bayes faktorii hesabiyla, tek yanli ve c¢ift yanh
hipotez testi uygulanmistir. Uygulama 2’de herhangi bir veri setinin ait oldugu
dagilimin Poisson ya da Geometrik dagilim olduguna dair iddia ile olusturulan
modellerin karsilastirllmast yapilmistir. Burada eslenik Onsel ve Jeffreys Onsel
kullanilarak Bayes faktorii hesab1 gerceklestirilmis ve farkli onsel kullaniminin model
seciminde bir farklilik yaratip yaratmadigi incelenmistir. Uygulama 3’te ise bir yari
parametrik modelleme ©6rnegi olan kuantal modellemenin literatiirdeki bir 6rneginin
ortaya c¢ikardigi birbirine rakip iki kuantal modelin kiyaslanmasi; Bayes faktorii, BIC ve
DIC ile ilk defa bu ¢alismada yapilmistir. Carlin ve Chib yontemi kullanilarak Bayes
faktorii hesaplanmis ek olarak bayes faktoriiniin yaklasik olarak elde edilmesini
saglayan BIC degerleri kullanilmigtir. Ayrica bu iki kuantal model icin DIC degerleri
elde edilmis ve sonug¢ olarak veriye uyan en uygun kuantum modelinin, dolayisiyla en

olas1 kuantum degerinin belirlenmesi saglanmistir.

Tez caligmasinin sonunda, elde edilen sonuclar ve Oneriler verilmistir. Ayrica
calismada, son yillarda Bayesci model se¢cimi uygulamalarinda kullanimi artmis olan
WinBUGS Paket Programi (WinBUGS Version 1.4.3) kullanilmig olup, bu program
kullanilarak yazilmig olan program kodlar1 ve ispatlar tezin “Ekler” kisminda

gosterilmistir.



2. GENEL BILGILER

2.1. istatistikte Bayesci Yaklagim

Istatistiksel cikarsama ve karar verme yontemlerinden biri olan Bayesci
yaklasim, model parametreleri i¢in verinin icermis oldugu objektif bilgi ile kisisel,
bilimsel ya da ge¢cmisten gelen On bilginin (6nsel bilgi) birlestirilmesine ve

parametrelere iliskin ¢ikarsamalarin yapilmasina olanak saglayan dogal bir yoldur.

Parametrelere iligkin onsel bilgiler 6znelligi temsil ederler ve uygun dagilimlarla
modelleme siirecine dahil edilirler. Bu nedenle Bayesci yaklasimda onsel bilgilerden

onsel dagilimlara, sonsal dagilimlardan da sonsal bilgilere bir gecis stz konusudur

(O’Hagan, 1986).

Oznel
Lo Objektif
(Subjektif ) o
o Bilgi
Bilgi
Onsel Olasilik Olabilirlik Fonksiyonu
|Sonsal 01aszlzk|

Sekil 2.1. Bayes bilgi semasi

Sekil 2.1’de yer alan o6znel (subjektif) bilgi, heniiz veriyi godzlemlemeden
parametre hakkinda arastirmacinin fikirlerini igceren veya o©nceki c¢alismalardan,
deneylerden, ilgili kisilerin goriislerinden elde edilen Onsel olarak adlandirilan bir
bilgidir. Bu o©nsel bilgiye karsilik gelen ©nsel olasilik ile Orneklemden olabilirlik
fonksiyonu kanaliyla gelen objektif bilginin birlestirilmesi sonucu sonsal olasilik ortaya
cikar. Sonsal bilgi ve ona karsilik gelen sonsal olasilik, veriyi gozlemledikten sonra
tahmin edilmesi istenen parametre hakkindaki olasilik degeridir. Sonu¢ olarak elde
edilen bilgi birlesimi parametre hakkinda c¢ikarsama yapmak ve karar vermek amaciyla

kullanilmaktadir.



2.2. Bayesci Analizin Temelleri

2.2.1. Bayes Teoremi

Bayesci yaklasim, 6zii Bayes Teoremine dayandirilarak yapilandirilmis bir
yaklasim sistemidir. Thomas Bayes tarafindan 1763’te bilgiyi birlestirme mekanizmasi
olarak ortaya konulan bu teorem, bir raslanti degiskeni icin olasilik dagilimi i¢inde
kosullu olasiliklar ile marjinal olasiliklar arasindaki iliskiyi gosterir. Bu kavram igin

Bayes Kurali veya Bayes Kanunu adlar da kullanilir.

Herhangi bir orneklem uzayinda A ve B iki olay olmak iizere, B olaymnin

bilinmesi durumunda (yani B olay1 gerceklestiginde) A olayinin gerceklesme olasiligi,

P(ANB)

P(A/B) = PB)

, P(B)>0

esitligi ile ifade edilirken ayni sekilde A olayr biliniyorken B olaymin gerceklesme
olasilig ise,

P(ANB)

P(B/A) = A

, P(A)>0
seklinde gosterilir. Bu esitlikler yeniden diizenlenip birbirine esitlendiginde,

P(ANnB) = P(B) P(A/B) =P(A) P(B/A) 2.1

ifadesi elde edilir.

Genellestirmek i¢in, i¢erisinde B olayinin da yer aldig1 aym anda gerceklesmesi

miimkiin olmayan ayrik olaylardan (A, A,.,....., A, ) olusan bir Orneklem uzay:

diistiniilsiin. B olay1 biliniyorken, herhangi bir A; olaymin gerceklesmesi olasiligi,

P(AIB) = P(Af)PI:g)B/Af) , i=1,2,.k

dir. Burada P(B) hesab1 icin toplam olasilik formiilii uygulanirsa, bu esitlik;
P(4) P(B/A)
k
D P(A) P(B/A))

J=1

P(A /B) = , 1=12,...,k (2.2)

seklinde de ifade edilebilir (Inal ve Giinay, 2002). Bayes teoremi olarak bilinen bu

ifadede P(A,) degerleri onsel olasilik degerleridir ve 6dnceden bilinmesi gereklidir.



2.2.2. Bayesci istatistikte Tahmin

Subjektivist olasilik diisiiniirlerine gore, Bayes teoremi, yeni kanitlar 1s18inda
olasilik degeri hakkindaki subjektif inaniglarin giincellestirilip degistirilmesini saglayan

temel bir gerectir; yani sonsal bir yaklagimin temelidir.

Bilinmeyen kitle parametrelerinin kiimesini @, gozlenen veriyi ise

y=(¥,Y;,-...y,) 1le temsil edersek, sonsal dagilimin hesaplanmasinda ilk adim

gozlemlerin ve bilinmeyen parametrenin bilesik olasilik dagiliminin Es. 2.1. prensibiyle
P(6,y) =P(0) P(y/6)
seklinde elde edilmesidir. Burada P(6), 6’ nin Onsel olasilik fonksiyonu olup P(y/8)

ise olabilirlik fonksiyonudur.

Bayes teoremi (Es. 2.2) uygulanarak, bu ifade

P@,y) _PO)P(y/0)

P@/y) =
@I =750 P(y)

esitliginde kullanilir. Burada P(y), sabit bir degerdir (6rnegin €’ nin olasilik uzayinin

siirekli olmast durumunda P(y) = j P(@)P(y/6)dO seklinde hesaplanir). Analitik
4

islemleri kolaylastirmak amaciyla genel prosediir, bu terimi ihmal etmek ve bilinmeyen
parametrenin sonsal dagilimini bu sabite kadar orantisal olarak ifade etmektir. Bir bagka
deyisle;
P(@1y) o P(8) P(y/0)
Sonsal Dagilim o Onsel Dagilim x Olabilirlik
dir (Raftery, 1995).

Tahmin edilmek istenen parametre sayisinin birden fazla olmasi durumunda

(60=26,.0,,...,0,) ise bilesik sonsal olasilik fonksiyonu,
P(@/y) < P(6)P(6,/6)P6,/16.6,)...P(y/6,86,,..,6,)

olur. Burada, 6rnegin P(6,/6,), 6,’in bilinmesi kosulunda &, ’nin 6nsel dagilimi olup

parametrelerin bagimsizlig1 durumunda P(8,/6,) = P(6,) P(6,) olacaktir.



Buradan &’nin herhangi bir 6 parametresinin marjinal olasilik dagilimini elde etmek
icin,
P(6,1y,6, j=l,..k) = j....jp(e/y) de,
6,.)%i

analitik isleminin yapilmasi gereklidir.

Bilinmeyen 6, parametrelerine iliskin ©6n bilginin temsili, olabilirlik
fonksiyonunun sekline bagli kalarak belli olasilik dagilimi ailesiyle (eslenik Onsel)
sinirlandirildiginda bile, bu analitik islemleri tamamlamak, yliksek dereceden integraller
almay1 gerektirdiginden oldukca giictiir. Hatta, onsel bilginin uygunsuz (improper)

olmas1 durumunda (6rnegin bilgi icermeyen Onseller; Normal dagilimin standart
. 1 . .
sapmast i¢in P(0) =— kullanimi1) sonsal dagilimin formu da belirlenemeyeceginden,
(o)

bu analitik islemleri yapmak hi¢ miimkiin olmayacaktir.

Bu zorlugu asmak icin, karmagik integrasyon teknikleri yerine kosullu
dagilimlardan O©rneklem c¢ekerek parametre tahminlerini elde etmemizi saglayan
simiilasyon teknikleri gelistirilmistir. Bu tekniklerin biitiini MCMC olarak bilinir

(Gamerman, 1997).

2.3. MCMC Similasyon Yontemi

Pek cok uygulamali ¢alismalarda, son zamanlara kadar karmasik problemlerin
Bayes analizi olduk¢a giic ve probleme 6zel metot gelistirmeyi gerektiriyordu. Ancak
simdi, Markov zinciri kullanarak Monte Carlo simiilasyon yontemi sayesinde, gerekli
niimerik integrallerin alinmasi saglanabilmektedir. Bu yontemle, sonlu sayida gézlem
degeri kullanarak, sonsuz sayida veri elde etmek miimkiindiir. Boylece ¢oziimii analitik
olarak zor olan bazi problemlerin, benzetim teknikleri ve bilgisayar yazilimlari

sayesinde hizli bicimde ¢oziilmesi saglanabilmektedir (Yardimci ve Erar, 2005).

En c¢ok kullanilan MCMC yontemleri, Gibbs Ornekleme algoritmasi ve
Metropolis-Hasting algoritmasidir. Bu yontemler ile karmasik sonsal dagilimlardan

orneklem ¢ekmek ve sonsal momentleri hesaplamak miimkiin olmaktadir.



MCMC yontemlerinin temelinde, Markov zincirlerini kullanarak Monte Carlo
integrasyonu yapmak vardir. Monte Carlo yontemi ile, istenilen bir olasilik
dagilimindan birbirinden bagimsiz simiilasyon degerleri takim iiretilir. Bagka bir ifade
ile sonsal dagilimdan raslantisal olarak cok sayida deger, Markov zinciri sistematigine

uygun olarak cekilir.

MCMC simiilasyon yonteminin amaci, 8 parametre uzayinda rastgele yliriiyiis

olusturup, hedeflenen sonsal dagilima yakinsamaktir (Carlin ve Chib, 1995). Bu amacla

tiiretilen parametre degeri zincirin, @ ’nin, sadece bir onceki degeri 6'’e bagl,
digerlerinden bagimsiz oldugu bir stokastik siire¢ olusturur ve iiretilen bu zincir

yeterince uzun c¢aligirsa, ilgilenilen sonsal dagilima ulagilabilecektir.

2.3.1. Gibbs Orneklemesi

Gibbs ornekleme algoritmasi, genellikle bilesik dagilimlarin  dogrudan
belirlenmesinin zor oldugu, cok sayida degisken iceren karmasik modellerde
kullanilmaktadir (Gelfand ve Smith, 1990). Tam kosullu dagilimlardan, pargcalama
yoluyla 6rneklemler cekilmesini saglayan giiniimiizde kullanim1 ¢ok énem kazanmis bir

metottur.

Tahmin edilmek istenen parametrelerin vektoriinin 8=(6,,6, ,...,6,) oldugu

varsayilsin. Gibbs algoritmasinin olusturulmasi siireci, j iterasyon sayisi olmak iizere

asagidaki gibi gerceklestirilir.

Adim 1 : Birinci iterasyonda, (j=1) parametreler i¢cin makul olabilecek baslangic
degerleri; Q(O) = (01(0) s Hk(o) ) olarak belirlenir.

Adim 2 : V™" kullamlarak parametre degerlerinin asagida belirtilen bi¢imde ardisik

olarak iiretilmesi sonucunda yeni Q” ) = (6’1(‘i ),..., ﬁk(j )) vektorii elde edilir.

69 -~ P(6,16°7",..,8 ")

02(1') ~ P ( 02 /01(1'), 03(1'—1)’”' , ek(j—l))

ek(j) ~ P ( ek /el(j)’ 02(1‘).” , ek_l(j))



Adim 3 : Iterasyon sayis1 jnin degeri 1 artirilir ve yakinsama gerceklesinceye kadar

adim 2’ye doniilerek islemlere devam edilir (Yardimci ve Erar, 2005).

Gibbs ornekleme siirecinde birinci iterasyonda 6 baslangic degerleri
kullanilirken, ikinci iterasyonda 8 ’in yerine 6" kullanilarak 8 elde edilir. k

iterasyon sonra Markov ozelligine sahip 8,8, ...,8" parametre vektorleri elde

edilir ve bir Markov zinciri tamamlanmis olur.

Istenilen degere kag iterasyon sonrasinda yakinsanacagi, belirlenen baslangig
degerine ve zincir sayisina baghdir. Iterasyon sayisi arttik¢a, zincir denge kosuluna

yaklagsmakta ve yakinsama yaklasik olarak gerceklesmektedir.

2.3.2. Metropolis-Hasting Algoritmasi

Metropolis ve ark. (1953) ve Hastings(1970) tarafindan gelistirilen ve
Metropolis-Hasting algoritmasi olarak adlandirilan bu yontemde, parametre degerleri
Gibbs Orneklemesinde oldugu gibi tam kosullu dagilimlardan iiretilmeyip bunun yerine
belli bir olasilikla bir 6neri dagilimindan {iiretilmektedir. Algoritmanin detaylarini

incelemek amaciyla Spiegelhalter ve ark. (1995) kullanilabilir.

2.3.3. WinBUGS Paket Programi

WinBUGS, MCMC simiilasyon yontemine dayali karmagik istatistiksel
modellerin Bayesci analizlerinin yapilmasina olanak saglayan esnek bir yazilim
programidir. Program, modelde yer alan bilinmeyen niceliklerin (parametreler ya da
nodlar) sonsal dagilimindan simiile gozlemleri iiretmek amaciyla cesiti MCMC

algoritmalarini (Gibbs, Metropolis-Hasting vb.) uygulamaktadir.

Istatistiksel modellerin programda tanimlanmasi iki sekilde gerceklestirilir.
Birincisi modelin grafiksel gosterimi olup, ikincisi ise model ifadesi baglikli metne

dayali tanimlamadir.
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Her analizde ilk basamak grafiksel model yapisina yonelme olmalidir. Ozellikle
bir grafikte biitiin parametreler bir nod (diiglim) olarak ifade edilir ve her nod bagh
oldugu nodlar disinda diger tiim nodlardan bagimsizdir. Ornegin, Sekil 2.2°deki grafik

basit bir modelde yer alan A,B,C ve D parametreleri arasindaki iliskiyi gostermektedir.

Sekil 2.2. Basit bir grafiksel model

Grafikten goriildiigii gibi C parametresi sadece A ve B ‘nin degerlerine baghidir.
Benzer sekilde D parametresi ise sadece C’nin degerine bagli olup A ve B’nin
degerlerinden kosullu bagimsizdir. WinBUGS programinin herhangi bir grafiksel
gosteriminde, noktali ¢izgiler parametreler arasindaki deterministik iliskiyi; diiz ¢izgiler
stokastik iligkiyi ve kare kutular ise sabit degerleri gostermek amaciyla

kullanilmaktadir.

Modellerin grafiksel gOsteriminin yan1 sira metne dayali olarak ifade
edilebilmesi icin, ilk once veri elde edilmeli ve modelde yer alan parametreler (nodlar)
icin kullanici ya da WinBUGS tarafindan baslangi¢ degerleri verilmelidir. Zinciri
tanimlamak icin kullanilan baglama degerleri, baslangi¢ degerleri olarak adlandirilir. Bu
baslangic degerleri en yliksek sonsal olasilik bolgesinden uzakta ise sonsal 6zetleri

etkileyebilir.

Degerlerin verilmesi sonrasinda, program her degiskenin kosullu dagilimindan
ornekler liretmeye baglar ve zincir yeterince uzun c¢alistirildiginda, iiretilen 6rneklerin
dagilimi denge dagilimina yakinsar. Zincirin baglangic degerlerinin etkisinden sakinmak
icin, ilk belli sayidaki iterasyon (genellikle 500 ya da 1000) 6rnekten elenir. Bu elenen
kismma burn-in periyodu denir. Bilinmeyen parametre tahminleri, geriye kalan

degerlerin sonsal dzetlerini hesaplamak yoluyla yapilir (Acar, 2000).
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2.3.4. MCMC Yonteminde Yakinsamanin Belirlenmesi

MCMC yontemlerinde zincirin yakinsamasi algoritmanin hedef dagilima ulasip
ulagsmadig ile ilgilidir. Eger ulasirsa o zaman iiretilen 6rnek dogru hedef dagilimdan
gelir. Bu yiizden, algoritmanin yakinsamasimi izlemek ilgilenilen sonsal dagilimdan

sonugclari tiretmek i¢in gereklidir.

Yakinsamay: izlemek i¢in pek ¢ok yol vardir. Dogru sonsal ortalama ve ornek
degerlerinin ortalamasi arasindaki farkin tahmini olan MC (Monte Carlo) hatasinin
kiiciik degerleri ilgilenilen niceligi hesaplamakta oldugumuzu gostereceginden, MC
hatasini izlemek en basit yoldur. Otokorelasyonlarin izlenmesi ise diisiik ya da yiiksek
degerlerin ayr1 ayr1 hizli veya yavas yakinsamay1 gostermesi sebebiyle ¢ok kullanishdir.
Yakinsama problemi bulunmayan zincirler i¢in otokorelasyon katsayilarinin kiigiik

olmasi beklenir.

Ikinci bir yol iz (trace) grafiklerini izlemektir. Eger tiim degerler yukari ve asag
periyotlar olmaksizin sifira yakin degerler gosteriyorsa o zaman yakinsadigi
varsayilabilir. Pratikte cok etkili olan diger bir yol, farkli baslangi¢ noktali ¢oklu

zincirleri caligtirmaktir.

Yakinsamay1 test etmek icin gelistirilen istatistiksel testler, WinBUGS yazilim
ciktisini kullanabilen CODA (Best ve ark., 1996) ve BOA (Smith, 2005) gibi yazilim

programlari i¢inde bulunabilir.

Ancak deneyimli kullanicilar otokorelasyon ve iz grafigi gibi grafikleri
kullanarak yakinsamayi izleyen basit ve hizli yontemler kullanirlar. Coklu zincir
karsilastirmalar1 ve yakinsama teshisleri (multiple-chain comparisons and convergence
diagnostics) gibi daha ileri testler, yiiksek boyutlu karmasik sonsal dagilimlar i¢in

kullanilmalidir (Ntzoufras, 2009).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bayesci bakis agisindan, gercek hayati kesfetmek icin olusturulan bir modelin ne
kadar olas1 oldugu bilinmeyen bir niceliktir. Dolayisiyla, Bayes analizinde bu nicelik bir

parametre olarak tanimlanabilir.

Elimizde k olas1 model olsun (M,,M,,...,M,). Model j i¢in 6n bilgi P(M i)
model parametreleri 6, ve Orneklem verisi y olmak iizere; veri, parametreler ve
modellerin bilesik dagihmi P(y,0,,M )= P(y/6;,M ;) P(6,/M ;) P(M ;) dir. Bu tam
model altinda, veri ii¢ asamada ortaya c¢ikar: Model M,, P(M)),...,P(M,) dan;
parametre vektorii 6., P(6,/M;)’den ve veri, P(y/6,,M;)’den dretilir. Bilesik
dagilimin @, parametre vektoriine gore marjinallenmesi ve veri y lzerine
kosullandirilmasi sonucu (Bkz. Bayes Teoremi, Es. 2.2) sonsal model olasiliklari,
P(M ;) P(y/M;)
k

> P(M)P(yIM))

Jj=1

PM;ly) =

ile hesaplanabilir.

Burada P(y/M ), j. modelin marjinal olabilirligi olup

P(y/M,) = [P(6,/M )P(y!6,,M)d6,
9.

J

dir (Martino, 2007). ( Not: Eger P(6;/M ;) kesikli ise, integral yerine toplam sembolii
kullanilir.)

Ayrica bu esitlikte,

P(y/6;,M ) : . modele uyan olabilirlik fonksiyonu

P(@;/M ;) : M, modelinde yer alan parametreler i¢in dnsel olasilik
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Ayni calisma icin birden fazla uygun model olmasi durumunda, modellerin
kiyaslanmasi icin bu sonsal model olasiliklarinin oranlanmasinin dogal bir yolu olan
Bayes faktorii kullanilabilir. Alternatif olarak bu kiyaslama bir bilgi ol¢iitii yardimiyla
da yapilabilir. Bayes faktorii ile iliskilendirilebildiginden bu ¢alismada BIC ve son
donemlerde gelistirilen ve yaygin olarak kullanilan DIC, Bayes faktoriine ilave olarak

asagidaki alt boliimde anlatilacaktir.

3.1. Bayes Faktori

Birbirine rakip iki model M, ve M, olsun. Bu iki modelin sonsal model
olasiliklarinin orani,

PM,/y) _ P(M,) x P(y/M,)
P(M,/y) PM,) P/M,) (3.1

seklinde hesaplanabilir. Burada marjinal olabilirlikler oran1 Bayes faktorii olarak
tammlanir. Bir baska deyisle M, ye kars1 M, lehine Bayes faktorii BF;, olmak iizere

P(y/M1)

BF, =
P(y/M,)

[ P&, 1M)P(y16,M,)d6,

Z (3.2)
[ P(6,1M,)P(y16,,M,)de,
6,

dir. Boylece Es. 3.1 sozel olarak,
[Sonsal Odds] = [Onsel Odds]x[Bayes Faktb'rb'i]

seklinde de ifade edilebilir. Buradan yola ¢ikarak Bayes Faktorii,

Sonsal odds

BF, = —
Onsel odds

_ PWM,/y)P(M,) (3.3)
P(M,/y)P(M,) '

seklinde odds orani olarak da gosterilebilir (Martino, 2007).

14



Eger modellerden biri digerine gore daha tercih edilebilir degilse Onsel
olasiliklar, P(M,)=P(M,)=0.5 olarak segilir. Bu durum 6nsel odds’un 1’e esit olmasi

(bilgi icermeyen Onsel) ve dolayisiyla Bayes faktoriiniin sonsal odds’a esit olmasi

anlamina gelir.

Birbirine rakip sadece iki model oldugu durumda, sonsal model olasiliklarinin
toplami 1’e esit oldugundan Bayes faktorii hesabu;

_P(Ml/)’) _ P(Ml/)’)
CP(M,/y) 1-P(M,/y)

12

seklinde de yapilabilmektedir.

3.1.1. Hipotez Testlerinde Bayes Faktoru

Istatistiksel bir hipotezi test etme problemi Bayesci ¢alisanlar ile klasik istatistik
caligsanlar1 arasinda 6nemli bir tartisma noktas1 olmustur. Klasik istatistik yaklagimi bir
red bolgesi olusturup, iligkili olasiliklar1 hesaplayarak bir test istatistigi yardimiyla

hipotezi test ederken; Bayesci yaklasim ise Bayes faktorii kullanarak H, hipotezinin

dogruluguna dair kanitin giiciinii vermektedir.

Bayesci yaklagimda hipotezlere olasilik tayin edilir. Bu durum, yaklasimin
olasilik teorisine daha genis bir mantiksal a¢idan bakmasi nedeniyledir. Klasik Aristo
mantigina gore bu degerin 0 veya 1 olmas1 degil, 0-1 araliginda degerler almasi sz
konusudur (Ekici, 2009). Yani bir hipotez kabul ya da reddedilmez, onun dogruluguna
iliskin kanit1 bir olasilik vererek belirler. Bir baska deyisle bayesci yaklasimda bir

hipotez hakkinda karar P(Hipotez/Veri) kullanilarak verilir. Klasik yaklasimda ise H,

hipotezinin test olasiligi olan p-degeri, hipotezin dogrulugu varsayimiyla orneklem
verisini gozlemleme ihtimalinin, bir bagka deyisle P(Veri/Hipotez) ‘nin karsiligidir

(Hoijtink ve ark., 2008).

Bayesci yaklasimda bilinen siire¢ hipotez testinde de gecerlidir. Hipotezlerin
bilinmeyen bir parametre oldugu varsayilir ve Onsel olasiliklar1 belirlenir. Ardindan
sonsal olasiliklara ulasilir. Burada karar verilirken sonsal olasiligi en yiiksek olan
hipotez, en 1yl secim olacaktir. Bayesci yaklasimda hipotezlerin olasiliklari
karsilagtirllarak karar verildigi icin genellikle “hipotez testi” yerine ‘hipotezlerin

karsilagtirilmasi” ifadesi benimsenmektedir (Zellner, 1971).
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H, ve H, olmak iizere iki hipotez;
H,: 00,
H, : 00,
seklinde tanimlansin. Burada ®, ve ©,, parametre uzaymin (© ) bir bolimiidiir ve

O,uU 0, = O’dr. Es. 2.2’de yer alan Bayes teoremine gore, y Orneklem bilgisi

verildiginde H|, hipotezinin sonsal olasiligi;

P(H)P(y/Hy))+P(H)P(y/H))
dir. Benzer bicimde, y bilindiginde H, hipotezinin sonsal olasilig1;

P(H,)P(y/H,)+P(H,)P(y/H,)
esitligi yardimiyla hesaplanacaktir.

Yukaridaki esitliklerde P(y/H,) ve P(y/H,) swrastyla H, ve H,’in dogrulugu
varsayimiyla olabilirliklerdir.  P(H,) ve P(H,) olasihiklar1 ise hipotezlerin
gercekleseceklerine dair inang olasiliklar: olup

P(H,) = P(6€ ®,) = [ P(6)do

®0

P(H,) = P(0€©,) = [ P(6)d0f

0,

dir (Albert, 2009).

Elde edilen bu esitliklerde paydadaki analitik islemlerin yapilmasi oldukca

karmasik oldugundan H, ve H, hipotezlerinin sonsal olasiliklarinin oranlanmasi

yoluna gidilir. Bir baska deyisle H|, hipotezinin odds’u hesaplanir.
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Model karsilastirmasindaki Es. 3.1 hipotezler i¢in uygulanirsa;

P(H,/y) | _ |P(Hy) || P(y/H,)

P(H,/Yy) P(H) || P(y/H)) (3.6)
—_— < g

SONSAL ODDS ONSEL ODDS BAYES FAKTORU

esitligi elde edilir.
H; ‘e kars1 Hy lehine Bayes faktorii BFy; ile gosterilirse, Es. 3.2’ ye benzer sekilde

Fy, = {P(y/HO):|
P(y/H,)

olabilirlik orani olarak ya da Es. 3.3’ten yola ¢ikarak

01

| pcH, 1y P(H,)
| P(H,/y)P(H,)

odds orani olarak iki sekilde de ifade edilebilir. Burada

P(H,ly) = P(Be®,]y) = j P01 y)do
9

P(H,/y) = P(0€®,/y) = [ P(6/y)d6
0,

dir (Kass ve Raftery, 1995).

H, ve H, hipotezlerinin esit olasiliklarla gerceklesecegi varsayildig
durumlarda (P(HO) =P(H))= 0.5) , Bayes faktorii sonsal odds’a esit olacaktir. Ayrica,
PH)) = rn,, P(H) = x,, P(H,/y)=p, ve P(H,/y)=p, olarak tammlanirsa, H,

hipotezinin sonsal olasiligina, hipotezin ©Onsel olasiliklar1 ve Bayes faktoriiniin bir

fonksiyonu kullanilarak

7,.BF,
po _ 0 01

- 7,.BF, +1-7, GD

esitligi yardimiyla da ulagilabilir (Albert, 2009).
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3.1.2. Bayes Faktériniin Yorumlanmasi

M, ve M, modellerinin kiyaslanmas1 amagl hesaplanan Bayes faktorii, BF}, >1

ise M, modelinin M, modeline tercihi , BF, <1 durumunda ise M, modelinin M,

modeline tercihi olarak yorumlanir (Raftery, 1995). Benzer yorum test edilecek

hipotezler i¢in de uygulanabilir. Bayes faktoriiniin her iki amagl ayrintili degerlendirme

tablosu Cizelge 3.1°de verilmistir.

Cizelge 3.1. Bayes faktorii degerinin hipotez testlerinde ve model se¢imindeki yorumu

(Jacobson, T. ve Karlsson, S., 2002)

Bayes faktorii degeri

BF,,: H, hipotezinin H, hipotezine kars1 testinde
BF}; :i. modelin j. modele kars1 kiyaslanmasinda
kullanilan bayes faktorii degeridir.

Yorum

H,’1n dogrulugu kabul edilir
M. i¢in destek

0.32 < BF, <1

H’aXkars1 az delil var

M ye kars1 zayif kanit

0.10 < BF, <0.32

H’akars1 saglam delil var

M’ ye kars1 6nemli kanit

0.01 < BF, <0.10

H’aXkars1 giiclii delil var
M, ye kars1 giiclii kanit

BF, <0.01

H ,’aXkars1 kesin delil var

M’ ye kars1 kesin kanit
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3.1.3. MCMC Yéntemi ile Bayes Faktorii Hesaplanmasi

(Carlin ve Chib Yontemi)

Birbirine rakip modellerin sonsal olasiliklarinin ve bunlarla iliskili Bayes
faktorlerin analitik olarak hesaplanmasi i¢in kullanilan yaklagimlar, modern MCMC
yontemlerinin ~ (Gibbs  Orneklemesi, Metropolis Hastings vb)  avantajlarini
kullanmaktadir. Bu yaklasimlardan bazisi, model belirsizligini bir parametre olarak
tanimlar ve aldig1 degerler bir gosterge degiskeni ile belirlenir. Ayrica bu parametre ve
her bir model parametresinin olusturacagi bilesik olasilik uzaymnin bir formundan
orneklemler almak yoluyla calisir (Carlin ve Chib (1995); Green (1995); Dellaportas ve
ark. (1998); Godsill (1997)). Bazilari ise her bir modelin model olasiliklarina esit olan
marjinal olabilirlikleri dogrudan tahmin etmeye calisir (Chib (1995); Chib ve Jeliazkov
(1999)). Bilesik model-parametre uzay1 tarama metodlarindan Carlin ve Chib (1995)
yaklasimi sonsal model olasiliklarin1 daha dogrudan ve kolayca hesaplattirdigindan bu

boliimde anlatilacaktir.

Model gostergesi M, birbirine rakip k sayida modeller kiimesi olmak {izere,
gozlemlenen verinin (y), model j (je M) tarafindan iiretildigi varsayilsin. Bu modele ait

bilinmeyen parametre vektorii ise &, olsun. Tiim modellerde yer alan belirli &, lerin
birlesimi ise @ ile gosterilsin. Model parametresinin M = j oldugu M ; ile gosterilirse,

bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu,
P(y.6.M )= P(y/6.M )P(8] M )P(M )

olup, k rakip model i¢in (j=1,2,...,k) bu esitlik,

P(y,0.M,) = P(y/ej,Mj){ﬁp(ej/Mj)}P(Mj) (3.8)

J=1

olarak ifade edilmektedir. Burada,

k
P(M ;) :j. modelin 6nsel olasilig (ZP(M].) =1)

j=1
P(6,/M ;) :j. modelde yer alan parametrelerin 6nsel olasiliklart

P(y/6,,M ;) : j. modele uyan olabilirlik fonksiyonu
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Carlin ve Chib yaklagiminin temel prensibi, model gostergesi M yardimiyla iki
modelin 6rneklem uzayim birbirine baglamak ve bdylece MCMC 6rneklemesinin bu
bilesik uzayda dolagsmasini saglamaktir. Model gostergesi M, bir Gibbs serisinde

orneklenebileceginden, j. modele iliskin sonsal model olasiligi olan P(M;/y), bir

goreli siklik olarak elde edilebilir. Bir bagka deyisle, simiilasyon orneklemesinin j’yi

ziyaret sayisi tiim ornekleme sayisina orantilanarak bu olasilik hesaplanabilir.

Carlin ve Chib’in yaklagimimi kullanabilmek i¢in asagidaki varsayimlar

saglanmalidir:

* y, M; (j=12,...k) modelinin dogrulugu varsayimiyla diger modellerin

parametreleri 6,,;”den bagimsizdir.

* k modelin parametreleri 6,,6,,...,6,, model gostergesi M ’den bagimsizdir.

Gibbs orneklemesinin uygulanabilmesi i¢in her €, ve M ’nin tiim kosullu sonsal

dagilimlarina ihtiya¢ duyulmaktadir.
P(y/0. .M PO /M) ; M=j
P©,/6.,;,M,y) e ' J. ' ' .
PG, /M # j) ; M#]j
Burada;

M = j oldugunda tiim kosullu olasiliklar gecerli olan model j’den iiretilir.

M # j oldugunda ise pseudo (sdzde) dnselinden (P(8, /M # j)) lretilir.

Pseudo Onseli gercekten bir 6nsel dagilim degildir. Sadece bilesik model uzayimni
tanimlamak i¢in gereklidir. Genellikle modellerin ayr1 ayri analiz edilmeleri sonucu elde
edilecek sonsal model parametre Ozetleri ya da klasik yaklasimdaki en cok olabilirlik
tahmin degerleri kullanilarak pseudo onsel dagilimlar1 olusturulur. Gibbs 6rneklemesi
sonucunda modellere iliskin sonsal model olasiliklari,

M'® = j'nin sayisi
P(M,ly) = J i

[C NI 7j:1,2,...,k
M '*’ " nin toplam sayist

seklinde hesaplanir. Burada M ®', Gibbs iterasyon sayisidir.
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Bu yaklagimla hesaplanan sonsal model olasiliklari, modeller i¢in tercih
yapmakta kullanilir. Bu olasiliklar Es. 3.3’te verildigi gibi oranlanir ve 6nsel olasiliklar
orani ile birlestirilirse, modellerin ikiserli kiyaslamalar1 Bayes faktorii yardimiyla

yapilabilir.

3.2. Belirli Modellerin Kiyaslanmasinda BIC Yaklagimi

Ic ice gegmis (nested) modellerin yam sira i¢ ice gecmemis (non-nested)
modellerin kargilastirilmasi i¢in gelistirilen Ol¢iitlerden biri BIC dir. SBC ya da SBIC
(Schwarz Olgiitii) olarak da bilinen bu 6l¢iit, 1978 yilinda Gideon E. Schwarz tarafindan
gelistirilmis  olup farkli parametre sayilarina sahip parametrik modellerin

kiyaslanmasinda kullanilan bir ol¢iittiir ve
BIC = —2In P(y/0) + pln(n) (3.9)

seklinde tanimlanir. Bu esitlikte; y= gbzlenen veri, n= 0rnek genisligi, p= tahmin edilen

A

parametre sayist ve 6= parametre vektoriiniin en c¢ok olabilirlik fonksiyonunun
maksimum degerini ifade etmektedir. (Eger tahmin edilen model bir dogrusal regresyon

modeliyse p, sabiti de iceren regresyon parametrelerinin sayisidir.)

Ayrica model hata terimlerinin normal dagildig varsayimi altinda BIC degeri,
BIC = nln (R—SSJ + pln(n) (3.10)
n

esitligi yardimiyla da hesaplanabilmektedir (Liddle, 2007). Bu esitlikte yer alan RSS ,

tahmin edilen modelin artik kareler toplamudir.

Tahmin edilen herhangi iki model goz Oniine alindiginda, daha kiiciik BIC
degerli model tercih edilmelidir. BIC, artik kareler toplam1 ve tahmin edilen parametre
sayisinin artan bir fonksiyonudur. Artik kareler toplaminin artmasim saglayacak olan
aciklanamayan degisiklikler BIC nin degerini arttirir. Bu sebeple daha kiiciik BIC’1i

model veriye daha iyi uyum saglayacaktir.
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BIC’nin Bayes faktorii ile arasinda teorik bir baglant1 vardir. Bu baglanti,

1

—BIC;
e
BF; = —— 3.1
e? '
olarak ya da
%BICi
e
BF; = T (3.12)
ez J

seklinde ifade edilebilir (Burnham, 2004). Burada i ve j, model indisleri, BIC; ve BIC ;

sirastyla model i ve model j’nin BIC degerleri olup; BF,

;» model j’ye karsi model i

lehine hesaplanan Bayes faktorii degeri, BF; ise model i’ye kargt model j lehine

hesaplanan Bayes faktorii degeridir. Bu esitliklerden goriildiigii gibi modellere iliskin

hesaplanan BIC degerleri kullanilarak da Bayes faktorii degeri elde edilebilmektedir.

Es. 3.11 ve 3.12 esitliklerinin her iki tarafinin In’nin alinmasi sonucunda yaklasik
olarak,

I

~2In BF, = BIC,-BIC, (3.13)

veE

I

2InBF, = BIC, - BIC, (3.14)

esitlikleri elde edilecektir.
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3.3. DIC Yardimiyla Bayesci Model Sec¢imi

Klasik bir modelleme ¢alismasinda model karsilastirmasi yapilmak istendiginde,
veri ile modelin uyumunun Olciisii olabilecek bir sapma istatistigi ve modeldeki
parametre sayisinin belirledigi model karmasikliginin belirlenmesi gerekir. Daha
karmasik modellerde, bir baska deyisle modeldeki parametre sayis1 arttik¢a daha iyi bir
uyum elde edileceginden, model karsilastirmas: bu iki deger arasinda denge kurularak
yapilmalidir. Akaike’nin ¢alismasini (1973) takiben Onerilen yollar, verinin bir gelecek
tekerriirtinde beklenen kaybin bir ol¢iisiiniin minimize edilmesine dayandirilir (Efron,
1986; Burnham ve Anderson, 1998). Ancak genellikle parametreleri gozlemlerden
sayica Ustiin olan karmasik hiyerarsik modellerde bu yollar dogrudan uygulanamaz
(Gelfand ve ark., 1992). Bu gibi zorluklar yeni gelistirilen alternatif bir Bayesci model
secim Olciitiiniin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Bu 0olciit, Spiegelhalter ve ark.

(2002) tarafindan gelistirilen ve son zamanlarda kullanim1 yaygin olan DIC dir.

DIC, iki bilesenden olusmaktadir.

DIC = Uyum iyiligi + Karmasiklik
U U
Kuramsal bir model ile Artan model parametre
orneklem verisi arasindaki say1sl icin bir sinirlama terimi

uyumun bir Sl¢iisii

Bu bilesenlerin hesab1 Dempster (1974) tarafindan tanimlanan klasik sapma ifadesine
dayalidir. y orneklem verisi, @ ise veriyi lirettigi varsayillan modelin parametresi olmak
lizere

Sapma = D(8) = —2log P(y/68)+2log P(y) (3.15)

dir. Burada P(y/8), @ parametresine bagl olabilirlik fonksiyonu olup P(y) ise verinin

marjinal olasiligidir. (P(y) = IP(@)P(y/@)d@)
6
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DIC’nin birinci bileseni model yeterliliginin bir tahmini olup, sapmanin ( D(8))
sonsal dagiliminin ortalamasidir. Bu oOl¢ii Dbar seklinde ifade edilir ve D(8) ile
gosterilir.

Dbar = D(6)

E,;,[D(©)]

= E, [2logP(y/6)]
C

= %Z—Zloge P(y/86,) (3.16)

c=1

Burada C, Burn-in periyodu c¢ikarilmis MCMC simiilasyonlarinin sayist olup

log, P(y/86,) ise olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasidir (Spiegelhalter ve ark.,

2002). Bu esitlikten goriildiigii gibi Dbar, Gibbs orneklemesinin bir iterasyonunun

sonunda hesaplanmis log-olabilirliklerin ortalamasidir.

DIC esitliginde yer alan ikinci bilesen ise, & nin sonsal ortalamasindaki ()

sapmaya dayalidir. Dhat diye adlandirilan ve D(@) ile gosterilen bu ifade
Dhat = D(8)=D(E,,, [6]) (3.17)

dir. Bir bagka deyisle €’nin sonsal ortalamasimi kullanarak hesaplanmis log-

olabilirliktir.

Veriyle en iyl uyumu saglayan modelde yer almasi gereken etkin parametre

say1s1 olarak Olciilen model karmagikligi pD ile gosterilir ve
pD = Dbar — Dhat = D(6)— D(8) (3.18)

esitligi ile elde edilir. Burada pD, modeldeki parametrelerin sayisi i¢in bir sinirlama
saglar ve yaklasik olarak modeldeki parametrelerin sayisi ile ilgilenir. Onsel bilgi ve
veri arasinda onemli bir fikir ayrilig1 (celiski) oldugu zaman ya da bir parametre i¢in
sonsal dagilimin ¢ok zayif Ozet istatistigi ve ¢ok bilyiikk sapma vermesi durumlarinda

pD’nin degeri negatif olacaktir.
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Bu tanimlar1 kullanarak DIC,

DIC = Dbar + pD = Dhat +2pD
olarak ya da

DIC

D(6)+ pD = D(0)+2pD (3.19)
seklinde tanimlanabilir (Spiegelhalter ve ark., 2002).

Literatiirde, modeldeki parametre sayist aymi kalmak kosuluyla, model
parametrelerinin yeniden ifadelendirilmesi sonucu pD’nin degerinde biiyiik degisiklikler
olabilecegi konusunda yapilan uyarilar nedeniyle; Spiegelhalter ve Bull (1997) ve
Gelman ve ark. (2004) tarafindan pD yerine sapmanin sonsal varyansinin yarisinin bir

Olctimii olan pV’nin kullanimi 6nerilmigtir. Matematiksel olarak,

pV =0,5Var,, (D(0)) (3.20)

seklinde ifade edilmektedir.

Boylece DIC,
DIC = Dbar + pV

esitligi seklinde de kullanilabilir.

3.3.1. Model Seciminde DIC Yorumlanmasi

Veriyle uyumlu en iyi modelin olabilirliginin biiyliik degerli olmasi, -2log-

olabilirlik seklinde tanimli D(@) 'nin daha kii¢iik degerlere ulasmasini saglayacaktir. Bu

nedenle DIC degeri kullanilarak modellerin karsilastirilmasinda kiigiik DIC’1i

modellerin veri tarafindan desteklenen rakip modeller oldugu sonucuna varilabilir.

Bunlardan en iyi modeli bulmak icin kiiciik DIC’1i modellerden en kiiciik degerli
olan secilmelidir. Kiicilk DIC’li modellerin birbirine yakin degerli olmas1 durumunda
bu secimi yapmak oldukca zor olabilir. Boyle durumlarda DIC degerleri arasindaki

farklar incelenmelidir.
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Yaklasik olarak 10’dan daha fazla farklar daha yiiksek DIC’li modelin varligini
inkar edebilir. 5 ile 10 arasindaki farkliliklar 6nemlidir. Fakat DIC’ler arasindaki fark
5’ten daha az ise ve modeller cok farkli sonuglar ¢ikariyorsa o zaman en diisiik DIC’1i

modeli bildirmek yaniltici olabilir.

DIC degeri daima pozitif degerli olmayip negatif sonuglarda verebilmektedir. Bu
durumda DIC hesabinda etkin olan sapmanin (D(#)) degeri incelenerek karar
verilebilir. Modelin veriye ne kadar uyumlu oldugunun bir dl¢iisii olan sapma, P(y/8)

olabilirlik degerine bagl olarak farkli degerler almaktadir.

Olabilirlik > 1 — sapma negatif
Olabilirlik =1 — logl=0 olur ve sapma, “0”

0<Olabilirlik < 1 — sapma pozitif

P(y/@) olabilirligi eger kiiciik bir standart sapmaya sahipse 1’den biiyiik olabilir. Bu
durumda sapma (D(6)) negatif cikacak ve DIC de negatif sonug¢ verecektir
(Spiegelhalter, 2006b).

Birbirine rakip modeller her bir modele ait DIC model agirliklar1 kullanilarak da
karsilagtirilabilmektedir. Model agirhiklari, rakip modellerin  kiyaslanmasinda

kullanilabilecek model olasiliklar1 olarak diisiiniilebilir. DIC farklarindan tiiretilmis

agirliklar kullanilarak her bir modelin agirligi tahmin edilebilir. DIC farklar1 (D,),

D, = DIC, - DIC,

seklinde ifade edilir. Burada DIC

min ?

model setindeki en kiiciik degerli DIC degeri olup

[IPi]

a” ise model indisidir. (a=1,2,..., M ve M = rakip model sayis1)

Bu farklar kullanilarak a modelinin olasilig1 bir bagka deyisle DIC agirligi,

o Pl
PM )= (3.21)
ze_(Db/Z)
b=l

esitligi yardimiyla hesaplanir (Wilberg ve Bence, 2008).
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P(M ,) model olasiliklarinin goreli degerleri tamamen DIC degerleri arasindaki

farklarla iligkilidir. Spiegelhalter ve ark. (2002), minimum degerli DIC degeri ile
arasinda 2’den daha az fark olan modellerin esit derecede iyi model olarak dikkate
alinmasi gerektigini, 2-7 degerleri arasinda degisen modellerin ise daha az destege sahip
modeller oldugunu Onermistir. Bu nedenle, modellerin sayisina bagli olan bir esik

(threshold) degerinden (2, 5 ya da 7) daha diisiik DIC’li tiim modeller dikkate

alinmalidir.
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4.BULGULAR

Bu bolimde Bayes faktoriiniin hipotez testlerinde ve model sec¢imindeki
kullanimi ii¢ uygulama ile sunulmustur. Uygulama 1’de Bayes faktoriiniin tek yanli ve
cift yanl hipotez testindeki kullanimi, uygulama 2’de ise herhangi bir veri setinin ait
oldugu dagilim ailesini belirlemede bayes faktorii kullanimi gosterilmistir. Bu
uygulamalara ek olarak uygulama 3’te birbirine rakip iki kuantal modelin kiyaslanmasi

bayes faktorii degeri ve BIC, DIC ol¢iitleri kullanilarak gerceklestirilmistir.

4.1. Uygulama 1 - Hipotez Testlerinde Bayes Faktori

4.1.1. Tek Yanlh Hipotez Testi

Bir kisi dogru agirligini belirlemek amaciyla her seferinde degisik sonu¢ veren

bir tarti yardimiyla Olctimler yapmistir. Bu Olciimlerin g  ortalamali ve

0 =(1.35)* varyanshi normal dagilima sahip oldugu varsayilmaktadir. Bu kisi dogru
agirhginin 78.75 kg’dan fazla olup olmadigimi test etmek amaciyla kendini 10 kez

tartarak kg cinsinden agirlik sonuclarini asagidaki gibi elde etmistir (Albert, 2009).
Agirlik Sonuglari (y,): 819 774 7785 792 79.2 81 77.85 783 80.55 78.75
Test edilmek istenen hipotezler

H,:;<78.75 , H,:u>78.75

seklindedir.

Kisi dogru agirliginin ortalamasinin (&) gecen yilki agirligr olan 76.5 degeri +
2.25 standart sapmaya sahip olduguna inanmaktadir. Normal dagilimh bir kitlenin x

parametresi icin eslenik onsel dagilimi Normal dagilim olup kisinin inanci:

P(u) ~ N(m,z*)
~ N(76.5,(2.25)%)

seklinde ifade edilebilir.
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Hangi hipotezin gerceklesmesinin daha olasi olduguna, eldeki veriler ve 6n bilgi
yardimiyla, hipotezlerin sonsal olasiliklar1 hesaplanarak karar verilebilir. Bu amagla ilk

once Onsel olasiliklar ve Bayes faktorii elde edilmelidir.

H, hipotezinin 6nsel olasilig :

©=165 _78.75-76.5

Z = P(H) = P(u<78.75) = P( <
’ ° a J5.0625 ~ /5.0625

)=P(Z<1)=0.8413

H, hipotezinin 6nsel olasilig :

7, =P(H,)=1-P(H,)=1-0.8413=0.1587

H, hipotezinin onsel odds’u = Z 08413 5.30

Z 01587

Elde edilen bu degerlere bakarak agirlik oOlgtimleri gozlemlenmeden once H,

hipotezinin dogrulugunun H, alternatif hipotezinden 5 kat daha muhtemel oldugu

sOylenebilir.

H, hipotezinin sonsal olasiliginin hesaplanabilmesi icin kisinin dogru agirlig
olan 4 ’niin sonsal dagiliminin elde edilmesi gerekmektedir. Eslenik onsel dagilimin

kullanimi ile bilinmeyen g parametresinin sonsal dagiliminin asagidaki ifadesinde

ny+o'm o't

P(u/ ~ N ,
(uly) ( ’n+o* ot+nt’

orneklem ortalamast1 y=79.2,0=1.35, m=76.5 ve 7=2.25 degerleri yerine

konularak, sonsal dagilim parametreleri
P(uly)~ N(79.106,0.1759)

seklinde belirlenir.
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Hipotezlerin sonsal odds’u Es. 3.6’ y1 kullanarak

Py _ PH,Iy) _ P(u<78.75/y)

p. P(H,ly) P(u>78.75/y)

78.75-79.106

N

78.75-179.106
>—

v0.1759

P(Z <

P(Z

P(Z<-0.85) 0.1977

= =0.2467
P(Z>-0.85) 1-0.1977

seklinde elde edilir. H, hipotezine karst1 H,, hipotezi lehine Bayes faktorii Es.3.3

yardimiyla;

BE — Sonsal Odds _ o/ Py 02467

= = = 0.0465
Onsel Odds  x,/x,  5.30

olarak elde edilir. Bu degerin Cizelge 3.1’den goriildiigii gibi 0.01< BF,, <0.10
araliginda yer almasi sebebiyle H|, hipotezinin dogru olmadigina dair gii¢lii bir delil

oldugu soylenebilir. Bir baska deyisle H |, 1n dogru olma ihtimali diisiiktiir.

Bu ihtimal, Es. 3.7 yardimiyla,

_ (0.8413) (0.0465)
(0.8413) (0.0465)+1—(0.8413)

Po =0.1979

olarak hesaplanabilir.

Bu degere bakarak kisi, agirliginin en ¢ok 78.75 kg olmasinin muhtemel olmadigi
sonucuna varabilir. Bu sonu¢ kisinin gercek agirliginin 78.75 kg’dan fazla oldugunu

gostermektedir.
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4.1.2. Cift Yanl Hipotez Testi

Boliim 4.1.1°de yer alan hipotez testi ¢calismasindaki hipotezler,

H,:u=176.5
H, :u+76.5

seklinde degistirilsin.

Bu cift yanli hipotez testinde, kisinin gercek agirlik degerinin 76.5 olduguna olan

inancinin ne kadar olas1 oldugunu hesaplayabilmek amaciyla H, ve H, hipotezlerinin
gercekleseceklerine dair inang olasihiklart  P(H,)=P(H,)=0.5 seklinde esit

varsayilsin.

Bu durumda Bayes faktorii, sonsal odds’a esit olacaktir:

01 —

_(P(y/Ho)j _ P(H,1y)

P(y/Hl) P(Hl/)’)
P(y/;u:;uo)_ P(y/;uo)
BF, = -
P(ylu# ) [ PPyl wdu
HF oy

Olabilirlik fonksiyonu ve w4 parametresinin eslenik o©nsel dagilimi sirasiyla,

2

P(y/u) ~N(u,0°) ve  P(u) ~ N(u,t°) seklinde segilirse, u, ve T
hiperparametreleri cinsinden Bayes faktorii hesabi i¢in gerekli analitik islemlerin (Ek-1)

yapilmasi sonucunda, H |, hipotezi lehine Bayes faktorii,

Jn no_
—expy——= 5 (V—4,)
o 20

BF, =

2 2\-1/2 _ > 2
(O- /n+'l' ) exp{ 2(0_2/n+T2)(y /’lO) }

esitligi seklinde elde edilir.
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Eger kisinin gecen yila gore agirligr degistiyse, H, alternatif hipotezi altindaki
bilginin ©6nsel dagiliminin g, =76.5 ortalamali ve 7 standart sapmali bir normal
dagilim oldugu varsayilabilir. 7 degerini elde etmek i¢in # 'niin alternatif degerlerinin
% 95’inin y, = 2t smirlan igerisinde yer alacag:i soylenebilir. Kisi dogru agirliginin

gecen yilki agirhigr 76.5’den 2.25 kg daha az ya da daha fazla olan (74.25 - 78.75)

araliginda yer alabilecegine inanmaktadir. Bu durumda g 'niin alternatif degerlerinin

genisligi 78.75 - 74.25 = 4.5 olup 47 =4.5"den 7=1.125 olarak elde edilir.

H , hipotezi lehine Bayes faktorii ;

\/ﬁp{ 10

expy— -(79.2-76.5)°
1.35 2.(1.35)

=(0.000000072

BF,, =

(1.35)°

(T+(l.125)2)‘1/2 exp{ — !

_ 2
135 (79.2-76.5)

2 +(1.125)%)

olarak hesaplanir . Bu deger, Cizelge 3.1’e gore BF,;=0.000000072 < 0.01 oldugundan

H , hipotezinin dogru olmadigina dair kesin delil oldugu sdylenebilir.

Ayrica H|, hipotezinin sonsal olasilig1 ( p, ), Onsel olasilik ve elde edilen Bayes

faktorii degeri kullanilarak Es. 3.7 yardimuiyla,

0.5 (0.000000072)

= =0.0000000719
0.5 (0.000000072) +1-0.5

Po

seklinde hesaplanabilir.

Bu deger, kisinin dogru agirliginin 76.5 kg’a esit olmasi ihtimalinin olabildigince zayif
oldugunu gostermektedir. Sonug olarak, kisinin bu yilki dogru agirliginin 76.5 kg

olmadig1 yoniinde bir sonuca varilmalidir.
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4.2. Uygulama 2 — Dagihm Ailesini Belirlemede Bayes Faktori

Geleneksel model karsilastirma yaklasimlarinin aksine, Bayes faktorii kullanarak
ortak parametresi olmayan iki model kiyaslamasi kolayca yapilabilmektedir. Bunu
orneklendirmek amaciyla, dagilimi bilinmeyen bir kitleden n genisliginde bagimsiz bir

orneklem ¢ekildigi varsayilsin. Orneklem degerleri X,,X,,..., X, 'nin bilinmeyen
¢ i’ ortalamali Poisson dagilimli bir kitleden geldigi iddiasina karsilik dagilimin basari
olasiligi ‘ p’ olan bir Geometrik dagilimi olduguna dair bir iddia vardir. Y, =X, +1

olmak tizere karsilastirilacak modeller,

Model 1: X, ~ Poi ()

Model 2: Y, ~ Geo(p)

seklinde tanimlanabilir. Burada hangi modelin veri setinde yer alan degiskenlere ait en
uygun model olduguna karar vermek icin Bayes faktorii kullamilarak kiyaslama

yapilabilir.

Modeller icerisinde bilinmeyen parametreler (6, =, 6, = p) olmas1 ve her bir
modele esit se¢ilme sans1 verilmesi ( P(M,) = P(M,) =0.5) sebebiyle model 2’ye kars1

model 1 lehine Bayes faktorii :

[ P(x16,M,)P©6,/M,)dé,
_ P(xIM)) _PM,Ix)

CP(yIMy) P(M,/y) [ P(y16,M,)P(6,/M,)d6,
6,

12

ile hesaplanir.

Degiskenler hakkinda ge¢misten ya da 6znel bir bilgiye sahip olunmadig: icin
modellerdeki bilinmeyen parametrelerin 6nseli olarak eslenik Onsel yerine Jeffreys’in
onseli kullanilacaktir. Olabilirlik fonksiyonu L = HP(xi / @) olmak tizere, bilgi miktar1

i=1

0°InL
06*

1(6) = {—E(

)} seklinde gosterilirse, bilinmeyen € parametresi icin Jeffreys’in

onsel dagilimi P(6) < /1(€) olarak secilir (Lee, 1997).
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Bu bilgi kullanilarak,

6, = 1 parametresi igin Jeffreys onseli (P(6,/M,)) o< ,u_%

6, = p parametresi igin Jeffreys onseli (P(6,/M,)) < p~'(1- p)_y2
olarak elde edilir.

Bilinmeyen parametrelere iligkin elde edilen Jeffreys onsellerini; &« parametreli
Poisson ve p parametreli Geometrik dagiliminin olabilirlik fonksiyonlarini kullanarak

model 2’ye karsi model 1 lehine Bayes faktorii,

- ZX o Syl
lu’:l _ _%d 1 T2 _ d
L exp(=n, )p 2d p u -exp(—n, 1)d
OHXi' HXi! 0
BF‘12 — i=l1 - - i=1 / 1
1 n ZXi -1 _}é 1 n—1 ZX[_E
[P a=p)™ p=p)"2dp [pa=p)= ‘dp
0 0
nl F(ZXi+;,n) ) .
[1x: = F(n+> X, +-)
—_i=l — i=1 2
g 1 Oyl
Bn,Y X, +- : Xt
(L2 X ) X AT -
i=1
seklinde elde edilir.

Ayrica farkli Onsellerin Bayes faktorii hesap degerine etkisini incelemek
amaciyla, Jeffreys Onseline ilaveten, Geometrik dagilimin p parametresi i¢in eslenik

onsel olan Beta(¢«,, 5,) ve Poisson dagiliminin g parametresi i¢in eslenik 6nsel olan
Gamma( «,, 5,) secenekleri de incelenmistir. Caligmada, bu dagilimlarin parametreleri
(hiperparametreler) olan ¢, B, &, ve f3,’ye asagidaki gibi farkli degerler verilerek elde

edilen farkli onseller ile analizler tekrarlanmustir.

P E(p)=0.33 , V(p)=0.028

E(u)=2 , V(u)=0.67

Eslenik Onsel-1 : Beta(3,6) , Gamma(6,3)

/ E(p) =0.33 , V(p) =0.0025
Eslenik Onsel-2 : Beta(30,60) , Gamma(60,30)
E(u)=2 , V(u)=0.067
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Eslenik onseller kullanilarak marjinal olabilirlikler,

T(nx+a,) B," 1

P(X/Ml) = nx+a n
Da) (n+ )™ 1)
P(y/M,) = I +pB) Tn+a)T(nx+p)

C T(@)T(B) Tm+nx+a,+p)

seklinde bulunur.

Model 2’ye karst model 1 lehine Bayes faktorii,

Fnx+a,) B,

P(y/M,  T@+B) T+a)Tnx+p)
[@)T(B) Tn+ni+a+p)

BF,, =

Fnx+a,) B, T(e) T(B) Tn+nx+a,+ )

L(a) (n+B)"" [[x! T +B) Tn+a) T(nT+p)

i=1

olarak elde edilir.

Model 2’ye kars1 model 1 lehine elde edilen Bayes faktorii hesap formiillerinden

farkli 6rneklem genislikleri (n), ortalama degerleri (X ) ve onsel dagilimlar kullanilarak

elde edilen degerler Cizelge 4.1’ de sunulmustur.
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Cizelge 4.1. Farkli 6rneklem genislikleri, ortalama 6rneklem degerleri ve onsel
dagilimlar kullanarak elde edilen BF,, degerleri

EslenikOnsell Eslenik Onsel2
Jeffieys | o =3,8=6 | @ =30,8 =60
Onsel
a,=6,8,=3 | a,=60,8 =30
(Xl — Xz =0) X=0 0.940 0.350 0.183
n=2 (X =X, =2, X=2 3.181 3.362 3.338
1 2 -
(X =X. =4 X =4 | 543 2744 1.998
1= 42—
(Xl = = X4 =0) X = 0 0.969 0.204 0.039
(X =.=X,=2, | X=0 | 10875 11.260 11.145
n= [ 4
(X =.=X, =4 X =4 31.616 11.800 4.610
1 I 4 -
(Xl = = X10 =0) X = 0 0.988 0.100 0.00078
Y — 410.419 420.33 414.626
n=10 X, =.=X,,=2) X=2
Y — 5897.018 1605.33 105.054
X, =.=X,,=4) X=4

Cizelge 4.1’de model 2’ye karst model 1 lehine hesaplanan bayes faktorii
degerleri (BF,,) 1’den biiyiikse model 1’e (Poisson dagilimi), kiiciikse model 2’ye

(Geometrik dagilim) destek verildigini gostermektedir.

Verinin niteligine (yapisina) gore yapilan incelemeler sonucunda; X =0
oldugunda, orneklem genisligi arttikca her ilic Onsel de Geometrik dagilima destek
vermekte olup onseller arasi tek fark, dagilima olan destegin giiciinde meydana gelen
degisimdir. X =2 ve X =4 durumlarinda ise gittikce 1’den uzaklasan degerler elde

edilmesi sebebiyle Poisson dagilimina destegin giiciinde artis yasanmustir.

Orneklem genisligi biiyiidiikce, secilen model degismemis ancak modelin
dogruluguna dair inancin giicii biiylik miktarda artmistir. Farkli Onsellerin secimi ise
model seciminde bir farklilik yaratmistir. Verinin niteliginin degismesi ve Orneklem
genisliginin artmasi durumunda Jeffreys onsel kullanimi dogru modeli se¢me yoniinde
tutarlt sonuglar vermis olup eslenik 6nsel kullanimi ise yanlis modeli secmeye yonelik

sonuglar elde edilmesini saglamistir.
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4.3. Uygulama 3 — Model Seciminde Bayes Faktorii, BIC ve DIC

[statistiksel modellemenin 6zel bir formu, kuantal modelleme adi altinda, pek
cok farkli bilimsel disiplinlerde karsimiza ¢ikmaktadir. Bir yari-parametrik modelleme
Oornegi olan kuantal modellemede; verilen herhangi bir drneklem verisinin, rastgele
hataya maruz kalmis bir temel birimin ya da kuantumun tamsay1 katlar1 olarak ifade
edilip edilemeyecegi sorusuna cevap aranmaktadir. Bu sorgudaki en 6nemli nokta boyle
bir kuantum degerinin var olup olmadiginin dénceden bilinmemesidir. Ancak boyle bir

deger varsa veriden tahmin edilmek yoluyla hesaplanmalidir (Acar, 2000).
{v,}"i=1 orneklem verisi olmak iizere matematiksel olarak basit kuantum modeli

Y =mqg+e ;5 i=12,..n ; meN ve 0<¢ <gq

1

olarak ifade edilir. Burada q = kuantum, m, =

l

‘nun tam kisimlar1 olan tamsayi

Q=<

carpanlari, &, ise hata terimidir. Dikkat edilecek olunursa, m, katsayilar1 — boliimiiniin
q

en yakin tamsayiya yuvarlanmasi yoluyla bulundugunda, —% <g < % olacaktir. Eger

veri i¢in kuantal model uygunsa &; hata degerleri sifir civarinda ve %’ye kiyasla kiiciik

degerler alacaktir.

Kuantum modelleme ilk olarak, Ingiltere, Iskocya ve Wales’de pek ¢ok sayida
bulunan Stonehenge isimli, dairesel formdaki tarihi tas dikitlerin yarigap Olctimlerinin
Thom (1955) tarafindan Olciilmesi sonucunda ortaya cikmustir. Megalitik donemi
insanlarinin bu yapitlar1 olustururken temel bir o6l¢ii birimi (kuantum) kullanmig
olabilecekleri iddiasimi test etmek amaciyla, yaricap Olctimleri klasik istatistiksel
yontemlerle analiz edilmis ve q = 5.44 in¢ degerinin kuantum ya da literatiirdeki {inlii

adiyla “Megalitik Yard” oldugu savi ortaya atilmistir.

Bu problemin Bayesci yaklasimla ilk analizi ise Freeman (1976) tarafindan
yapilmis ve kuantum icin 5.44 yani sira 4 ve 7.5 degerlerinin de alternatif olabilecegi

cikarsamasinda bulunulmustur.

37



Modern Bayesci yontemlerle MCMC kullanarak, problemin yeniden analizi
sonucunda ise sonsal dagilimin cok tepeli olmasi nedeniyle, kuantum parametresi
tahmininde yakinsaklik problemi ile karsilasilmistir (Acar, 2000). Farkli baslangic
degerleri ile olusturulan Gibbs Orneklemesi zincirleri, kuantum icin farkli tahmin

degerlerinin elde edilmesine neden olmustur. Problemin Bayes analizi i¢in kuantumun
varoldugunu varsayarak, basit kuantum modeli ile ifade edilecek {Y,}"i= verisi,

vi/lgm,o0c ~ N(m.q, 0'21,1)

dagilir ve olabilirlik fonksiyonu,

2

1 n Z(yz _n/ZiQ)2
f(y, ........ ,yn/m,...,mn,q, O') = ( j exp =
1 1 NbY 2

20

dir. m, g ve o parametreleri i¢in Onsel bilgi

n(qg,m,o0) = 7n(q) #(m/q) 7(0)

yazilabilir (Acar, 2000).

1 . .
Acar (2000) c¢alismasinda 7=—"nun Uniform dagildigim1 gostermis ve Bayes
q

analizinde t’yi parametre olarak kullanmigtir. Tamsay1r m parametreleri i¢in 6nsel bilgi,

kesikli (discrete) Uniform, Poisson veya Binom dagilimi ile ifade edilebilmesine
ragmen, Binom dagilimi kullanim1 sonucu tahminlerin daha tutarli oldugu gozlenmistir.
Dolayisiyla

n(mlq,p) ~ Bin(p,n)

burada n= [ Vi /q] ve hiperparametre p i¢in 6nsel 7z(p) ~ Be(1,1) (p~U(0,1))

WinBUGS paket programi kullanilarak, Iskocya good rings verisinin Bayes
analizi sonucu, Acar (2000)’m farkli baslangic degerleri kullanarak elde -ettigi
parametrelerin sonsal tahminlerinden yakinsaklik kosullarin1 saglayanlar Cizelge 4.2’de

sunuldugu gibidir. Burada kuantum icin iki alternatif deger olan ¢ =5.439 ve ¢ =7.48

Freeman (1976)’1n sonuglari ile tutarhidir.
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Cizelge 4.2. Yakinsaklik testlerini gecen parametrelerin farkli baslangic degerleri icin

sonsal tahminleri

Run Burn-in Par. Initial  pos.Mean 95% Prob.Int.
t 0.13414 0.134 [0.1323, 0.1352]

q --- 7.480 [7.395, 7.559]

1 500 T 0.33128 1.371 [1.034, 1.707]
o --- 0.586 [0.3437, 0.9346]

t 0.16003 0.184 [0.183, 0.185]

2 500 q --- 5.439 [5.410, 5.470]

T 0.67310 2.190 [0.949, 3.870]

o --- 0.709 [0.509, 1.030]

Bu uygulamada, yukarida ozetledigimiz ¢alismalar sonucu elde edilen farkli
kuantum tahmin degerlerinin olusturdugu iki basit kuantum modelinin kiyaslanmasi

Bayes faktorii, BIC ve DIC kullanilarak yapilacaktir.

Iskocya good rings (n=16) verisinin kullanilmast durumunda, modeller

matematiksel olarak,

Model 1: y,=m, ¢, +€ . e ~N(0,7) ., i=12..16

Model 2: y,=m,, g, +1. n ~N(0,7z,) , i=L2,.,16

seklinde tanimlanir. Burada ¢, =7.48 ve g, =5.439 dur.

Model 1’in uygun oldugu varsayimi altinda

P(y/6 ,M,) ~ Normal (m,, q, ,7,)

Model 2’nin uygun oldugu varsayimi altinda

P(y/6,,M,) ~ Normal ( m,, q,,7,)
dir.
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4.3.1. Kuantum Modellerinin Carlin ve Chib Yontemiyle Kiyaslanmasi

Bu boliimde, yukarida tanimlanan iki kuantum modelinin kiyaslanmasi ig¢in
gerekli sonsal model olasiliklar1 ve Bayes faktorii hesabi, Bolim 3.1.3’te anlatilan

Carlin ve Chib yontemiyle yapilacaktir.

Model gostergesi M, Gibbs érneklemesi boyunca zincirin iirettigi j degerlerini
(j=1,2) kulanarak bilesik modellemeyi gerceklestiren bir parametre olsun. Model 1 ve
model 2’ye iliskin bilinmeyen parametreler sirasiyla 6, =(q,,7,) ve 6,=(q,,7,) dir.
6, ve 6,’lerin birlesimi € olmak iizere modellerin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu

Es. 3.8’deki gibi tamimlanir.

Modellerin 6nsel olasiliklari, zincirin j degerini (j=1,2) esit sayida iiretmesini

saglamak amaciyla P(M,)=0.999995 ve P(M,)=0.000005 olarak secilmistir. Her iki
model altinda model parametrelerinin 6nsel olasiliklarinin, P(49j /M), Acar (2000) ve

Freeman (1976) tarafindan kullanilmasi sebebiyle

P(t,/M,) = P(t,/M,) ~ U(0.1,0.5)
P(t,/M,) = P(z,/M,) ~ Gam(0.1,0.5)

seklinde alinmistir. Burada #, = % ve t, = % dir.
1 2

Bilesik model tamimlamasini saglamak amaciyla bilinmeyen parametrelerin
pseudo (sozde) Onselinin belirlenmesinde Cizelge 4.2°de yer alan % 95 giiven

araliklarindan yararlanilmistir. Bu durumda pseudo onselleri :

Model 1 i¢in, ¢ ~ U(0.1323,0.1352) , 7, ~ Ga(1,0.5)
Model 2 i¢in, ¢, ~ U(0.1829,0.1849) , 7, ~ Ga(1,0.5)

dir.
Model gostergesi (M) yardimiyla iki modeli kiyaslamak ve bilesik modellemeyi
belirlemek amaciyla, modellerin WinBUGS programi i¢indeki grafiksel gosterimi Sekil

4.1’deki gibidir.
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~dcat (p[])

rofofjfoxos

~U (0.1,0.5) : ~Gamma (1,0.5) |~ Gamma (1,0.5) I ~U (0.1,0.5)

~
N

. @ \ - B

Y =m,; ql =M, 9, Y
—round( Y = round (—’j
q, q,
~N 4, t=07), j=1,2
Model 1 i=1,2,...16 Model 2

__________________________________________________________________________________________

Sekil 4.1. Carlin ve Chib yontemi ile iki kuantum modelinin kiyaslanmasinin grafiksel

gosterimi

Seklin sol tarafinda model 1’in uygunlugu varsayimi altinda modelde yer alan
parametreler, sag tarafinda ise model 2’nin uygunlugu varsayimi altinda modelde yer
alan parametreler yer almaktadir. Ayrica model 1’in uygunlugu durumunda model 2 nin
parametreleri, model 2’nin uygunlugu durumunda ise model 1’in parametreleri pseudo

(sozde) onseli olarak kullanilmaktadir.

Elde edilen bu bilgiler kullanilarak SPLUS makro komutlar1 yardimiyla yazilan
program Ek-2’de verilmistir. Programin WinBUGS Paket Programi’nda 11000
iterasyon icin (ilk 1000 iterasyon burn-in periyodu olmasi sebebiyle atilir) ¢alistirilmasi

sonucu 2. kuantum modelinin sonsal model olasihigr pM2=P(M,/y),

node mean sd MC error 2.5% median 97.5% start sample
pM2  0.5005 0.5 0.01259 0.0 1.0 1.0 1001 10000

olarak elde edilmistir.
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Bu durumda model 1’e kars1 model 2 lehine Bayes faktorii Es. 3.3 ten,

0.5005 0.999995

= =200399
(1-0.5005) 0.00005

BF;,

olarak hesaplanmistir.

Elde edilen BF,, degerinin, Cizelge 3.1’e gore 1’den oldukca biiyiik bir deger
olmas: sebebiyle, veriyle en uyumlu kuantum modelinin M, modeli; dolayisiyla en

olas1 kuantum degerinin 5.439 olmasi yoniinde gii¢lii bir kanitin bulundugu s6ylenebilir.

4.3.2. Kuantum Modellerinin BIC Kullanilarak Kiyaslanmasi

Modellere iliskin BIC degerleri kullanilarak da her iki kuantum modeli
kiyaslanabilir. Bu amagla Es. 3.10 kullanilarak,

30.4452

Model 1 i¢in BIC degeri hesabt — BIC, = 16ln( j + 2In(16) =15.838

6.7515

Model 2 i¢in BIC degeri hesabi — BIC, = 16ln( j + 2In(16) =-8.26

olarak elde edilir. Boliim 3.2°de anlatildigi gibi BIC degerleri kullanilarak, yaklasik

olarak Bayes faktorii degerine ulasilabilir ve kuantum modelleri birbiriyle

kiyaslanabilir.

Model 2’ye kars1 model 1 lehine Bayes faktorii degeri, Es. 3.13 yardimuyla,

I

—2InBF,, = BIC, - BIC,

—2In BF,, = 15.838 —(~8.26)

I

—-12.049
BF, = e

n

I

BF, = 0.00000585

olarak bulunur.
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Model 1’e karsi model 2 lehine Bayes faktorii degeri ise Es. 3.14 kullanilarak,

2InBF, = BIC, - BIC,
21n B, = 15.838—(~8.26)
BF ~ 612.049
21 —
BF, = 170928

21

seklinde bulunur.

Elde edilen Bayes faktorii degerleri Cizelge 3.1°e gore yorumlandiginda,

BF,, = 0.00000585<0.01 | Model 1’e kars1 kesin kanit vardur.

BF, = 170928 2> 1 Model 2 i¢in destek

sonuglar1 elde edilir.

BIC ile Bayes faktorii arasindaki teorik baglantinin kullanilmasi durumunda M,
modeline kars1 M, modelinin kesin kanit oldugu sdylenebilir. Buradan Carlin ve Chib

yontemiyle elde edilen sonugla BIC kullanilarak bulunan sonucun birbirine paralel

oldugu goriilmektedir.

4.3.3. Kuantum Modellerinin DIC Kullanilarak Kiyaslanmasi

Boliim 3.3’te Es. 3.19 ile verilen DIC hesap formiilii i¢in gerekli olan sapma;
D(@) (Es. 3.15), Dbar (Es. 3.16), Dhat (Es. 3.17) ve pD (Es. 3.18) kullanilarak,
WinBUGS paket programinda yazilan programlarin komutlari Ek-3’te verilmistir.

Calistirilan bu programlardan her iki kuantum modeli icin ayr1 ayr1 hesaplanan DIC

degerleri,
Model Dbar Dhat pD DIC
M, 57.662 55.706 1.957 59.619
M, 33.613 31.648 1.965 35.578

seklinde elde edilmistir. Buradan veri setini en iyi temsil eden modelin, en kiiciik DIC

degerli model olan M, modeli oldugu goriilmektedir.

43



Ayrica modellerin DIC degerleri arasindaki farkin (DIC, —DIC,= 24.041)

10’dan oldukga biiyiik olmas1 sebebiyle yiiksek DIC’li modelin (M, ) varliginin inkar
edilebilecegi sdylenebilir. (Bkz. Boliim 3.3.1)

Modelde yer almasi gereken etkin parametre sayis1 pD yerine, alternatifi olan

pV’nin kullaniminin gerekmesi durumunda asagidaki sonuglar elde edilecektir.

Model 1 i¢in sapma hesabi,

node mean sd  MCerror 2.5% median 97.5%
sapma 57.65 1.965  0.02387 55.74 57.04 63.01

Model 2 i¢in sapma hesabi,

node mean sd MCerror 2.5% median 97.5%
sapma 33.61 1.959  0.02527 31.64 32.99 38.79

Model 1 ve model 2 icin elde edilen sapma degerleri Es. 3.20°de yerine
konulursa, sonuglar;

Model pD Var,, ,(D(6)) pVv DIC
M, 1.957 3.8612 1.930 59.619
M, 1.965 3.8377 1.919 35.578

seklinde bulunur. Buradan her iki kuantum modelinde yer almasi gereken etkin

parametre sayisinin yaklasik olarak 2 oldugu sonucuna ulasildig goriilmektedir.
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Her iki kuantum modeli DIC model agirhiklart kullamlarak da
kiyaslanabilmektedir. Es. 3.21 kullanilarak hesaplanan model agirliklar1 asagidaki

gibidir.
Modelde yer DIC Model
Model _ alan degiskenler p pD pV DIC Agirhiklar
M, m, 2 1.957 1.930 59.619 % 0.0006
M, m,, 2 1.965 1.919  35.578 % 99.9994

Elde edilen DIC model agirliklarindan veriye uyan en uygun kuantum modelinin

% 99.9994 olasilikla M, modeli oldugu sonucuna varilabilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Istatistiksel cikarsamada model se¢imi ortak bir problemdir. Klasik istatistikciler
bu problemi ¢6zmek icin hipotez testlerini kullanirken, bayesci istatistikciler bazi
bayesci yaklasimlar1 kullanmaktadirlar. Bu yaklasimlardan en sik kullanilani Bayes
faktorii olup, bir hipotezin diger hipoteze karsi veya bir modelin diger modele karsi
rekabetinde, veriden elde edilen delilin giiciinii sonsal olasiliklarin orani olarak ifade

eden Bayesci bir ¢6ziim saglamaktadir.

Bayes faktoriiniin hipotez testlerinde kullanimin1 ornekledigimiz Uygulama 1,
Bayesci ¢ikarsamada klasik hipotez testlerinde oldugu gibi normallik, dogrusallik ve
varyans esitligi gibi varsayimlarin saglanmasinin gerekli olmadigin1 gostermistir.
Ayrica bu yaklasimla P(hipotez/veri) dogrudan hesaplanabiliyor olup, yokluk ve
alternatif hipotezleri esit agirliklandirilarak kiyaslanabilir. Klasik yaklasimda ise

kabul/red edilen sadece yokluk hipotezidir ve H|, reddedilmedik¢e H,’e bakilmaz. Bu

karar alinirken kullanilan p-degeri ise hipotezin dogrulugu varsayimiyla eldeki verinin

gozlenme olasilig1 (p-degeri=P(veri/hipotez)) olup P(veri/hipotez) # P(hipotez/veri)’dir.

Orneklem verisinin dagilimsal formunu belirleme calismasinin 6rneklendirildigi
Uygulama 2 sonucunda ise modellenen veri ayni kalmak kosuluyla, farkli parametreli
dagilimlarin  olusturdugu modeller kiyaslamasinin Bayes faktorii ile kolayca
yapilabildigi gosterilmistir. Farkli onsellerin Bayes faktorii degerine etkili oldugu ancak
bu calisma icin farkli sonuglara yonlendirmedigi goriilmiistiir. Ancak veri yapisinin
tercih yapabilecek kadar bilgi icermedigi durumda, eslenik Onsellere kiyasla Jeffreys
onselinin daha tutarli sonug¢ verdigi bulunmustur. Bilgi icermeyen Onsel (Eslenik nsel
2) kullanim1 sonucu elde edilen Bayes faktorii degerlerinde, hem 6rneklem genisligi

hem de veri yapisina bagl olarak biiyiik degiskenlik gozlenmistir.

Modellenmek ya da test edilmek istenen siire¢ hakkinda var olan dnsel bilginin
modele ya da test siirecine dahil edilmesine olanak saglayan Bayes faktoriin, bu onsel
bilginin belirsizligi (uygunsuz(improper) 6nsel kullanim1) durumunda sonsal dagilimin
belirlenemeyecegi, dolayisiyla kullanilmamasi gerektigi literatiirde sik¢a vurgulanmistir

(Berger ve Pericchi (1994); Kass ve Raftery (1995); Aravjo ve Pereira (2007) vb).
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Boyle durumlarla karsilagildiginda 6nsel dagilimin varyans: olabildigince kiigiik
tutulmaya calisilmalidir. Ayrica ©Onsel dagilima karar verebilmek icin farkl
yaklasimlarin ortaya c¢ikardigi Bayes faktorii versiyonlari da (sonsal (posterior) bayes
faktorli, kismi (partial) bayes faktorii, gercek (intrinsic) bayes faktorii, kesirli

(fractional) bayes faktorii) kullanilabilir (Aravjo ve Pereira, 2007).

Geleneksel model karsilastirma yaklagimlar iizerine Bayes faktoriiniin bir
avantaji, modellerin i¢ ice gecmis (nested) modeller olmak zorunda olmayisidir. Ancak

karmagik modellerde Bayes faktoriiniin hesabinda gerekli olan P(y/M ;) olasiliginin

hesaplanmasi, ¢ok katl integraller almay1 gerektirmektedir. Boyle durumlarda Bayes
faktoriin hesabi gii¢c oldugundan; Laplace yaklasim yontemi, Importance orneklemesi,
Gaussian quadrature veya MCMC gibi yontemlerin kullanilmasi  Onerilmistir
(Rosenkranz ve Raftery, 1994). Bunlar arasindan MCMC simiilasyonu, bir istatistiksel
paket programi (WinBUGS) icerisinde, model belirsizligini bir model gostergesi
yardimiyla formiile eden Carlin ve Chib yaklasimiyla Bayes faktorii hesabini miimkiin
kilmasi nedeniyle bu ¢alismada kullanilmistir. Bu yontemle k sayida model i¢in sonsal
model olasiliklar1 hesaplanabilir. Ayrica Bayes faktorii, ¢coklu model karsilagtirmasina

BF,; = BF, BF,; esitligi ile olanak saglamaktadir (Martino, 2007).

Bayes faktoriiniin analitik hesaplama gii¢liiglinii agsmanin bir diger yolu;
asimptotik yaklagimlardan biri olan BIC olciitiinii kullanarak hesaplamayr yaklasik
olarak gerceklestirmektir. Bu Olciit, i¢ ice gecmis (nested) modellerin yam sira i¢ ice
gecmemis (non-nested) modellerin karsilastirilmast amaciyla gelistirilmistir. BIC nin
pratikligi, standart istatistiksel yazilim programlarindan da hesaplanabiliyor olmasindan

kaynaklanir.

Schwarz (1978), biiylik 6rneklemlerde dogru modeli yiiksek olasilikla se¢gme
prosediirii saglayan BIC nin Bayesci yaklagimin 6tesinde bir gecerlilige sahip oldugunu
savunmustur. Literatiir icindeki ¢alismalara bakacak olursak; dénselden bagimsiz oldugu
icin Onsel bilginin belirsizliginden etkilenmeyen ve Bayes faktoriin hesabinda oldugu
gibi ¢ok kathh integral almayi gerektirmeyen BIC, Bayes faktoriinden daha fazla

kullanilmaktadir.
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Bayesci model karsilastirmasinda kullanilan Bayes faktorii ve BIC gibi olciitleri
kullanmak, her model i¢in parametre sayisini belirtmeyi gerektirir (Kass ve Raftery,
1995). Ancak bu yontemler, parametreleri sayica gozlemlerden fazla olan hiyerarsik
modellerde dogrudan uygulanamaz (Gelfand ve Dey., 1994). Bu gibi zorluklardan ve
Bayes faktoriin hesaplama giicliigiinden kurtulmak amaciyla, son yillarda, Gibbs
orneklemesine dayali MCMC simiilasyon yontemi ile model karmasikligi ve verinin
modele uygunlugu arasindaki Olctime dayanan DIC gelistirilmis olup, WinBUGS

istatistiksel paket programinda hesaplanabilir hale getirilmistir.

DIC, Bayes faktoriin hesabinda etkin olan sonsal model olasiliklarinin
hesaplanmasini gerektirmeyen ve her modelin veriye uygunlugunu test eden bir
oOlciittiir. Verinin marjinal olabilirliginin bir fonksiyonu olmamasi sebebiyle Bayes
faktoriin davranisini hedeflemez. Ayrica Bayes faktorii ve BIC’de oldugu gibi
parametrelerin sayisini belirtmeyi gerektirmeyip, veriye uyan en iyi modelde yer almasi
gereken etkin parametre sayisin1 tahmin etmektedir. Son yillarda kullanimi oldukga
artan DIC, MCMC simiilasyon yontemi ile elde edilmis modellerin sonsal dagilimlarini
kullanmas1 sebebiyle, Bayesci model se¢cim problemlerinde 6zel olarak kullanigli hale

gelmistir.

Kuantal modelleme kullanilarak g, =7.480 ve g, =5.439 kuantum degerleriyle

olusturulan birbirine rakip iki kuantal modelin kiyaslanmasi; Bayes faktorii ve BIC,
DIC olg¢iitleri kullanilarak Uygulama 3’te gosterilmistir. Bayes faktorii degeri, Carlin ve
Chib yontemi kullanilarak hesaplanmistir. Ayrica bu yontemin yani sira BIC oOl¢iitii
kullanilarak Bayes faktorii degeri yaklasik olarak elde edilmistir. Bu hesaplamalara ek
olarak DIC degerleri iki kuantal model i¢in elde edilmis ve bu degerler kullanilarak
veriye en uygun kuantum modelinin; dolayisiyla en olast kuantum degerinin bulunmast

saglanmustir.

Gelecek calismalarda, bu c¢alismaya dahil edilen Bayesci model secim
yaklasimlar1 Bayes faktorii, BIC ve DIC performanslarmin, farklt modelleme
alanlarinda (lojistik regresyon, kategorik modelleme, hiyerarsik modelleme gibi)
degerlendirilmesi kiyaslamali olarak yapilabilir. Ayrica farkli 6nsel se¢imi veya model
karmasikliginin artmast ya da azalmasinin bu yaklasimlar iizerindeki etkileri

incelenebilir.
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EKLER :
EK-1 : Cift yanh hipotez testinde bayes faktoriiniin elde edilmesi
y, ~N(u,0’) (6> =9 biliniyor fakat g bilinmiyor) ve g~ N(u, ,7°) olmak iizere,

y ve M ’niin bilesik olasilik fonksiyonu : P(y, 1) = P(u) P(y/ i) olup

1 2 n _ 2
) (u—p,) g o2 V=40
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Olasilik kurallari geregi bu kisuim 1'e egsittir.
Bu esitlikte yer alan A ve B yerine konuldugunda,
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EK-2 : Kuantum modelleri icin Carlin ve Chib Yontemiyle Bayes faktorii hesabina
yonelik yazilan programin WinBUGS model kodu

model

{

# model node

j ~ dcat(p[ ])

p[1] <- 0.999995 p[2] <- 1 - p[1] # use for joint modelling
# p[1] <- 1 p[2] <- 0 # include for estimating Model 1

# p[1] <- 0 p[2] <-1 # include for estimating Model 2

pM2 <- step(j - 1.5)

ql11<-141]
ql2l<-112]

# model structure

for(iin 1 : N){

mu[1, i] <- q[1] * m1[i]
mul[2, i] <- q[2] * m2]i]

Y[i] ~ dnorm(mulj, i], tau[j])
}

# Model 1
t[1]~ dunif(t1min[j], t1max]j])
tau[1] ~ dgamma(ri[j], I1[j])

# estimation priors
t1min[1]<- 0.1 timax[1] <- 0.5
r1[1] <- 1 1[1] <- 0.5

# pseudo-priors
timin[2]<- 0.1323 t1max[2] <- 0.1352
r1M2]<-1  M[2]<- 0.5

# Model 2
t[2]~ dunif(t2min[j], t2max[j])
tau[2] ~ dgamma(r2[j], 12[j])

# estimation priors
t2min[2]<- 0.1 t2max[2] <- 0.5
r2[2] <- 1 12[2] <- 0.5

# pseudo-priors
t2min[1]<- 0.1829 t2max[1] <- 0.1849
r2[1]<-1  12[1]<- 0.5

}

list(N=16,

Y =
c(37.7,43.0,43.3,54.5,65.5,66.8,69.3,16.0,28.0,58.9,38.3,43.9,76.1,103.6,136.0,60.0),
m1 =¢(5,6,6,7,9,9,9,2,4,8,5,6,10,14,18,8),

m2 = ¢(7,8,8,10,12,12,13,3,5,11,7,8,14,19,25,11))

list(j =2 , tau = ¢(1,1) )
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EK-3 : Kuantum modellerine ait DIC degerlerini hesaplattiran WinBUGS model
kodu

M, modelinin DIC hesabi icin WinBUGS kodu

model {

qi <- 1/1[1]

for(i in 1:N) {

M1[i] ~ dnorm (mufi], tau)

muli] <- m1[i] * q1

1] ~ dunif (0.1, 0.5)

taul ~dgamma (1, 0.5)
}

list(N=16,
M1 =
c(37.7,43.0,43.3,54.5,65.5,66.8,69.3,16.0,28.0,58.9,38.3,43.9,76.1,103.6,136.0,60.0),

m1 =¢(5,6,6,7,9,9,9,2,4,8,5,6,10,14,18,8))

M, modelinin DIC hesabi icin WinBUGS kodu

model {

92 <- 1/1[2]

for(i in 1:N) {

M2[i] ~ dnorm (mufi], tau2)

muli] <- m2[i] * g2
}

{[2] ~ dunif (0.1, 0.5)

tau2 ~dgamma (1, 0.5)
}

list(N=18,
M2 =
¢(37.7,43.0,43.3,54.5,65.5,66.8,69.3,16.0,28.0,58.9,38.3,43.9,76.1,103.6,136.0,60.0),

m2 = ¢(7,8,8,10,12,12,13,3,5,11,7,8,14,19,25,11))
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