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II. MERTEBEDEN PERiYODIK SINIR DEGER PROBLEMLERI iCiN
SONLU FARK SEMALARI

OZET

Bu caligmada, II. mertebeden periyodik sinir deger problemlerinin niimerik
coziimleri incelendi. Sonlu farklar metodu kullanilarak diizglin sebeke iizerinde fark
semalar1 kuruldu. S6z konusu algoritmalar klasik fark semalarindan, singiiler perturbe
olmus problemde ise agirlik fonksiyonu iceren ve kalan terimleri integral formda olan
interpolasyon kuadratur formiillerinin ve iistel baz fonksiyonlarimin kullanilmasiyla
olusan integral 6zdeslikler yardimiyla uyarlanmig semalardan olusmaktadir. Daha sonra
olusturulan fark semalarinin diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine diizglin yakinsak
oldugu gosterildi. Singiiler perturbe problem i¢in sonuclar1 destekler nitelikte 6rnek

¢Oziildii.

Anahtar Kelimeler: Fark semalari, periyodik smir deger problemi, diizgiin

sebeke, diizgiin yakinsaklik, singiiler perturbasyon, yaklasik ¢oziim.



FINITE DIFFERENCE SCHEMES FOR SECOND ORDER
PERIODICAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS

ABSTRACT

In this study, second- order periodical boundary value problems are considered.
Difference schemes are constructed by using finite difference methods in a uniform
mesh. The algorithms are those consist of classical difference schemes and for
singularly perturbed problem, the method of integral identities with the use of
exponential basis functions and interpolating quadrature rules with weight and
remainder term in integral form, an exponentially fitted difference scheme. It is proved
that the schemes converge uniformly to the solition of differential equations. Numerical

experiments support these teorical results.

Keywords: Difference schemes, periodical boundary value problem, uniform

mesh, uniform convergence, singular perturbation, approximate solution.
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1. GIRIS

Periyodik sinir deger problemlerinin matematiksel fizigin ve akigkanlar
mekaniginin bircok alaninda ortaya ¢iktig1 iyi bilinmektedir. Difiizyon denklemi, dalga
denklemleri, iletisim hatlari, akigkan dinamigi, plazma fizigi, quantum alan teorisi, iyon
akustik dalgalari, non- lineer dalga yaymimi ve non- lineer fiber optik gibi fiziksel
modellemelerde ve miihendisligin farkli alanlarinda kullanilirlar.

Incelenen bu tip problemlerin kesin ¢dziimiiniin varhigi, tekligi ve diizgiinliigii
bircok matematik¢i tarafindan incelenmistir (Herrmann, 1985; Webb, 1980).

Probleme dair yaklasik ¢ozlimlerin incelenmesinde ise Samarskii (2001), adi ve
kismi periyodik smir deger problemini temel olusturacak modeller {izerinde
incelemistir. Zamana bagli problemlerin incelemesi ise Amiraliyev (1988) ve Giille
(1995) tarafindan yapilmistir.

Yirminci yiizyilin baslarindan beri pek c¢ok calismaya konu olmus Singiiler
Pertiirbe olmus problemlerin incelemeleri arasina periyodik sinir- deger problemleri de
girmistir (Lin ve Jiang, 1987; Cai, 2010; Amiraliyev ve Duru, 2003; Cen, 2011).

Bu ¢alisma 7 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde konuya girig yapilmistir.

Ikinci bolimde bu tez calismasinda kullamlacak olan genel bilgilere yer
verilmistir.

Ucgiincii boliimde self- adjoint olan

u“(x)—qou =—f(x) , q,=sabit>0, —oo<x<oo

u (x + 1) =u (x)

periyodik sinir deger problemine yer verilmistir. Burada f (x) , periyodu 1 olan yani
f (x + 1) =f (x) sartin1 saglayan periyodik bir fonksiyondur.

Bu problemin ¢dziimiiniin varlik ve tekligi gosterilmis, sonlu farklar ve Taylor
acilimindan faydalanilarak yaklagik ¢oziime uygun fark semasi kurulmus ve semanin
kararlilig1 ve yakinsaklig1 gosterilmistir (Samarskii, 2001).

Calismanin dordiincii boliimiinde zamana bagl

Lu=u"+a(®)u'+b(tyu=f(t), 0<t<T,
u(0) =u(T),
u'(0)=u'(T)



periyodik smir deger problemi ele alinmistir. Bu problemde a(f)>a >0,
b(t)> p>0ve f(t) yeteri kadar diizgiin 7" periyotlu fonksiyonlardir.

“’Enerji Esitsizlikleri’” yontemi kullanilarak kesin ¢6ziim ve bazi tiirevleri igin
verilere bagh esitsizlikler elde edilmis, ayrica diizgiin sebeke iizerinde tigiinci
boliimdekine benzer yontemlerle fark semasi kurulmus ve yaklasik ¢6ziim

hatasinin O(rz) oldugu gosterilmistir (Giille, 1995).

Besinci boliimde ise singiiler perturbe olmus

Lu Eezu"Jrga(x)u'—b(x)u :f(x), O<x<l,

u(0)=u(l),
Lu=u'(1)—u'(0)=2
£

periyodik sinir deger problemi ele alinmistir. Burada &>0 kiicilk parametre,

a(x) 2a>0, b(x) >p>0 ve f (x) verilmis fonksiyonlar ve 4 da belli bir sabittir.
Ayrica a(x) , b(x) ve f(x) yeterince diizglin ve a(O) = a(l), b(O) =b(l) ve
f (0) =f (l ) sartlarin1 saglayan periyodik fonksiyonlardir. Probleminin u ¢oziimi

genelde x =0 ve x =/ civarinda sinir katina sahiptir.
Bu problemin kesin ¢6ziimiiniin asimptotik degerlendirmesi yapilmis, diizgiin
sebeke iizerinde, listel baz fonksiyonlar ile kalan terimi integral formda olan ve agirlik

fonksiyonu igeren interpolasyon kuadratur formiilleri uygulanarak olusturulan integral

O0zdeslikleri yardimiyla fark semasi olusturulmus ve yaklasik ¢6ziimiin O(h)

kesinligine sahip oldugu gosterilmistir. Ayrica problem i¢in uygun algoritma kurulmus
ve bir Ornekle teorik ifadelerin, sonuclart destekler nitelikte oldugu gosterilmistir
(Amiraliyev ve Duru, 2003).

Altinc1 boliimde elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Yedinci boliimde ise kaynaklar bildirilmistir.



2. GENEL BIiLGILER

Adi ve kismi diferansiyel problemlere ¢oziimler iiretmek basta matematik ve
fizik olmak tiizere bir¢ok alanin arastirma konusunu teskil etmistir. Ancak ¢ogu zaman
bu tip problemlerde kesin ¢dziimlere ulasmak zordur. Iste bu sebepten yaklasik ¢dziim
yontemleri 6nem arz etmektedir.

Bu ¢alismada, periyodik siir deger problemlerinin niimerik ¢oziimleri i¢in sonlu
farklar metodu kullanilmistir. Ayrica singiiler perturbe olmus problemde, agirlik
fonksiyonu igeren ve kalan terimi integral formda olan interpolasyon kuadratur
formiilleri ve iistel baz fonksiyonu iceren integral 6zdeslikler metoduyla fark semasi
olusturulmustur. Fark semalar1 diizgiin sebeke iizerinde kurulmus, kararliliklari ve
yakinsakliklar1 incelenmis, yakinsama hizlar1 degerlendirilmistir.

Bu boliimde, periyodik problemin yaklagik ¢oziimiinlin incelenmesinde ihtiyag

duyulan bazi tanimlar ve 6zdeslikler verilecektir.

2.1. Tanimlar

2.1.1. Sebeke ve Sebeke Fonksiyonu
[a, b] araliginda tanimlanan
w={a:x0 <X <o <Xy, <Xy :b}
ayrik noktalar kiimesine [a,b] araliginda taniml diizglin olmayan sebeke, x,

noktalarina ise sebeke diiglimleri veya diigiim noktalar1 ad1 verilir.
Eger diiglimler esit aralikli ise bu durumda s6z konusu sebekeye diizgiin sebeke

denir ve gdsterimi

@, ={x,=a+ih, i=0,1,.,N; h=(b-a)/N}

seklindedir. Burada / sabitine sebeke adimi denir. Eger diizglin olmayan sebeke soz
konusuysa sebeke adimi 4, =x;, —x,_, ile ifade edilir. x € @ olmak lizere @ sebekesi
izerinde tanimlanmis f (x) fonksiyonuna sebeke fonksiyonu denir ve ¢ogu zaman
f (xl.) degeri f, seklinde gosterilir (Amiraliyev ve Duru, 2002).

2.1.2. Fark Tiirevleri
Diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimiinde fark metotlar1 kullanilirken

tiirevlerin yaklasgimi i¢in fark tiirevleri ad1 verilen ifadeler kullanilir.



Herhangi[a,b] araliginda tanimli  # adimli diizglin sebekede birinci tlirev s6z

konusuysa

*u,, :% ifadesine u(x) fonksiyonunun x, noktasindaki ileri (sag) fark
tlrevi,

*u, = i _huH ifadesine u(x) fonksiyonunun x, noktasindaki geri (sol) fark
tlirevi,

* :% ifadesine de u(x) fonksiyonunun x, noktasindaki merkezi

fark tiirevi denir.
Ayrica,

U, —Ug, u. ., —2u +u, . . . .
* oy ==t “5 1 jfadesine ise wu(x) fonksiyonunun x,
o h h

noktasindaki ikinci fark tiirevi denir.

2.1.3. Maksimum Norm

[a,b] kapali araliginda siirekli herhangi bir u(x) fonksiyonu ele alinsin.

(= max‘u(x)‘ = max u(x)‘ normuna u(x) fonksiyonunun [a,b] arahiindaki siirekli

[a,b] a<x<b
maksimum normu denir.

Ayrica [a,b] araliginda @, ={xi =a+ih,i=12,..,.N—1; h=(b—a)/N},

@, =w, U{x=a,b} dizgin sebeke olmak iizere,

u”wd = ||u||w = mgx‘u (x)‘ normuna

ise @’ da ayrik maksimum norm denir.
2.1.4. Yaklasim Hatasi ve Yakinsama
Pratik anlamda ele alinan algoritmalarin yakinsaklik 6zelligini saglamasi kesin

¢Ozlime yakin degerlerin bulunmasi agisindan gereklidir. Bunun ele alinmasi i¢in lineer
Lu:f(x), xeG 2.1
denkleminin sinir ya da baslangi¢ sart1 6zelligi tagsiyan

Euz,u(x), xel (2.2)
sartin1 saglayan c¢Oziimiiniin bulunmasi istensin. Burada f (x) ve u (x) belirli

fonksiyonlar, /- belirli bir diferansiyel operatordiir.



G=GuUT bolgesinde herhangi bir @, =w,Jy, sebekesinin kuruldugu
varsayilsin, burada o, - i¢ sebeke, y,- smir sebeke (sebeke siir noktalar: kiimesi), £

ise sebeke adimidir. Cok boyutlu hal i¢in %, vektor olabilir. Varsayilsin ki, (2.1)- (2.2)
problemine karsilik

Ly=¢, xcao, (2.3)
lty=yx, Xe€y, (2.4)
fark problemi soz konusu olsun. Burada L,, ¢/, ve @,’ da tanimhi fonksiyonlar
kiimesinde etkili olan fark operatorleri, ¢, ve y, belli sebeke fonksiyonlaridir. Bu

tanimlardan yola c¢ikilarak (2.3)- (2.4) problemi /4 parametresine bagli olan fark
problemleri ailesi gibi diistiniilebilir.

(2.3)- (2.4) probleminin yakinsak olabilmesi i¢in fark probleminin hatasi olan

zZ=y—u (x € a)h) farkinin belli bir normda sifira yakinsama 6zelligine sahip olmasi

gerekir. Baska bir deyisle || , @, scbekesindeki herhangi norm olmak tizere, # — 0

oldugunda ||z|| = || y—u|| — 0 1ise, bu durumda (2.3)- (2.4) fark probleminin ¢oziimi
(2.1)- (2.2) probleminin ¢oziimiine yakinsiyor denir. Ayrica, yeteri kadar kiiglik 4 <A,
igin

|ly—u|<Ch*, k>0

ise bu durumda yaklasik ¢6ziim kesin ¢oziime 4’ 1n &k’ inc1 derecesiyle yakinsar veya
O(hk) hiziyla yakinsar veya yaklasik ¢6ziim O(hk) kesinligine sahiptir denir. Burada

belirtilmelidir ki C', /4’ a bagl olmayan bir sabittir.

2.1.5. Fark Semasinin Kararhhg:

Kararlhilik, fark problemlerinin pratik uygulanabilmesi agisindan Onemli bir
ozelliktir.

(2.3)- (2.4) fark problemi, belli siniflardan olan her bir ¢, ve y, baslangi¢ veri
fonksiyonlar1 ve yeteri kadar kii¢iik /# <A, i¢in tek ¢oziime sahip olsun. y ise, (2.3)-
(2.4) probleminin baslangi¢ veri fonksiyonlart ¢, ve y, olan ¢oziimiinii ifade etsin.

Tanmm : 4’ dan bagimsiz 6yle C, ve C, sabitleri olsun ki, yeteri kadar kii¢lik
h<h, igin

”)7_)’”1 <C ||¢h 4] ”2 +C, ”Zh X ”3 2:5)



esitsizligi saglansin. Bu durumda (2.3)- (2.4) fark semasi sag tarafa ve smir (veya

Not : (2.3)- (2.4) problemi lineer oldugundan (2.5) esitsizliginin
I, < Gl + €. 1z, (2.6)

esitsizligine denk oldugu aciktir.

Kararlilik ve yakinsama arasinda agagidaki iliski vardir:

Teorem : (2.1)- (2.2) diferansiyel probleminin bir tek ¢dziimiiniin oldugu, (2.3)-
(2.4) fark probleminin de bir tek ¢oziime sahip oldugu ve yaklasim hatasinin sifira
yaklastig1 varsayilsin. Bu durumda (2.3)- (2.4) fark probleminin ¢éziimi (2.1)- (2.2)
probleminin ¢dzlimiine yakinsaktir ve yakinsamanin hizi, yaklasim hatasinin hiziyla

belirlenir(Amiraliyev ve Duru, 2002).

2.2. Cahismada Kullanilan Baz1 Formiiller

2.2.1. interpolasyon Kuadratur Formiilleri

Fark semalarmin kurulmasinda ve kararliliginin incelenmesinde agirlik
fonksiyonu igeren ve kalan terimi integral formda olan asagidaki interpolasyon
kuadratur formiillerinden yararlanilacaktir ( Amiraliyev ve Mamedov, 1995; Amiraliyev

1998; Amiraliyev ve Duru, 1999):

b

| p(X)f(x)dx{ | p(x)dx} of () +(1-0)f(@}+f[ay ] (x=x) p(x)dx+ R(f).

2.7)

Burada o reel parametre, p(x) eC [a,b] agirlik fonksiyonudur. R(f) kalan terimi ise
b b
= J.dxp(x)'[f(") (&)K, (x,EME, feC", n=1veya2

bi¢imindedir. K, (x 5) fonksiyonu, f [ao,a] boliinmiis farki ve x'” noktasi ise

K (%&)=T.(x=¢)~

Lb-&), s=0,1,

b-a
X =cb+(1-0)a, f[ao,a]:—f(b)_f(a),
b-a
PE
n(2)={5 =
0, A1<0

seklinde tanimlidir. Ayrica,



[ p(0).f '@)dx =/ [y ][ p)dx +R(f), (2.8)

b

R(f)=_Idxp'(x)jf('1)(§)1<,1,l(X,cf)dgg, feC", n=1veya?l.

2.2.2. Diferansiyelleme Formiilii
Asimptotik  degerlendirmelerde asagidaki  diferansiyelleme formiiliinden

yararlanilir.

¢'(¥)=glapa]- [ K, (b¥)g" (), ay<x<a. 2.9)

Buradaki K, (7,x) fonksiyonu ve g|a,,e,] ifadesi (2.7) formiiliinde belirtilmis
olan ifadelerdir.
2.2.3. u- Esitsizligi

|ab|£,ua2+ﬁb2, 1>0.

2.2.4. Diferansiyel Esitsizlikler

2.2.4.1. Lineer Olmayan Durum

(p(t,u); 0<t<T,

u| <y 1i¢in siirekli bir fonksiyonu olsun.(Burada ve ileride

y <o igin "<" isareti "<" igaretine degistirilebilir). Ayrica v(¢) siirekli fonksiyonu

V(@)L p(t,v),0<t T
v(0) < u,

esitsizliklerini saglamis olsun. Bu durumda v(¢) <u(¢), 0 <¢ <T olur. Burada u(¢),

{u'(z) = o(t,u)

u(0) = u,

baslangi¢ deger problemin ¢oziimiidiir ( Baslangi¢ deger probleminin bir tek ¢oziime
sahip oldugu diisiiniilmektedir.) (Mamedov, 1980).

2.2.4.2. Lineer Durum

p(t) ve q(t) , 0<t<T araliginda siirekli iki fonksiyon olsun. Ayrica v(¢)
fonksiyonu

vi(t) < p(Ov(0) +4q(1)
v(0) <u,



esitsizliklerini saglamis olsun. Bu durumda

[psxs ¢ [pdn
v(t) Lupe’ + J'q(s)ex ds
0

olur (Mamedov, 1980).

2.3. Lemma (Amirali, G. M. , 1988)

5(¢)=0 olmak iizere,

wrz{tj:jr, j=0,M, rzT/M}
sebekesi i¢in

0, 2¢,0,+¢c0, ,+p,, k=12,..M,
5(0)<A8(T)+3 ve 120, J=sabit,

l-7¢, >0,

A< exp{—rz %*4 }

I-7c,

ise 0 zaman, J, ¢Ozilimii i¢in

-1

(co+cl)T (co+c1)tM (co+cl)tk
1-4 —_— G+ l— e —_—
{ exp( 1-7c, ’ 1-7c, ,le|p |exp 1-7c, =P 1-7c¢,

Zk:|pi|exp((col+¢); 1-7¢, >0 ise,

+
l-7c, ‘T —7¢,

I_L|pl.|; 1-7¢, <0 ise

degerlendirmesi dogrudur.



3.SELF ADJOINT PERiYODIK SINIR DEGER PROBLEMI iCiN FARK
SEMASI

Bu boliimde self adjoint periyodik sinir- deger problemi incelenecektir. Bunun
icin Oncelikle diferansiyel problemin ¢éziimiiniin varligi ve tekligi gosterilecek, fark
semas1 kurulacak ve semanin kararliligt Maksimum Prensibi yardimiyla incelenecektir

(Samarskii, 2001).
u"(x)—qu=—f(x), —o<x<ow (3.1)
u(x+1)=u(x) (32)
denklemi verilsin. Burada ¢, >0 bir sabit ve f(x) periyodu 1 olan yani
f(x+1)= f(x) sarti saglayan periyodik bir fonksiyondur.

Herhangi x €(0,1) noktasinda (3.2) kosulu periyot dahilinde asagidaki
u(0+0)=u(1-0), u'(0+0)=u'(1-0) (3.3)

ifadelerine denktir.

3.1. Diferansiyel Problemin Incelenmesi

Lemma 3.1.2(Samarskii, 2001): (3.1)- (3.2) problemi tek ¢oziime sahiptir ve

¢Oziim i¢in
o, <
- 49

esitsizligi dogrudur.
Bu esitsizligin dogrulugu uygun maksimum prensibinden yararlanilarak kolayca
gosterilebilir (Samarskii, 2001).

Simdi de g, =0 durumu i¢in problemin ¢ozlimiiniin varlik ve teklik ozelligi ele
alinsin. Bu durumda problemin ifadesi
u"=—f (x)
u(0+0):u(1—0), u'(0+0)=u'(1—0)

sekline doniigiir. Bu problem

ju(x)dx:O (3.4)

0

durumunda tek ¢oziime sahiptir.



Gergekten de u"=-f (x) denkleminin genel ¢oziimiinin C, ve C, keyfi

sabitler olmak iizere
u(x)=Cx+C, -jUf(a)da]dt et o [ (v—1) £ (1)
0\0 0
formuna sahip oldugu goriiliir. Bu ifadeden (3.3) kosulu dikkate alindiginda
If(t)dtzo, C, :—jg’(t)dt
0

bagintilarinin saglandig goriiliir. Bu islem sonucunda u(x) fonksiyonu bir C, sabitine
bagh sekilde ifade edilebilir. (3.4) kosulu kullanilarak da C, =0 bulunarak problemin

tek ¢oziimii elde edilmis olur.

3.2. Fark Semasiin Olusturulmasi ve Hata Degerlendirmesi

Problemin yaklasik ¢6ziimiiniin elde edilmesinde oOncelikle; 4 :% adimiyla,

0<x<1 araliginda
@, ={x,=ih,i=0,1,..,N}
diizgiin sebekesi verilsin. (3.1) denklemi ve (3.3) siireklilik sart1 ele alinirsa u, =u,,

oldugu agiktir.
(3.1)- (3.3) denkleminde x=x, yazilarak, x, =ih, i=1,2,..,N—1 digliimleri

icin tiirevlerin degerleri fark tiirevleri ile degistirilirse asagidaki {ic nokta denklemi

yazilabilir:

Ue, —qott; + R =—f,, x;=ih, i=12,.,N-1 (3.5)
h2

R, :—Eu(4)(n), ne(x_.x,). (3.6)
Sinir degerlerin yaklasimina bakilirsa

1 h’
Us y :u'(1—0)—Ehu“(1—0)+zu"'(771) , Xy, S <Xy

2

Uo=u '(0+O)+%hu “(0+0)+%u"'(772) , X, <1, <X
fark tiirevleri Ozel arastirma olarak verilecektir. (3.1) denkleminden u"=gqyu,— f

ifadesinden
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2

Uz n +%h(q0u(l)—f(1—0)):u'(1_0)+%um(m)’

2

U, —%h(qou(O)—f(0+0)) = u'(0+0)+%u"'(772)

sistemi elde edilir. Kurulan bu bagmtilar »'(0+0)=u'(1-0) ikinci siireklilik sartiyla

tekrar diizenlenirse

1 1 o, 1 1 /S
ux,O_thouO-i_Ehf(O-i_O)_Zu (771):“3,N+5h%”1v_Ehf(l_o)_?” (77,)

fark denklemi elde edilir. Buradaki yaklasim hizi O(hz) bi¢imindedir. u,,, =u, sarti

g6z Oniinde bulundurulursa yukaridaki denklem

1
sy =Gty + Ry ==y, oy == (f(1-0)+ f(0+0)) (3.7
h m m
R, :—g(u (m,)-u"(m)) (3.8)
haline doniisiir. Sinir sartlar1 yerine yazilip (3.6) ve (3.8) kalan terimleri silinirse
Vei —490Yi =—@» x=ih, i=12,.,N (3.9)
Yo=Vns V1= Vun (3.10)

fark semasi elde edilir.

Elde edilen fark semasinin ¢6ziimii i¢in maksimum prensibinden dolayi,

[yl <40 el
degerlendirmesi dogrudur. Bu durumda z=y-u yaklasik ¢oziim hatasi igin

R, =-¢, —u ; +qyu,; olmak lizere
|21, <4, R,
degerlendirmesi yazilabilir ki bu da yaklasim hizinin O(hz) biciminde oldugunu

gosterir.

Simdi de (3.1) denklemi degisken katsayili
(ku')’—qu:—f(x), 0<x<l1 (3.11)
denklemine ddniistiriilsin.  (3.11) problemindeki fonksiyonlar k& (x+1)=k(x),

q(x+1) = q(x) ve f (x+1) =f (x) sartlarin1 saglayan periyodik fonksiyonlardir ve
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x=0  noktasmnda  sirckli  olduklanmdan  k(1-0)=k(0+0)=k(0),
q(1-0)=¢g(0+0)=¢(0) ve f(1-0)=f(0+0)= f(0) sartlarim saglarlar.

k(x)=¢, >0, g(x)=¢ >0 (3.12)
olsun. Bu kabul u(x+1)=u(x) periyodik sarth (3.11) problemine ¢oziim bulmak igin

gereklidir. Kabulden yola ¢ikilarak u (O + 0) =u (1 - 0) olacagi da géz Oniine alinirsa

k'l o= hu'l iy (3.13)
yazilabilir. Maksimum prensibinden dolayr (3.11)- (3.13) probleminin bir tek

¢Ozlimiiniin olacagi agiktir. Bu diisiinceden yola ¢ikilarak 0 < x =ik <1 aralifinda

(aiyf)“ —dy =-¢, x,=ih, i=1,2,..,N-1 (3.14)
(3.10) sarthh fark semas1 yazilabilir. (3.14)’ deki a,, d, ve ¢, Kkatsayilar1 kuadratur

formiilleriyle belirtilecek olan katsayilardir ve

h k(%)

esitlikleriyle ifade edilirler.

5 i-0.5

: -1 X105 Xis05
a, :{lj dx ] ,d, =h" I q(x)dx ve ¢, =h"" I f(x)dx

Simdi de (3.13) kosulunun yaklagimina bakilsin.
1 1 hz m
(ayf ),— = (ku );70 +5h(f—qu)l_71 +?u (&), x,<&<x

1 n
a . u,.; = (k” ')i+0 _Eh(f - ‘]“)Ho +z” "(&), x <& <x,
esitlikleri yardimiyla ku'| _,, ,=ku'|_ , sarti

a7,0 =3 h(a(0) 3, = £ (040)) = "u&) =y 5 hla (1) 3y = £ (1-0) = (&)

ikinci mertebe fark bagintisini saglar. y, =y,, ve a =a,, esitliklerinden yola
¢ikilarak

(ayf),x,N_dyN =—@Q, X=Xy =1,
d=d, :%(q(0+0)+q(1—0)), =0, :%(f(0+0)+f(1—0))

denklemine indirgenebilir. Boylece

(ays),,~dy, =—@, x,=ih, i=12,.,N, (3.15)

Yo=Vn> V1= Vnar G =0y (3.16)
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fark semasi elde edilir. Burada a, > ¢, >0 ve d, > ¢, >0 dir.

Fark semasmin kararliligi i¢in i=1,2,..., N olmak lizere y, =y, ve y, =Yy,

periyodiklik sartlariyla karsilanan
a;¥i 4 _(ai Ta,,+ dih2 )yi T4,V = _¢ih27 i=12,..,N
denklem sistemi elde edilir. Bu sistem eliminasyon metotlariyla ¢oziilebilir.

(3.15)- (3.16) fark semasinda a, >2¢, >0 ve d, 2¢, >0 oldugundan maksimum

prensibinden
1
. = Zlel.

esitsizligi yazilabilir. Bu durumda yaklasik ¢6ziimiin z = y —u hatasinin
|l =o(#*)

oldugu agiktir.
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4. ZAMANA BAGLI PERiYODIK SINIR- DEGER PROBLEMI iCiN
FARK SEMASI

Zamana gore periyodik olan smir- deger problemleri, dalga teorisinde
(plazmalardaki elektron plazma dalgalari, iyon akustik dalgalart gibi fiziksel
modellerde) olduk¢a sik kullanilirlar ve bu tip denklemler genellikle maksimum
prensibine uymazlar. Bu sebeple ¢oziimiin varligi, tekligi ve yaklasik ¢oziimiin
kararliligin1 incelemek icin farkli yontemlere bagvurulmustur.

Bu boliimde, zamana bagli periyodik problemin kesin ¢oziimi °° Enerji
Esitsizlikleri’” yardimiyla degerlendirilmis, fark semasi kurulmus, yaklasik ¢oziimiin

hatasi incelenip yakinsama hizi gosterilmistir (Gtille 1995).

Lu=u"+a®)u'+b(t)u=f(t), 0<t<T, (4.1)
u(0)=u(T), (4.2)
u'(0)=u'(T) (4.3)

problemi verilsin.
(4.1)- (4.3) probleminde a(t)>a >0, b(t)> f >0ve f(¢) yeteri kadar diizgiin

T periyotlu fonksiyonlardir.

4.1. Diferansiyel Problemin incelenmesi
(4.1)- (4.3) probleminin kesin ¢dziimiinlin incelemesi i¢in asagidaki lemma

verilsin:
Lemma 4.1.1: O<a<a(t)<a*, O0<B<b()<b* ve a.<a'(f)<a*<0,
be <b'(¢t) <b*<0 ve C verilere bagl bir sabit olmak iizere (4.1)- (4.3) probleminin

kesin ¢ozlimii i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur.
|u '|2 +|u|2 < C.[f(r)dr 4.4)
0

Ispat: (3.1)- (3.3) problemi hiperbolik denklem tipine uygundur. Problem
Maksimum prensibine uymadigindan, diferansiyel problemin ¢éziimiinii incelemek i¢in

“’Enerji Esitsizlikleri’” yontemi uygulanacaktir. Bunun i¢in de
Lu(u'+/1u):f(u'+/1u)
0zdesliginden yararlanilacak ve A >0 parametresi daha sonra sartlar1 saglayacak

sekilde secilecektir. Ozdeslikten
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u"u'+ Au "u+a(t)u'u'+/1a(t)u'u+b(t)u'u+ﬁ,b(t)u2 :f(t)u'Jr/If(t)u (4.5)

esitligi elde edilir.

o]

utu=A(uu) = A(u')

ra(yuu=2a(0)(w) =2[a(u ] ~Za(o)u
b(e)u'u=b(0) () =5 [b(0)* | =50 (0)u
Fs 0+ ()

AL (O] 2+ (1)

bagmtilari (4.5) denkleminde dikkate alinirsa

1

{E(u')2 Jr%b(t)u2 +Au'u +§a(t)u2} +{a(t)_ﬂ1 _/1}(”')2

1 A 1 A
+{—Eb'(t)—za'(t)+/1b(t)—/1,u2}u2 < {471+ o

[
esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikte sag taraftaki ilk ifade yalmiz birakilip denklem

diizenlenirse

{(u')2 +b(t)u® +2u'u +/1a(t)u2}' < 2{—61(t)+,u1 +/1}(u')2

+{b'(t)+/1a'(t)—z/zb(z)+2/1y2}u2+{L+ 4

REY }f (1) (4.6)

yazilabilir. (4.6) esitsizliginin solundaki tiirev ifadesi
5(t) = (u')2 +b(t)u2 +2Au'u +/1a(t)u2
fonksiyonuyla belirtilsin. Bu fonksiyonun Au'u terimi hari¢ diger terimlerinin pozitif

oldugu agiktir. O halde, 4 Oyle secilsin ki fonksiyonun pozitifligi saglansin. Bunun i¢in

de o (t) U - esitsizligine gore (u :% alinarak) diizenlenirse

5(t) = (u')2 +b(t)u2 +2Au'u +/La(t)u2
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> L (Y +(b(t)+ Aa(t)-22° )u?

1
2

> (u ')2 + {b(t)+/1(a —2/1)}142

1
2
esitsizligine ulasilir. Bu durumda 1 =4, <% alinabilir. Bu durumda &(¢) fonksiyonu
i¢in
§(1)z e ((u) +u?)
elde edilir. Burada ¢, >0 ve ¢, =min {%,min (b(t)+A(a-24, ))} * dir.
Simdi de &(¢)’ nin istten degerlendirmesi almnsn:
§(t)=(u') +b(t)u? +22u'u+Aa(t)u’
<(1+2) (') +(b*+A+Aa*)u’,

Burada 1+ 4 >0 ve b*+A+ Aa* >0 oldugu agiktir.

Benzer olarak (4.6) esitsizliginin sag tarafi da degerlendirmeye alinirsa

}ﬁ (t)

1 A
( a*+u + )(u) +{ (t)+ a (t) *+ uz}u +{—1+ :

‘dir. Boylece
5'(1)<-Cé(t)+p(t)

5(0)=6(T)

esitsizligi yazilabilir. Burada 0 < C; <min ,
1+ b*+A+Aa*

2 -~ 2) —l;*—ﬂ;*+2ﬂ,,3—2/1ﬂ2} v

p(t):{L+ & }fz(t)‘ dir.

2p 24,

Bu esitsizligi ¢6zmek i¢in diferansiyel esitsizliklerden yararlanilirsa

t
5(t)<6(0)e + J‘p(r)e_“‘(’_r)dr
0
esitsizligi yazilabilir. §(0)=4(T') sart1 denklemde dikkate alinirsa

5(t)< [1 —e ]71 jp(r)e_c‘(r_r)dr
0

oldugu goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar.
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4.2. Fark Semasinin Kurulmasi

(4.1)-(4.3) problemine fark yonteminin uygulanmasi i¢in
. T
@, :{tj =jr,j=12,...M -1t :ﬁ}

sebekesi ele alsin. Eger (4.1) de 7 =1, alimp bu noktadaki tiirevlerin degerleri sonlu

farklarla degistirilirse

u, +a(tf)u‘f,, +b(t)u; +R, = f; (4.7)

1

seklinde klasik bir bagint1 alinir. Burada
2-2 m Tz
R, :—[a(tj)zu (QHE”M)@)}’ 0, €(t,ntin)-0y€(t, 0t 1) (4.8)

dir. Simdi de (4.3) sartinin yaklagimina bakilirsa
2 3

1 T n z- m
u(ty, ) =u(t,)—tu (tM)+?u (tM)_Zu ()5 by Sy <ty

2 3
1 T n z- m
u(ty,,)=u(t,)+tu (tM)"‘?“ (tM)+Zu (1) 5 ty <, <ty

seklindeki Taylor agilimindan kolayca goriiliir ki,
2

' T " T m
U,y =u (IM)_EU (W)"’Zu (7,)

2
1 T " T m
U,=u (to)"'E” (to)"'zu (77,)

dir. (4.1) denklemindeki u"=—a(¢)u'-b(t)u+ f esitliginden

U, +§[—a(tM)uj'M —b(t, )u,, +fM]=u'(tM)+%u"'(771)

U, o _g[_a(to)“(; —b(t,)u, + fo] =u'(ty) +%u "(n,)

bulunur. Fonksiyonlarin periyodiklik sartlar1 géz 6niinde bulundurularak son iki baginti

tek esitlik altinda yazilirsa

2

T ! T m
U _5[_‘1@0)”0 —b(ty)u, +f0]_z” (n,) = U
2

T ! T m
+E[_a(tM)uM _b(tM)uM +fM]_€u (771)
elde edilir. Buradan

U,

U 7
7’"‘“(5\4 Wy by — fy _g[u "(17,)—u "'(771)] =0 (4.9)
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ifadesi yazilabilir.

2
u'(t,)=u, —%u"’(@), t, <Ot

— "M+l

oldugu biliniyor. Ayrica u, =u,,, ifadesi ele alinir ve w =u, ,, ikinci fark
tiirevi (4.9) denkleminde yerine yazilirsa
u, , + a(t,, )u?VM +b(t, uy,, +R,, = £, (4.10)
denklemi elde edilir. Burada

r? T
R, = —a(tM)Zu "(0) —g[u "(12,) —u"(np,)] (4.11)
dir. (4.7) ve (4.10) deki kalan terimler atilirsa (4.1)-(4.3) problemi i¢in
ﬁyzy;w,+a(tj)y?./+b(tj)yjzfj , 1 ew], (4.12)
Yo =V (4.13)
V1= Yy (4.14)

fark semas: elde edilir. (a): =0, U{t=T })

4.3. Yaklasik Coziimiin Hatasinin Degerlendirilmesi

Yaklasik ¢6zlimiin hatasinin degerlendirmesi i¢in asagidaki Lemma verilsin.
Lemma 4.3.1: O<a<a(t,)<a*, 0<pB<b(t,)<b* ve a-<a't)<a*<0,
b+ < b'(t,)< b*<0 olmak iizere yaklasik ¢oziimiin z=y—u hatas1 i¢cin asagidaki

degerlendirme dogrudur.

2 2 2 M s
2|+l #|5| <CYR[ tew, (4.15)
i=1
Burada ve sonraki kisimlarda C, C, (i=1,2,...), 7’ ya baglhh olmayan
sabitlerdir.

Ispat: z=y—u yaklasik ¢oziimiin hatasi olsun. y = z+u ifadesi (4.12)- (4.14)

fark denkleminde yerine yazilirsa

lz=z, +al(t))z, +b(t))z; =R, e, (4.16)
Z, =2z, 4.17)
2=z, (4.18)
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elde edilir. Burada R, = f; — (u, yaklasim hatas1 j=1,2,..., M —1 degerlerinde (4.8) ve
j=12,...,M degerlerinde ise (4.11) ile verilir.
Coziimiin degerlendirilmesi i¢in (4.16) esitliginin her iki tarafi A4 >0 reel

parametre olmak iizere z, ; + Az, ifadesiyle ¢arpilirsa

lz; (Zr,j + ’121) =R, (Zz,j + ’121)

0zdesliginden

z, 21 +/122;,ij +ajz?‘jz[,j +4a;z, /Z +b,z, ,z,+Ab, Z =z, R, + Az R, (4.19)
denklemi elde edilir. Buradaki

1 1

Z, %1, :E(Zij );,j +ETZ§’],,
lzﬂ 2= A (Zt’]. Z; );,j — lzij,
4, 7y =at-L(a,2), +Ta 2 -Taz

j?,/t’j JotJ TG, 4 it 4 J T,

hagz, 2= f[aj (2.+2)] _gam (= +Zfl)_§f (a2,). % .

A
Az,R; < l,uzzjz. +4—Rjz.
ifadeleri (4.19) denkleminde yerine yazilirsa

J<j+l

lz JtAz, z—zaz +/1a( |tz )—iz'az +1bz <Az’ -
2 4 JTtJ 4 I+ 4 2 L t,J

—

T A
——a z2 -Zt'a 27 +—bz +uz 4+—a<(22.+zz._) —b. 23— Abz} + A,z
4 t,j t,j t,j 2 JTtJ 17, 4 t,j J J 2 t,j 2

elde edilir. Ayrica denklemdeki

2 2
R T(alzt/)j

2
T, 2
Eb’z” = 2bj ]z +—(bjztj) x
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/U1Zz2,j = ﬂlzij + /JIT(th,j );’j
bagintilar1 da denklemde degerlendirilirse

1 = A, 7’ 2 Aa; b, A,
{(E‘Z“i‘]r aj+raj—?bj—,ulrsz+lzt,_/zj+ TJ“L?/ Zm T <
.

(ﬂ, —a; —Ea:_, ——z-za,", +§bj71 + ,uljzzj + (% a + %b;/ —Ab, + /Luz)zf + %at,‘]zfl

ifadesine ulagilir. Sagdaki ikinci terimin yarisi ii¢lincii terime eklenirse;

2 b

1 ¢ A T Aa, b,
{[E_Zaj_ZrzajJrTaj_?bj_ﬂlT zf’j+/12t,jzj+( 4’ +?’Jz?+l

T T 1(A 1
< (l—ajl ——a, ——1'a +5b_. 1 +#‘jzz° , +§[—at (+=b — b, +/1y2Jz_f

t,] 4 D 2
— ia, 4+£a< +lb. —Ab,_ + A, |2+ ELENEC e (4.20)
2 2 t,j 4 t,j-1 2 t,j-1 J J 4[u1 4qu J

seklinde bir esitsizlik elde edilir.

1 7 2 7’ Aa, b,
5(tj)=(§_zaj_Zfzajerj_7bf_'ulrjzt2,f+ﬂznjzj+£TJ+EJJZJZ'+1

Aa. (A 1 2
{ 4/ _E(Za”fﬁ t’j—,a,bjmﬂzﬂzj (4.21)

olacak sekilde bir sebeke fonksiyonu tanimlansin. &(z,)° nin alttan ve istten

degerlendirilmesi alinsin.
Oncelikle alttan degerlendirilirse

2
ot)= (l—ga*—%rza*+ra—%b*—,ulz'—l,u3]zij +(%+§)25+1

+ ﬂ—“—i—i(iaulz*—wmyzj 2 (4.22)
4 4y 2047 2 J

2 2

o, e qeus 2 . . .
esitsizligi bulunur. z;';, z;,,, z; ifadelerinin katsayilari
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1 T A 7’

A=——u, ——a*-=1*a*+ra ——b*—ur,
175 Hy 4 4 > H
A2:/1_OZ+£,

4 2
a=te A A Ve g

4 4u, 2\ 4 2

seklinde isimlendirilirse

5(t))2 Azl + Az + Az 2 Cy (2], + 2, +7))
denklemi yazilabilir. Burada C,=min{4,,4,,4,}>0 olmak iizere 7 dan bagimsiz

sabittir.

Benzer olarak &(¢;)’ nin istten degerlendirmesi yapilirsa

1 ¢ A 72 dla* b*
5(tj)S(E_Za_ZTZQ‘FTQ*—?,B—,UIT‘F/LUJZ,Z+( 1 +7)Z,2‘+1

%k — —
4+ 2 +i—5(ia*+lb*—,1b*+/1ﬂ2j 22 (4.23)
4 a4y 2040 2 J

ifadesi elde edilir. Buradaki z;, z2,, ve z; ifadelerinin katsayilari da

tLj? T+

1 A 7’

T
B =—+ A, ——a—-=t’a+ra*—— B - ur,
1Ty Hy 4 4 2/8 H
*  pk
Bzzﬂ,a +b_’
4 2

% — —
B3=la +i_£[£a*+lb*—ﬂb*+lﬂzj
4 a4y 24 2

olsun.
Ayrica (4.20)’ nin sag tarafi da tistten degerlendirilirse

T— A - T 1({A- 1-
N A-a——a—=1ra+=b*+yu |22 +—| Za*+=b*-AB+Au, |z’
( 4 4 2 ”lj b 2(4 2 p ”zj /

+l £5*+£5*+15*—ﬂﬂ+ﬂy2j22_1+ L+ A R’ (4.24)
2027 47 2 I VPRI b

. 2 2 .
dir. Burada da zf],, z; ve z;,’ nin Katsayilari

T— A L, T
D =a-A-u+—a+=1’a-——b*,
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1 A- 1-
D, =5(w—za*—5b*—ﬂu2j,

A 1-

D, :l(w—iz*——a*——b*—mj

2 4 4 2

seklinde adlandirilsin. Lemma 4.3.1° deki sartlar dahilinde yeteri kadar kiigiilk 7 i¢in

4. >0, D, >0, i=1,2,3 segilebilir. Bunun i¢in kolayca goriilebilir ki

1
E—AIL% >0,

ﬂ-“+£>0,
4 2

a—L>O,
Hs
a—A—u >0,

ﬂr 1
Ap——a*——b*—Au, >0,
p——a yA

AB—La*—Za*——pb*_ 1 >0
p——a a 5 i,

sartlarinin saglanmasi yeterlidir.

Bu esitsizlikler goz Oniine

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

alindiginda, A > 0oldugundan (4.26) her zaman

saglanir. x4, nin yeterince kiigiik se¢ilmesiyle ( Uy < ﬂ), (4.29) ve (4.30) saglanir.

Ayrica kolayca goriilebilir ki, A < %, 1 <y < i ve u, <a—A secimleriyle (4.25),
a

(4.27) ve (4.28) sartlar1 da saglanacaktir.

Boylece (4.20)’ den asagidaki esitsizlik yazilabilir:

2 2 2 _
0, <=Dyz —D,z; =Dz, +p; =

Baska bir deyisle
S, ==Co i tp
0, =90,

esitsizligi elde edilir. Burada C, = min {—1,&,&} >0 ve p, = (th

D, D

D
2 2 2 3 2
— Bz —Bzzj ——B3Zj_l +p;

Bl l;’j_BZ B3

D,

A JRJZ ’ dir.

B B, B, 4, 4u,

Elde edilen esitsizlige 2.3. Lemma uygulanirsa,
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5, <[1-exp(-CT)] {Tz|p,|exp }exp( cry)

+ri|pi|exp(—CltK7i ) K=12,,..M
i=1

esitsizligi bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

‘ ‘ <CTZ|R|

degerlendirmesine ulasilir ki bu da ispat1 tamamlar.

z ‘ /+1

t,j

Lemma 4.3.1° deki ifade genellestirilebilir. Bunun i¢in b(¢), a'(¢) ve b'(t)’ nin
isaretlerine konmus sartlar kaldirilsin. Yani
b.<b(t), a-<a'(t;)<a* ve b-<b'(t,)<b*
olsun. Bu sartlar dahilinde asagidaki uyar verilebilir.

Uyari 4.3.1: Asagidaki sartlar saglansin.

A 1=
Ab.—=2 y——b*>0.
0 4 X 5

Burada /4, <% ve ;(zmax(a*,?);*)’ dir. Bu sartlar dahilinde (4.15)

degerlendirmesi dogru olacaktir. Bu ifadenin dogrulugu 4.3.1 Lemma ’ daki ispata
benzer sekilde gosterilebilir.

Boylece alinan sonuglara bagli olarak soyle bir teorem verilebilir.
Teorem 4.3.1: u € C* olmak {izere Lemma 4.3.1> deki veya Uyar1 4.3.1 * deki
sartlar saglanirsa o zaman (4.12)- (4.14) fark probleminin @’ da (4.3)’ iin ¢6ziimiine

yakinsar ve yakinsama hizi i¢in asagidaki degerlendirme dogrudur.

|z

+|z| <. (4.31)

Z j+1

tj
Ispat: Bu degerlendirmenin ispat1 direkt olarak (4.15)’ den almabilir. Bunun
i¢in (4.15)’ in sag tarafinin O(z°) hizina sahip oldugunu géstermek yeterlidir. (4.8) ve

(4.11) dikkate alinirsa,

CrZ\R\eXp iy, <CrZa(t) u"'(9)+—u<4>(9)

2

+Cala(ty).—u"O)+[u"0) ~u"(1)] (4.32)
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yazilabilir.
u eC* oldugundan (4.31)’ in sagindaki her iki terimin de O(z*) hizina sahip

oldugu aciktir. Bdylece teorem ispatlanmis olur.
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5. SINGULER PERTURBE OLMUS PERiYODIK SINIR DEGER
PROBLEMI ICIN FARK SEMASI

Singiiler perturbe diferansiyel denklemler, miihendislik ve bilimsel
uygulamalarin ilgi alaninda olmustur. Bunlarin arasinda akigkanlar mekaniginin Navier-
Stokes denklemleri, likit kristal materyalleri ve kimyasal reaksiyonlarin matematiksel
modelleri, kontrol teorisi, elektrik aglari bulunmaktadir (O’ Malley, 1991; Nayfeh,
1993).

Matematiksel olarak bu tip problemler, en yiiksek mertebeli tiirev iceren
terimlerinin katsayilarin kiigiik bir & parametresi oldugu problemlerdir. &’ un kiiciik
degerleri icin ¢ok iyi biliniyor ki, bu tip problemleri ¢ézmek i¢in kullanilan standart
niimerik metotlar kararsizdir ve kesin ¢oziimii verme konusunda yetersizdir. Bu
nedenle, bu problemlere uygun niimerik metotlar1 (dogrulugu & parametresinin
degerine bagli olmayan) gelistirmek 6nemlidir.

Amiraliyev ve Duru (2003) periyodik sinir- deger probleminin niimerik ¢oziimii
icin diizgiin sebeke iizerinde, agirlik fonksiyonu igeren ve kalan terimleri integral
formda olan interpolasyon kuadratur formiilleri ve {stel baz fonksiyonunun
kullanilmasiyla olusan integral oOzdeslikleri metoduna dayanarak fark semasi
olusturmuslar ve &’ da diizgiin, birinci mertebeden diizglin yakinsak oldugunu
ispatlamiglardir. Daha sonra Cen (2010), benzer bir problem ele alarak yine diizgiin
sebeke tizerinde hibrid fark semas1 kurarak semanin kararliligini ispat etmistir.

Bu boliimde, singiiler perturbe periyodik sinir- deger probleminin dnce kesin
¢Oziimiiniin degerlendirmesi yapilmig, daha sonra iistel baz fonksiyonu ve integral
O0zdeslikler metodu yardimiyla fark semasit kurulmus, fark semasmin kararlilig:

incelenmis ve teorik sonuclar1 destekler nitelikte bir 6rnek sunulmustur.

LuEezu"Jrga(x)u'—b(x)u:f(x), O<x<l, (5.1)
u(O) :u(l), (5.2)

A
Louzu'(l)—u'(O)zz (5.3)

problemi ele alinsin. Burada ¢ > 0 kiiglik bir parametre, a(x) >a>0, b(x) >[>0 ve
f (x) verilmis fonksiyonlar ve A da belli bir sabittir. a(x), b(x) ve f (x) yeterince

diizgin ve a(0)=a(l), b(0)=b(/) ve f(0)=f(I) sartlanm saglayan periyodik
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fonksiyonlar olsun. (5.1)- (5.3) probleminin u ¢0ziimi genelde x=0 ve x=/

civarinda sinir katina sahiptir.

5.1. Diferansiyel Problem
Lemma 5.1.1 (Maksimum Prensibi): L ve L;,, (5.1)- (5.3) probleminde

tanimli diferansiyel operatorler ve v e C?[0,/] olsun. Eger, 0<x </ i¢in v(0)=0(/),
Lw>0 ve Lu<0 ise, biitin 0<x</ i¢in v(x)>0 olur.
Ispat: Hipotezin tersi kabul edilsin. Yani o(p,)<0 olacak sekilde

x = p, €[0,/] noktast var olsun. p, €[0,/] noktasi da v(p,)= r%;u[?u(x) olacak sekilde

secilsin. p, minimum oldugundan x=p, noktasinda , v'(p,)=0 ve v"(p,)=0
olacaktir. Boylece,

Lo(p)=¢v"(p)+ea(p)v'(p)-b(p)v(p)>0

bulunur. Bu durum hipotezle celisir. Bu durumda o(x) minimum degerini x =0
noktasinda alir. Yani,

o(0) =mino(x). (0(0) =0 (1)

olur. Bu durumda »'(0) >0 bulunur. Diger yandan Lo >0 sartindan

Lou:u'(l)—u'(o)zgzu'(l)Zu'(0)+§20:>u'(l)Zu'(O)zo

yazilabilir. Bu durumda U(x) fonksiyonu [O,l] araliginda artan bir fonksiyondur.

Dolayisiyla v(x) fonksiyonu minimumunu p, €(0,/) gibi bir noktada almalidir ki
yukarida gosterildigi gibi bu miimkiin degildir.
Lemma 5.1.2: Eger a,b, / € C[0,/] ise, (5.1)- (5.3) probleminin u(x) ¢dziimii

[ < B~ 171+ B4 (5:4)

, B=c,’ coth(%’lj, c,=a + (a*)2+4ﬂ ,

esitsizligini saglar. Burada |u] = max ‘u(x)
a’ = rf(l)%]xa(x) > dir.
Ispat: Lemmanin ispati igin &ncelikle W, (x) =p" |f| +|A|a)(x)iu(x)

yardimci fonksiyonu ele alinsin. Burada,
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) ¢, (2x—1)
efc’o%g B e—éu(l—x%g cosh (45

*0)= co(l—e%j ) cosinh(colj

dg

fonksiyonudur. Kolayca gosterilebilir ki

v.(0)=¥.())

¥ (1)-¥", (0) |g|i§20
LY, (x) - ia)(x)[cé ~2a(x)c, tanh [Z—g _ 4b(x)}

S—a)(x)(cg -2d’c, —4,3)

ifadeleri dogrudur. Buradan LY, (x) <0 elde edilir. Maksimum prensibinden dolay1
x€[0.1] igin ¥, (x)>0 bulunmus olur. O halde
Y, (x)=B7"|f]+|4o(x)2u(x)=0
ju(x)[< 71|+ 4 eo(x)
yazilabilir. Bu durumda ¢ <1 i¢in @(x)<c, " coth (%’lj olacagindan (5.4) esitsizligi
elde edilmis olur.

Lemma 5.1.3: (5.1)- (5.3) problemi i¢in a € C'[0,/] ve b, f € C[0,/] olsun. Bu

durumda (5.1)- (5.3) probleminin ¢dziimiiniin «'(x) tiirevi i¢in

C
Hu'(x)” <— (5.5)
g
degerlendirmesi dogrudur.
Ispat:
5 Ja(eyae
u(x)=e 0 U(x) (5.6)
doniigiimii verilsin. Bu doniisiim altinda (5.1) denklemi
2 ' L a(eyae
go'-| 2 ix) - “’2(") +b(x)}) = f(x)e™ (5.7)

formuna doniisiir. (5.4) ve (5.6) denklemlerinden
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ij-a(fj)dé
p(x)|<Ce™  L0<x<I (5.8)

esitsizligi elde edilir. Boylece (5.7) denkleminden

lx

E.‘.a(f)dé‘
o"(x)[<Ce?e™  0<x<I (5.9)
sonucuna ulagilir.
Simdi de ‘u'(O)‘ degerlendirmesi verilsin. Burada herhangi g e C*[0,/]

fonksiyonu icin gegerli olan
g'(x)=glay.a]- I K,(t,x)g"(t)dt, a,<x<g (5.10)

esitligi ele almsin. Buradaki g[e,, o, ] bolinmiis farki ile K, (#,x) fonksiyonu

]_g(al)—g(ao)

g[a0’a1 =
a, —

9

K, (t,x) =T, (t—x)~(a,~a,)  (t-a,),

Ve

I, 1=20
T, =
0, 1<0

esitlikleriyle ifade edilir. (5.10) esitliginde g(x) = z)(x), x=0, ,=0, a, =& alinirsa

o(e)-v

lgt

(o)

o'—.m

<& (jo(&)|-Jo(0 )+j1 (1-&7'0)lo" ()]
0

<Cg!

bulunur. Ayrica (5.6) esitliginden tlirev alinirsa



olacagindan u'(0)=0'(0)- ZL a(0)v(0) yazilabilir. Buradan
&

[u'(0)|<Ce™ (5.11)
elde edilir. Simdi de (5.1) denklemi
u'tela(x)u'=g [f x)u]

seklinde diizenlenirse denklemin u '(x) ¢Oziimii i¢in

,ga(g)dg zx ”J.
u'(x):u'(O)e 0 +&” J[f ]e

0

esitligi yazilabilir. O halde

Jale)as x -Su(g)dg x —{a(g)dg
S‘u'(O)‘e 0 +g‘2Hf(r)‘e 0 dr+g‘zjb(r)‘u(r)}e { dr
0
degerlendirmesi dogrudur. Boylece (5.4) ve (5.11) denklemlerinden

()] <&

esitsizligine ulasilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 5.1.4: Eger a,b, f € C'[0,!] ise esitsizlik

cpX a(I-x)
‘u( )‘<C{l+l(e ‘e J}, 0<x<l!
£

haline doniisiir. Bu esitsizlikte

=5 (\Ja (0)+4b(0) +a(0)).
G :%( @ (1) + (1) ~a(1))

sabitleridir.
Simdi de periyodik siir de§er probleminin kesin ¢0ziimiiniin incelenmesi
tizerine bir ornek verilsin.

Ornek 5.1.1;

2
sgu"+eu'-u=0,
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problemi ele alinsin. Bu problemin kesin ¢dziimii

e(’“ﬁ)/zg = ) |:(e—«/§(1—X)/€ _ 1) e_(1+J§)x/zg + (e'“/gx/g - 1) e(l_ﬁ)(]_x)/zg}

. (x)= AT

seklindedir. Problemin x=0 ve x=1 civarinda iki smr kati vardir. Bunun

gostergelerinden biri de tekrarli limitlerinin birbirine esit olmamasidir:

5 lim () fim i () =0,

75 = iy i, (<) i iy 3) <.

Ayrica fonksiyonun

’ L) V541 V51 e | 5)e2e
us (-x) = \/g(e(_m/?)/zg _1)(6—(1+«/§)/25 _1) |:( 28 + 28 e Je

2& 2&

(1 f \/7+1 (x/g] 1v/25:|

tiirevinin &’ un kiigiik degerlerinde x =0 ve x =1 noktalarinda sinirsiz oldugu goriiliir:

lim ‘u ‘ =00,
e—-0"
lim ‘u ‘ 0.
0"

5.2. Fark Semasinin Kurulmasi

Fark semasinin kurulmasi i¢in, [0, l ] araliginda taniml1
w, ={x,=ih, i=1,2,.,N-1; Nh=1}, @,=w,U{x=0,l} dizgin sebeke olsun.

Oncelikle
2 jLugp, x)dx =y, "'h j (x), (x)dx, i=1,2,..,N -1 (5.12)

integral 6zdesligi ele alinsin. Buradaki
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€ e
i _ ol = ¢i(1) (X), X, <x<x,
e—ﬂz (%34 —x) 05 (% -x) o
@ (x) B ot _ gl = (x) , X <X<X.,
0’ X e (‘xi—l’le)

fonksiyonu bir iistel baz fonksiyonu ve

A, =056 (al. ++Ja] +4b, ), A, =05¢" (al. —\Ja’ +4b, ),

1 3
= 2h (/?1’ /12’;1) p sinh(ﬂthsinh(ﬂth
At sinh[(ll’i _ z’i) ]

olup, g herhangi bir fonksiyon olmak iizere g, = g(x.)’ dir.

Burada belirtilmelidir ki, (pi(l) (x) ve (oi(z) (x) fonksiyonlar1 asagidaki sinir-
deger problemlerinin ¢éztimiidiir.
gp"—eap'-bp=0, x_<x<x, ¢(x,)=0, o(x)=1,
gp"—eap'-bp=0, x,<x<x,, ¢(x)=1 o(x,)=0.

(5.12) bagintis1 yeniden diizenlenirse i =1,2,..., N —1 i¢in

' {hj ol (<) (x)ds ea” [ (' (x)es

i1 i1

_bl.h‘lxir " (x)u(x)dx} ~f-R (5.13)

i-1

elde edilir. Burada kalan terim

R = ;(i_lgh_lx]t] I:a(x)—ai]goi (x)u'()c)dij;(i_lh_l)Tl [bl. —b(x)] o, (x)u(x)dx

i1 =

+x, 0! j [ £ 1 (x)]e (x)dx (5.14)
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ifadesidir.
(5.13) bagmtisinin  sol tarafina kuadratur formiilleri uygulanip

diizenlemeler yapilirsa

—&'h! _r o (x)u'(x)dx+eah™ J'l @ (x)u'(x)dx—bh™ Jﬂ @, (x)u(x)dx

i1 Xi

=g’ {1 +0.5he'a, (;(2,[ — X ) —0.5h&°h, (ﬂz,,- -1, )} U,
+éa; (Zi - gilaiilbi/ui )uo —bu,

esitligi elde edilir. Esitlikteki katsayilar ve fark tiirevleri

X,

=i [ o (v g, =17 [ 0 (x)a.

X1

Xisl

w,=h" I (x—xl.)(ol.(l) (x)dx, w,,=h" (x—xl.)(ol.(z) (x)dkx,

=

gerekli

My =y T
u = Ui — Y, U = U, —u;, u. = Ui U u. = Ui _2”i tu
Yoo Y h T e 2n 7™ K
esitlikleriyle verilir. Basit islemler sonucu
cosh {(ﬂ“ Y ) h]
2
1+0.5h ™ a, ( ,, = 21,) —0.5h& b, (11, — 11, ) = 0.5k (A, = 2, )
sinh [(ﬂ“ ) h}
2
A+ A, )h
X e —'bﬂ (21’ _lz’i)smh{(l"lzb)J
¢ a4 =
e P

sonuclar elde edilir.

(5.13) denkleminden

1,077 xx,i

lu, = &6, u,,, +€ab,u, —bu,=f,—R, i=12,.,N-1

elde edilir. Buradaki 6,; ve 6, katsayilari

h? W/ A h
o91i=—b’h2 1+ coth At coth| =2
’ 4e 2 2
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0, =~ b [Coth(ﬂ1 h]+coth(l2 hn
’ 2a,6 2 2

olarak bulunur.

(5.3) sinir- sartinin yaklagimina bakmak igin

S (), (x) dx

0zdesligi géz oniine alinsin. Burada

o'—-.~

1
ILu(pO (x)dx =
0

e_/i/z,n(xl_x) _ e_/il,O(xl _X)

e*AZ.Oh _ e*/{mh = ¢0(2) (x) ’ xXe (‘xO’xl ):
Ay (x=xy) _ Ay (¥=xy.1)
Dy (x) =15 o _:zmh = (/’N(l) (x), X e (fopr ):
0, x (X0, x ) U (x4, Xy)

iistel baz fonksiyonudur. Yukarida yapilan islemlere benzer sekilde

]l(gzu"jtgaou —bou)¢o(2)(x)dx+ xf U sau'- bNu)(pN()( )dx

Xo AN-1

= As—¢&* {l—aN I o\ (x)dx +bye f (x—xy )" (x)dx}ux’N

XN-1 XN-1

+e {1 +a,e .[ 9,7 (x)dx —bye™ I xp, 7 (x) dx} U,

bo[]lgpo( ( dx}"o [I (DN J
=Adg-¢&’ (jﬂqjh__lezﬁw)hh N TE i/thih_ /I?Oh 0
b (1= )= A (1=e )]
_ S U,
R )
N _

sonucuna ulasilir. Periyodiklik sart1 da dikkate alinirsa, (5.18) formundan
& (QéN)uf,N - Héo)ux’o ) +bykyuty = —K, [, + Ac —r

denklemine ulagilir. Buradaki 90(0), HéN) ve k, katsayilari ile » kalan terimi
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R T ) = géo)e_(ﬂl_/b)h’ ﬂ'l = ﬂ1,0’ 22 = ]“2,09 (5.20)

S e e -
,,:_gi[a(x)_a(o)]%w(x)uv(x)dx-gjl[a(x)—a(z)]qu“)(x)u'(X)dx
+:j:|:b(x)_b(0):|goo(2)(x)u(x)derj][b(x)_b(l)](ozv(l)(x)”(x)dx
+:f;[f(X)—f(0)]%(2’(X)d“x?[f(x)‘f(’)]‘”fv(l)(x)dx 22

seklinde bulunur. (5.15) ve (5.19) kullanilarak (5.1)- (5.3) problemi i¢in asagidaki fark

semas1 yazilabilir:

ly=&0y. +eab,y, —-by=f, xecaw, (5.23)
»(0)=x(1), (5.24)
oy =60y, =0y, )+ by, =—x, f, + Ae. (5.25)

Buradaki 6,, 6,, 6", 6") ve «, ifadeleri sirasiyla (5.16), (5.17), (5.20) ve (5.21)

denklemleriyle verilmistir.

5.3. Fark Semasinin Yakinsakhg:
Oncelikle (5.23)- (5.25) semast i¢in kurulan ayrik maksimum prensibi ile ilgili
bir lemma verilsin.

Lemma 5.3.1: Eger w,’ da /v <0 olacak sekilde @, lizerinde tanimli herhangi
bir sebeke fonksiyonu v ve v(0)=v(/), v >0 ise her x €@, igin v(x)>0" dir.
Hata fonksiyonu z, = y, —u, olarak tanimlansin. Burada y, (5.23)- (5.25)’ in, u,

1

de (5.1)- (5.3)’ iin x, sebeke noktasindaki ¢6ziimiidiir. Bu durumda z, hatasi i¢in

lz.=R, i=12,.,N-1 (5.26)
Zy=Zy (5.27)
liz=r (5.28)

34



seklinde bir sistem yazilabilir. Buradaki R, ve r ifadeleri, sirasiyla (5.14) ve (5.22) ile
tanimlanan kesme hatalaridir.

Lemma 5.3.2: (5.26) probleminin z, ¢6ziimil igin
el <87 IRl +(B50) " I (5.29)

esitsizligi dogrudur. Burada, herhangi g sebeke fonksiyonu i¢in ||g

:max|gl.| ve

@y 0<i<N

> dir.

= max |gl.

@y I<i<N-1

|l

Ispat: ¥ =4z +p" ||R||w,,+('3K0) |r| seklinde bir fonksiyon almsmn. Bu
durumda, ¥, =¥, (,\¥;>0 ve (¥ <0,i=12,.,N-1 elde edilir. Dolayisiyla
5.3.1. Lemma’ dan ‘PfZO, i=0,1,...,N elde edilir ki bu da (5.29) esitsizligini
gercekler.

Simdi de bu lemmalardan yola ¢ikilarak asagidaki teorem verilsin:

Teorem 5.3.3: a,b,feC'[0,/] olsun. Bu durumda, (5.23)- (5.25) fark
semasinin hatasi, 0 <i< N igin
|y, —u,|<Ch (5.30)
esitsizligi gerceklenir.

Ispat: R ve r’ nin agik ifadeleri ve (5.4), (5.5) degerlendirmeleri goz 6niinde

bulundurularak

%

<Ch, «,' |r| <Ch

esitsizliklerine ulasilir. z, =y, —u, oldugu da goz oOniine alinirsa (5.29)° dan ispat

tamamlanmis olur.

5.4. Algoritma ve Niimerik Sonuclar

(5.23)- (5.25) fark semasi1 asagidaki gibi yeniden yazilabilir:

Ayy=Cy +By,=-F, (5.31)
A4y, ,—Cy,+By,=-F, i=23,.,N-], (5.32)
Ay vy —Cyyy +Byy, =—Fy. (5.33)

Burada verilen katsayilar, i =1,2,..., N —1 i¢in

£0, €ab,
4 =00 20
h 2h

9
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B = ,
' h? 2h
266,
C = pE +b,,
F=-1,
829(N)
A, =B, = ho ,
2 (0
Cy i + 86;;) +b,k,,
Fy=-xK,f,+€4
ifadeleridir.

(5.31)- (5.33) sistemi son derece hizli sonu¢ veren asagidaki faktorizasyon
islemleriyle ¢oziilebilir:

D =CuDint B 4 =G Vi, I=N=2,..1

Bl E AI

(04 =, =—, =—,

2 C Je C 7> C

o =D g JEFAR AV 53 N
Ci - Aiai Ci - Azai Ci -4,

1 1
L=Pys Ay =ay Ty,
b= ai+1pi+1 + i 4 = aHIQHI +7/i+1’ = N—2,...,1;

By tay.p
b
l—ay 4, +7yva

Yy =

yi=p+yyq, i=L2,.,N-1.
Verilenlerden yola ¢ikilarak i=1,2,..,N -1 i¢in 4, >0, B,>0 ve C, > 4 + B,
oldugu aciktir. Sonug olarak faktorizasyon algoritmasiyla tanimli sistem kararhdir.

Simdi de, fark metodunun performansini test etmek i¢in asagidaki 6rnek verilsin:

Ornek 5.4.1:
gu"+ 2g(sm(27zx +1. 5 (6 75—sin’ 27rx)—27zgcos(27zx))u = f(x), 0<x<lI

<
—~~
e
~
Il
<
—~
—_
~
<
—~
—
~
|
<
—
e
~
Il

6
&

problemi verilsin ve buradaki f (x) fonksiyonu da
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f(x)=-2(ex)’ cos(27x) - 27 (sin (27x) +1.5)sin (27x)

olarak verilsin.

+ (6.75 —sin® (277x) - 27 cos (272')6)) sin” (27x)

Bu problemin kesin ¢6ziimii su sekilde verilebilir:

27

cos(ch)—l

u(x)= COSh(3

=

&

3(l—x)

e 2¢ sinh (M] +e ?¢ sinh

(%ﬂ _sin® (x).

Bu problemin ¢éziimii olan u (x) fonksiyonu x =0 ve x =1 noktalarinda siir

katina sahiptir.

Ayrik maksimum normda semanin hatasi dl¢iilmiis ve yukarida belirtilmis olan

teorik sonuglara uyan, bilgisayar hesaplamalariyla bulunmus, & ve 4’ a bagl bazi hata

degerleri asagidaki ¢izelgede verilmistir(Amiraliyev ve Duru, 2003).

Cizelge 5.4.1. Ornek 5.4.1.” in & ve h degerlerine gore hata degerlendirmesi

h

0.2

0.1

0.05

0.025

107

1.4233015E-1

3.3088368E-2

5.6477602E-3

1.4869754E-3

107

1.4277605E-1

3.6161881E-2

9.6248801E-3

2.4341758E-3

10°

1.4277844E-1

3.6190730E-2

9.6629675E-3

2.4744089E-3

10°°

1.4277850E-1

3.6191028E-2

9.6633251E-3

2.4748261E-3

Cizelgeden de anlagilacagi gibi, ¢ parametresi kii¢iildiikge yaklasik ¢oziim ile

kesin ¢0ziim arasindaki farkin arttigr goriilmektedir. biiyiimektedir. 4’

degerleri i¢in de | y— u| hatas1 azalmaktadir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢alisma, fen ve miihendislik alaninda siklikla karsilasilan problem tiplerinden
olan II. mertebe periyodik smir- deger problemlerinin niimerik ¢6ziimii {lizerinde
durmustur. Farkli modellerdeki denklem tipleri iizerinde c¢alisilmis ve bu modellere
sonlu farklar metodu uygulanarak yakinsak fark semalar1 kurulmasi ve bu sayede kesin
¢Oziime oldukca yakin niimerik sonuglar elde edilmesi hedeflenmistir.

Gerek daha klasik olan sabit ve degisken katsayili denklemlere, gerekse
¢ozlimiin sir katlarinda hizli, diger yerlerde ise diizenli ve yavas degistigi singiiler
perturbe problemlere uygun niimerik sonuglar verecek fark ydntemleri uygulamak
diizglin sonuclar elde edilmesi bakimindan biiylik 6nem arz etmektedir. Bu ¢alismada
da, bu durum saglanmaya calisilmis ve olumlu yonde teorik sonuglar elde edilmis ve
singiiler perturbe problem i¢in bu sonuglari destekleyecek sayisal bir 6rnek verilmistir.

II. mertebe periyodik sinir- deger problemin incelendigi bu ¢alismanin, adi ve
kismi diferansiyel denklemlerin farkli modelleri iizerinde g¢alisilarak genisletilebilir,
benzer modellere farkli yontemler uygulanilarak teorik ve pratik anlamda daha iyi
sonuglar aliabilecek yontemler {izerinde arastirma yapilip farkli alanlarda kullanilmak
tizere faydali veriler elde edilebilir. Bu tip yontem arastirmalari, matematigin bu
alaniyla ozellikle yakindan alakali olan fen, miihendislik ve tip alanlarindaki birgok

problemin ¢oziimiine katki saglayacagindan 6nemlidir.
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