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BIRINCi MERTEBEDEN GECIKMELI DIFERANSIYEL DENKLEMLER
VE NUMERIK COZUMLERI

OZET

Bu caligmanin amaci birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerin
¢ozlimlerini incelemektir. Caligmada sapmali diferansiyel denklemin 6zel bir hali olan,
lineer ve sabit katsayili birinci mertebe gecikmeli diferansiyel denklemlerden
bahsedilip, bu baslangi¢g-deger problemine uygun ¢oziimiin nasil elde edilebilecegi
anlatildi. Daha sonra Laplace dontisiimiinden faydalanilarak bulunan bu g¢6ziimlerin
biiylime mertebeleri tespit edildi. Son olarak da birinci mertebeden gecikmeli

diferansiyel bir problem ele alinip ¢oziildii.

Anahtar Kelimeler: Gecikmeli diferansiyel denklem, Lineerlik, Laplace

doniistimii, Problemin kesin ¢6ziimii, Biiyiime mertebesi.



FIRST ORDER DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS
AND NUMERICAL SOLUTIONS

ABSTRACT

The aim of the study is to investigate the solution for the first-order delay
differential equations. In this study the expedient solution of the initial-value problem
for linear first order delay differential equation is investigated and considered methods
for its finding. Further the order of growth of Laplace transformation solution

determined. Finally, one particular problem has been solved and analyzed.

Keywords: Delay differential equation, Laplace transformation, Linearity, The

exact solution of the problem, Order of growth.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LiSTESI

SEMBOLLER

c* : k. mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlarin kiimesi
f ®) : f fonksiyonun k. mertebeden tiirevi

& (u) : Lineer operator

Re(s) : § kompleks sayisinin reel kismi

t : Dereceli zaman

u(t) : Problemin kesin ¢oziimii

Wisees W, : Gecikme sabitleri

€ : Parametre



1. GIRIS

Birinci mertebeden lineer gecikmeli diferansiyel denklemler bir¢ok alanda
kullanilmaktadir. Optik iki durumlu aygit ¢aligmasinda Dertsine ve ark. (1982) ile
fizyolojik prosesler veya rahatsizliklar i¢in modellerin bir tiirtinde Mackey ve Glass
(1977) insan g6zbebeginin 1518a refleksini isimlendirmede ve belirlemede béyle bir
problemle ugragstilar. Amiraliyev ve Erdogan (2007) , gecikmeli diferansiyel denklemler
icin diizglin niimerik metodu ele almiglardir. Tian (2002; 2003; 2004) ¢alismasinda
siirlt gecikmeli diferansiyel denklemleri incelemistir. Bellman ve Cooke (1963) ,
diferansiyel fark denklemlerini ortaya koymuslardir. Driver (1977) , adi ve gecikmeli
diferansiyel denklemleri genisletmistir. Doolan ve ark. (1980) , baslangic ve sir
katlarindaki problemler ig¢in diizgiin niimerik metotlar1 ele almislardir. Hale ve
Sternberg (1988) , gecikmeli denklemlerde kaosu incelemislerdir. Chow ve ark. (1992) ,
gecikmeli denklemlerde dalga boylariyla ilgilenmislerdir. In’t Hout (1992;1997) ,
gecikmeli diferansiyel denklemler ig¢in bazi metotlar1 ele almiglardir. Bellen ve Maset
(2000) , Cauchy problemleri i¢in gecikmeli diferansiyel denklemleri incelemislerdir.
Maset (2003) , bu konuda 6zel niimerik bazi ¢6ztimleri ele almigtir.

Bu ¢alismada sabit katsayil1 lineer gecikmeli diferansiyel denklemin ¢6ziimii ile
ilgili temel bilgiler verilip, baz1 varlik ve teklik teoremleri ifade edilerek bu tip
denklemlerin Laplace doniisiimii ile ¢oziimii ele alinacaktir.

Calismamiz sekiz boliimden olugsmaktadir.

Birinci béliimde konuya giris yapilmustir.

Ikinci boliimde tezde kullanilacak olan genel bilgilerden bahsedilmis ve drnekle
pekistirilmistir.

Uglincii boliimde gecikmeli, nétr tip, advaced (ileri) tip denklemler anlatilip,
bununla ilgili varlik-teklik teoremine yer verilmistir.

Dordiincti  bolimde birinci mertebeden lineer sabit katsayili gecikmeli
diferansiyel denklemler igin tistel ¢6ziimler anlatilip, teorem ve tamimlarla
desteklenmistir.

Besinci boliimde bulunan bu ¢6ziimlerin biiylime mertebeleri anlatilmistir.

Altinc1 boliimde Laplace doniistimii ¢ziimiinden bahsedilmistir.

Yedinci bélimde elde edilen sonuglar degerlendirilmistir.

Sekizinci bolimde ise kaynaklar bildirilmistir.
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Bu caligmamizda sapmali diferansiyel denklemin 6zel bir hali olan sabit
katsayili lineer gecikmeli diferansiyel denklemin ¢6ziimii ile ilgili temel bilgiler verilip,
bazi varlik ve teklik teoremleri ifade edilerek bu tip denklemlerin Laplace doniisiimii ile
¢Ozlimii ele alinacaktir.

Burada bahsedilen gecikmeli diferansiyel denklem bir bilinmeyenli fonksiyon ve

onun tiirevlerinin (farkl sabitlerdeki degerlerini igeren) oldugu denklemdir.

Ornegin;

u (t)—u (1=1)+u(t)=0 (1.1)
u () -u(t-1)-u(t-2)=0 (12)
u (t)—2u(t)+u (t-1)-2u(r-1)=¢". (1.3)

Tezde u tek degiskenli bir fonksiyon olarak ele alinacaktir. Dolayisiyla ortaya
cikan tiirevler kismi tiirev degil, adi tiirev olacaktir. (1.1) denklemi tiirev anlaminda 2.
mertebeden, fark anlaminda 1. mertebeden bir denklemdir fakat (1.2) denklemi tiirev

anlaminda 1. mertebeden, fark anlaminda 2. mertebeden bir denklemdir.



2. GENEL BILGILER

Bu béliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak konuyla ilgili bazi tanimlara
yer verilecektir.

Tammm 2.1: Baz fiziksel sistemlerde siirecin degisim hizi sistemin o andaki
durumuna degil, ge¢cmisteki ve gelecekteki durumuna da bagli olabiliyor. Bu tip
stiregleri ifade eden diferansiyel denklemlerde aranan fonksiyon ve onun tiirevleri
argiimanin degisik degerleri seklinde veriliyor. Bu tip denklemlere sapmal1 diferansiyel
denklemler denir.

Tanmm 2.2: ¢ <t <t, agik aralifinda k. mertebeden siirekli tiirevlere sahip tiim
reel degerli fonksiyonlarin kiimesi C* (tl,tz) ile gosterilir. Eger f, bu kiimenin eleman
ise feC*(1.,) ya da (t.,t,) tzerinde feC* yazlabilir. feC*(t,1,)

f eC*(t,) yazlabilir.
Ornegin; C° (O, w), O<t<w araligindaki stirekli reel fonksiyonlar igin
(6.6, ], [tt,). (1.1,] gibi agik olmayan araliklarda da verilebilir.

Tamm 2.3: feC*(1,t,); f,t de sagdan k. mertebeden tiireve sahip,
f ® (1), t, <t <t, arahfinda tammli ve bu degerler ¢ ’de siirekli ise, feC* [tl,t2)
olur. feC*(t,t,); f, 1’ de soldan k. mertebeden tireve sahip, /™ (r), r, <z <t

araliginda tammli ve bu degerler #, noktasinda siirekli ise, f € C*(#,1,] olur.
Tiirev mertebesi n, fark mertebesi m olan bir denklemin genel formu
F ()0t =W, ti(E =W, )1 ()2 (= W), (= W))ss i (0),
u® (t—wl),...,u(")(t— w,)) =
seklindedir. Burada F, 1+(m+1)(n+1) degiskenli bir fonksiyon, w,,...,w, gecikme

@.1)

sabitidir. Ayrica, F ve u reel degiskenli reel fonksiyonlar, w,,...,w, ise reel sayilardir.

Tezde bu denklemin reel ¢oziimleri ile ilgilenilecektir.
(2.1) formundaki lineer denklem ele alinsin:

n

f a, (6)u¥ (t-w) =1 () . 2.2)

i=0 j=0

Burada m, n pozitif tam sayilar, 0=w, <w, <..<w,. f(t) ve (m+1)(n+1) tane
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a; (t) fonksiyonlar1 t’ nin reel bir aralifinda tanimlidir. Fakat tezimizde sabit katsayili

lineer denklem ile ¢alisilacak.

f n au (t-w) = 1 (t) 2.3)
i=0 j=0
tipindeki denklemlerin genel formu
au (t)+au (- w)+byu(t)+bu(t-w)=1(¢) 2.4)
seklindedir.

Bu tip denklemler genel formun tiim 6zelliklerini sergiler fakat daha sonraki

denklemlerin baz1 detaylarim1  igermez. Yukaridaki gecikmeli diferansiyel
denklemlerden herhangi biri ile u(t) bulunabilir.

Ornegin;

u(r)= (r-1) 2+

" (2.5)
fonksiyonu (1.3) denkleminin bir ¢6ziimiidiir.

Her zaman (2.5) denklemi seklinde bir ¢6ziim elde etmek uygun olmaz. Uygun
olsa bile, bu tip agik ¢6ziim ifadeleri ¢6ziim hakkindaki belirli sorular1 cevaplamada
yetersiz kalabilir. Béyle durumlarda bazi analitik yontemlerle 6zel sorular1 ¢ozmek
miimkiindiir. Bu, gecikmeli denklemlerde de aynidir. Aslinda diferansiyel denklemlerle
gecikmeli diferansiyel denklemler arasinda yakin bir benzerlik vardir. Calismamizda
diferansiyel denklemlerde kullamilan yontemlerin gecikmeli diferansiyel denklemlere
uygulanabilecegi gosterilecek.

Sabit katsayili lineer homojen diferansiyel denklemin her ¢oziimii, sonlu
sayidaki 6zel ¢oziimiin bir lineer kombinasyonu seklinde yazilabilmektedir. Buradan
yola ¢ikarak, ¢oziimiin herhangi bir noktadaki degeri, ¢oziimiin kararlilig1 ve asimptotik
ozellikleri yardimiyla tahmin edilebilir. Sabit katsayili lineer homojen gecikmeli
diferansiyel denklemin ¢dziimleri de benzer sekilde 6zel ¢oziimlerin toplami seklinde
yazilabilir. Fakat transandantal yontemlerle bulunmasi gereken 6zel durumlar da vardir.

Pratikte cogu problem asagidaki teknikler kullanilarak ¢oziilebilir:

a) Baslangic deger probleminin dogru (tam) formiilasyonu

b) Belirli noktalarda ¢6ziimiin hesaplanmasi

¢) Bir ¢ozlimiin 6zel ¢6ziimlerin toplami olarak yazilabilmesi

d) Bir ¢6ziimiin belirli integraller ile ifade edebilmesi

e) Coziimlerin asimptotik davraniglar:
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f) Coziimlerin kararlilig:.
Ornekler:
(2.4) basit denkleminin teorisine giris yapmadan 6nce 6zel formdaki gecikmeli

diferansiyel denklem ¢6ziilsiin ve temel 6zellikleri ortaya koyulsun.
u (t)=u(r-1) (2.6)
denklemi ele alinsin.

t >0 igin siirekli ve #>1 i¢in bu denklemin ¢dziimii olan bir u(t) fonksiyonu

arastirilsin.

u(t) fonksiyonunun, boyu 1 olan araliktaki keyfi, siirekli bir fonksiyona esit

olabilecegini gérmek kolaydir. Bu yapildiktan sonra, (2.6) denkleminin ¢dziimii ¢’ nin
daha genis degerleri igin bulunur.

Omnegin; 0<¢<1 igin u(t) =1 olsun. Bu durumda eger (2.6) denklemi #>1 igin
saglamyorsa, 1< <2 icin u (t) degerleri bulunur. u(t), t =1’ de stirekli oldugundan
1<t <2 i¢in bu degerler u (t) > yi belirler. Aslinda

u(t)=r=1+(r-1), 1<r<2

oldugu gortilebilir.

u(t) fonksiyonu 1<#<2 i¢in bilindikten sonra, simdi (2.6) denkleminden

2<t<3icin u (t) bulunur. Yani

2
u(t)=1+(t—1)+(t_Tz), r<r<3.

u(t) fonksiyonunu bir araliktan digerine genisleterek istenilen yere kadar ilerlenebilir.

Bu sekilde devam edilirse

N Y

u(,)=zo(’ j{) , NSt<N+L,N=0,12,... 2.7)
- !

elde edilir.

(2.6) denklemi, u(¢)’ nin #>1 igin siirekli oldugunu gosterir. u (¢)° nin
t =1’ deki baslangig siireksizligi (2.6) denklemi ile diizeltilir.
Yukaridaki 6rnek, gecikmeli fark denklemlerini incelemek i¢in mevcut olan

temel yontemlerden birini ifade eder. Bu y6ntem, denklemin herhangi bir ¢6ziimiiniin

oldugunu ve bu ¢oziimiin asil ¢6ziimlerini hesaplamasi siirecini ortaya koyar. Benzer
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yontem geri yonde genisleyen araliklardaki c¢oziimler i¢in de kullanilabilir. Verilen
ornek ayni zamanda gecikmeli diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin genis bir araliga
sahip oldugunu gosterir. Belli bir ¢ aralifindaki degerleri bilinen gecikmeli diferansiyel
denklemin ¢6ziimii {izerindeki bu kosullara sinir kogullar1 denir. (2.6) denklemi igin

sinir kosulu
u(t)=g(t), 0<r<1 (2.8)

seklindedir. g(t) Oonceden belirlenmis, reel degerli, stirekli fonksiyondur. ¢’ nin
baslangi¢ araligindaki u(t) degeri, yani (2.8) tipindeki sinir kosulu aym1 zamanda

baslangi¢ kosulu olarak adlandirilir. Elbette ki (2.6) denkleminin ¢oziimleri {izerine
diger sinir kosullar1 da konulabilir.

Simdi (2.8) kosuluna benzer baslangi¢ kosullar1 yazilsin:
u (t)=u(t-1)+2u (t-1). (2.9)
(2.9) denklemi ile oldukga farkli bir durum ortaya ¢ikmaktadir. 0 <7 <1 igin u (t) =1 ve
t>0 icin de u (t) > nin silirekli oldugu kabul edilsin. #>1 igin (2.9) denklemi
saglaniyorsa 1 <7 <2 igin u (t) =1 olmak zorundadir. Béylelikle
u(t)=t, 1<t<2
olur.

Eger (2.9) denklemi 2 < ¢ <3 igin saglanirsa (t) =t+1 olmak zorundadir ve
u(t)=%t2 +1-2, 2<t<3

olur.

Bu sekilde devam edilirse, (2.7) denklemindeki gibi bir genel form bulmak
kolay degildir. Ustelik elde edilen u(t) ¢Ozlimiiniin, ¢ nin her pozitif tamsay1
degerinde siireksiz bir tiirevi vardir. (2.9) denklemi i¢in sadece sol limit ve sag limit
degerlerinde saglanmasina ragmen, ¢ >1 igin hem ¢oziimiiniin hem de tiirevinin siirekli
olacagim s6ylemek dogru degildir. (2.9) denklemi, t=1" de u (t) fonksiyonunun

stireksizligini diizeltmede basarisizdir denilebilir.

Son 6rnek olarak,
u (t-1)=u(r) (2.10)

denklemi verilsin.



Bu 6rnegin i)aslanglc; kosulu (2.8) ifadesindeki gibidir. Cozimii ise (2.6)
denkleminde yapilan iglem geriye dogru uygulanarak bulunur.
u(t)=g (t-1), 1<tr<2
dersek (g’ nin tilirevlenebilir olmas1 sartiyla), 1 <7 <2 igin u(t) bulunur. 0<#<1 igin
g(t) iki defa tiirevlenebilir ise, u(t) 1<t <2 ig¢in tiirevlenebilirdir ve (2.10) denklemi

2<t<3 igin u(t) fonksiyonunu bulmak igin kullamlabilir. Bu prosediir ancak ve

ancak g(¢)’ nin 0<7 <1 araliginda tiim mertebeden tiirevlere sahip olmasi durumunda

t > 0 icin bir ¢6ziime karsilik gelir.



3. GECIKMELI, NOTR TiP, ADVANCED (iLERI) TiP DENKLEMLER

Tirevi ve farki 1. mertebe olan lineer sabit katsayili gecikmeli diferansiyel

denklemin genel formu olan
au (t)+au (t —w)+bou(t)+bu(t—w)= £(2) (3.1
denklemi ele alinsin.

Tanmm: (3.1) denkleminde a, #0 ve g, =0 ise denkleme gecikmeli tip, a, #0
ve a, #0 ise nétr tip, a, =0 ve g, # 0 ise advanced tip denklem denir. Eger a, =a, =0
ise denklem fark denklemi olur. b, =, =0 ise fark denklemine indirgenir. a, =54, =0
yada a, =5, =0 ise, (3.1) denklemine adi diferansiyel denklem denir (Driver, 1977).

Uygulamalarda ¢ genellikle zamani simgeler. Gecikmeli tip denklem, ge¢mis
ve simdiki nicelik degerlerine bagli olan sistemin degigim oraninin davranigini simgeler.
Notr tip denklem, sistemin geg¢mis degerlerine bagli olan niceligin simdiki degerlere
bagl degisimini simgeler. Advanced tip denklem, sistemin niceliginin simdiki ve
gelecek degerlerine bagli olan degisim oramimi simgeler. ¢ genellikle ‘zaman
simgelediginden t yoniinde artan bir ¢oziimiin siirekliligi ile ilgilenilebilir. Genellige
bakmazsizin konu ¢’ nin artan degerleri ile kisitlanabilir.

Gecikmeli tip denklemler ele alinsin.

Varlik-Teklik Teoremi (Bellman ve Cooke, 1963)

Asagidaki gecikmeli tip denklem igin ¢oziimiin varlifina ve tekligine karsilik
gelen genel bir teorem verilebilir:
agu (t)+bu(t)+bu(t—w)=£(t) (3.2)
u(t)=g(t), fo STt +W.

t—t,=t doniisiimii bu denklemi, baslangig sart1 0 <¢ <w olan aym formda bir
denkleme doniistiirtir. Sonug olarak, genelligi bozmadan #, = 0 oldugunu varsayilirsa
u(t)=g(t), 0<t<w (3.3)
baslangi¢ kosulu olarak alinabilir.

Teorem 3.1: feC'[0,:),g e C’[0,w] olsun. Bu durumda ¢ >0 igin siirekli,
(3.3) kosulunu saglayan ve ¢>w igin (3.2) denklemini saglayan yalmz bir tane

fonksiyon vardir. Ustelik bu u fonksiyonu i¢in ueC'(w,%) ve ueC*(2w,)

denilebilir.
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a,g (w—=0)+b,g(w)+bg(0)=f(w) (3.4)
oldugu durumlarda u ancak ve ancak g e C'[0,w] ve w noktasinda siireklidir.
Eger geC? [0, w] ve 2w noktasinda u  siirekli ise (3.4) denklemi saglanir ya

da b, =0 olur.
Yukaridaki teoremde u fonksiyonu (3.2) ve (3.3) denklemlerinin siirekli

¢6ziimii olarak adlandirilir. Bu teoremi ispatlamak i¢in gegici olarak
v(t)=f(t)-bu(r-w)

yazilsin. Bu durumda (3.2) denklemi

agu (t)+bgu(r)=v(r)

yada

%|:a0u(t)e"%’1=v(t)e;:’ (3.5

seklinde yazilabilir. Hipotezden v(z‘)eC0 [w, 2w] icin (3.5) denkleminin integrali
alinirsa, w <t <2w igin (3.2) denklemini saglayan ve u(w) = g(w) olan bir tek u(t)
fonksiyonu oldugu goriiliir. Bu fonksiyon siirekli oldugundan v(¢)e C°[w,3w]olur.
(3.5) denkleminden (3.2) denklemini w<?<3w igin saglayan bir tek stirekli u(¢)

fonksiyonunun oldugu goériiliir. Bu sekilde devam edilirse # > w igin u(t) fonksiyonun

varlig1 ve tekligi ifade edilmis olur.

(3.2) denkleminden

agt' (1) = £ (£)=bou(r) = bu(t-w), t>w (3.6)
u(t)e C°[0,w) oldugunda «' (t)e C°(w,») olur. Ustelik (3.6) denkleminin sag tarafi
tirevlenebilirdir. Yani

a (1)=f (1)-bgu (1)—bu (1—-w), t>2w 3.7)
seklindedir.

(3.7) denkleminin sag tarafi C°(2w,) smifindadir ve bylelikle u(¢)e C? (2w,)
olur. Eger g e C'[0,w] ise

ag (w=0) = a,g (w—0)

esitliginden dolay1



au (w+0)=f(w) —‘bog(w)—b,g(O)
olur.

Béylelikle u (¢) fonksiyonu w noktasinda ancak ve ancak

a,g (w—0)+b0g(w)+b1g(0) = f(w)
durumunda stireklidir.

Eger g, C* [0, w] smifindan ise (3.7) ifadesinden dolayr w <t <2w araliginda
ancak ve ancak
b, [u'(w+0)—u' (w—O):I =0
oldugunda siireklidir.

Bu durum ya u’ niin w’ da siirekli olmasi ile ya da 5, =0 olmas: ile saglanir.
Sonraki durumda, (3.2) denklemi diferansiyel denklemdir.

Simdi ise genelligi bozmaksizin g € C? [0, w] alinabilecegi ispatlansin. # >2w

olmak tizere
aw (t)+b0w(t)+b1w(t—w)=f(t+t1), >0 (3.8)
w(t)=u(t+1), 0<t<w (3.9)

denklemleri ele alinsin. Bu denklemler (3.2) ve (3.3) denklemleri ile ayn1 formdadir ve
120 igin w(f)=u(r+1) bir tek strekli ¢oziime sahiptir. u(¢)eC?(2w,®)
oldugundan w(z‘)eC2 [0,00)’ dur. Agiktir ki eger sadece u(t) nin ¢>¢ degerleri
inceleniyorsa (3.2) ve (3.3) orijinal problemleri (3.8) ve (3.9) problemleri ile
degistirilebilir. Boylelikle, Teorem 3.1° in hipotezinden geC?[0,w] olmali ve (3.4)

denklemi saglanmalidir. Bu durumda u € C? [O, w) olur.

10



4. USTEL COZUMLER

Su ana kadar gecikmeli diferansiyel denklemin ¢oziimii araliktan araliga
genisletildi, bazt durumlarda herhangi bir kw<t<(k+1)w, k=0,1,2,... araliinda
¢ozlim degerlerini veren bir formiil gelistirildi. Fakat bulunan bu yontem istenilen sonlu
aralikta niimerik yontemlerle ¢oziim hesaplanmas: i¢in kullanilabilmektedir. Bazen
boyle bir formiil, ¢ozlimiin bazi 6zelliklerini incelemede yardime1 olmayabilir. Mesela ¢
sonsuza giderken ¢oziimiin davramig1 hakkinda bilgi alinmasinda bu yontem yeterli
degildir. Bu sebeple ¢oziimii iistel ¢oziimlerin toplami seklinde olusturulan ikinci bir

temel yontem verilecek. Bu yontem diferansiyel denklemler teorisinde iyi bilinmektedir.
Notasyonun uygunlugu i¢in asagidaki L (u) lineer operatorii tanimlansin:
L(u)=agu (t)+bu(t)+bu(r-w). 4.1)

Asagidaki teorem L(u) operatoriiniin lineerliginin bir sonucudur.

Teorem 4.1: () ve u,(¢), L(#)=0 denkleminin ¢éziimii, ¢, ve ¢, de iki
keyfi sabit olmak tizere c, (1)+cu, (t), L(u)=0 denkleminin ¢dziimiidiir.

Bu teoremin ispati,

L(cy +cuy)=c,L(w)+c,L(u,)=0
Ozelligine dayanmaktadir.

Teorem 4.2: v(t) ;L (u) = f denkleminin bir ¢o6ziimi, w(t) ;L (u) =0
denkleminin bir ¢6ziimii ise bu durumda v+w da L (u) = f denkleminin ¢dziimii olur.
Lv+w)= L)+ L(w)= f oldugundan bu agiktr.

Tanmm: L(u)=0 tipindeki denkleme homojen denklem,Z(u)= f tipindeki

denkleme ise non-homojen denklem denir. Teorem 4.2,

{L(u) =f

u=g, tyStsty+w

probleminin ¢6ziimiiniin

L(v)=0 *
v=g, t, Sttt +w 2
{L(w)=f o
w=0, t,<t<t,+w

11
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problemlerinin ¢6ziimiiniin toplami ile elde edilebilecegini gosterir. (*) probleminin
¢ozimi bulunsun.

Teorem 4.1° in sonucu homojen denklemin her ¢6ziimiinii basit ¢dziimlerin
lineer kombinasyonu olarak elde edilebilecegini gosterir. Bu basit ¢oziimler iistel

oldugundan gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in iistel ¢dziimler bulunabilir.
L(e")=(a,s+b, +be™)e” 4.2)
denkleminde u = e, L(u) =0 denkleminin ¢6ziimii ve s ise

h(s)=a,s+b,+be™ (4.3)
ifadesi transandantal fonksiyonun bir kokiidiir.

Tanmm: L(u) =0 denklemi ile ilgili olan A(s) fonksiyonu, L’ nin karakteristik
fonksiyonu olarak adlandirilir. A(s)=0 denklemi L’ nin karakteristik denklemi,
h(s) =0 denkleminin kokleri ise L’ nin karakteristik kokleridir.

Her karakteristik koke karsilik gelen L(u) =0 denkleminin bir ¢dziimii vardir.

Genelde birgok sonsuz kok vardir. Ustelik bir katli kok birden fazla bagimsiz ¢oziim

meydana getirebilir. Oncelikle

H(s)=a,—bwe™

4.4)
KO (s) = (=1 bw'e™ k=2,3,...
oldugu diistiniiliirse, #>1 igin
L(t"e") = a,(t"se™ +nt""e™ )+ byt"e” +b,(t—w) e ™ 4.5)

yazilabilir. (r—w)" Binom agilimindan (4.5) denklemindeki ¢"*e” (0<k<n)

ifadesinin katsayilarinin

o

oldugu gériiliir. Sonug olarak

L(t"e") = ez [th"‘kh(") (s) (4.6)
k=0

elde edilir.

Bu denklemden s, m. dereceden katli k&k ise 4(s), % (s),...,A”" ™ (s) s’ nin bu
degeri i¢in sifir olacagindan 0<n<m-1 araliinda herhangi bir » tamsayis: icin
L(t"e") =0 oldugu goriiliir. Bdylelikle, m. dereceden katli kok olan s * nin olusturdugu

st st m=1 st
e

e’ te”,..,t tiim reel ¢ degerleri igin L(u) = 0denkleminin ¢6ziimii olur. Herhangi

12
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bir aralikta bu m tane fonksiyon lineer bagimsizdir. L(x)=0 denklemi lineer ve

homojen oldugundan p(f)e” ifadesi de bir ¢6ziimdiir (burada p(f), derecesi m—1 den

biiylik olmayan bir polinomdur).

Teorem 4.3 (Tian, 2003)
L(u) = ayu (t) +byu() +bu(t—w)=0 4.7
. p.(Oe* 4.8)

(4.8) iadesi, (4.7) denklemini saglar. Burada {s,} , L’ nin karakteristik koklerinin bir

dizisi, p,(f), derecesi s,” nin derecesinden kiigiik olan bir polinomdur, toplam ifadesi

ise yakinsaklig1 garantilemek icin uygun olan kosullarla birlikte ya sonlu ya da
sonsuzdur.

O halde ¢ikarilan sonuglarin adi diferansiyel denklemlerdeki sonuglara benzer
olmasina ragmen, aralarinda ¢ok 6nemli bir fark vardir. Adi diferansiyel denklemde
sadece sonlu sayida kok varken genellikle gecikmeli fark denklemlerinde sonsuz sayida
karakteristik kok, boylelikle de sonsuz sayida tistel ¢oziim vardir. Ornegin, adi
diferansiyel denkleminin baslangi¢ sartlarimi saglayan ¢6ziimii, {istel ¢ozlimlerin bir
lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Aynis1 (4.7) denkleminde uygulanmak istenirse
asagidaki sorular ortaya cikar:

a) Tum s, kokleri nasil hesaplanabilir?

b) (4.7) denkleminin her ¢6ziimii (4.8) formunda yazilabilir mi?

c) Eger yazilabilirse, tiim p,(f) katsayilarin1 (baslangi¢ kosularini saglayacak

sekilde) nasil hesaplanabilir?

Simdi bu sorular cevaplansin.

13
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5. COZUMLERIN BUYUME MERTEBESI

Yukaridaki sorularin cevaplanabilmesi i¢in, Laplace doniisiim tekniklerini
kullanmak yararli olacaktir. Bu amagla bazi degerlendirmeler verilsin.

Lemma 5.1: w(f) pozitif ve monoton azalmayan, u(¢)=0,v(¢f) >0 siirekli ii¢

fonksiyon ve

u(t) < w(t)+ ju(r1 W(t)dt, a<t<b (5.1)
ise,

u(t) <w(t)exp |:jv(t1)dt1 } ast<h (5.2)
olur.

Bu lemmayi ispatlamak i¢in, w monoton azalmayan oldugundan
t
M J' u(t )V(t <1+J'u(t1)v(t1) dt,
w(t) o, w(t) . wt)

[a 20,u(t)20,v(t) 20 veu(t) <a+ ju(s)v(s)ds = u(t)<aexp |:j v(s)dsD

0

olacag1 ve ﬁg(% fonksiyonu diisiiniiliirse yukaridaki parantez ig¢indeki agiklamadan
w

dolay1

ur) '
0 < exp{ j v(tl)dtl} (5.3)

yazilabilir. Buradan da

u(t) <w(t)exp [jv(tl)dtl} (5.4)

a

elde edilir.
Teorem 5.1: u(t) e C' [0,00) fonksiyonu

L(u) = ayu (f) +byu(t) + bu(t —w) = f(f) (5.5)
denkleminin bir ¢6ziimii olsun. f € C°[0,%), ¢,c, pozitif sabitler ve
If()|Sce”, 120 (5.6)

olsun.

14



m = max u(t)’
0<t<w
olmak tiizere

u()| < ¢;(c, +m)e™, 20

(5.7)

(5.8)

yazilabilir. Burada ¢, ve ¢, pozitif sabitler olup, c,, (5.5) denklemindeki katsayilara

baglidir. (5.5) denkleminden

t t t
agu(t) = agu(w)+ [ £(6)dt, ~ by [u(t)dt, — b, [u(t, - wdt,, 12w
elde edilir. O halde

t t t=w

|agu()| S|ao’m+c1_|‘ec"‘dt1 +|l70u‘1u(tl)’a'z‘1 —a,| I lu,)|dt,, t2w
w 0 0

|Bo| + 8

t
|u(t)|Sm+c Ta iecﬂ + a | lIJ.Iu(tl)|a’tl, t>w
2 [0 0 0

olur.

¢; = max (1, ! J, cs =M—| denilirse

t
u(®)| < ¢;(c, + me™ + c5I|u(t1)| dt, t=w
0

yazilir.

(5.9)

0<t<w icin |u(t)<m<c;me™ oldugundan (5.9) esitsizligi #>0 igin saglanir. Bu
3

sebeple Lemma 5.1°den

()| < cy(c, +m)e™™", 120

ifadesi elde edilir. Benzer bir uygulama L(u)’ nun baslangi¢ kosullarina bagli olan

stirekli bir ¢6ziimii i¢in de yapilabilir.
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6. LAPLACE DONUSUMU COZUMU

Laplace doéniigiimii sabit katsayili lineer gecikmeli diferansiyel denklemlerin

¢oziimlerini elde etmede oldukga kullanighdir.
u@)=u(t-1) (6.1)

denkleminden yararlamlarak bu yontemin nasil kullamilacagi gosterilsin. Denklem e™

ile garpilip 1’ den o’ a integrali alinirsa

0 0

[u e dt = [ut-1)e™at (6.2)

1 1

olur. Sag tarafa degisken doniisimii uygulanirsa

o]

Iu(t —De dt = e_STu(t)e‘s’dt
0

1

© 1
=e” Iu(t)e‘“dt + Iu(z‘)e'”dt
1 0
elde edilir. Kismi integral alinip ¢ — o igin u(¢)e™ — 0 oldugu diisiiniiliirse
I u (e dt =—u(l)e™ + sju(t)e's'dt
1 1

bulunur.

Bu durumda son ifade (6.2) denkleminde yerine yazilirsa
© 1
(s—e™)[u@e™dt =u(V)e™ +e~* [u(t)e™ dt
1 0
olur.

s—e *#0 ise

0

_[ u(He™dt =

: s—e

1
u(De™ +e* I u(He "dt
0

(6.3)

s

elde edilir. Bu denklem u’ nun doniisiimiinii, 0 <# <1 aralif1 boyunca u degerleri ile

ifade etmektedir. Ters doniisiim formiilii uygulanirsa

eds, t>1 (6.4)

=S

u(e™ + e‘SJ'u(t')e's" dt}
u()= [ _‘;

© 8

bulunur.

16



-

Boylelikle (6.1) denkleminin ¢dziimii (O, 1] araliginda #’ nun baslangic degerlerinin
egrisel integrali olarak ifade edildi. Boyle bir egrisel integral ¢6ziim hakkinda bilgi elde
etmede oldukg¢a 6nemli bir aragtir.

Lemma 6.1 (Bellman ve Cooke 1963): A(s) =a,s+b,+be ™ =0 denkleminin
tiim kokleri kompleks s diizleminden bazi dikey dogrularin soluna dogru uzanmaktadir.
Yani, Re(s) <c sartim1 saglayan tiim s kokleri i¢in bir reel csabiti vardir. Bu lemma

kullanilarak asagidaki teorem ispatlanabilir.

Teorem 6.1 u(¢) siirekli fonksiyonu

L(u) = ayu (t) + byu(t) + bu(t —w) = f(t), thw, a, #0 ©5)
u(t)=g(t), 0<t<w '

probleminin ¢6ziimii, g(¢) € C° [O, w], feC® [0,00) ve

|f(D|<ce”, 120, a>0, ¢, >0 (6.6)

olsun.
Bu durumda yeteri kadar genis ¢ sabiti i¢in

u(t) = [ “n7(5)[ po(5)+q(s)]ds, t>w 6.7)
(©)

olur.

Burada

Po(s) = a,g(W)e™ ~be™ [ g(t)e ", (6.8)

0

q(s)=[ f(t)e ", . (6.9)

Ayrica,

u(t) = [ "n™(s)[ p(s)+q(s)]ds, 1>0 (6.10)
©

olur. Burada

p(s)=a,g(w)e™ +(a,s+b, )J. g(t)e ™ dt (6.11)

0

(geC'[0.w])

olur. (6.6) ifadesi ve Teorem 5.1 kullanilirsa

u()| < cie, 120 (6.12)
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olacak sekilde ¢, ve ¢, pozitif sabitlerinin varligi goriliir. Bu durumda Re(s) > ¢,

sartin1 saglayan her s kompleks sayisi igin

0 el

J'u(t)e'”dt, Iu(t - w)e'“a’t,]ri f(e *dt

integralleri yakinsaktir.

Kismi integrasyonla
{ t
fu' (t)edt=u (t' ) e —g (w)e™ + sj'u (t)e"dt (6.13)

yazilir. Eger Re(s)>c, ise t — o iken u(t')e_”' — 0 olacagindan (6.12) yardimiyla

(6.13) {in sag tarafi t —>o iken sifira yakinsar. Ayni zamanda sol taraf da sifira

yakinsar ve

Tu'(t)e‘”dt =—g(w)e™ + sTu(t)e'“dt (6.14)
olur. Ayrica

Tu(t —-w)e dt=e™" |:Tu(t)e_“dt + Tg(t)e'“dt (6.15)
W W 0

oldugu agiktir. Bu, (6.5) ifadesinde yerine yazilirsa

h(s)Tu(t)e"'dt = p,(8)+q(s), Re(s)>c, (6.16)
elde edilir.

c yeteri kadar biiylik ise Lemma 6.1° den Re(s)>c i¢in A(s)’ nin sifir olmadig

goriiliir.

Boylelikle,
[utye™dt =17 (5)[ py(5) + q(5)]. Re(s) > ¢ (6.17)
yazilabilir.

u()eC' [w,oo) oldugundan, Teorem 3.1° den (6.7) denklemini elde

edilebilmesi igin ters doniisiim formiilii uygulanabilir.
(6.10) denklemini elde edilebilmesi i¢in ise (6.14) ve (6.15) denklemlerinin

kullanilmasi yerine

]gu' e dt =—g(w)e™ +s |:Tu(t)e"s'dt - Tg(t)e"“dt:] ,

w 0
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®© 0

Iu(t —w)e 'dt = e‘wsj'u(t)e_s'dt

w 0
esitlikleri (6.5) denkleminde yerine yazilir ve _[ u(t)e™dt igin ¢oziiliir:
0

=]

[uye™dt =17 (s)[ p(s)+q(s)]. Re(s)>c. (6.18)

0
g(H)eC" [O, w], u(t)eC' [0, w] ve [w,oo) olarak kabul edildiginden, (6.4) ters formiilii
(6.10) denklemindeki sonucu verir. Bu sonug gecikmeli ve advanced tip denklemler
arasindaki fark hakkinda yorum yapmak i¢in yol géstericidir.
au'(t —w)+byu(t) +bu(t—w)= f(t) (6.19)
denklemi ikinci tip iken (6.5) denklemi birinci tiptir. Bu metodu sonradan gelen
denkleme uygulanirsa
h(s)=ase™ +b,+be™
olmak tizere (6.18) seklinde bir esitlik elde edilir. Bu esitligin karakteristik fonksiyonun
keyfi genis reel kisminin kokleri oldugu gosterilebilir. #7'(s) fonksiyonunun keyfi
genis reel kismi, s degerleri igin tekildir. Boylece, her bir karakteristik kok (6.19)
denkleminin bir ¢dztimiinii olusturdugundan ¢6ziimler (6.12) ifadesinde oldugu gibi
tistel olarak simirli degildir.
Ornek (Dolan ve ark. , 1980)
gu'(t)+u(t):%u(t—l),te[0,2]

u(t)=2,re I, =[-1,0]
Srnegi ele almsin.
1, =[0,1] aralig: igin
{gu‘ (1) +u(t)=1
u(0)=2

"
¢oziimiine » (¢) denilirse, u, (t)=1+e © olur.

I, =[12]i¢in r-1e 1,
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eu (t)+u(t)=%(1+e't:]

1

u(l)=1+e *
1 L1 2o A
¢6ziimiine u, (1) denilirse, u, (t)=§+e toe fH—e’ ol
(2, t€[-1,0]
t
u(t)={1+e *, te[0,1]

L 7 £ —j =22
—+e*+-e " +—e ° ,te[l,2]
12 2 2¢

elde edilir. Bu ¢oziim her yerde siireklidir.

Simdi u(t) ’nin 1. ve 2. tiirevi bulunsun ve tiirevlerin stirekliligine bakilsin:

0, tre[-1,0]
=
u'(t)=<—le e, te(O,l]
£
1 -4 -1 -2
L—;e —‘2—6‘2"8 ,te[1,2]

0 noktasinda siirelilik: lim (t) =0

t—0"

olup 0 noktasinda siirekli degildir.

1

1 noktasinda siireklilik: lir{} u (t) = —le—;
t—> g

1 1

limu (t)=—-—¢ ¢
()=-1

t—>1*

olup 1 noktasinda stireklidir.

(
0, te[—l,O]
=L
u"(t)=<;17e :, re[0,1)
1 L 1 _t-1 t— -1
¢ "5t toae ,re[1,2]

0 noktasindaki siireksizdir.
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_1
1 noktasindaki siireklilik: limu (t) = —lfe e
g

t—-1"

o 1 < 1
limu (t)=—2—e #
1" £ &

1 noktasinda siireksizdir.

2. tiirev t =0, t =1 harig, ¢ >1 i¢in her yerde siireklidir.

3.tirev t=0, t=1 ve t =2 harig, t >2 i¢in her yerde siireklidir.

k. tirev t=0,,..., t =k -1 harig, # > k-1 igin her yerde siireklidir.
u denklemde her yerde siireklidir. 1. tiirev i¢in u (t), t=1" de stirekli ve u(t—l) ,

t=0" da siirekli oldugundan » (1) stirekli olur.

e () =—u (t)+%u'(t—l)
2. tlirevinin stirekliligi icin t=2" de u (t) ve u (t—l) de #=1 noktasinda siirekli

oldugu i¢in denklemden 2. tiirev de siirekli olur.

Sinir kat1 incelenirse
. 1 -
u(t)= {——e tte [0,1]}
£
oldugu goriiliir.
1. tirev igin O(&) genisliginde tiirev stnirsizdur.
& =0 i¢in

’u' (1' )’ = l e% sinirhidir,

&
()
1 -

t=1+0(¢) igin [u (1+ks)|=—=e * —2ie-" (k, ¢ gibi bir sabit )
& &

!

1 =
=—e¢ ¢ smirhdir.
g

dir.

Dolayisiyla ¢ =1’ in hafif saginda (1 +ke noktasmda) sinir kat vardir.
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2. tiirev igin

é‘?, t[0,1]
w(r)= I R e T o T
EX e +28 e ©,rell,2]
a1 < 1
)=z 5

t =1 noktasinda sinirsizdir.
1. tirev t=1’ de smurli iken 2. tiirev swmirsizdir. Simir katlarnn da

x=0, x=1, x=2,... noktalarinin sag civarinda vardir.
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢aligmada, fen ve mekanik alanlarinda siklikla kargilasilan ve kullanilan
problem tiplerinden olan birinci mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemler igin
niimerik ¢6ziim bulma {izerinde duruldu. Sabit katsayili lineer denklem tipi iizerinde
calisildi ve bu modellere bazi metotlar uygulanarak niimerik sonuglar elde edildi.
Uygun {istel ¢oziimler agik bir bi¢imde ifade edildi.

Birinci mertebeden baglangig deger sartlar1 bilinen gecikmeli problemin
incelendigi bu c¢alisma fen, fizik, mekanik ve tip alanlarindaki birgok problemin
¢cozlimiine katki saglayacagindan dolay1 6nemlidir. Gecikmeli denklem; sizofreni, panik
atak, epilepsi gibi psikiyatri hastaliklarina da uygulanmigtir. Ayrica bu tip gecikmeli
zaman etkisi; fizikte ¢ift duyarli lazerle, ekonomide de {iriin fiyatlarinin dalgalanmasi

seklinde ortaya ¢ikabilmektedir.
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