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VIDA HAREKETLERINE DAIR

OZET

Bu tez ¢alismast alt1 temel kisimdan olusmaktadir. Tlk béliim giris kismudir. ikinci
boliimde ise calisma icin &nemli olan temel tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii
boliimde, reel ve dual kuaterniyonlar tanitildi. Dordiincii boliimde, vida hareketini
olusturan operatorler tanimlandi. Besinci bolimde ise boliinmiis kuaterniyonlar ve dual
bolinmiis  kuaterniyonlar  anlatildi.  Son bolimde ise reel uzayda ve

Minkowski 3-uzayinda vida hareketleri incelendi.

Anahtar Kelimeler: Dual sayilar, Minkowski 3-uzayi, dénme operatorii,
Oteleme operatorii, bolinmiis kuaterniyonlar, dual boliinmiis kuaterniyonlar, 6zel yari
ortogonal dual matris, vida hareketi.



ON THE SCREW MOTIONS

ABSTRACT

This study has six main chapter. The first chapter is devoted to the introduction.
Basic definitions and teorems significant to the study are given in the second chapter. In
the third chapter, real and dual quaternions are introduced. The operators that create
screw motion are defined in the fourth chapter. In the fifth chapter, split quaternions and
dual split quaternions are explained. In the last chapter, screw motions in real space and

Minkowski 3-space are studied.

Key Words: Dual numbers, Minkowski 3-space, rotation operator, translation
operator, split quaternion, dual split quaternion, special semi orthogonal matrix, screw

motion.
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1.GIRIS

Kinematik, kuvvet ve kiitle kavramlarini igermeyen mekanigin bir dalidir. Yani
kinematik, sadece bir nokta veya nokta sistemi (cisim) nin zamana bagh olarak yer
degistirmesini inceler (Miiller, 1963).

Matematiksel fizigin en Onemli yapitaglarindan olan kuaterniyonlar 1843
yillinda Irlandali Matematik¢i William Rowan Hamilton (1805-1865) tarafindan
kompleks sayilari ii¢ boyutlu uzaya tasimak amaciyla tanimlanmis ve kinematikte
hareketlerin incelenmesi bakimindan 6nemli rol oynadigi i¢in bir¢cok ¢alismada ifade
edilmistir.

Hamilton kompleks sayilar1 li¢ boyutlu uzaya genellestirmek istemistir. Bu
nedenle kuaterniyonun skalar kismi kompleks sayi karakterini yansitmak amaciyla
muhafaza edilmistir.

Kuaterniyonlar vektorlerin kullanildig: fiziksel niceliklerin temsilinde 6nemli rol
oynamaktadir. Islevselligi nedeniyle donme ve Steleme hareketinin temsilinde oldukga
kullanighdirlar. Ozellikle dSnme hareketiyle iliskili olan acisal yer degistirme, agisal hiz
ve momentum kavramlarinin olusturulmasi konusunda ¢ok 6nemlidir.

Kompleks ve dual kuaterniyonlarin reel kuaterniyonlardan en Onemli
farklarindan birisi de reel kuaterniyonlarin aksine sekiz bilesen igermeleridir. Bu ise
dual kuaterniyonlar i¢in bir dezavantaj olmamis aksine daha genis kullanim alani
bulmalarina neden olmustur. Bu tezin amaclarindan birisi de dual kuaterniyonlarin
kullanim alanlarin1 genisletmektir.

Dual kuaterniyonlarin yapilar1 dual sayilar ile kompleks baz elemanlarinin bir
kombinasyonudur. Yapilar1 nedeniyle donme ve 6teleme hareketinin birlikte yer aldig:
sistemlerde yani vida hareketinde kullanilmaktadir. Ayrica bunlara ek olarak donme
hareketinin ~ geometrisinin  kolaylikla ifade edilebilmesi nedeniyle robotik
uygulamalarda, kinematik ifadelerin elde edilmesinde kullanilmaktadir.

Son yillarda ise kimyada molekiil yapilarinin incelenmesinde, tibbi bilimlerde
DNA ve protein yapilari, goz hareketlerinin tanimlanmasinda, dis hekimliginde implant
cerrahisi tekniginde ve astronomide de yaygin olarak kullanilmaktadir.

Veldkamp (1976) dual birim vektorler ve dual vektor ¢iftleri yardimiyla dual
birim kiireyi ifade etmis ve dual kiiresel hareketleri vermistir. Ayrica dual hareket ve

reel uzay hareket arasindaki baglantiyr gostermistir.



Hacisalihoglu (1983) reel ve dual kuaterniyonlar1 ve sagladiklar1 ozellikleri
ayrintilt bir sekilde incelemistir. Birim dual kuaterniyonlar yardimiyla donme ve
Oteleme operatorlerini ifade etmistir. Ayrica vida operatoriiniin donme ve Gteleme
operatorlerinin  bileskesi olarak yazilabilecegini gostermistir. Vida hareketlerinin
birlesimini ve Euler agilarinin denklemlerini vermistir.

Kula (2003) split (boliinmiis) kuaterniyonlar1 incelemis, Hamilton operatorlerini
ve Ozelliklerini vermistir. Ayrica Minkowski 3-uzayinda vida hareketini tanimlamistir.

Son yillarda yapilan c¢alismalarda ise robotik sistemlerin temsilinde
kuaterniyonlar adeta yeniden kesfedilmistir.

Bu tez ¢alismasinda ise Minkowski 3-uzayinda boliinmiis (split) kuaterniyonun
zamanst (timelike) ve uzaysi (spacelike) olma durumuna gore vida hareketi

incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, daha sonraki boliimlerde kullanilacak konularla ilgili temel tanim ve
teoremler verilecektir. H.H. Hacisalihoglu’nun “Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar

Teorisi” (1983) isimli kitabi1 kaynak olarak kullanilmistir.

2.1. Dual Sayilar

Tanmm 2.1. D=RxR = {A = (a, a*)‘a, a’ e R} ciimlesine dual sayilar ciimlesi denir.

Tanmm 2.2. D ciimlesi iizerinde toplama, ¢carpma ve esitlik islemleri sirasiyla,

@®:DxD—D
(AB)>A®B=(a,a’)®(bb’)=(a+ba"+b"),

©:DxD—>D
(AB)—>AOB=(aa")o(bb’)

(ab,ab” +a'b)
seklinde verilir.

iki dual sayinm esitligi de

A=B<a=b, a =b

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.1. (D, @, @) ticliisii birimli ve degismeli bir halkadir.

Tamm 2.3. (0,1) dual sayisma D deki dual birim denir ve kisaca (0,1)=¢ ile

gosterilir.

Sonug 2.1. Dual sayilarda

e?=e0¢e=(0,1)0(0,1)=(0,0)=0 dur.
Teorem 2.2. A= (a, a*) e D sayis1 A=a+&a seklinde yazilabilir.

Yani (a, a*) —a+ea dir.



Tamim 2.4. Bir dual saymm matris gdsterimi, (a, a*):a+ga* olmak iizere

o |a @
(a, a ) = seklinde tanimlanmistir.
0 a

Tamm 25 D*=DxDxD={A=(A,A,A)[AeD, 1<i<3} ciimlesi iizerinde
toplama ve skalar ile carpma islemleri asagidaki gibi tanimlanir:
+:D’xD* - D’
(AB)—> A+B=(A)+(Bi)=(A +Bi),
e :DxD?—> D?
(ﬂ,A)—)l-A:(ﬂ.A).

Burada A=(a +&a),a,+£a,,8,+ca,)=(a,a,,8)+s(a,a,,a,) seklindedir.

Teorem 2.3. (D3,+) abel grubu, D dual sayilar halkasi iizerinde bir modiildiir. Bu

modiil kisaca D-Modiil seklinde gosterilecektir.



2.2. Dual Vektorler

Tamim 2.6. D — Modiiliin elemanlari olan sirali dual iigliilere dual vektorler denir.

Teorem 2.4. a,a € R® olmak iizere D — Modiilde her bir A dual vektorii,

A=a+ 6‘; , &= (0,1) € D seklinde yazilabilir.

A:(ai,az,a3)+g(a*l,a*2,a*3)=(5,§) a,a eR, 1<i<3

Tamm 2.7. A=a+éea’ , B=b+ £b” € D® vektrlerinin i¢c carpimi
<,> ‘D*xD®*—>D

(AB)>(AB)=(a+ea’b+ab’)=(ab)+2((ab’)+(a"5))
seklinde tanimlanir.

Tamm 2.8. A=a~+ g? , B=b+ gﬁ e D? vektorlerinin vektorel carpimi

~:D*xD® - D®
(K,ﬁ)—ﬁ@=(5+g§)A(5+gﬁ):5A6+g(aAF+§AB)

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.9. A=a+ca e D?® dual vektdriiniin normu

HKH:«RK»% _ “a“+g@ , a0,

,a
3]
seklinde bir dual sayidir.

Tamm 2.10. HKH = (1, 0) ise A vektdriine birim dual vektdr denir.



Teorem 2.5. A« (6, 5) e D—Modul olmak iizere

—

_A
A

U birim dual vektordur.

(6.7
Tanmm 2.11. k=2—~

-2

reel sayisina A=a+ea  dual vektoriiniin adimi1 denir.
4

Tamm 2.12. ® =0+  dual sayisina A ile B birim dual vektorleri arasindaki dual

ac1 denir. Burada 6@ eksenler arasindaki reel agi, 6 ise eksenler arasindaki en kisa

uzakliktir.

Sekil - 2.1. Dual aq1



2.3. E. Study Déniisiimii

Tanim 2.13. {Y =X+ g?‘ HYH =(1,0); X X e R?’} ciimlesine D—Modul uzayinda
birim dual kiire denir.

Teorem 2.6. (E. Study).

A= (0, a ) e D—Modil olmak tizere D—Modilde denklemi

HKH = (1, O) olan birim dual kiirenin dual noktalar;, R® deki yonlii dogrulara birebir

karsilik gelir.

<l

Sekil - 2.2.

R® deki bir dogru, bir O baslangi¢ noktasmna gore, iizerindeki bir M noktas1 ve

dogrunun yoniinii belirten bir U vektdril tarafindan tamamen belirlenir.

Boyle bir dogrunun vektorel denklemi

(i—ﬁ)Aa =0 dir. (Sekil-2.2.)

XAU=MAU=YAU=Us Ve |u,

fi|=5 ar



Simdi ise Minkowski 3-uzayi ile ilgili tanim ve kavramlari verelim.

Tamm 2.14. E] = (R3, g ), olmak iizere Lorentz - Minkowski uzay1 bir metrik uzaydir.

X=(%,%.%) Ve Y =(y,Y,,Ys) icin  g(X Y)==XY; + XY, + XY
seklinde tanimlidir (O’ Neill, 1983).

Tamm 2.15. X € E vektorii igin;

(i) 9(X,X)>0veya X =0 ise X e uzaysi (spacelike) vektdr,
(i) g(X,X)<0 ise X e zamansi (timelike) vektdr,
(iii) g(X,X)=0 ve X =0 ise X e 1sikst (lightlike, null veya isotropik) vektor

denir (O’ Neill, 1983).

Tamm 2.16. Lorentz uzaynda bir X e E} vektdriiniin normu | X| = ‘g(X,X)‘

seklinde tanimlanir. Normu bir olan vektore de birim vektor denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.7.
(i) a ve b Lorentz vektor uzayinda zamansi vektorler olsun. Bu durumda

j9(a.0) =[] |¢

—

esitsizligi vardir. Bu esitsizlikte esitlik olmasi i¢in gerek ve yeter sart a ve b

vektorlerinin lineer bagimli olmasidir.

(ii) a ve b ayni zamansi konide yatan vektdrler olmak iizere;
o(55)--Jallfe=ns

olacak sekilde bir tek ¢ >0 sayisi vardir. a ve b arasindaki bu ¢ sayisia hiperbolik

act denir (O’Neill, 1983).



Teorem 2.8. a,b ve ¢ Minkowski 3-uzayinda vektorler olsun.

(i) g(éAB,E):det(a,b,E)
(i) arb=-bnra

(iii)(aAB)AE=—g(5,6)6+g(6,6)a

Burada a=(a,a,,a,) ve b=(b,b,,b,) olmak iizere;

g(a,b)=—ap +ab, +ah,

ve
e e e

anb=|a a as:(a3b2_azbs’a3b1_a1b3’a1b2_azb1)
b, b, b

bi¢iminde tanimlidir (Weinstein, 1995).
Tamm 2.17. D* de A=a+ea , B=b+ gb” dual vektorlerinin Lorentz i¢ carpimlari
g(ﬁ,g): g(5+g§,6+gbj)= g(a,b)+g(g(5,§)+g(§,6))
ile tammlidir. Bu Lorentz i¢ carpimiyla, D® dual uzayma dual Lorentz uzay: denir ve
D, ile gosterilir.
Tamm 2.18. A=a+sa e D; verilsin.
M g (K, K) <0 ise A dual vektdriine zamansi (timelike) vektdr,

(i) g (K, K) >0 veya A=0 ise A dual vektdriine uzaysi (Spacelike) vektor,

(iii)g(ﬂ,ﬂ)zo, A#0 ise A dual vektoriine 1sikst (null), (lightlike) vektdr denir

(O’Neill, 1983).



Tamm 2.19. A=a+ea ve B=b+eb D} olsun.
A:D¥xD! - D}
(K,E)—)K/ﬁ=(é+g§)/\(6+gl?)=5/\5+s(5/\ﬁ+§/\6)

ifadesine  Ave B dual vektorlerinin Lorentz anlaminda vektorel carpimi denir.

anb=(ap,-ab,ap -ab,ab,-ah)
seklindedir.

Lemma2.l. ABe D} icin A=0ve B#0 olmak uzere, g(ﬂ,g):o olsun. Eger A

zamanst dual vektdr ise, bu durumda B uzaysi dual vektordiir (Ratcliffe, 1994).

10



3. REEL VE DUAL KUATERNIYONLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler

aciklanmistir.

3.1. Reel Kuaterniyonlar
Tamm 3.1.1. K = {q =a,l+ae +a,6, +a8,[a,8,a,,a € R}
climlesinin her bir elemanina reel kuaterniyon denir.
q=a,1+a,e +a,e, +a,e, e, =e, =6, =—1
kuaterniyonunun skalar kismi S, ve vektorel kismi \Tq olmak iizere iki kisma ayrilir.
q=S, +\7q olmak iizere
S,=al ve V =ae +ae,+ae, dir.
Tamm 3.1.2. q=a,1+ae +a,e,+a,e, ve p=bl+be +be,+be  reel
kuaterniyonlarinin toplami
a+p=(8,+8,)+(V, +V;)
seklinde tanimlidir.

A€R olmak iizere skalarla carpma islemi ise

A0 = (42, )1+(2, ), + (13, )e, +(1a; ) e
esitligi ile tanimhidir.
Tamim 3.1.3. Reel kuaterniyonlarin ¢arpimu ise;

x ' KxK—>K
(a.p)—>axp=gp

ap=3S,S, - <\7q,\7p> + SQ\Tp + Sp\7q +\7q /\\Tp olarak tanimlanir.

11



Tanim 3.1.4. Bir reel kuaterniyonun normu;

N:K—>R
q—N,=N(a)=q9=0qq

olarak tanimlanir.
q=a,+ae +a,e,+a,e, olmak iizere N, —qq=qq=2a’+a’+a’+a’
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 3.1.5. Normu bir (N, =1) olan q=a,+a¢,+3,e,+a,e, reel kuaterniyonuna

birim reel kuaterniyon denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 3.16. q=a,+ae +a,e,+a,e, olmak iizere, g reel kuaterniyonunun

normlanist

q _a‘0+a1el+a‘2e2+a3e3

q, = = olarak ifade edilir.
NG Jai+al+al+al

Bu q, birim reel kuaterniyonu ¢q, = cos&+§(;sin 0

biciminde yazilabilir.

cosd = % ,
Jai +al +al +al
2 2 2
sin@ = V& 8t ve
Jai +a +al +a’

o _He+a,e+ e,
BN PP

(Hacisalihoglu, 1983).

birim vektoriine ¢, birim reel kuaterniyonunun ekseni denir

12



3.2. Dual Kuaterniyonlar
Tamm 3.2.1. Q={Q=Al+Ae + A, + Ae|A, A, A, A €D}
climlesinin her bir elemanina dual kuaterniyon denir.
A= AL+ Ae +Ae,+Ag, e =e, =¢ =-1

dual kuaterniyonunun skalar kism1 S, ve vektorel kismi \TQ olmak fiizere iki kisma

ayrilir.

Q=3, Jr\TQ olmak iizere

So=Al ve V,=Ae+Ag,+Ag, dir

Tamm 3.2.2. Q=Al+Ae +Ae,+Ae, ve P=B/1+Bge +Be, +Be, dual
kuaterniyonlarinin toplami

Q+P :(SQ +SP)+(\TQ+\TP)

seklinde tanimlidir.

A €D olmak iizere skalarla ¢arpma islemi ise
AQ=(1Q,)1+(2Q)e +(1Q,)e, +(1Q, )e,
esitligi ile tanimhidir.

Tamim 3.2.3. Dual kuaterniyonlarin ¢arpimi ise;

x:QxQ—->Q
(QP)>QxP=QP

QP =S85 —(Vo.Vp )+ 8V + 85V +Vg AV,
olarak tanimlanir.

13



Tamm 3.2.4. Bir dual kuaterniyonun normu;

N:Q—R
Q—> Ny, =N(Q)=QQ=QQ

olarak tanimlanir.
Q=A+Ae+Age,+Ae, olmakizere N,=QQ=0QQ=A?+A?+A?+A
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 3.25. Normu bir (N,=1) olan Q=A+Ag+Ae +Ae, dual

kuaterniyonuna birim dual kuaterniyon denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 3.2.6. Q:A0+A51+AZ(?2+A3(?3 olmak tizere, Q dual kuaterniyonunun

normlanist

Q  At+Ae+Ae +Ag,
TN, (RA A A

olarak ifade edilir.

Bu Q, birim dual kuaterniyonu Q, ~c0s®+S'sin®

biciminde yazilabilir. Burada ® =0+£0" ve S* =S, +&S; olup,

cos® = A ,
VA +K+A+A

Sin® = “2A12+2A22+2A32 = Ve
VA A+ A

S _AaTAe+Ae
A +A+ A

(Hacisalihoglu, 1983).

birim vektériine Q, birim dual kuaterniyonunun ekseni denir

14



4. OPERATORLER

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler

aciklanmistir.

4.1. Oteleme (Kayma) Operatorii

A Ve B birim dual vektdrlerinin arasindaki dual act ® =0+&6" olsun.

(Sekil - 4.1.) den de goriildiigl gibi bu iki dogru paraleldir.

'y T—

\ 4
w

- ﬂ > A

Sekil —4.1.
Buna gore
(sA)=0
<§, §> -0

olur. Diger yandan yonler ayn1 oldugundan

Bx (A) =q=1+05" (4.1)
(B) x A =q=1+e0s" (4.2)

15



R > K
& —> q,=1+=0"S"

seklinde tanimlanan q, operatdriine 6teleme operatdrii denir

(4.1) ve (4.2) denklemlerinden

—

B=gxA (4.3)
A =B xq, (4.4)
elde edilir.

Sonug 4.1. S* adik bir A birim dual vektoriinii q, —1+£0°S" kuaterniyonu ile

soldan ¢arpmak (sagdan carpmak) demek A vektoriine karsilik gelen dogruyu, S° m

dogrultu ve yoniinde (ters yoniinde) 6~ kadar 6telemek demektir.

16



4.2. Donme Operatorii

Ave B iki birim dual vektdr olsun. A ve B ye karsilik gelen dogrular, sirasiyla
d, ve d, olsun.
oldugundan

d,nd,={0} ve «£(d,d,)=6 ise 6 =0 olup ©=0+e0

® =40 olur.

Sekil — 4.2.

Sekil - 4.2. de goriildiigii gibi  S° / AAB olarak segilirse,

Bx(A) =g (4.5)
(B)'xA =q (4.6)
olur.

R —» K

o —>qr=cos6'+§:sin6’

seklinde tanimlanan @, operatdriine donme operatdrii denir.

17



(4.5) ve (4.6) denklemlerinden

B=gxA (4.7)
A=B xq, (4.8)
elde edilir.

Sonug¢ 4.2. S* a dik bir birim dual vektdrii q, =cos @ + S sin @ ile soldan

carpmak (sagdan ¢arpmak) demek vektore karsilik gelen dogruyu, S* a normal olan

diizlem iginde s* dogrusu etrafinda pozitif yonde (negatif yonde) € kadar dondiirmek

demektir.
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4.3. Vida Operatorii

Ave B aralarinda © = 0+c0°, =0, 6 =0, dual acisi olan iki birim dual

vektor olsun. O halde A ve B ye kesismeyen ve paralel olmayan iki dogru karsilik

gelir.

Bu dogrular d, ve d, olsun. d, ve d, nin ortak dikme dogrusuna karsilik gelen

ve A B ile bir sag sistem olusturan birim dual vektér S™ olsun. Yani S* m yonii

A AB nin yonii ile ayn1 olsun. (Sekil - 4.3.)

. /f *
s
d, K >
Sekil — 4.3.
Bu durumda

Q" =cos ® + S” sin ®

olmak tzere

elde edilir.
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Tanim 4.1.

D — Q
® > Q =cos ® + S” sin ©

*

o oo . * . 0 - * - -
operatoriine oteleme kism1 6, donme kism1 4, adimi vl ve ekseni S olan bir vida

operatorii denir.

Sonu¢ 43. Q =cos ® + S sin ® birim dual kuaterniyonu ile bir A birim dual

vektoriinii soldan (sagdan) kuaterniyon anlaminda g¢arpmak demek, A vektdriine

karsilik gelen dogruyu, S™ 1n dogrultu ve yoniinde (ters ydniinde) © 1 dual kismi

olan 8" kadar &teleyip ve hemen arkasindan da s dogrusu etrafinda pozitif yonde

(negatif yonde) ® 1n reel kismi olan ¢ kadar dondiirmek demektir.

Q =cos ® + S* sin © vida operatdriinde ® =@+ &0 dual acisin1 yerine yazalim.

Q" =cos (0+07) + S” sin (0+207)

=(cos 9—56?*sin9)+§(sin9+g€”cos€)

—c0s O—s0 sinO+S sin@+£0°S cosd

:(cos 0+§:sin6’)+56’*(—sin9+§cos«9)
ifadesinde " =0 yani 6teleme sifir iken ® =6 olup
Dénme operatorii Q =g, =cos & + S” sin @ elde edilir.

6 =0 yani donme agisi sifir iken

Oteleme operatorii Q" =q, =1 + £0°S” elde edilir.
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5. SPLIT (BOLUNMUS) KUATERNIYONLAR

Bu boliimde, J. Inoguchi’nin 1998 yilinda tanimlamis oldugu bdliinmiis (split)

kuaterniyonlar verilecektir.

5.1. Boliinmiis (Split) Kuaterniyonlar
H={g=al+ae +2,6,+ae | %,a,8,% <R} (5.1)

ctimlesini ele alalim. Burada {1, e:, g,ez} birimlerinin ¢arpimi asagida verilmistir.

ee =6, e,€ =€,
€,6,=-6 €6, =6
€€, =6, €6, =-6,

H nin her bir elemanina bir boliinmiis kuaterniyon denir (Inoguchi, 1998).

Burada a,,a;,a,,a, reel sayilarina g boliinmiis kuaterniyonunun bilesenleri denir.
Bundan sonraki boliimlerde, bir boliinmiis kuaterniyon igin ¢ =a,1+ a1€1+ aze_; + asg
gosterimi kullanilacaktir. Q,@,Q birimleri 3- boyutlu reel vektdr uzaymnin bir dik
koordinat  sisteminin  baz  vektorleri olarak  alnabilir.  Dolayisiyla  bir
q=a,1+ algl + aze: + agt?3 boliinmiis kuaterniyonu S, ile gosterilen skalar kisim ve \Tq

ile gosterilen vektorel kisim olmak tizere iki kisma ayrilir:
q=S,+V, (5.2)

bi¢iminde yazilir. Burada

Sy=8, V,=a6+a6+ae

dir.
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q=a,1+ a6 +a,e,+ aSE; : p=by1+ be +b,e, + bsg boliinmiis kuaterniyonlarinin

toplam1

q+ p:(Sq +Sp)+(Vq+W)

q+p=(a,+by)+(a +b)e +(a, +b,)e, +(a +b, e
olarak tanimlidir.

AeR ve g=a,1+ a1€l+a2§+a3e: olmak iizere Aq dis islemi

Aq=(4ay)+(42, )& +(42, e, +(2a;)e;
seklinde tanimlidir.

Bu iki islemle birlikte H cilimlesi reel sayilar cismi iizerinde 4-boyutlu bir vektor

uzayidir.

Ayrica q=a,l+a,e +a,e, +a,e,, p=by1+be +b,e, +b.e, béliinmiis

kuaterniyonlarin ¢arpimi:

x:HxH—>H
(d,p)—>qxp=0qp

seklinde bir islem olup

ap = (ghy —a,b; +a,b, +ab, )+ (a, +agb, —ab, +ab, )e 53
+(aob2 +azbo _a1b3 +a3b1)g+(aob3 +asbo _a‘Zbl +a1b2)e3

veya
9P =S,S, +g(vva)+sqvp+spvq+vq/\vp

olarak tanimlanir. Burada

g:ImH xImH->R .
(vq.avp)—> g(vq’vp):_a1b1+a2b2+a3b3 (5. )
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AImH xIm H—=1Im H

€ e: &
(Vo V,)> Vor V,=la 3, a,
b b, b

= (asbz _a2b3)€+(%q_%b3)g+(%bz _aZbl)g

dir. Im Hz{aigl+a2€+a3e::ai,az,a3 ER} dir. Bu garpma islemleriyle birlikte H ye

boliinmiis kuaterniyon cebiri denir.

Teorem 5.1. Qg=a,1+ a@i + azé + a,ﬁ; zamans1 birim boliinmiis kuaterniyon yani

Iq > 0 olsun.

3, +a°+a, +a,  2(a@a,-aa,)  —2(a3,+33;)
Ad,=| 2(a@a+aad,) a -a’ -3, +a, —2(a3 +aa,)
2(-a03,+23;)  2(a@-aa,) a, —a +a, —a;

-1 00
Ad, €S0(3,1) matrisi yar ortogonal matristir. Yani ¢=| 0 1 0| olmak iizere
0 01
T T
Ade(Ad,) e=(Ad,) cAd,e=1,
ve
det(Ad,)=1 dir (Kula, 2003).
Burada
100 0 ¢ -C coHe L, G
Ad,=|0 1 Of+sinh@| c; 0 —c |+(-1+coshd)| cc, —C+c; —C,
001 -, ¢ O T
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0 ¢ -¢ -1 0 O
C=|lc, 0 — ve ¢=|0 1 0| olmakiizere
-c, ¢ O 0 01
Ad, =1, +sinh 6C +(—-1+cosh §)C? (5.5)

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 5.2. q=a,1+ a1€i+a2€+a3€ uzaysit birim bdliinmiis kuaterniyon yani
I, <Oolsun.
3 +a’+a’ 3’ 2(aa-ay,)  -2(ad, +aa)

Y=| 2(aa,+aa,) a°-a’-a’°+a’° —2(a,a+a,a,)
2(-aya, +a,a,) 2(aga, —a,8,) 8 -8’ +a," —a,

-1 0 0
Ye SO(3,1) matrisi yar1 ortogonal matristir. Yani ¢=| 0 1 0| olmak iizere
0 01
T T
Ye(Y) e=(Y) eYe=1,
ve
det(Y)=-1 dir.
Burada
1 0 0 0 ¢ -C ey 6L, GG
Y={ 0 -1 0 [+sinh@| c; 0 —c |+(1+coshd) cc, —C'+c —C,
0 0 -1 -, ¢ O e —CC  —C+C
0 ¢ - -1 00
C=|c, 0 -c ve ¢=|0 1 0| olmakiizere
-, ¢ O 0 01
Y =—-1,+sinh 6C +(1+cosh ) C* (5.6)

seklinde ifade edilebilir.
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5.1.2.Béliinmiis Kuaterniyonlar Uzerine Temel islemler
a) Eslenik:

(();H—>H
q=8q+vq_)a=8q_v¢;

seklinde tanimlanir ve buna gore bir ¢=a,1+ aiej + azg + a3(?3 boliinmiis kuaterniyon
i¢in, ¢ nun eslenigi a :
q=a)1-a,6 —a,e, —a;6;

olur. Eslenik islemi asagidaki 6zellikleri saglamaktadir:

(i) aq+bp=aq+bp, va,beR,vq, peH
(i) ap=pg, Vg, peH

(i) gq=gq, VqeH.

b) g=a,1+ ale: + azeﬁ2 + aSQ boliinmiis kuaterniyonu igin;

I:H-oR
q—1(q)=1,=q9=0g

l,=a,” +a,° —a,” —a," olmak iizere,
I, <0 ise, g bolinmiis kuaterniyonuna uzays: (spacelike) boliinmiis kuaterniyon,
I, >0 ise, g boliinmiis kuaterniyonuna zamanst (timelike) boliinmiis kuaterniyon,

I, =0 ise, @ bolinmiis kuaterniyonuna isiks1 (lightlike) boliinmiis kuaterniyon denir

(Ozdemir ve Ergin, 2005).
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¢) Norm:

N:HoR

q->N(a)=N, =aq =/aq

seklinde tanimlanan N islemine H {izerinde norm denir.

Bir q=a,1+a,6 +a,e, +a,e, bolinmii kuaterniyonu igin, q nun N, normu

N, :\/‘a02+a12—a22—a32‘ (5.7)
reel sayisiyla tamimlidir (Ozdemir ve Ergin, 2005).
Norm islemi asagidaki 6zellikleri saglamaktadir:

Q) Ny =N,N,, Vg, peH

(i) N, =4°N,,VieR,VqeH.

d) invers :

() :H->H

E=Y

qg—>qt=—, 1,20

q
q

seklinde tamimlanan isleme H de invers islemi denir. 1, #0 olmak lizere g boliinmiis

kuaterniyonunun inversi

-1 a ao_a1€1_azez_a3g
= —_— = 5-8
a l, a°+a’—a,’ -a’ (58)

dir (Ozdemir ve Ergin, 2005).

Invers islemi asagidaki 6zellikleri saglamaktadir:
() (ap)*=pq? Vo, peH ve I,%0,1,%0
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(ii) (lq)_l:%q_l, 0%A4cR, vqeH ve I, 0.

e) Birim boliinmiis kuaterniyon :

N,=1 olan g bdliinmiis kuaterniyonuna birim bolinmiis kuaterniyon denir (Kula,

2003).
f) ki boliinmiis vektoriin ¢arpim :

Skalar kismi sifir  olan bdliinmiis kuaterniyona boliinmiis  vektér — denir.

q=V, :q€+%€+%€3, p :\Tp :blej+bzg+b3g boliinmiis vektorlerinin
carpimi
x:HxH—>H
e e (5.9)
(vq,vp)—> vqxvp:g(vq,vp)+ V, AV, =g(a,p)+qAp

seklinde bulunur (Kula, 2003).
g) q=a,1+ ale: + aze: + agt?3 boliinmiis kuaterniyonu igin;

(i) Her uzayst (spacelike) boliinmiis kuaterniyon (Iq < O) :
q=N, (sinh¢9+S* cosh 0) seklinde yazilabilir. Burada S, E’ uzaynda uzaysi

(spacelike) birim vektordiir. ¢ (S*, S*) =1

(if) Her zamansi (timelike) bolinmiis kuaterniyon (Iq >O), vektor kismi uzaysi
(spacelike) (g (\Tq,\Tq) > 0) olmak iizere =N, (cosh 0 +S " sinh 9) seklinde yazilabilir.

Burada S”, E. uzayinda uzays: (spacelike) birim vektordiir. g (S*, S*) =1

(iii) Her zamansi (timelike) boliinmiis kuaterniyon (Iq > 0), vektor kismi1 zamansi
(timelike) (g (\Tq,\Tq) < O) olmak tizere =N, (COS@+ S”sin 6?) seklinde yazilabilir.

Burada S7, E} uzaymnda zamansi (timelike) birim vektordiir. @ (S*, S*) =-1
(Ozdemir ve Ergin, 2005).
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5.2. Dual Boliinmiis (Split) Kuaterniyonlar

Bir A dual sayis1 A=a+¢a’ ifade edilir. Burada a ve a” reel sayilar ve & bir

reel say1 olmayip

20, 06=60=0, le=&l=¢, &*=0 (5.10)

kurallariyla belirlidir. Dual sayilar halkas1 D ile gosterilecektir.
HD:{Q:A)1+A&€?+A2€;+%% |A0’A1’A2'A3€D} (5'11)

climlesini ele alalim. Burada {1, e:, g,e;} birimlerinin ¢arpimi asagida verilmistir.

e =6 e,8 =€,
€8, =—€ e, =6
€6, =6, €6, =-6,

H, nin her bir elemanima bir dual béliinmiis kuaterniyon denir. Burada Aj, A, A,, A

dual sayilarina Q dual boliinmiis kuaterniyonunun bilesenleri denir.
Dolayisiylabir Q= A1+ Algl + Aze—; + AS(?3 dual boliinmiis kuaterniyonu

q=al+ae+ae,+ae; ve g =a +ae-+ae,+ae, bolinmis kuaterniyonlar

olmak tizere,

Q=q+&q" :(ao+q€+%g+%§)+g(a:+ar€+a:€+a:§) (5.12)

seklinde ifade edilir. Q dual boliinmiis kuaterniyonu S, ile gosterilen skalar kisim ve

\TQ ile gosterilen vektorel kisim olmak iizere iki kisma ayrilir:
Q=S,+ Vo (5.12)
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biciminde yazilir. Burada
Se=A. Vo=Ag+Ag+Ag
dir.

Q=Al+Ae +Age +Age,, P=B,1+Be +B,e,+Be, dual bdliinmiis

kuaterniyonlarinin toplami

Q+P:(SQ+SP)+(W+7P)

Q+P=(A+B))+(A+B)e +(A+B,)e,+(A+B,)e,
olarak tanimlidir.

AeDve Q=Al1+ A@j+Aﬁj+AﬁZ olmak tizere AQ dis islemi

AQ=(AA)+(AA )& +(2A, )&, +(AA,)e,
seklinde tanimlidir.

Bu iki islemle birlikte H ctlimlesi reel sayilar cismi iizerinde 8-boyutlu bir vektor

uzay1 ve dual sayilar halkasi tizerinde ise 4-boyutlu bir modiildiir.

Ayrica Q=Al+Ae+Ae,+Ae,, P=BJ1+Be +B,e,+Be, dual bdlinmis

kuaterniyonlarin ¢arpimu:

x:HyxH, —>H,
(Q.P)>QxP=QP

seklinde bir islem olup

QP :(AOBO _AiBl+AZBZ +A383)+(A&Bo +AbBl_AzBa+Asz)g1
+(AB,+AB,—AB, + AB,)e, +(AB, + AB,~ AB, + AB, ), (5.13)
=qp+2(gp”+q"p)

veya
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QP =SoS, +9( Vo, Vi )+84 Vo +8, Vo + Vo A

olarak tanimlanir. Burada

g:ImH, xImH, —>D

R S (5.14)
(VQl VP)_)g(VQ’ VP):_A&Bl"'Asz"'AsBa
Atlm Hy xIm Hy — Im H,
& e &
(Vo Vo) > Vo Ve =|A A A (515)
Bl BZ BS .

= (AaBz _AzBs)ej*'(%Bl_AiBs)e:*'(AiBz _AZBl)g?:

dir. Im H, ={Ag, + Ae, + Ae, A, A, A €D} dir (Kula, 2003).

5.2.1. Dual Béliinmiis Kuaterniyonlar Uzerine Temel Islemler

a) Eslenik:

(,):H, > H,
Q=S,+ Vo »>Q=5,~V,

seklinde tanimlanir ve buna gore bir Q=Al+Ae + Az€+ Aaeﬂ3 dual boliinmiis

kuaterniyon i¢in, Q nun eslenigi (3,

Q=Al-Ae—Ae,—Ag,

L (5.16)
=q+&q

olur. Eslenik islemi asagidaki 6zellikleri saglamaktadir:
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(i) aQ+bP=aQ+bP, va,beD,vQ,PeH,

(i) QP=PQ, VQ,PeH,

(i) Q=Q, VQeH,

(Kula, 2003).

b) Q=Al+ Aigl + Aze_; + Aseﬁ3 dual boliinmiis kuaterniyonu igin;

I:H, >R
Q—1(Q)=1,=QQ0=QQ

|Q=A02+A12—A22—A32

=(a’+a’-a’-a’)+2s(aa +aa —a,a -aa |

99+2(qq"+0'q)
l,-2¢(0.q")=-(q,0)-22(q.q")

olmak iizere,

lo <0 ise, Q dual boliinmils kuaterniyonuna uzaysi (spacelike) dual boliinmiis

kuaterniyon,

lo>0 ise, Q dual boliinmiis kuaterniyonuna zamansi (timelike) dual boliinmiis

kuaterniyon,

o=0 ise, Q dual boliinmiis kuaterniyonuna 1siks1 (lightlike) dual boliinmiis

kuaterniyon denir.

¢) Norm:
N:H, »D
Q=N(Q)=Ny =yQQ =y
seklinde  tanimlanan N islemine  H,  ilizerine norm  denir.  Bir

Q=Al+Aeg +Ag, +Age, dual boliinmiis kuaterniyonu i¢in, Q nun N, normu
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NQ:\/‘A)2+A12_A22_A;2‘
:\/‘(af +a’-a’-a’)+ Zg(aoa: +aa —a,a —aga:)‘
- \/‘qaw(tﬁm"a)‘

= [N 2e(aa = o) -2:(aq)

dual sayistyla tanimlidir. Norm islemi asagidaki 6zellikleri saglamaktadir:

(5.17)

(i)  Ng =NgN,,vQ,PeH,

(i) N, =4°N,,VAieD,VQeH,.

¢) invers :
(,) :H, > H,

Q-Q ==, (I,) =0

o_|rO|

seklinde tanimlanan isleme H de invers islemi denir. (IQ)2 # 0 olmak tizere Q dual

bolinmiis kuaterniyonunun inversi

4 Q A-Ae-Ae,-Ae . 2
Q T ATEAT_ATA? =q*-¢(aa’q™?), (lg) #0. (5.18)

dir. Invers islemi asagidaki 6zellikleri saglamaktadir:

() (QP)'=P'QY, VQPeH, ve (I,) #0,(1,) =0

(ii) (lQ)lz%Ql, (0+es)=AeD, VQeH, ve (|Q)2¢o.

d) Birim dual boliinmiis kuaterniyon :

N, =1 olan Q dual béliinmiis kuaterniyonuna birim dual béliinmiis kuaterniyon denir.

Q birim dual bdliinmiis kuaterniyonu igin, <q, q*> =0 olmalidir (Kula, 2003).
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e) Iki dual béliinmiis vektoriin vektorel carpimi :

Skalar kismi sifir olan dual boliinmiis kuaterniyona dual boliinmiis vektor denir.
Q=V, =Ae +Age,+Ag,, P=V, =B +B,e,+Be, dual bdlinmis

vektorlerinin vektorel ¢arpimi,

ANHpxHy =>Hp

N 1 (5.19)
(Vor Vo) > Vo Vs =2(QP-PQ)
olarak bulunur (Kula, 2003).
f) iki dual béliinmiis kuaterniyonun skalar carpimi :
Q=A+Ae+Ae, +Age,, P=B,+Be +B,e,+B,e, dual  béliinmiis

kuaterniyonlarinin skalar ¢arpimi,
(Q.P)= —AB,—AB, +AB, +AB,
- _%(6P+EQ) (5.20)
= (a.p)+e({a.p)+(a"p))
olarak bulunur (Kula, 2003).
g) Q=A+Ae +Age,+Ae, dual bdliinmiis kuaterniyonu igin;
(i) Her uzays1 (spacelike) dual  boliinmiis  kuaterniyon (IQ < 0) :
Q=N, (Sinh ®+S" cosh @) seklinde yazilabilir. Burada S”, E’ uzaymda uzays:

(spacelike) birim vektordiir. g(S",S")=1

(ii) Her zamansi (timelike) dual boliinmis Kkuaterniyon (IQ >0), vektor kismi
uzaysi (spacelike) (g (\TQ,\TQ) > O) olmak iizere Q =N, (cosh®+S*sinh @) seklinde

yazilabilir. Burada S*, E] uzayinda uzays: (spacelike) birim vektordiir. g (S*, S*) =1
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(iii) Her zamansi (timelike) dual boliinmiis kuaterniyon (IQ > 0) , vektor kismi
zamansi (timelike) (g (\TQ,\TQ) < 0) olmak iizere Q=N, (COS®+ S”sin ®) seklinde

yazilabilir. Burada S, E’ uzayinda zamansi (timelike) birim vektordiir.

g(s"s")=-1
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6. VIDA HAREKETI

6.1. Reel Uzayda Vida Hareketi

Sekil — 6.1.1.

Sekil - 6.1. de yiiksekligi S olan, birim yarigaph bir dik silindir goriillmektedir.
Bu sekilde S* birim dual vektérii silindirin eksenine, A birim dual vektorii ise silindir

tabaninda yatan OA yonlii dogrusuna, B birim dual vektdrii de silindirin iist taban

diizleminde yatan O'B yonlii dogrusuna karsilik gelmektedir. OA ve O'B yonlii

dogrulari arasindaki aginin 6l¢iisiit @ € R dir. Buna gore A ve B vektorleri arasindaki

bagint1

B=QxA (6.1.1)

seklinde yazilabilir. Bir diger ifadeyle B birim dual vektorii A birim dual vektdriinden

bir vida hareketi ile elde edilmistir, dyle ki bu vida hareketi
Q" =cos ® + S sin ®
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vida operatorii ile ifade edilmektedir. Buna gore, A noktasindan B noktasina varis

silindir yiizeyi lizerinde bir helis yoriingesi ¢izerek olur.

A nin B konumunu almasi i¢in miimkiin olan 2 yol vardir. Bunlardan birincisi, énce

S™ ekseni etrafinda A vektorii 6 kadar doner ve A noktasi A’ noktasma getirilir;

sonrada S° boyunca S kadar otelencrek OA’ vektorii B konumuna getirilir.

Buna gore

B-[q g A (612)
seklinde yazilabilir, burada
qi=cos & + S sin &
donme operatorii ve
q =1+£0°'S"
da Gteleme operatoriidiir.

Ikinci yol ise, dnce s’ boyunca S kadar A otelenir ve O'B’ vektorii konumuna

getirilir, sonra da S~ ekseni etrafinda @ kadar OB’ vektorii dondiiriiliir ve B

konumuna getirilir. Buna gore

B-[q o] A (613)
seklinde yazilabilir, béylece bu son ii¢ ifadeden

Q' =q; xq =q xq (6.1.4)

elde edilir.
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Sonug 6.1.

(1) Bir eksen etrafindaki sadece donme hareketi, 6teleme kismi olmayan bir vida

hareketidir.

S=0 ise @ =1 olur. Dolaystyla,

Q] =a

(i)  Bir eksen boyunca sadece 6teleme hareketi, donme kismi olmayan bir vida

hareketidir.

0=0 ise q =1 olur. Dolayisiyla,

*

[Q*]azo = %
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x—1 Z
d.. ==Y 5

1 0
X _ Y _,_
i_i21
2 2

dogrulari veriliyor. d, dogrusunu d, dogrusuna doniistiiren vida operatdriinii bulalim.

flk 6nce E.Study teoremi (Teorem 2.6.) geregince bu dogrulara karsilik gelen dual
vektorleri bulalim.

d, dogrusu igin M =(1,0,0) ve 5:(1, 0,0) olmak iizere

E.study teoremi (Teorem 2.6.) geregi a =OM Aa oldugundan

e & &
a =1 0 0[=(000)
1 0 0

,1) olmak tizere

5

ve d, dogrusuigin N =(0,0,1) ve 5:[%,

b =ON Ab oldugundan

e & & .
b=l0 0 1|=——(-110) di
0 ﬁ( )
- =1
2 2

d, dogrusuna karsilik gelen dual vektor A—a+ea = (1,0,0)+£(0,0,0)
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d, dogrusuna karsilik gelen dual vektor

§:5+ga*{%,%,1}5[_%,%,@

olmak tiizere bu iki dual vektorii birimlestirelim.

A\FW_ 1 =(1,0,0)

buradan da
-ByxA=Q’
o halde

Q =(By, Ay)-BoA A, esitligi elde edilir

(By Ay) =B A +B, A +BA
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El €, &
Lo~ 101 1 1 1
bra=— o —=0—-=.-
2 2 \/5 (\E 2)
1 0 0
Q& &
_b’/\é*:l 1 i:(0’0’0)
2 2 2
0 0 O
e € e
b ra= 1! 0 =£0’0'_£j
2 2 2
1 0 0

ByAA = A5+5(BA;+B*A5)

b
fo 2 oo
1

bulunur.
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<§(;R> =c0s® =cos(0+£6") oldugundan

=c0sf—¢&0 " sin@

- = 1 1) . . 1 1
<BO,A\)>:(§—E§J ise cos@—&0 smH:(E—gE)

cosé?:1 - ¢== olup, —49*sin6’:l - 0= = sinZ _¥3 olur
2 3 2 3 3 2
,9*:‘_l_i =‘—i‘:£. vida adimi 9—;0,5 mm
23| | V3] 3 0

Sonug olarak, d;, dogrusunu 60° derece dondiirerek ve ? br 6teleyerek d, dogrusu

elde edilir.
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6.2. Minkowski 3-Uzayinda Vida Hareketi
6.2.1. Timelike Boliinmiis (Split) Kuaterniyonlar i¢in Vida Hareketi
Teorem 6.2.1. (E. Study Teoremi)

Minkowski 3-uzayinda dogrultmani zamansi (uzaysi) vektér olan yonli dogrular ile

(X, X*) sirali  dual vektor ¢iftleri arasinda birebir esleme vardir. Burada
g(x,x)=-1 (g(x,x):l) ve g(x,x*):O dir.

Bu birebir eslemede dogrunun dogrultman vektorii X ve X vektoriiniin orijine gore

momenti x* dir ( Yayl, Caliskan, Ugurlu 2002).

Teorem 6.2.2. Q=Al+ Aigl + Azg + A3eﬂ3 birim dual boliinmiis kuaterniyon olsun.

AZ+A A HA 2(AA-AA)  2(AA+AA)
Y=| 2(AA+AA)  A-A-AT+AT 2(AA+AA) (6.2.1)
2(-AA+AA)  2(AA-AA)  AT-ATHAI-A

-1

dual matrisi yari ortogonal dual matristir. Yani &= olmak iizere

o . O
— O O

0
0
YV e=¥e¥e=1,

ve

detW =1 dir (Kula, 2003).

Ispat: We ve W'e matrislerinin ¢arpimlari sirasiyla,

ATHATHAT AT 2(AA-AA)  2(AA+AA) (-1 0 0
Ye=| 2(AA+AA) A -A-ATHAT 2(AATAA) |0 10
2(-AA, +AA) 2(AA-AA)  AT-AT+AT-AZ][0 0 1
“A-AT-AT-AS 2(AA-AR) 2(AA+AA)
= 2(AA+AA) A -A-ATHAT 2(AATAA)
2(AA - AA) 2(AA-AA) A=A A A

ve
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AHATHATEAT 2(AA+AA)  2(-AA+AA) |-
Yie=| 2(AA-AA)  A-A-A'+A’ 2(AA-AA) |0
| 2(AA+AA)  2(AA+AA)  AT-ATHAT-AT O
A -AT-AT-AT 2(AATAA)  2(-AA+AA)
=l 2(-AA+AA)  A-AT-ATHAT 2(AA-AA)
2(AA,+AA) 2(AA+AA) A=A A A

00
10
01

dir. O halde

o - O

— O O
I
—

1
PP e = (A2 + AT~ A -AT) |0
0

olarak bulunur ve det‘P:(AerAf—Azz—Af)szl dir.

Simdi bilesenleri Q kuaterniyonunun bilesenleri cinsinden yazilan ¥ yar1 ortogonal

dual matris yardimiyla vida hareketi ifade edilecektir.

Q=Al+Ae +Ae, +Ag,

:(a0 +q€+a2€+%g)+g(a: +af5{+a§€+a§e§)
birim dual boliinmiis kuaterniyonunu ele alalim. Q birim oldugundan,

2 2 2 2
No=A"+A -A - A
— 2 2 2 2 * * * *
= (a0 +a —a —a3)+25(a0a0 +a,a +aa +a3a3)
=1+¢0

dir.

a’+a’-a’-a’=1 = & =1+(—a2+a2+a2)
0 1 2 3 0 1 2 3

—af + az2 + af >0 olmak iizere
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\/—Af +AZ+ A7 = \/(—af +a’+ af)+ 25(—ala: +a,a + aga:)

—aa +a,a +aa
=/-a’+a’+a’ +e %8, 198, 34,
1 2 3 2 2 2
ﬂ,—a +a +a
1 2 3
olup, benzer sekilde af — aj - a32 >0 olmak tizere

2 2 2 _ 2 2 .2 P
JAT-AZ A _\/(al a’-a’)+2¢(aa —a,a —aa )
a —a,a —-aa
=«/a12—a22—a32+ga1 L~ %8, 788,
Jai-a’-a’
1 2 3

olur.

0 Vo Vo) =-A’+A+A]
=(-a’+a’ +a’)+2s(-aa +a,a +a:))
o(V, V) 200V, )
esitliginde,
g (Vq, v(;) = —af + af + a32 >0 veya \Tq =0 ise \TQ ya uzaysi dual boliinmiis vektor,

g (Vq, Vq) <0 ise \TQ ya zamansi dual boliinmiis vektor,

\Z#O olmak iizere g(Vq,Vq):o ise \TQ ya bosluksu dual boliinmiis vektor denir

( Kula, 2003).

a) \TQ;tO uzayst dual bolinmiis vektor olsun. Q birim dual boliinmiis
kuaterniyonunu kutupsal formda yazarsak
Q=A+Ag+AE +AR,

= A+ AT AT AT ?_e;; ’f:zjfij (622)

= cosh9+sinh9§
2 2

biciminde olup,
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® N C)
cosh—=A,, sinh—=-A’+ A%+ A’
O, sion @ AT AT A

Aie +Aze +A3e
J—Aﬁ+%-+A

Q§Sﬂ=§§:1

=S5,6,+5,6,+5,8,

*

(6.2.3)

dir. Ayrica © =Q+89— dual agis1 ve Q birim dual boéliinmiis kuaterniyonunun s

ekseni sirasiyla,

g =arccosh(a, )

*
Il
ii‘m
I
H

_a,6+3,6,+a,8
J-a+a’+a’
g_a:€1+a:€+a:§ aoa:(a1€1+a2ej+a3(?3)

0 2 . .2 .2 3
\/_al +a2 +a3 \/(—al2 +a22 +aj)

bigimindedir ve

Asagidaki esitlikler ve (6.2.3) ile verilen ifadeler yardimiyla
cosh? 2 _sinh? &

2 2
cosh® %+sinh2 % =cosh®

, O 1+ cosh®
2 2

cosh” —

2@ _ —1+cosh®
2

sin
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Zsinh%cosh%:sinhé)

Teorem(6.2.2) deki ¥ matrisinin bilesenleri

A’ + A%+ Al + A =1+(-1+cosh©)(S] +5 )
A’ = A? = A’ + A? =1+(-1+cosh©)(-S. +57)
A’ - A’ +A? - A’ =1+(-1+cosh®)(-S} +5;)
2(AA +AA,)=S,sinh®@+(-1+cosh®)S,S,
2(A/A,—AA,)=S,;sinh®—(-1+cosh®)S;S,
2(-AA, +AA)=-S,sinh@+(-1+cosh®)S;S,
-2(AA, +AA)=-S,sinh®—(-1+cosh®)S,S,
2(A/A —AA)=S;sinh®—(-1+cosh®)S,S,
-2(AA +AA)=-S,s5inh®—(-1+cosh®)S,S,

seklinde bulunur.

O halde
100 0 S, -S, Si+8; -SS,  -S§,
W=|0 1 0|+sinh® S, 0 -S |+(-1+cosh®) SS, -S7+S; -S,8,
001 =5, S 0 $S;  -SS, -S+S;

¥ =1,+sinh®S™ +(-1+cosh®)S™

olarak bulunur. Burada

0 S, -S, 10 0
=S, 0 -S| =0 10
-s, S, 0 0 01
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olmak lizere
ST =—£S¢

*

oldugundan S° matrisi dual antisimetrik matistir. Aynca (S°)" =S ve
()" =(s"Y dir.

Xl
Simdi W matrisinin X =| X, | dual bolinmiis vektoriindeki goriintiisii vektorel formda

XS

¥X =X +sinh®(§/\ X)+(—1+cosh®)(§/\(8*/\ X))

X +sinh @(?/\ X )+(—1+ cosh ®)(—g (§ X )§+ g (?;) X) (6.2.7)

*

cosh®X +sinh @(?/\ X)+(1—cosh 0)g (5— X)S

S,
seklinde elde edilir. X yerine S™ =S, | birim dual boliinmiis vektoriinii alirsak
83

WS =S" dir. S* in W matrisi altindaki goriintiisii degismez. O halde S°, (6.2.5) ile

verilen W 6zel yar1 ortogonal matrisinin eksenidir.

Ayrica W matrisini  sinh® =sinh@+¢6 coshd ve cosh® =cosh+ &6 sinh 6

esitlikleri yardimryla

W =(1,+sinh6S” +(~1+cosh §)S™ )+ 6" (cosh S” +sinh S (6.2.8)
olarak ifade edebiliriz.

G =(l,+sinh 6" +(~1+cosh 9)S™)

H =(cosh 6S™ +sinh 65)

olmak tizere,
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$'G =5"(l,+sinh#S" +(~1+cosh6)S™)

= cosh@S” +sinh §S™
- H

ve

GS™=(1,+sinh#S" +(~1+cosh 9)S™)s’
=cosh #S™ +sinh 6S™
=H

dir. O halde esitligi

¥ =(l,+£0'S")G

- (6.2.9)
=G(l,+£0°S")
olarak yazabiliriz. Denklem (6.2.9) da donme agist sifir (6 =0)alinirsa
W =1,+¢£0'S" elde edilir, (6.2.10)

Bir X =x+¢&X birim dual vektdriinin ¥ = ( I, + 549*8*) altindaki goriintiisii

Y =(I3 +56?*S*)(X)=(I3+g6’*8*)(x+gx*)

x+g(x* +9*S*x)

i+g(?+9*(§oAi))
olarak bulunur. Burada

eS” =8(§0+8§:)=€§0

dir ve Y birim dual vektor olur.

Yani ‘P=(I3+39*S*) matrisi X vektoriinii sabit birakirken, X vektoriinii

X +6 (Sﬁ0 A i) vektoriine doniistirmektedir.
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O halde (I3 +8Q9*S*) matrisi X birim dual boliinmiis vektdriine karsilik gelen yonlii
dogruyu kendisine paralel diger bir dogruya doniistiirmektedir. (I . +56?*S*) matrisine

Oteleme matrisi (operatorii) diyecegiz.

Ayrica 6teleme uzunlugu (0* = O) aliirsa

Y =G bulunur.

Bir X =x+&x  birim dual bdliinmiis vektdriiniin

G =(l,+sinh#S” +(~1+cosh 0)S™)
= (15+sinh 68, +(~1+cosh 0) ;) + £ (sinh 65 + (~1+ cosh 0)(S,S, +SS, )
=Ad, +¢&J

matrisi altindaki goriintiisii

GX = Ad,x+&(Ad,X +Jx)

dir. Burada Ad, (5 .)" esitliginde verilen Ad, = I,+sinh@S,+(-1+cosh 6)S,’

matrisi formundadir ve J =sinh @S] +(~1+cosh0)(S,S” +S’S, ) dir.

Yani G matrisi X vektorini Adqx vektoriine ve X~ vektoriinii (Adqx* +JX) vektoriine

doniistiirmektedir.

O halde G matrisi X birim dual bolinmiis vektoriine karsilik gelen dogruyu 6
hiperbolik a¢is1 kadar dondiirmektedir. G matrisine Donme matrisi (operatorii)

diyecegiz.
Ayrica

GeG e =(1;+sinh 0S” +(~1+cosh 0)S™) (1, —sinh 08"z +(~1+cosh ) £5 ¢ )
= (& +sinh 6S"c +(~1+cosh 0) S ¢ ) (& —sinh 0eS™ + (~1+cosh 0) £S™)
=1, +(2(—1+ cosh ) —sinh? @ +(-1+cosh 9)2)8*2
=1

3

ve
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G'£Ge =(£—sinh 08" +(~1+cosh 0) £S™ ) (& +sinh 0S"e + (~1+ cosh 0) S ¢ )
=1+ (2(—1+ cosh 6) +sinh? 6+ (~1+cosh 6)’ ) eS¢

|3
dir. G matrisinin determinanti
detG =1-2(~S? +52+52)+(-S2 +52+5?7)
+2cosh0(—S? +8? +87 ) —sinh® (~S? + 82 + 57
~2c0shO(~S? +52+S2) +cosh? O(~S? +52 +52)
=1
oldugundan G matrisi S” dual eksenli yar1 ortogonal dual matristir.

Benzer sekilde

F=1,+£0'S" matrisini ele alalim.

FeFle=(I, +80*S*)8( I —849*85*8)8
= (6‘ + 86’*8*8)(5 —89*88*)
3

ve

FleFe = ( I —50*88*5)5(I3 +59*S*)g
(6‘ - 80*58*)(8 + 50*8*8)
I3

dir. F matrisinin determinanti

1 &0'S, -&bs,
detF =| £0°S, 1 —e0'S|=1
-£0'S, &0°S, 1

Sl
oldugundan F matrisi yar1 ortogonal dual matristir. Ayrica S” =| S, | olmak iizere
S3
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dir ( Kula, 2003).

b) \TQ zamansi1 dual bolinmils vektdr olsun.

kuaterniyonunu kutupsal formda yazarsak
Q=A+Ae +Ae +Ag,

L A A At ARt AR
SATVA AT A
AZ_AZZ_A32

® . 0%
=Cc0S—+Sin—S
2 2
bi¢cimde olup,
cosngo, singz AP —AZ—A?

§: Aiel:Aze22+A32es 281€1+Szg+53(?3
VA A=A

o(5%.57) -5 -1

*

Q birim dual boliinmis

(6.2.11)

(6.2.12)

dir. Ayrica %—§+g? dual acist ve Q birim dual boliinmiis kuaterniyonunun s

ekseni sirasiyla,

5= arccos(a,)

o _ e tae tae
0

az—az—a32

1 2

—*‘:aleﬁ'azez‘f‘aa% +a0ao(a1el+a2e2+a3e3)

3 :
(a7 -2l -a’)

a’-a’-a’
1 2 3
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bigimindedirve  S" =S, +¢S;

Asagidaki ve (6.2.12) ile verilen esitlikler yardimiyla

c052%+sin2%:1

coszg—sin2 % =Cos®

,® 1+cos®
COS" — =
2 2
. ,® 1-cos®
sin® — =
2 2

2sin 20052 =sin@

272
Teorem (6.2.2) deki W matrisinin bilesenleri
A + A+ A+ Al =1+(1-cosO)(S] +5;)
A}~ AP = Al + A7 =1+(1-c0sO)(~S] +57)
A’ — A’ +A? - A7 =1+(1-cos®)(-S} +5;)
2(AA +AA)=S,s5iNO+(1-c0sO)S,S,
2(AA—AA)=S;5INO-(1-c0sO)S;S,
2(~AA, +AA)=-S,sinO+(1-c0sO)S;S,
“2(AA +AA)=-5,5INO—-(1-c0s0)SS,
2(AA = AA) =8 sinO-(1-c0s0)S,S,

-2(AA+AA)=-8,5inO@—(1-c0sO)S,S,
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olarak bulunur.

O halde
100 0 S, -S, Si+8;  -SS,  -SS,

¥={0 1 0[+sin@®| S, 0 -S |+(1-cos®) SS, -S7+S; -§,S, (6.2.14)
001 -5, S, 0 S, 5,8, -5+

¥ =1,+sin®S" +(1-cosO®)S™

olarak bulunur. Burada

0 S, -S, 1 0 0
=S, 0 -S| [0 10 (6.2.15)
-s, S, 0 0 01

olmak tzere

ST =—£S¢

oldugundan S~ matrisi dual antisimetrik matristir. Ayrica (S*)Zn_l_( 1)"*15 ve

()" =(-)™(s"Y dir.
X

W matrisinin X =| X, | dual bolinmiis vektoriindeki goriintiisii vektdrel formda
X

\PX=X+sin®(§Ax)+ 1-c0s® (S*/\(S*/\X))
=X +5in@(S" A X |+ (1-cos0) ( g(?,x)?+g(§,?)x) (6.2.16)
= CosOX +sin®(S*/\X)—(l—cos@)g(?,X)?

Sl
seklinde elde edilir. X yerine S™ =/ S, | birim dual boliinmiis vektoriinii alirsak

w
w

wS*=S" dir. S° m ¥ matrisi altindaki goriintiisii degismez. O halde S™ ile verilen

V' 6zel yar1 ortogonal matrisinin eksenidir.
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Ayrica W matrisini sin®=sin@+¢6 cosd ve cos® =cosfd—s0 sind esitlikleri

yardimiyla

W =(1,+siNGS"+(1-c0s0)S ™)+ 0" (cos S +sin6S™ ) (6.2.17)
olarak ifade edebiliriz.

G =(l,+sin@S" +(1-cos0)S™)

H =(cos6S™ +sings™)

olmak iizere,

$'G=S"(1,+sin#S" +(1-cos#)S”)
= €0s#S” +sin@dS™
- H

ve

GS" =(l,+sin0S" +(1-c0s0)S™)s’
=c0s@S” +sinS™
=H

dir. O halde (6.2.17) esitligi

W =(1,+£0'S")G

=G(l,+¢0's") (6218)
olarak yazabiliriz.
(6.2.18) denkleminde donme agisi (6 =0) alinirsa
W=l,+56'S" (6.2.19)

Bir X =X+¢&X birim dual vektdriiniin (I3 + 50*8*) altindaki goriintiisti
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Y =(1,+60°S")(X)=(1,+£0°S")(x+ex")
= x+&(X +0°8'x)

= i+g(?+9*(§oAi))
olarak bulunur.
Burada
£S’ :g(§0+g§:):g§0
dir ve Y birim dual vektor olur.

Yani (I3 +89*S*) matrisi X vektdriinii sabit birakirken, X vektorinii X +6" (Sﬁ0 A ;()

vektoriine doniistiirmektedir.

O halde (I3 +g¢9*8*) matrisi X birim dual bdliinmiis vektoriine karsilik gelen yonlii
dogruyu kendisine paralel diger bir dogruya doniistiirmektedir. (I . +56?*S*) matrisine

Oteleme matrisi (operatorii) diyecegiz.

Ayrica dteleme uzunlugu 6 =0 alinirsa

Y =G bulunur.
Bir X =x+&x  birim dual bdliinmiis vektoriiniin

G=(l,+sin0S" +(1-cos0)S™)
= (15-+5in S, +(1-c0s0)S,” )+ £(sin 0, +(1-c0s0)(S,S. +8.S; ))
=Ad, +¢&J

matrisi altindaki goriintiisii
GX = Ad,Xx+&(Ad,X +Jx)

dir.
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Ad, bu ifade de Ad,=1,+sindC+(1-cos#)C*® matrisi formundadir ve

J =sin@S; +(1-cos0)(S,S; +S.S, ) dir.

Yani G matrisi X vektoriinii Ad,X vektoriine ve X~ vektoriinii (Ad,X +Jx) vekidriine
dontstiirmektedir.

O halde G matrisi X birim dual boliinmiis vektoriine karsilik gelen dogruyu 6 agisi

kadar dondiirmektedir. G matrisine Donme matrisi (operatorii) diyecegiz.

Ayrica

GG e =(1,+sin0S" +(1-c0s0)S™ )& (1, —sin 6eS e +(1-cos0) £S ¢ ) e
=(£+sin0S"e +(1-c0s0) Sz )(£—sin 08" +(1-c0s ) £S™?)

=1, +(2(1—cos€)—sin2 ¢9+(1—cos€)2)s*2

|3
ve

G'eGe =(£—sin0sS™ +(1-c0s0)£S™ (& +sin0S7e + (1-c0s 0) S ¢ )
=1, +(2(1—cos€)+sin2 9+(1—cos€)2)gs*ze

=1,
ve
G matrisinin determinanti
detG =1+2(~S2+52+52)+(~82 +52 +52)
~2c0s0(~S? +87+87 )—sin* 0(~S? +5? +3)
~20050(~S2+5%+52) +c0s? O(~S? +52 +52)
=1

oldugundan G matrisi Ss” dual eksenli yar1 ortogonal dual matristir.

F matrisi ise a) daki ile aynidir ( Kula, 2003).
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6.2.2. Spacelike Boliinmiis (Split) Kuaterniyonlar i¢in Vida Hareketi

Teorem 6.2.2. Q=Al+Ae +Ae,+Age, birim dual uzays: (spacelike) boliinmiis

kuaterniyon olsun.

ASHATHATHAT 2(AA-AA)  2(AA +AA)
R=| 2(AA+AA) A -A-A'+A"  2(AA+AA) (6.2.20)
2(-AA+AA)  2(AA-AA)  AT-ATHAT-A

-1 00
dual matrisi yari ortogonal dual matristir. Yani & ={ 0 1 0} olmak iizere
0 01

RN e =R Re =1,
ve

detR=-1 dir.

Ispat: Re ve R'e matrislerinin carpimlari sirasiyla,

A HA A AL 2(AA-AA)  2(AA+AA)
Re=| 2(AA+AA) A -A-A"+A"  2(AA+AA)
| 2(FAATAA)  2(AA-AA) AT-ATEAT-A]
AT -AT-AT-AT 2(AA-AA)  -2(AA+AA)
=| 2(AA+AA) A -A-ATHAT 2(AA+AA)
2(AA —AA) 2(AA-AA)  A-A+A A

-1
0
0

o — O

0
0
1

ve
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A A AT AT 2(AAEAN)  2(-AA+AA)
Re=| 2(AA-AA) A-A-A+A"  2(AA-AA)

| 2(AATAA)  2(AATAA) AT-ATHAT-A
A -AT-AT-AY 2(AA+AA)  2(-AA+AA)
=1 2(-AA+AA) A -AT-ATHAT 2(AA-AA)
2(AA+AA)  2(AA+AA)  AT-ATHA-AS

2 2 2 2\3 .
olarak bulunur ve detSR:(A) +A -A —&) =-1 dir.

dir. O halde

ReWs = (A7 + AT AT~ A)

o O -
o - O
O O

Q=Al+Ae +Ae, +Ag,

=(a0+a1el+aze2Jrage3)+g(a0 +a1e1+a2e2+a3e3)

-1

o — O

= O O
R —

0
0

birim dual uzaysi (spacelike) boliinmiis kuaterniyonunu ele alalim. Q birim dual uzaysi

(spacelike) boliinmiis kuaterniyon oldugundan 1, =-1<0 ve N, =1 olmalidur.

2 2 2 2

lo=A+A -A - A
_ 2 2_ 2_ 2 * * * *
_(a0 +a’ —a’ a3)+25(a0a0+a1a1+a2a2+a3a3)

=-1+¢0

NQ:\/‘AOZ"'A&Z_AZZ_Asz‘

.

=1+&0

(a+a’-a’—a’)+2s(aa +aa +a,a +a,a; )‘

dir.
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a’+a’-a’*-a’=-1 = a’+a’-a’*-a’<o0
0 1 2 3 0 1 2 3
0<a’<-a’+a’+a’

0 1 2 3

—af + af + aj >0 oldugundan

\/—Af +AZ+ A7 = \/(—af +a’+ af)+ 25(—ala: +a,a + aga:)

—aa +a,a +aa

=/J-a’+a’+a’ +e¢ 48, 338, 3
1 2 3 2 2 2
ﬂ/—a1+a2+a3

bulunur.

—_

0 Vo Vo) =—A"+A+A
= (—a12 +a’+a’ ) + 25(—a1a: +a,a + aaa:)

=9( Vo, V) +229( V. V)
esitliginde,
g(Vq,Vq)z—af +a’+a’>0 olup V, ya uzaysi (spacelike) dual bolinmiss vektor
denir.

Q=A+Ae+Ae,+Ag

= A Hy-AT+ A A \A/&_e; T;i:fi; (6.2.22)

=N, (sinh 9 +cosh 9?]
2 2

seklinde kutupsal formda ifade edilebilir.

Bu ifade de

sinh%:A), cosh%:\/—AiﬁAz%%z

o _Ae T Al +Ag —S.e 15,6, +5,8 (6.2.22)
\/_IA&2+A22+A32
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*

o(8757)=575 -1
dir.

Ayrica %=§+g? dual agist ve Q dual boliinmiis kuaterniyonunun S* ekseni

sirasiyla,

gzarcsinh(ao) ve — == (6.2.23)

S*=S,+¢S, bigimindedir.
Asagidaki esitlikler ve (6.2.21) ile verilen ifadeler yardimiyla

coshzg—sinhzgzl

cosh? %Jrsinh2 % =cosh®

,® 1+cosh®
cosh _:T

h2 ©® _-1+cosh®
2

sin
Zsinhgcosh9 =sinh®
2 2

Teorem(6.2.2) deki P matrisinin bilesenleri

AZ+ A2+ A?+ AZ =1+ (L+cosh®)(S2 +52)
A —A? A +A? =—1+(1+cosh©)(~S? +8?)
A~ A2+ A2~ AZ =1+ (L+cosh@)(~S? +5?)
2(A A +AA)=S,sinh@+(1+cosh©)S;S,
2 AR =5, 0 -(1+co0)55,
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2(-AyA, + AA)=-S,sinh ® + (1+cosh ©)S,S,
~2(AA, + AA)=-S,sinh©®—(1+cosh ©)S;S,
2(AA - AA)=S,sinh®—(1+cosh©)S,S,

~2(AA +AA)=-S,5inh©® - (L+cosh ©)S,S,

seklinde bulunur.

O halde
-1 0 0 0 S -S, $:+S; -85,  -SS,

R=|0 -1 0 |+sinh® S; 0 -S |+(I+cosh®) SS, -S’+S; -S,8, | (6.2.24)
0 0 -1 -5, S 0 §S,  -S,8, -87+S;

R =—1,+sinh©®S” +(1+cosh @)S*2

olarak bulunur. Burada

0 S, -S, 100
s'=|'s, 0 -S|, =0 10 (6.2.25)
-5, S, O 0 01

olmak tlizere
ST =—£S"¢

*

oldugundan S~ matrisi dual antisimetrik matristir. Ayrica (S*)Zm1 =S ve
()" =(s"Y dir.

Xl
R matrisinin X =| X, | dual boliinmiis vektoriindeki goriintisii vektorel formda
X

3
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RX =-X +sinh®(§/\ X)+(1+cosh®)(§/\(8*/\ X))

-X +sinh®(§/\ X )+(1+ cosh ®)(—g (? X )§+ g (??) X) (6.2.26)

cosh®X +sinh @(?/\ X)—(1+ cosh®)g (? X )5—

S,
seklinde elde edilir. X yerine S™ =S, | birim dual boliinmiis vektoriinii alirsak
S3

RS* =—S" dir.

Ayrica R matrisini  sinh® =sinh@+£0 cosh® ve cosh® =cosh @+ £6" sinh &

esitlikleri yardimiyla
R =(~1, +sinh 68 +(L+cos )™ | +267 (cosh 65 +sinh 65 (6.2.27)

olarak ifade edebiliriz.
M =(~I,+sinh 6S” +(1+cosh §)S™)
N :(cosh 0S” +sinh HS*Z)

olmak tizere,

S'M =S"(~l,+sinh 6S” +(1+cosh 0)S™)
= cosh#S™ +sinh §S™
=N

ve

*

MS" =(~1,+sinh6S" +(1+cosh6)S)$S

=cosh&S” +sinh 8S™
=N

dir. O halde esitligi
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R=(1,+£0°S")M

- (6.2.28)
=M (l,+£0°S")
olarak yazabiliriz. (6.2.27) denkleminde 6 =0 alinrsa
R=1,+50°S" (6.2.29)

Bir X =X+ X" birim dual vektbriiniin (1, +£0"S") altindaki goriintiisii

z =(I3 +56*S*)(X)=(I3+50*S*)(x+gx*)
= x+&(X +0'Sx)

= i+g(?+9*(§oAi))
olarak bulunur.

Burada

S’ = 5(87+3ST) = EST)

dir ve Z birim dual vektor olur.

Yani (I3 + 59*8*) matrisi X vektdriinii sabit birakirken, X vektorinii X +6" (S—O A ;()
vektoriine doniistiirmektedir.

O halde (I3 +59*S*) matrisi X birim dual boliinmiis vektdriine karsilik gelen yonlii
dogruyu kendisine paralel diger bir dogruya doniistiirmektedir. (I . +86?*S*) matrisine

Oteleme matrisi (operatdrii) diyecegiz.

Ayrica 8 =0 alinirsa
R =M bulunur.

S" =S, + gS: olmak iizere, bir X = x+&X  birim dual bdliinmiis vektoriiniin
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M =(~1,+sinh 65 +(1+cosh 0)s™

= (=1 +sinh 08, + (1+ cosh 0) S, ) + £ (sinh 6S” + (1+ cosh 0) (S,S; +S7, )
=Y+&P

matrisi altindaki goriintiisii
MX = Y+5(Yx* +Px)
dir.

Burada Y (5.6) esitligi ile verilen matris formundadir ve

P =sinh @S +(1+cosh 0)(S,S +S'S, ) dir.

Yani M matrisi X vektoriinii Y vektoriine ve x  vektdriinii (YX*+PX) vektoriine
doniistiirmektedir.
O halde M matrisi X birim dual bolinmiis vektoriine karsilik gelen dogruyu 6

hiperbolik agis1 kadar dondiirmektedir. M matrisine Donme matrisi (operatorii)

diyecegiz.

Ayrica

MeMTe =(~1;+sinh 6S” +(1+cosh ) S ™) £ (~1, —sinh 0eS"e + (1+ cosh 0) £S ¢ ) &
=(—¢+sinh6S e+ (1+cosh ) S s )(~& —sinh S + (1+ cosh 0) £S™ )
=1, —(2(1+ cosh 6)+sinh? 6 —(1+ cosh 9)2)8*2

3
ve

MTeMe =(—&—sinh 6eS” +(1+cosh 0) S )~ +sinh Sz +(1+ cosh 0) S )
=1, —(2(1+ cosh @) +sinh? & —(1+cosh 9)2)58*25

|3

ve

M matrisinin determinanti
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detM =—1—2(—Sf +8? +S§)+(—Sf +S; +S§)2
+2cosh (9(—812 +87 + S;)—sinh2 9(—812 +§? +S§)
—2cosh 0(—812 +82+57 )2 +cosh® (S +8%+8; )2
—_1

oldugundan M matrisi S” dual eksenli yar1 ortogonal dual matristir.
Benzer sekilde

N =1,+&£0S" matrisini ele alahm.

NeN'e :(I3 +89*S*)8(|3 —59*58*5)5
= (5+89*S*8)(8 —59*88*)

I5
ve

NTeNe=(l, —86?*88*8)8(|3 +89*S*)8
= (8—8(9*88*)(8+89*S*8)

|3
dir. N matrisinin determinanti
1 &0S, -0,

detN =| £6'S, 1 -&0S,|=1
-0'S, £0°S, 1

S1
oldugundan N matrisi yar1 ortogonal dual matristir. Ayrica S™ =| S, | olmak iizere
S3
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