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GENELLESTIRILMIS YARI MUKEMMEL HALKALAR

OZET

H. Bass tarafindan tanimlanan projektif ortiiler ve miikemmel halkalar modiil
teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Milkkemmel ve yari-miikemmel halkalar {izerine
genis arastirmalar yapilmis ve hala devam etmektedir. Bu halkalarin genellemeleri

lizerine yapilan ¢aligmalar da literatiirde biiyiik 6neme sahiptir.

Bu calismada bu genellemelerden bazilari olan G -milkemmel, A -miikemmel,
B -milkemmel ve G -yari-mitkemmel halkalar, &zellikleri ve aralarindaki iliskiler

incelenmis ve 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diiz B -6rtii, G -yari-milkemmel halka, Miikemmel halka



GENERALIZED SEMIPERFECT RINGS
ABSTRACT
Projective covers and perfect rings defined by H. Bass is an important topic in the

theory modules. Perfect and semiperfect rings are extensively studied. Studies

concerning generalizations of these rings also have importance in the literature.

In this work, some of these generalizations including G -perfect, A4 -perfect, B -
perfect and G -semiperfect rings are studied along with their properties and connections

in between and examples for such rings are given.

Key Words: Flat B -cover, G -Semiperfect Rings, Perfect Rings
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LISTESI

SEMBOLLER
Z : Tam sayilar kiimesi
Q : Rasyonel sayilar kiimesi
N : Dogal sayilar kiimesi
< : Alt grup, alt modiil
< : Kiigiik alt modiil
AxB : 4 ve B kiimelerinin kartezyen ¢arpimi
Kerf : f:M — N homomorfizmasinin ¢ekirdegi
Im f : /1M — N homomorfizmasinin gériintiisii
NHE‘M : N, M’ nin maksimal alt modiilii
M=N : M, N’ ye izomorf
M, : M sag R -modiil
M : M sol R -modiil
% : A modiiliinlin B alt modiiliine gére bsliim modiilii
P4 : {147 }”J modiiller toplulugunun direkt toplami
el
A® ,B=A®B : A sag, Bsol R-modiillerinin tensér ¢arpimi
f®g : f ve g homomorfizmalarinin tensdr ¢arpim homomorfizmasi
1, : R’ nin garpmaya gére birim elemani
Rad M : M modiiliiniin radikali
J(R) : R halkasinin radikali



Hom(A, B) : A modiiliinden B modiiliine homomorfizmalar kiimesi

vi



1. GIRIS
Bu ¢aligmada kullanilan tiim halkalar birimli, birlesmeli ve aksi belirtilmedik¢e

biitiin modiiller Giniter sag R -modiildiir. Halkalar ile ilgili muhtemel kisitlamalar ilgili

boliimde belirtilecektir. Halka ve modiil teorisi ile ilgili burada verilmeyen bilgiler
(Fuller, 1992), ( Lam, 1999), (Xu, 1996), (Wisbauer, 1991)" de bulunabilir.

Bu tezde sag miikemmel halkalarin genellemeleri incelenmis, G -yari-miikkemmel

halkalar tanimlanmis ve bu halkalarin 6zellikleri incelenmistir.

Sag miikemmel halkalarla ilgili ilk ¢aligma H. Bass tarafindan yapilmistir. (Bass,
1960)° da miikkemmel halka her modiiliin projektif 6rtiisii bulunan halka olarak
tanimlanmigtir. Sag milkemmel halkalarin ilk karakterizasyonlari da ayni ¢alismada
verilmistir. Daha sonra miikemmel halkalarin &zellikleri yogun bir sekilde
arastiriimistir.  (Azumaya, 1974), (Hausen ve Johnson, 1983), (Lomp, 1999),
(Nicholson, 1975), (Sandomierski, 1968), (Varadarajan, 1979) bu calismalardan

bazilaridir. Sag mitkemmel halkalarin birgok genellemesi vardir.

Bu ¢alismanin ikinci b&liimiinde modiil tanimi ile ¢ahsmada kullanilacak bazi
ozel modiillerin ozellikleri ele alinmigtir. Tensér carpimi verilerek diiz modiil

tanimlanmustir.

Uglincii boliimde, mitkemmel halkalarin tanimi verilip (Bass, 1960) a gbre bir
M modiiliiniin projektif Grtiisti tanimlanmugtir. Projektif drtii iizerinden yari-mitkemmel
halkalarin homolojik tanimlari verilmigtir. Daha sonra yari-miikemmel halkalarin

karakterizasyonlar1 ile ilgili bilgiler verilmistir.

Dordiincii bolimde projektif ortiide ele alinan modiiliin 6zelligi degistirilip
buradan yola ¢ikarak Amini (2007)’ ye gore diiz B -ortii tanimlanmistir. Daha sonra
Enochs (1981) anlaminda diiz ortiiden bahsedilmistir. Diiz B -drtii tanimindan yola
cikilarak genellestirilmis miikemmel halkalar ve 6zel olarak A4 -mikkemmel ve B -
mitkemmel halkalar tanimlar: verilip; bunlarla ilgili birkag teorem ve 6rnek iizerinde

durulmustur.

Son boéliimde ise dordiincii bsliimde ele alinan genellestirilmis miikemmel

halkalar taniminda yer alan her M modiilii yerine her basit M modiiliiniin diiz B -



ortisiintin  varlig1 incelenmistir. Boylece genellestirilmis yari-miikkemmel halkalar

tanimlanmustir.

Bunlarla ilgili teoremler, G -miikkemmel halkalar ile karsilastrmalari ve birtakim

sonuglar elde edilmistir.



2. GENEL BILGILER
2.1. Modiiller

Tanim 2.1.1: R birimli bir halka, (4,+) degismeli grup olsun. Herhangi «: AxR — A
olmak

lizere 0((a,r)) =ar seklinde tanimlanan fonksiyon asagidaki 6zellikleri saglarsa 4’ ya

bir tiniter sag R -modiil denir. Her »,s € R ve her a,b € A igin
i) (a+b)yr=ar+br

ii) a(r+s)=ar+as

iii ) a(rs)=(ar)s

vy a-l,=a.

Benzer sekilde sol R -modiil tanimi1 da verilir.

Bu galismada, modiil denildiginde tiniter sag R -modiiller kastedilecektir.

Tanmm 2.1.2: R bir halka ve A4°’da R -modiil olsun.&@# B < A4 alt kiimesi A4 ’daki

islemlere gore bir R -modiil yapisina sahipse B’ ye A ’nin bir alt modiilii denir ve

B< A4 ile gosterilir.

Onerme 2.1.3: A4 bir R-modiil ve 0# Bc 4 olsun. B’nin , A modiilliintin alt

modiilii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her b,b'e B, her r € R igin b—b'€ B ve br

€B olmasidir. N<M ve meM olsun. M modiiliiniin N+m= {n+m| ne N} alt
kiimesine M’ nin N alt modiiliine gore sag yan sinifi denir ve biitiin sag yan siniflar

kiimesi % ile gosterilir.

Onerme 2.1.4: % kiimesinde toplama iglemi (m+N)+(k+N)=(m+k)+N ve
halkanin bir » elemani ile ¢carpma islemi de (m+N)r=mr+N ile tanimlandiginda

% bir R -modiil yapisina sahiptir.



Tanim 2.1.5: {Mk |kEK}, M modiiliiniin alt modiillerinin toplulugu olsun. Bu alt
modiillerin elemanlarinin toplami seklinde gosterilebilen, yani m=m, +m, +---m,
seklinde yazilabilenm e A elemanlarinin olusturdugu kiime M modiiliiniin bir alt

modiilidiir ve > M, ile gosterilir. > M, alt modiline {M,|keK} alt modiller

kekK keK

toplulugunun toplami denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanmm 2.1.6: N<M ve N=M olsun. M modiliiniin N’ yi i¢eren alt modiilii
bulunmuyorsa, N ye M’ nin maksimal alt modiilii denir. Bagka bir deyisle,
N <K <M durumu sadece K =M ve K = N igin gergeklenirse, N ye M modiiliiniin

maksimal alt modiilii denir.

R halkasinin [, sag ideali R, modiiliinde maksimal alt modiil ise, / ya R

halkasinin maksimal sag ideal denir.

Tanim 2.1.7: Sifirdan ve kendisinden baska alt modiilii bulunmayan sifirdan farkl
modiile basit modiil denir.
Tanim 2.1.8: R bir halka olmak lizere M ve N R -modiiller olsun. Bir f:M — N
fonksiyonu her m, m'e M igin, f(m+m')=f(m)+ f(m'), her r€R ve her me M
icin, f(rm)=rf(m) kosullarini sagliyorsa, f’ ye modiil homomorfizmasi denir
(Callialp ve Tekir, 2009).

Tamm 2.1.9: Bir homomorfizma bire bir ise monomorfizma, orten ise epimorfizma,

hem bire bir hem de 6rten ise izomorfizma denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tanim 2.1.10: A, Rhalkasi lizerinde modiil olsun. N<M alt modiilii igin

S+N=M=N=M oluyorsa S<M alt modiiline M modiiliiniin kiigiik alt

modiiliidiir denir ve S < M ile gosterilir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tamm 2.1.11: P bir R -modiil olsun. Her f: A4 — B epimorfizmasi ve her g: P — B
homomorfizmas: igin g=f<h olacak sekilde bir #:P—A4 homomorfizmasi

bulunursa P’ ye projektif modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).



Tanim 2.1.12: M bir modiil {Mk |k e K} da M’ nin alt modiillerinin toplulugu olsun.
Her me M elemam tek tirli olarak M, alt modiillerinin elemanlarinin toplami
seklinde, yani m=m, +m, +---+m,, m_e M, seklinde yazilabilirse M’ ye M, alt

modiillerinin i¢ direkt toplami denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Onerme 2.1.13: M bir R -modiil ve {M‘},Er M modiiliiniin alt modiillerinin ailesi

i

olsun. M *nin {M’}lel ailesinin i¢ direkt toplami olmasi igin gerek ve yeter kosul

1) M=) M, ve

i
iel

2) Her ie [ igin M, O(ZMJJ =0 olmasidir (Callialp ve Tekir, 2009).

i#j

Tanim 2.1.14: M modiiliiniin N alt modiilii igin A/ = N® K olacak sekilde M nin
bir K alt modiilii varsa N’ ye M modiiliiniin bir direkt toplam terimi denir (Alizade ve

Pancar, 1999).

Onerme 2.1.15: M bir R -modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
a) M, basit alt modiiller ailesinin bir direkt toplamudir.

b) M, toplami M olan basit alt modiiller ailesine sahiptir.

¢) M ’nin her alt modiilii M ’nin bir direkt toplam terimidir.

Tamm 2.1.16: Yukaridaki dnermede denk kosullardan herhangi birini saglayan M
modiiliine yari-basit modiil denir. Kendi iizerinde bir sol R -modiil olarak yari-basit
olan halkaya (sol) yari-basit halka denir. Benzer tanim sag yari-basit halkalar igin

verilebilir (Pancar ve Tiirkmen, 2014).
2.2. Tiimleyenler ve Tiimlenmis Modiiller

Bu boliimde tiimleyenler ve tiimlenmis modiiller ile ilgili tanimlar ve bazi

sonuglar verilecektir.

Tanmm 2.2.1: M bir R-modiil ve U<M olsun. M=U+V ozelligini saglayan

minimal ¥ alt modiilii varsa ¥’ ye U’ nun tiimleyeni denir.



Lemma 2.2.2: U,V <Molsun. ¥’ nin U’ nun tiimleyeni olmasi igin gerek ve yeter

kosul U+V =M ve UNV <« ¥V olmasidir.
Tiimleyenlerin 6zellikleri agagidaki 6nermede verilmistir.
Onerme 2.2.3: U,V = M ve V', U’ nun tiimleyeni olsun.
1) WcU igin W+V =M ise V', W’ nin tiimleyenidir.
2) M sonlu iiretilmigse, ¥ de sonlu Uretilmistir.

3) U, M’ nin maksimal alt modiilii ise » devirlidir ve UmV=Rad(V), ¥’ nin

maksimal alt modiilidiir.

4) K« M ise V', U+K’ nin tiimleyenidir.
5) K<« M ise, VK <V ve Rad(V)=V N RadM olur.

6) RadM < M ise, U, M 'nin maksimal alt modiiliinii ierir.
7) Lc U ise, (V+L% R % > nin M/L de tiimleyenidir.

8) RadM < M ve p:M—)%adM dogal epimorfizma ise
%adM =p(U)® p(V) olur (Wisbauer, 1991).

M modiiliiniin her alt modiiliiniin tiimleyeni varsa M’ ye tiimlenmis modiil
denir. Yari-basit modiiller tiimlenmis modiillerdir. Kendi {izerinde modiil olarak
dilstiniildiigiinde Z tiimlenmis degildir. Bu da her modiiliin tiimlenmis olmadigni

gosterir.
Onerme 2.2.4: M bir R -modiil olsun.

1) U, V <M olsun. U tiimlenmis modiil ve U+V ’ nin de M’ de tiimleyeni varsa "’

nin de M ’de tiimleyeni vardir.

2) M,, M, tiimlenmis modiiller ve M =M, + M, olsun. Bu durumda M’ de

tiimlenmistir.



3) M tiimlenmis ise, %adM yari-basittir (Wisbauer, 1991).

2.3. Tensor Carpimi ve Diiz Modiiller

Tanim 2.3.1: 4, bir sag R -modiil ve ,B bir sol R-modiil olmak iizere tabani Ax B

kiimesinden olugsan F serbest abel grubunu alalim.

F={Zn,(a,,bi)|n,. €Z,aeAd,b e B} .

o
a,a,a,€A4 ,b,b ,b,eB vereR olsun.

(a,+a,,b)-(a,,b)-(a,,b)

(a,b,+b,)—(a,b)—(a,b,)

(ar,b)~(a,rb) elemanlarinin irettigi alt grup K olsun. £/ bolim grubuna 4, ve

» B modiillerinin tensor ¢arpimi denir. Bu grup A® B ile gosterili. 4A® B grubunun

elemanlari (a,b)+ K seklindeki elemanlardan olusur. Bu elemanlar a®5 ile gosterilir

(Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.3.2: 4, bir sag, B bir sol R-modiil ve C bir Abel grubu olsun.

f:Ax B —C fonksiyonu her a,a,,a, € A ve b,b,b, € B ve reR igin
1) f(a+ay,b)=f(a.b)+f(a,,b)
2) f(a,b,+b,)=f(a.b)+ f(a,b,)

3) f(ar,b)=f(a,rb) esitliklerini saglarsa, f ye bilineer fonksiyon denir (Alizade ve
Pancar, 1999).

Teorem 2.3.3: A,, ,B modiller, C bir abel grubu ve f:4xB—C bir bilineer

fonksiyon ise, f =gece olacak sekilde tek bir g: A® B — C homomorfizmasi bulunur

(Alizade ve Pancar, 1999).



Sonu¢ 2.34: f:AxB—>C bir bilineer fonksiyonsa, her aeAd,beB igin

g(a®b) =f(a,b) olacak sekilde tek bir g:4®B—>C homomorfizmas: vardir
(Alizade ve Pancar, 1999).

Tamm 2.3.5: HerM,M' R-modiilleri ve her f:M —M monomorfizmasi igin

f®1,(m®u)=f(m)®u ile tammh f®1,: M®U — M ®U homomorfizmasi bir

monomorfizma oluyorsa U modiiliine diiz modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ornek 2.3.6: Projektif modiiller diiz modiildiir. Ornegin, tamsayilar halkasi kendi

iizerinde diiz modiildiir.

Tamm 2.3.7: R-modillerin bir ... —Z=2 >M, Ju SM,— 5 M =y

dizisi ve bunlar arasinda da R -modiil homomorfizmalar1 verilsin. Her neZ igin

Imf _, = Kerf

n-1 n

ise bu dizi M, ’de tamdir denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Belli bir yerden sonra (6nce) modiiller hep O0olabilir, 6zel olarak;

0 >sA—L sB—£ 5C >0 seklindeki diziye kisa tam dizi denir.

Kisa tam dizide f ’nin monomorfizma , g ’nin epimorfizma ve Imf = Kerg

oldugu tamlik tanimindan anlasthr (Callialp ve Tekir, 2009).

Ornek 2.3.8:

1) h:A—>A®B, h(a)=(a,0) ve g:A®B— B, g(a,b)=(0,b) olmak {izere

0 >A—L > 4®B—£ 5B »0 dizisi bir kisa tam dizidir. Ayrica bu dizi

parcalanan kisa tam dizi olarak da ifade edilir.

2) NSM igin p:N->M, p(n)=n ve t:M—)%, t(m)=m+N olmak tizere

0—> N—Lo M- >% >0 dizisi bir kisa tam dizidir.

3) f:4—B homomorfizmasi i¢in i:Kerf - A i(x)=x ve ”:A%yKerf

ﬂ(a) =a+ Kerf olmak lizere

0——)Kerf—’>A—”—)%<erf—)0 dizisi bir kisa tam dizidir.



4 s:lImf—>B S(x)=x ve r:B—)%mf r(b)=b+Imf olmak iizere

0——Imf—>B—"> ﬁm >0 dizisi bir kisa tam dizidir.

Lemma 2.3.9: K, Vve V' diiz sag R-modiil ve 0——>K——V——V ——0

tam olsun. 7' nin diiz olmasi igin gerek ve yeter kosul her sonlu iiretilmis /< ,R ideali

icin KI = KNVI olmasidir (Fuller, 1997).

Sonug 2.3.10: X’ nin R,’ de saf olmas igin gerek ve yeter kosul her /< ,R igin
XI =X NRI olmasidr.

2.4. Halkalar

Tamm 2.4.1: R halkasmin sadece bir tane maksimal ideali varsa R ’ye yerel halka

denir (Lam, 1991).

Tamm 2.4.2: Bir R halkas! igin %(R) yari-basit oluyorsa R ’ye yari-yerel halka

denir (Lam, 1991).

Tamim 2.4.3: R halkasinin tiim maksimal ideallerinin kesigimine halkanin Jacobson

Radikali denir ve J(R) ile gosterilir (Lam, 1991).

Tanim 2.4.4: Her aeR igina=aba kosulunu saglayan be R varsa R halkasina

diizenli halka denir (Lam, 1991).

Tanim2.4.5: M  bir R-modil olsun. M’ nin alt modiillerinin
K cK,cK,c..(K 2K, 2K,..) seklinde her bir artan (azalan) zinciri i¢in n2m
kosulunu saglayan her ne Z* igin K, = K,, olacak sekilde meZ" bulunuyorsa M * ye

artan (azalan) zincir kosulunu saghyordur denir (Pancar ve Tiirkmen, 2014).

Tamm 2.4.6: Alt modiilleri igin artan zincir kogulunu ( kisaca ACC ) saglayan modiile
Noether modiilii denir. Kendi iizerinde bir sag R -modiil olarak Noether olan halkaya

sag Noether halkasi denir (Pancar ve Tiirkmen, 2014).

Tamim 2.4.7: Alt modiilleri igin azalan zincir kosulunu ( kisaca DCC ) saglayan modiile
Artin modiilii denir. Kendi iizerinde bir sol R -modiil olarak Artin olan halkaya sol

Artin halkasi denir (Lam, 1991).



Teorem 2.4.8: [Hopkins]: R bir halka ve J=J(R) olsun. R halkasinin sag Artin
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’ nin sag Noether, J ’nin nilpotent ve %(R) ’ nin
yari-basit olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tanim 2.4.9: R bir halka olsun. R’ nin bir S alt kiimesi i¢gin 1e S ve S ¢arpma
islemi altinda kapali ise S’ ye R’ nin bir ¢arpimsal alt kiimesi denir. Rx S iizerinde =

bagntist asagidaki gibi tanimlansin.
(r>s)E(P=t)<:>(rt—pS)u=0, ueS

Bu bagint1 yansiyan, simetrik ve gegiskendir, yani bir denklik bagintisidir. (r,s) nin

denklik sinifi r/s, tiim denklik siniflarinin kiimesi de S™'R ile gdsterilsin. S7'R

(r/s)+(p/t)=(rt+ps)/ st
(r/s)-(p/t)=rp!st

ile tanimh toplam ve ¢arpima gore bir halka yapisina sahiptir. Bu halkaya R halkasinin

S garpimsal kapalt alt kiimesine gore yerellestirmesi denir. Halkanin sifirt 0, =0,/1

ve birimi 1, =1/1 dir. Ayrica, f(x)=x/1 ile tammli f:R—>S'R fonksiyonu bir

halka homomorfizmasidir. Bu homomorfizma birebir olmak zorunda degildir.

Sonug 2.4.10: N ve P M ,modiiliiniin alt modiilii olsun. Bu durumda asagidakiler

gegerlidir.

1) ST (N+P)=S"(N)+S(P)

2) ST (NnP)=S8"(N)nS"(P)

3) S (M/N) ve (S"M)/(S™'N) modiilleri §™'R -modiil olarak izomorftur.

Asagidaki 6nerme yerellestirmenin evrensel 6zelligi olarak bilinir.

Onerme 2.4.11: f:R — R' bir halka homomorfizmasi ve S R bir ¢arpimsal kiime

olsun. Eger her se S igin, f(s)eR' birimsel ise , /= f'ex olacak sekilde tek bir

10



f':S'R—>R homomorfizmasi vardrr. Yani fhomomorfizmasii SR’ ye

genisletebiliriz (Callialp ve Tekir, 2009).

11



3. MUKEMMEL VE YARI-MUKEMMEL HALKALAR

3.1. Miikemmel Halkalar

Tanim 3.1.1: R halkasinin bir A4 alt kiimesine, elemanlarinin her {a,,az,...} C A dizisi
icin a,-....a,=0 (a,-a,,..a,-a,=0) olacak sekilde bir »>1 tam sayis1 varsa sol
(sag) T -nilpotent denir (Bass, 1960).

Teorem 3.1.2: Her / < R sag ideali igin agagidakiler denktir.
1) I sag T -nilpotenttir.

2) Her 0 # M, modiilii igin AMI =M =M =0

2') Her M, # 0 modiilii igin M <M

3) Her N, modiilii i¢in ann,(I)=0= N =0"dur.

Burada ann, (1) = {x eN|xI= 0} ile tammlidir.

4) Sayilabilir tiretilmis serbest F=R" modilii icin FI < F’dir (Lam, 1991),
(Anderson ve Fuller, 1992)

fspat: (1) =@3) ann,(I)=0= N 0 oldugunu kabul edelim. 0 #xe N alalim.

ax#0 ,a,x#0,...,a,x#0 olur. {al,az,...a,,}gl icin a,a,_,...a,a, #00lup I sag

T -nilpotent degildir.

(2') = (4) Agiktrr.

() >@2') N M olsun. % bir sag R - modiildiir.

(%)[ = MI'*'% = % oldugundan hipotezden M = N olur.

2') =>@) N=0 alinirsa MI+N =M => MI =M => M =0 olur.

12



(3) =) M, #0 olsun. A:=anm(M)c R bir idealdir. N=% sol R -modiil dersek

B={beR|bl c 4}oldugu Zaman anny (1) , % ile verilir
annR_A(I)z{r+Ae%|(r+A)]=O} ={r+Ae%|r]gA} =B/,

N =0 ise %;eo olur. Yani Ac B dir.

Bu nedenle 4 # B ise MB#0’dir. Diger taraftan /Bc Aise MIBc MA=0 =
MI # M olup (2) dogrudur.

@) =) {a,,az,...,an,...}gl olsun. F=§)le,.R e [i20} ve M=% olsun. Burada

S, F’nin ¢, —ea,,e —e,a,,e, —e,a,, ... ile liretilen alt modiilidiir. € =¢,,-a,, e M

i+] (R4}

oldugundan hipotezden MI = M => M =0 olup F =S olur.

Buradan ¢, = (eO —elal)b] +...+(en_] —enan)b,, olacak sekilde b,b,,...,b,elemanlar:

vardir. Burada b =1 ,b,=q,-b=a,b,=a,,'b,_,=a,,-..-a,-a, ve son olarak

n-1 n

0=ab,=a,,-..-a,-a olup I sag T -nilpotenttir.

Tanim 3.1.3: R yari-yerel bir halka ve J(R) sag (sol) T -nilpotent ise R halkasina
sag (sol) mitkemmel halka denir (Lam, 1991).

Ornek 3.1.4: Her tek tarafli Artin halkasi sag ve sol mikkemmeldir.
Teorem 3.1.5: Her R halkasi i¢in asagidakiler denktir.
1) R sag mitkkemmel halkadir.

2) R temel idealler iizerinde DCC’ yi saglar.

3) Her ,N modiilii devirli alt modiiller tizerinde DCC’ yi saglar.

Sonuglar:
4) Her sol R -modiil, sonlu iiretilmis alt modiiller iizerinde DCC’ yi saglar.
5) R sonlu iiretilmis sol idealler iizerinde DCC’ yi saglar.

6) Her sag R -modiil devirli alt modiiller tizerinde ACC’ yi saglar (Lam, 1991).
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3.2. Yan-Miikemmel Halkalar

Tamm 3.2.1: R halkasi yari-yerel ve %(R)’ nin idempotent elemanlar1 R ’den

geliyorsa bu halkaya yari mitkemmel halka denir (Lam, 1991).

Teorem 3.2.2: Bir degismeli R halkasinin yari milkemmel olmas: igin gerek ve yeter

kosul R’ nin degismeli yerel halkalarin sonlu direkt ¢arpimi olmasidir (Lam, 1991).

Tamim 3.2.3 : Bir sag M R -modiilii igin, P bir projektif modiil ve Kerf << P olacak
sekilde @:P — M epimorfizmasi (varsa) 8’ ya M 'nin projektif ortiisii denir (Lam,
1991).

Teorem 3.2.4: Bir R halkasi igin asagidakiler denktir.

1) R yari-miikemmel bir halkadir.

2) Her sonlu iiretilmis sag R -modiiliin projektif ortiisii vardir.

3) Her devirli sag R -modiiliin projektif ortiisti vardir (Lam, 1991).

4) Her basit sag R -modiiliin projektif 6rtiisii vardir (Sandomierski, 1969).

Teorem 3.2.5: Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.

a) R, yari-mitkemmeldir.
b) R, tiimlenmistir.

¢) Her sonlu iiretilmis R -modiiliin projektif ortiisii vardir.

d) Her sonlu iiretilmis R -modiil tiimlenmistir.

R ) . R .. R .
e) /]ac ( R) yari-basit ve /Iac ( R) deki idempotent elemanlart R’ den gelir.

f) Her basit R modiiliin projektif 6rtiisii vardir.

g) Her maksimal sag idealin R’ de tiimleyeni vardir.

h) R, yerel modiillerin direkt toplamidir (Wishbauer, 1991).
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4. MUKEMMEL HALKALARIN GENELLEMELERI
4.1. Genellestirilmis Miikemmel Halkalar

Bir modiiliin diiz ortiisii kavrami E. Enochs tarafindan asagidaki gibi

tanimlanmistir (Enochs, 1981).

Tanim 4.1.1: Bir M modiiliiniin diiz 6rtiisti asagidaki 6zellikleri saglayan o : F — A

homomorfizmasidir.
i) F diiz modiildiir.

ii ) F' diiz modiil olmak iizere her f: F'—> M homomorfizmasi i¢cin ooy = f olacak

sekilde y: F'— F homomorfizma vardir.

iii ) 4, F nin -8 = kosulunu saglayan bir endomorfizmasi ise 8 otomorfizmadir.

Bir M modiliiniin projektif ortlisi P projektif olmak iizere Kerf < P
kosulunu saglayan bir f:P — M epimorfizmasi olarak tanimlanmistir ( Bass, 1960).

Ayni ¢aligmada sag milkemmel halkalar her modiiliin projektif Grtiisiiniin bulundugu
halkalar olarak tanimlanmistir. Bu tanimdaki projektif modiil olma kosulu diiz modiil ile

degistirilip diiz 6rtii tanimlanmistir (Amini, 2007).

Teoremin ii ve iii kosulunu birlikte saglayan 6rtilye M modiiliiniin diiz 6n-

Ortiisii denir.

Tanim 4.1.2: M, R-modiili i¢in F diiz modiil olmak iizere Ker(a) < F olacak

sekilde a:F — M epimorfizmast varsa «’ ya M modiiliinin diiz B -6rtiisti denir

(Amini ve ark., 2007).

Lemma 4.1.3: ¢: F — M diiz 6rtii olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
1) F projektiftir.

2) P projektif ~ olmak  iizere f:P—>M  epimorfizmasi  vardir  ve

Hom(P, M) — Hom(F,M) drtendir.

3) P projektif olmak iizere f: P — M diiz 6n-ortiidiir (Bliyiikasik, 2011).
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Ispat: 1)>(Q) P=F alindiginda ispat agiktir.

2)=>@3) G diiz modiil vehEHom(G,M) olsun. (2) ile ¢ = f >« olacak sekilde
aeHom(F,P) vardir. Diger taraftan ¢:F — M diiz 6rtii oldugundan h=¢o-p

olacak sekilde S € Hom (G, F ) vardir,

Bu nedenle asagidaki degismeli diyagram elde edilir.

G

[h

F =
P—M

Bu durumda h=¢-f ve @=f-a esitliklerinden aofe Hom(G,P) icin

*J/[%

h=f(a°B) elde edilir.

(3)=>(1) (Xu, 1996) de ki Teorem 1.2.7 ile M’ nin diiz Srtiisii P’ nin direkt toplam

terimidir. Bu nedenle F projektiftir.

Teorem 4.1.4: R yari-yerel halka olsun. R halkasinin sag milkemmel olmasi igin gerek
ve yeter kosul her yari-basit R -modiiliin diiz B -6rtiisii olmasidir (Ding ve Chen,
1999).

Ispat: (=) Agiktir.
(<) Fserbest sag R -modiil olsun. % yari-basit oldugunda %J yari-basit sag R -
modiil olur. P diiz sag R -modiilii igin a:P—)I%J homomorfizmasi %‘J, nin diiz

B -ortiisii olsun. F projektif ve ﬂ:F—)%J standart epimorfizma oldugundan

asagidaki degismeli diyagram elde edilir.
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F

pyau
p——=F/FJ

7 epimorfizma ve Kera < P oldugundan S epimorfizmadir. PE%(erﬁ ve

Ker < Kerm = FJ = RadF oldugundan ( Lam, 1991) de ki Alstirma 4.20 ile

Kerff=0  olur. Boylece p izomorfizmadir. Kera <P  oldugundan

FJ=p"(Kera)<F olur.

Tanim 4.1.5: Bir R halkasinin her sag R -modiiliiniin diiz B -ortiisii varsa R
halkasina sag genellestirilmis milkemmel halka (sag G -miikemmel halka) denir. Sol
G -miikemmel halkanin tanimi da benzer sekilde yapilir. Eger R halkasi hem sag hem

de sol G -miikemmel ise halkaya G -miikkemmel halka denir (Amini ve ark., 2007).
Sag G -mitkemmel halkalar igin asagidaki sonug vardur.

Teorem 4.1.6: R sag G -miikemmel halka olsun. Bu durumda J sag T -nilpotenttir.

Ozel olarak % > nin idempotent elemanlar1 R den gelir (Amini ve ark., 2007).

. Q) . . .

Ispat: M=(%) ve 7:F, — M, dogal epimorfizma olsun. Hipoteze gére M’ nin
diiz B -ortiisii oldugundan @:P— M epimorfizmasi var ve P diiz modildir. F
projektif oldugundan y : F — P homomorfizmasi vardir ve goy =7, Ker((p) <P ve

w epimorfizmadir. Ayrica Ker(y)c Ker(7)=FJ=rad(F,) ve %(er (v)= P diz

sag R- modiildiir. Bu nedenle ( Lam,1991) Alistirma 4.20 ile Ker(l,//)=0’dlr. Bu

nedenle y bir izomorfizma ve FJ=y" (Ker((p)) < F olur. Teorem 3.1.2 ile J sag

T -nilpotenttir. Her sag T -nilpotent ideal nil oldugundan teoremin diger basamagi

(Anderson ve Fuller,1992) deki Onerme 27.1 ile gosterilir

Onerme 4.1.7: R sag G -milkemmel halka olsun. R halkasinin sag Noether olmasi igin

gerek ve yeter kosul R halkasinin Artin olmasidir (Amini ve ark., 2007).
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Ispat: (=) R sag Noether olsun. J(R) nil oldugunda nilpotent olur (Anderson and
Fuller, 1992), Teorem 15.22. S, basit bir R modiil ve f:F, —S, S,  nin diiz ortiisii
olsun. R Noether ve F, devirli oldugunda F projektifti. Bu da f:F, > S,
homomorfizmasinin S, ’nin projektif ortiisii oldugunu gosterir ve R yari-miikemmel

olur. Bu nedenle R sag Noether ve yari-asalli bir halkadir. Teorem 2.4.6 ile R sag

Artin olur.

(<) Aciktir

Onerme 4.1.8: R ve S sag G -milkemmel halkalar olsun.
a) R’ nin her bsliim halkasi G -milkemmeldir.

b) RxS G -miikemmeldir (Amini ve ark., 2007).
Ornekler 4.1.9:

1) Her diiz modiilin diiz B-6rtiisii vardir. Bu nedenle her diizenli halka G-

miikemmeldir.

2) Her projektif modiil diiz oldugundan projektif 6rtiisii olan her modiiliin diiz B -Ortiisii
vardir. Ozel olarak sag milkkemmel halkalar sag G -miikemmeldir (Amini ve ark., 2007).
3) M=%Z (nZ 2) olsun. M nin Z -modiil olarak diiz B-6rtiisti yoktur. ¢: F — M

homomorfizmasinin M ’nin diiz B-ortiisti oldugunu kabul edelim. F devirli,
burulmasiz Z -modiil olmalidir ve bu yiizden F =Z dir. Z ’nin sifirdan bagka kiigiik alt
modiilii olmadigindan celiski elde edilir. Bdylece Z, G -milkemmel halka degildir
(Amini ve ark., 2007).

Teorem 4.1.10: R sagdan ift tarafli halka olsun. R sag G -mitkemmel halka ise %
diizenlidir (Amini ve ark., 2007).
Asagidaki tanim ve sonuglar Teorem 4.1.10” un sonuglari i¢in gereklidir.

Tanim 4.1.11: Sifirdan farkh her sag R modiil M modiiliiniin bir maksimal alt

modiilii varsa R’ ye sag maks halka denir (Faith, 1995).
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Lemma 4.1.12: R bir halka olsun. R’ nin sag maks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul J

’nin sag T -nilpotent ve her sag % -modiiliiniin maksimal alt modiilii olmasidir
(Hamsher, 1967).
Teorem 4.1.13: R degismeli halka olsun. R’ nin sag maks olmasi igin gerek ve yeter

kosul J’ nin T -nilpotent ve % ” nin diizenli halka olmasidir (Hamsher, 1967).

Sonug 4.1.14: R degismeli G -miikemmel halka ise, R maks halkadir. Ozel olarak R

halkasinin her asal ideali maksimaldir (Amini ve ark., 2007).

Sonug 4.1.15: R degismeli G -miikemmel halka olsun. R, modiiliiniin Noether olmas:

icin gerek ve yeter kosul R, modiiliintin Artin olmasidir (Amini ve ark., 2007).

4.2. A-Miikemmel Halkalar

Tanim 4.2.1: R bir halka olsun. Her diiz sag R -modiilii R -projektif ise R’ ye sag
hemen hemen milkemmel halka (kisaca A - miikemmel halka) denir. Sol A4 -milkkemmel
halkalar da benzer sekilde tanimlanir. Eger R halkasi hem sag hem de sol A4-

miikemmel halka ise R’ ye A -miikemmel halka denir (Amini ve ark., 2008).
Teorem 4.2.2: Bir R halkasi igin asagidakiler denktir.

a) Rsag A-mikemmel halkadir.

b) R yari-miikemmeldir ve sonlu iiretilmis modiillerin diiz &rtiileri sonlu iretilmistir.

¢) Sonlu iiretilmis diiz modiiller projektiftir ve sonlu iiretilmis modiillerin diiz 6rtiileri

sonlu tiretilmigtir.

d) Sonlu iiretilmis modiillerin diiz &rtiisii projektiftir.

e) Devirli modiillerin diiz &rtiisii projektiftir (Amini ve ark., 2008).
Yukaridaki teoremin sonucu olarak asagidaki tablo yazilabilir.

Sag mitkemmel halka = Sag A -miitkemmel halka = Yari-miikemmel halka
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4.3. B-Miikemmel Halkalar

Tamim 4.3.1: R bir halka ve S basit sag R -modiiller sinifi olsun. Her F diiz modiilii,
her SeS ve f:R—>S, h: F— S homomorfizmalar icin #= fog olacak sekilde

g:F — R homomorfizmasi varsa R halkasina B -miikemmel halka denir (Biiyiikasik,

2011).

Lemma 4.3.2: R yari-yerel bir halka ve X basit sag R -modiil olsun. X’ in diiz
Srtiisii f: F — X ise Kerf = F.J(R) dir (Bilyiikasik, 2011).

Teorem 4.3.3: Bir R halkas! i¢in agagidakiler denktir.

1) R sag B -mitkemmeldir.

2) Basit modiillerin diiz ortiileri projektiftir.

3) R yari-mitkemmeldir ve basit modiillerin diiz 6rtiileri devirlidir.
4) R yari-mitkemmeldir ve basit modiillerin diiz &rtiileri yereldir.
5) Sonlu tiretilmis yari-basit modiillerin diiz rtiisii projektiftir.

6) R yari-milkkemmel ve yari-basit modiillerin diiz Ortiileri sonlu retilmistir

(Biiytikasik, 2011).

Ispat: (1)=(2) Lemma 4.1.3’ ten agiktur.

2)=@) X basit sag R-modiil olmak lizere f: P — X bir diiz ortiisii olsun. Bu
takdirde, (2) den P projektiftir. Kerf <« P ve I%(erf <« X oldugundan F devirlidir.

Diger taraftan f:F—X X’ in projektif Ortiistidiir. Teorem 3.2.4 ile R yari-

mitkemmeldir.

3)=>@) f:F > X basit X R-modiiliiniin diiz 6rtiisii olsun. Lemma 4.3.2° den dolay1
J=J(R) igin Kerf =FJ olur. %JEX basit ve FJ € J(F) oldugundan F  nin tek

maksimal alt modiilii vardir. F sonlu tretilmis oldugundan FJ, F’ nin en bilyiik alt

modiiliidiir. Bylece F yereldir.
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(4)=(5) Yari-miilkemmel halkalar iizerinde sonlu iiretilmis diiz modiiller projektiftir.

M =(£LDIS, yari-basit modiil ve £ :F — S, S,’ lerin diiz ortiisii olsun. (Xu, 1996) daki
Teorem 1.2.10 dan dolay1 @£, :(11_19117, —)_(’w_i)lS,, (4"31S, ’nin diiz ortiistidiir. Hipotez geregi F
> ler projektiftir. Bdylece é_-’)lE projektifdir.

(5)=(6) Her basit modiiliin diiz drtiisii projektiftir. Bu nedenle R yari-miikemmeldir.

M sonlu {iretilmis yari-basit modiil ve ¢:F — M, M ’nin diiz ortiisti ise (5) ile F

. oy . F ~ . . «
projektiftir. Boylece Kerg < F olur. A{emj_M sonlu tiretilmistir.

(6)=(1) X bir basit modiil ve G bir diiz modiil olmak tizere f:R—> X epimorfizma
ve g:G-—>X homomorfizma olsun. ¢:F — X diiz ortii ise hipoteze gére F sonlu
tiretilmistir. R yari-milkemmel oldugundan F projektiftir. Boylece f =¢oh olacak
sekilde #:R — F homomorfizmasi vardir. Lemma 4.1.4 ile g= fo¢ olacak sekilde

t:G — R homomorfizmasi vardir. Béylece R B -mitkemmeldir.

Yukaridaki teoremden anlasilacagi gibi B -milkemmel halkalar sinmifi  A4-

miilkemmel halkalar sinifini igerir.

Teorem 4.3.4: R bir halka olsun. R ’nin sag B -milkemmel olmasi igin gerek ve yeter
kosul R’ nin yari yerel olmast ve tek maksimal alt modiile sahip ayristirilamaz diiz sag

R modiillerin projektif olmasidir (Biiyiikasik, 2011).

Ispat: (=) R sag B -miikemmel halka olsun. Teorem 4.3.3 ile R yari-mitkemmeldir.

G tek maksimal K alt modiilii olan ayristirilamaz diiz modiil olmak tizere #:F — %

diiz 6rtii olsun. Teorem 4.3.3’ ten dolay1 F projektiftir ve Kerh< F’dir. 7:G— %

bir epimorfizma i¢in asagidaki degismeli diyagram olacak sekilde g:G—>F

homomorfizmast vardir.
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g -
I T
< e
+ -
F—>GJK —=0

(Xu, 1996) Teorem 1.2.12° nin ispatindan g ’nin bir epimorfizma oldugu ve
dolasiyla g:G — F epimorfizmasinin pargalanan oldugu goriiliir. G ayristirilamaz

oldugundan g izomorfizmadir. Béylece G projektif modiildiir.

(&) X, bir basit modiil ve f:F —X , X’ in diiz értisii olsun. Kerf =FJ, F ‘nin

tek maksimal alt modiilidiir. ( Guil Asensio ve Herzog, 2005)’ da bulunan Teorem
15°ten dolayr F ayristirilamazdir. Hipotezden F projektiftir. Teorem 2.4 ten dolayr R

sag B - mitkkemmel halkadir.
Ornek 4.3.5: Z tamsayilar halkasi olsun. p asal sayr olmak (lzere

R={%:a,beZ,(p,b)=l} yerellestirme halkasini diiiinelim. R tek maksimal ideali

pR olan yerel halkadir. %R * nin diiz orttisti (Xu, 1996), Teorem 1.3.8 ve sonraki

Srnekten F, p—adik tamsayilar kiimesine izomorf olur. F projektif R modiil

olmadigindan dolayr R, B-mikkemmel degildir. Diger taraftan R yerel halka
oldugundan yari-miikemmeldir (Biiyiikasik, 2011).

A -mitkemmel olmayip B -miikemmel olan halka &rnegi asagida verilmistir.

Ornek 4.3.6: K bir cisim ve S=K[yl,y2,...] polinom halkasi olsun. S halkasinin
{y,yj :i=1,2,...} tarafindan lretilen ideali L olmak lizere R:% halkasini alalim.
(Amini ve ark., 2009) Ahstirma 2.17° den dolay1 R x , A-miikemmel degildir. Diger
taraftan (Amini ve ark., 2009) Alistirma 2.22 den dolayi basit R x  modiillerin diiz

Srtiileri projektiftir. Teorem 4.3.3° ten dolayt R x bir B -miikemmel halkadir (Amini

ve ark., 2009).
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Tanim 4.3.7: Her diiz F sag R -modiilii igin Ext, (F,C)=O ise C sag R -modiiliine

es burulma denir (Xu, 1996).

Lemma 4.3.8: f:F — M M modiliiniin diiz &rtiisii ve K=Ker(f) olsun. Her diiz

modiill G igin Ext}e(G, K)=0 dir. Yani K es burulmadir (Xu, 1996).

Lemma 4.3.9: 7, R halkasinin kendisinden farkli bir ideali olsun. C es burulma 1%

modiil ise C es burulma R modiildiir (Xu, 1996).

Ispat: Her diz F, R modilii igin Ext}((F,C)zo oldugu gosterilmelidir.

0 > M — X — F — 0 kisa tam dizisi ele alinsin. F diiz modiil oldugundan M, X’ in

saf alt modiilidiir. M~IX =M =0 ve M+ Iy

= M dir. Boylece asagidaki degismeli
kisa tam dizi elde edilir.

v

0 - M - X -F -0

L

0 — (M + IX)/IX — X/IX —= X/(M + IX) —= 0

)%\/[®R15%4+IX diiz I% modiil oldugundan diyagramin alt satir

pargalanandir. Bu nedenle iistteki de parcalananadir. Béylece Exl‘;e (F M )=0 olur ve

M es burulma R -modiildiir.

Asagidaki Lemma, Lemma 4.3.9’ un basit bir sonucudur.

Lemma 4.3.10: R yari-yerel bir halka olsun. Her yari-basit R modiil es burulmadir.
Ispat: M yari-basit bir sag R- modiil olsun. M-J(R) =0 oldugundan M bir

R T - - R _ o, "
/](R) modildiir. R yari-yerel oldugundan /](R) yari-basittir. Boylece her
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R o A . R _ es ] J e
/](R) modiil es burulmadir. Ozel olarak M bir es burulma /](R) modiildiir.
Lemma 4.3.9” dan dolayt M bir es burulma R -modiildiir.

Teorem 4.3.11: R halkasi igin asagidakiler denktir.

1) R sag B-miikkemmeldir.

2) R’ nin J(R) * yi igeren her sag ideali es burulmadir.

3) R ve R’ nin maksimal sag idealleri es burulmadir.

4) R yari-yereldir ve J (R) es burulmadir (Bilytikasik, 2011).

ispat: (1)=(2) Teorem 4.3.3 ile R yari-milkemmeldir ve sonlu iiretilmis yari-basit
modiillerin diiz rtiisii projektiftir. Bu nedenle diiz ortiiler ve sonlu iiretilmis yari-basit

modiillerin projektif 6rtiisii ¢akisir.

J(R) < R oldugundan n':R—)%(R) projektif (diiz) ortiidiir. Lemma 4.3.8 ile
KeriZ':J(R) es burulma olur. 7, J(R)’ yi igeren sag ideal olsun. R yari-yerel
oldugundan %](R) yari basit ve sonlu dretilmistir. Lemma 4.3.10 ile %(R) es
burulma R -modildiir.

Es burulma modiiller genislemeler altinda kapali ve J(R), %(R) es burulma
oldugundan I es burulmadir.

2)=(3) Agciktrr.

(3)=>(1) F diz modiil ve I,, R’ nin maksimal sag ideali olsun. Hipotezden

Ext), (F,I)=0 Bu nedenle; 0—>1—>R— 1% — 0 tam dizisine Hom funktorunun

uygulanmasiyla 0 — Hom(F,1)— Hom(F,R)—> Hom(F, 1%) —» Ext(F,I)=0elde

edilir. Boylece R, B -miitkemmel halkadir.
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@ =>2) 1, J(R)’ nin sag ideali olsun. R yari-yerel oldugundan %(R) yari-
o 1 o . . _ o e . 1
basittir ve /](R) sonlu iiretilmis ve yari-basittir. Lemma 4.3.10 ile /I(R) es

burulma R -modiildiir. Hipotez ile J(R) de es burulmadir. Bu nedenle I es burulmadir.

Ctinkii es burulma modiiller genislemeler altinda kapalidir.

(1) >(4) Teorem 4.3.3 ile R yari-miilkemmel ve bu nedenle yar1 yereldir. (1)=(2)’ nin

ispatindan ise J(R) es burulmadir.

Yerel halkalar i¢in asagidaki 6nerme vardir.

Onerme 4.3.12: R yerel halka olsun. R’ nin B -milkemmel olmas: igin gerek ve yeter

. R M R b3 . s . 29 a9
kosul ”'R_)/](R) standart epimorfizmasinin /I(R) nin diiz Ortiisii olmasidir
(Biiyiikasik, 2011).

Ispat: R, B-miikemmel halka olsun. Teorem 4.3.11 ile J(R) es burulmadir ve

”'R_)/](R) (Xu, 1996) Onerme 2.1.3 ile diiz 6n ortiidir. ﬂ.F—)/](R) ,
%(R) nin diiz ortiisti olsun. (Xu, 1996) deki Teorem 1.2.7 ile F,R’ nin direkt

toplamidir. Fakat R ayristirilamaz oldugundan R=F olur. Bu nedenle
. R R O PV,
”'R_)/I(R)’/](R) nin diiz ortusiidiir.

Tersine H:R—)%(R) diiz ortii olsun. Ker7I=J(R) es burulmadir. Bu nedenle

Teorem 4.3.11 ile R, B -miikemmel halkadir.
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5. GENELLESTIRILMIS YARI MUKEMMEL HALKALAR

Tamim 5.1: Bir R halkasi igin her basit sag R -modiiliin diiz B -6rtiisii varsa R ’ye sag
genellestirilmis  yari-mitkkemmel halka (kisaca G -yari-milkkemmel) denir. Sol
genellestirilmis yari-miikkemmel halkalar da benzer sekilde tanimlanir. Eger R halkasi
hem sag hem de sol genellestirilmis yari-milkemmel halka ise R ’ye genellestirilmis

yari-mitkemmel halka denir.
Ornekler vermeden 6nce basit modiillerin diiz B -6rtiilerini inceleyelim.

S bir basit R-modiil ve w:F—S S’ nin diiz B - ortiisli olsun. S basit oldugundan
#:R— S epimorfizmast vardir. R projektif oldugundan g=y o f olacak sekilde

f:R—F homomorfizmasi vardir. Kery < F oldugundan f bir epimorfizma ve

FE% olacak sekilde 7 ideali vardir. Bu durumda 7’ y1 igeren bir M maksimal

ideali igin S = R/ olur. Ayrica F =R yereldir. Benzer sekilde her devirli sag R -
M I

modiiliin diiz B -ortiisiiniin yerel olmasi gerektigi de gosterilebilir.
Ornekler 5.2:

a) Her sag G -mitkemmel halka sag G -yari-mitkemmeldir.

b) Her diiz modiiliin diiz B -6rtiisii vardir. Bu nedenle her diizenli halka

G -mitkemmeldir.

¢) Her sag milkemmel halka sag G -milkemmeldir ve her sag yari-milkemmel halka sag
G -yari-mitkemmel halkadir.

d) Son paragraftan tam sayilar halkasi Z’ nin G -yari-milkemmel olmadig: goriilebilir

(Demirci, 2015).
R’ nin bir maksimal sag idealinin diiz B -6rtiisii F igin, Fz% ve I <M olacak

sekilde bir sag I ideali her zaman bulunamayabilir. Asagidaki Lemma ek bir kosul

altinda bu ifadenin dogru oldugunu gostermektedir (Demirci, 2015).

Lemma 5.3: R bir halka olmak iizere M R’ nin maksimal sag ideali olsun. R sag G
-yari-miikemmel ise, %4 basit R -modiiliiniin diiz B -6rtiisti 1% ’ ya izomorf olacak

sekilde M sag maksimal idealin i¢erdigi bir I sag ideali vardir (Demirci, 2015).
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Onerme 5.4: R ve S sag G -yar-miikkemmel halkalar olsun.

a) R’ nin her bSliim halkasi sag G -yari-mitkemmeldir.

b) RxS sag G -yari-miikemmeldir (Demirci, 2015).

ispat: a) I, R halkasinin keyfi bir ideali olmak iizere T=1% olsun. Her basit 7 -

modiiliin diiz B - ortiiye sahip oldugunu gdstermeliyiz. S keyfi bir basit 7" -modiil

olsun. Bu taktirde %ES olacak sekilde 7’ nin sag maksimal J ideali vardur.
Dolayisiyla SEIyM olacak sekilde R halkasinin sag maksimal A ideali vardir. R sag

G -yari-milkemmel halka oldugundan f:F — IyM R -modiil diiz B -6rtiisti vardir.

b) 7=RxS ve M basit T modiil olsun. e=(1,,0)€T merkezi idempotenttir. U = Me
ve V =M(l—e) olmak ilizere M =U @V yazilabilir.

M basit T-modiil oldugundan genelligi bozmadan M =U kabul edebiliriz.
M(OXS)=0 oldugundan M bir R -modiil yapisina sahiptir. Her R -modiil bir T -
modiil oldugundan M, basittir. Varsayimdan dolayr A,’ nin f:F, > M, diz B-
ortiisii vardir. (Lam, 1991) deki Teorem 4.24 ile F,’ nin diiz oldugu gosterilir.

Kerf < F, oldugundan Kerf < F, olur. Bbylece f:F, ->M, M, nin diz B-

Ortiistidiir.

Onerme 5.5: R degismeli bolge olsun. R ’nin G -yari-miikemmel olmasi igin gerek ve

yeter kosul R ’nin yerel olmasidir (Demirci, 2015) .
Ispat: (<) Agiktir.

(=) F bir basit modiiliin diiz B -ortiisii olsun. F yereldir ve burulmasizdir. Bu

nedenle R=F yereldir.
Teorem 5.6: Bir R halkasi igin asagidakiler denktir.
(a) R yari-milkemmeldir.

(b) R yari-yereldir ve her basit R -modiiliin diiz B -0rtiisii vardir.
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(¢) R yari-yereldir ve her sonlu iretilmis R-modiiliin diiz B -ortiisii vardir (Lomp,

1999).

Ispat: (a) = (c) Projektif modiiller diiz oldugundan saglanir.

(c) =(b) Aciktir.

(b)y=>(@) R yari-yerel ve E’ler basit R-modiller olmak {izere

%(R)=E,®E2 ®@..®E, olarak yazilabilir. Her basit R modiil £ ’lerin birine

izomorftur. Hipotez ile her E ’nin bir L diiz ortiisii vardir. Bdylece

L=L®L®.®L , %(R)’nin diiz B- Ortlsii olur. Bu nedenle asagidaki

degismeli diyagrami elde edilir.

|

*
L——}- R/J(R)——=0

f kiigik ~ epimorfizma  ve gof epimorfizma  oldugundan
Ker(g) c Ker(g of) = J(R) olur. Bu nedenle R, L diiz modiiliiniin projektif

ortiisiidiir. (Wisbauer, 1991)’ deki Teorem 36.4 ile L= R ve bu nedenle biitiin L, ler

projektif olmaldir. Boylece her bir basit R-modiiliin projektif ortiisii vardir ve

(Wisbauer, 1991) de ki Teorem 42.6 ile R yari-milkemmeldir.

Onerme 5.7: R sag ¢ift tarafli bir halka ve M R’ nin maksimal sag ideali olsun. Eger

% ve I%{ M’ nin igerdigi I ve Kidealleri igin IyM’nin diiz B -ortiileri ise

%(’\K da %4 ’ nin diiz B -6rtiisti olur (Demirci,2015).

Ispat: Sag cift tarafli halkalarin sonlu sayida saf sag ideallerinin kesigimi yine saftir. Bu

nedenle %ﬁK diizdiir. Bir N sag ideali igin A%0K+]%0K=%GK olsun.
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M+N=R, %=M+]%=A%+N+% ve A%«% oldugundan

%=N+% ve N+I=R olur. Benzer sekildle N+K =R elde edilir. R sag gift

tarafli halka ve I ile K, R ’de saf oldugundan

K=RK=(N+I)nK=NK+IK
c(NnK)+(INK)
cN

ve R=N+K < N olur. Boylece MﬁmK«%mK ve %ﬂK , %4 nin diiz
B -ortiistidiir.

Onerme 5.8: R degismeli bir halka, S, R’ nin ¢arpimsal alt kiimesi ve S™'R’ nin her

maksimal ideali; M, R ’nin maksimal ideali olmak tizere S'M formunda olsun. R ,

G -yari-mitkemmel halka ise S™'R de G -yari-miikemmeldir (Demirci, 2015).

spat: U, S'R’nin maksimal ideali olsun. Varsayimdan dolayr U=S"'M olacak
sekilde R’ nin bir M maksimal ideali vardir. /<M igin Iy , IyM’ nin diiz B-

ortiisii olsun.

1% diiz B -6rtii oldugundan S_]RS"IE N (1%) diiz S'R -modiildiir. R’ nin I’ yi
. . . . . S—lM ) (S—IK )=(S—1R ) )
iceren K ideali igin ( st A"I A"I olsun
S (M+K)=S'1M+S_'K=S_]R "dir ve bdylece (M+K)ﬂS¢ D olur. MNS =
oldugundan M G M+K veM+K =R elde edilir. MA < % ve I c K oldugundan

K=R ve S'K =5"'R elde edilir. Bu nedenle (S"R/_ |, (S7®/_ . | nindiz B-
ST S M

Srtiisudiir.
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Teorem 5.6 ve 6nerme 5.8 in sonucu olarak asagidaki sonug yazilir.

Sonug¢ 5.9: R bir degismeli G -yari-milkemmel halka olsun. R’ nin her sonlu sayida

maksimal idealleri M,,M,,...M, ve S=R\ L"JM, icin S'R yari-mitkemmeldir
et

(Demirci, 2015).

Asagidaki onerme Onerme 4.1.7° nin bir sonucudur.

Onerme 5.10: R sag G -yari-milkemmel halka ve J(R) nil olsun. R’ nin sag

Noether olmasi igin gerek ve yeter kosul R’ nin sag Artin olmasidir (Demirci, 2015).

Asagidaki 6rnekler G -miikkemmel ve yari-mitkemmel halkalar sinifindan olmayan G -

yari-mitkemmel halka drnekleridir.
Ornekler 5.11:

a) R sag mikemmel olmayan yari-miikkemmel halka olsun. Teorem 4.1.6 ile R, sag

G -milkemmel olmayan sag G -yari-miikemmel halkadir.

b) K bir diizenli halka ve i=1,2,3,... igin K=K, olmak lizere R =ﬁK, olsun. (Kash,
=1

1982) Béliim 10.4 ten dolayr R yari-basit olmayan diizenli halkadir. Bu nedenle R
yari-miikemmel olmayan diizenli halkadir. Bundan dolayr R yari-mitkemmel olmayan

G -yari-mitkemmel halkadir (Demirci, 2015).
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