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DUZ GUCLU ORTULER
OZET

Projektif ortiiler ve miikemmel halkalar ilk kez H. Bass tarafindan
tanimlanmistir. Her modiiliin projektif ortiisiiniin bulundugu miikemmel halkalar modiil
teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Bu nedenle bu halkalarin genellemeleri kapsamli

olarak incelenmistir.

Bu calismada mikkemmel ve yari-miikemmel halkalarla birlikte bunlarin
genellemeleri olan G -miikemmel, A -miikkemmel, B -miikemmel, G -yari-miikemmel
halkalardan, o6zelliklerinden ve aralarindaki iliskilerden bahsedilmistir. Ayrica bu

halkalarin diiz gii¢lii ortiiler yardimiyla verilen karakterizasyonlari incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Diiz gii¢lii 6rtii, Diiz B -6rtii, Mitkemmel halka, A -miikemmel

halka, B -miikemmel halka, G -miikemmel halka, G -yari-miikkemmel halka



FLAT STRONG COVERS
ABSTRACT

Projective covers and perfect rings are defined by H. Bass. Perfect rings over
which every module has a projective cover is an important subject in the theory of
modules. For this reason, generalizations of these rings are extensively studied.

In this work, perfect, semiperfect rings and some of their generalizations
including G -perfect, A -perfect, B -perfect and G -semiperfect rings are studied along
with their properties and connections in between. Furthermore, the characterizations of

these rings using flat strong covers are given.

Key Words: Flat strong cover, Flat B -cover, Perfect ring, A -perfect ring, B -perfect

ring, G -perfect ring, G -semiperfect ring
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1. GIRIS
Bu c¢alismada kullanilan tiim halkalar birimli, birlesmeli ve aksi belirtilmedikge
biitiin modiiller {initer sag R -modiildiir. Halka ve modiil teorisi ile ilgili burada

verilmeyen bilgiler ( Lam, 1991), (Wisbauer, 1991), (Anderson ve Fuller, 1992), (Xu,
1996), ( Lam, 1999)’ de bulunabilir.

Bu tezde mikemmel ve yari-milkkemmel halkalarin genellemelerinden

bahsedilmis, diiz giiclii ortiiler ve 6zellikleri incelenmistir.

Projektif ortiiler ve sag miikemmel halkalarla ilgili ilk calisma H. Bass tarafindan
yapilmistir. (Bass, 1960)’ da miikemmel halka her modiiliin projektif ortlisii bulunan
halka olarak tanimlanmistir. Sag miikemmel halkalarin ilk karakterizasyonlar1 da aym
caligmada verilmistir. Bu halkalarin ve 6zelliklerinin incelendigi (Sandomierski, 1968),
(Azumaya, 1974), (Nicholson, 1975), (VVaradarajan, 1979), (Hausen ve Johnson, 1983),
(Fieldhouse, 1985), (Ding ve Chen, 1999), (Lomp, 1999) calismalar konunun 6nemini

gostermektedir.
Bu ¢alisma 6 boliimden olusmaktadir.

Calismanin ikinci boliimiinde halkalar ve modillerle ilgili genel bilgiler

verilmistir. Tensor ¢carpimi verilerek diiz modiil tanimlanmustir.

Ugiincii bdliimde, miikemmel halkalarin tanimi verilip (Bass, 1960)’ a gore bir
M modiiliiniin projektif Ortiisii tanimlanmustir. Projektif ortii tizerinden yari-miikemmel

halkalarin homolojik tanimlar1 verilmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir.

Dordiincti bolimde ilk olarak y -ortii tanimlanmis daha sonra Enochs (1981)

anlaminda diiz Ortiiden bahsedilmistir. Projektif Ortiide ele alinan modiiliin 6zelligi
degistirilip buradan yola ¢ikarak Amini (2007)’ ye gore diiz B -0rtli tanimlanmistir.
Diiz B -ortii tanimindan yola ¢ikilarak genellestirilmis miikemmel halkalar ve 6zel
olarak A -miikemmel ve B -miikemmel halkalar tanimlanarak bunlarla ilgili teorem ve
orneklere yer verilmistir. Genellestirilmis miikemmel halkalar taniminda yer alan her
M modiilii yerine her basit M modiiliinliin diiz B - ortiisiinlin varlig1 incelenmistir.

Boylece genellestirilmis yari-miikemmel halkalar tanimlanmastir.



Her modiil dordiincii boliimde ele alinan bir diiz B - ortiiye sahip olmak zorunda
degildir. Bir modiiliin bir diiz B -ortiisii bulunmas1 da bu ortiiniin bir diiz 6rtii olmasini
gerektirmez. Bu diisiinceyle besinci boliimde (Demirci, 2016) de verilen diiz ortiilerin

ayni1 zamanda diiz B -6rtii oldugu durum arastirilmistir.

Son boliimde ise kaynaklara yer verilmistir.



2.GENEL BIiLGILER

Bu béliimde, tezde kullanilacak tanimlar, teoremler ve bunlarla ilgili 6rnekler
verilecektir. Bahsi gecen halkalar ve modiillerle ilgili daha ¢ok bilgi i¢in (Wisbauer,
1991), (Lam, 1991), (Anderson ve Fuller, 1992), (Lam, 1999) kaynaklarina bakilabilir.

2.1. Halkalar ve Modiiller

Tamm 2.1.1: R bos kiimeden farkli bir kiime ve R iizerinde tanimli ikili islemler

"+" ve "" olsun. Asagidaki oOzellikleri saglayan (R, +, ) cebirsel yapisina halka

denir.

(H,) R toplama islemine gore degismeli gruptur.

(H,) Carpma isleminin toplama iglemi iizerine dagilma 6zelligi saglanir.
Ayrica;

(H,) R halkasinda ¢arpma iglemi, birlesme 6zelligini saglarsa halkaya birlesmeli halka

denir.

(H,) Her xeR i¢gin x-1=1-x=X olacak sekilde 1€ R varsa halkaya birimli halka

denir.

Bu c¢alismada kullanilan tiim halkalar birimli ve birlesmeli halkalar olarak ele

alinacaktir.

Tamm 2.1.2: R bir halkave & =1 < R olsun.
(l,))Her a,be |l i¢cin a—bel

(I,)Her a1l veher reR iginarel (rael)ise | > ya R’ nin bir sag (sol) ideali

denir. Hem sol hem de sag ideale iki tarafli ideal veya kisaca ideal denir (Callialp ve

Tekir, 2009).

Tamm 2.1.3: R degismeli bir halka ve | sifirdan ve halkanin kendisinden farkli bir
ideali olsun. X.y € | olmas1t Xe |l yada y el olmasm gerektiriyorsa | > ya R’ nin

bir asal ideali denir.



Tamm 2.1.4: R bir halka, (A,+) degismeli grup olsun.

< AxR—> A, o((ar))=ar

seklinde tanimlanan fonksiyon her I',S € Rve her a,b € A igin

(1) (a+b)r=ar+br

(2) a(r+s)=ar+as

(3) a(rs)=(ar)s

sartlarini saglarsa A’ ya bir sag R modiil denir.

Ayrica;

(4) Her a € A igin al, =a oluyorsa A’ ya bir liniter sag R -modiil denir.
Benzer sekilde sol R -modiil tanimi da verilir.

Bu ¢alismada modiil denildiginde iiniter sag R -modiiller kastedilecektir,

Ornekler 2.1.5:

(1) Her A degismeli grubu bir tiniter Z -modiildiir.

(2) Her R halkasi, RxR — R fonksiyonu olarak R * deki ¢arpma islemi ile kendi

uzerinde bir modiil olur.

(3) I', R halkasmimn bir sag ideali ise R’ deki carpim ar aliirsa | bir sag R -modiil

olur.

Tamm 2.1.6: R bir halka ve A’ da R -modiil olsun. @ = B < A alt kiimesi A’ daki

islemlere gore bir R -modiil yapisina sahipse B> ye A’ nin bir alt modiilii denir ve

B <A ile gosterilir.

Ornek 2.1.7: R bir halka ve f : A—> B’ ye R -modiil homomorfizmas: olsun. Bu

durumda Im f , B’ nin alt modiiliidiir.



Ornek 2.1.8: {B, :iel } bir A modiiliiniin alt modiilleri ailesi olsun. Bu durumda

ﬂ B., A’ nm bir alt modiilidiir.

iel

Ispat: {B, :ie | } bir A modiiliiniin alt modiilleri ailesi olsun.

x,ye[B: isin x—ye()B; (?)

iel iel

X,ye(|B = heriel igin x,yeB = heriel i¢sin x-yeB = x-ye()B,

iel iel

Her xe[\B;, her reR igin xre[|B

iel iel

xe[)B ,reR= heriel icin xe B, reR=> heriel icin xreB, = xre( B,

iel iel

olup (B, < A’ du.

iel
Tanmim 2.1.9: R bir halka, A bir R modiil, X < A alt kiimesi olsun. Bu durumda A’
nin X ’ i kapsayan alt modiillerinin kesisimi olan alt modiile X tarafindan iretilen alt

modiil denir ve

(Xy:=(B=< A
Xc<B
B<A

Tamm 2.1.10: N<M ve N =M olsun. M modiiliniin N * yi igeren alt modiili
bulunmuyorsa, N ° ye M ° nin maksimal alt modiilii denir. Bagka bir deyisle,
N<K<M durumu sadece K=M ve K =N icin gergeklenirse, N ° ye M

modiiliniin maksimal alt modiili denir.

R halkasinin |; sag ideali R; modiiliinde maksimal alt modiil ise, | > ya R

halkasinin maksimal sag ideal denir.

Tamm 2.1.11: Sifirdan ve kendisinden bagka alt modiilii bulunmayan, sifirdan farkli

modiile basit modiil denir.



A bir R -modiil, M ve N, A’ nin alt modiilleri olsun. M ve N ’ nin toplami
M+N ; meM,neN olmak lizere m+n seklindeki tim elemanlarin kiimesidir.

M+N, A nin M ve N~ yi iceren en kiiciik alt modiiliidiir. Bu diisiinceyi

iel

genelleyerek M, alt modiillerinin toplami [Z Mij, heriel icin X, € M, ve X, lerin

hemen hemen hepsi (sonlu sayida X; hari¢) sifir olmak iizere ZXi seklindeki tim

iel

elemanlarin kiimesi olarak tanimlansin. ZMi , A’ nm heriel igin M, alt

iel
modiillerini i¢eren en kii¢iik alt modiildiir.
Tanmm 2.1.12: {M, |[keK}, M modiiliiniin alt modiillerinin bir ailesi olsun. Bu alt

modillerin elemanlarinin toplami seklinde gosterilebilen, yani m=m, +m, +---m,

seklinde yazilabilen meM elemanlarinin olusturdugu kiime M modiiliiniin bir alt

modiilidiir ve ZMk ile gosterilir. Z:I\/Ik alt modiiliine {Mk |k e K} alt modiiller

keK keK

ailesinin toplami denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanim 2.1.13: M bir modiil {M, |k €K} da M nin alt modiillerinin bir ailesi olsun,
Her meM elemant tek tiirli olarak M, alt modiillerinin elemanlarinin toplami
seklinde, yani m=m, +m, +---+m, , m <M, seklinde yazilabilirse M > ye M, alt

modiillerinin i¢ direkt toplami denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Onerme 2.1.14: M bir R -modiil ve {Mi}iel M modiiliiniin alt modiillerinin bir ailesi

olsun. M’ nin {Mi } ailesinin i¢ direkt toplami olmasi igin gerek ve yeter kosul

iel

1) M=>'M, ve

iel
(2) Her i el igin M; N (Z M jj =0 olmasidir (Callalp ve Tekir, 2009).

i#]

Tamm 2.1.15: M, ve M, modiilleri M * nin alt modiilleri olsun. M;+M, =M ve

M, "M, =0 oluyorsa M =M, ®M, seklinde yazilir ve M; (M, ) modiline M

modiiliiniin bir direkt toplam terimi denir.



Tamm 2.1.16: | #J olmak iizere A modiillerinin bir ailesi {A}_ ={A :iel}

olsun. Her iel i¢in a(i)e A ile tanimh «: | —>UA fonksiyonlarinin kiimesine
icAi

{A :iel }ailesinin direkt ¢arpimi denir ve H A ile gosterilir.

iel

[TA={a:a: 1> JA  herieligina(i)eA }

iel icAi

Tanim 2.1.17: Lineer bagimsiz {Xa} kiimesi tarafindan tretilmis M modiiliine

acel

tabani {Xa }ael olan serbest modiil denir.

Ornek 2.1.18: Her vektor uzay: bir serbest modiildiir. Ciinkii her vektor uzayinm bir

bazi1 vardir.

Ornek 2.1.19: Her R halkasi kendi iizerinde bir serbest modiildiir. Taban olarak {1R}

aliabilir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tamm 2.1.20: R bir halka olmak iizere M ve N, R -modiiller olsun. Bir f :M — N
fonksiyonu her m, m'e M igin, f(m+m')=f(m)+f(m’), her reR ve her meM
icin, f (rm) =rf (m) kosullarin1 sagliyorsa, f > ye modiill homomorfizmas: denir. Bir

homomorfizma bire-bir ise monomorfizma, 6rten ise epimorfizma, hem bire-bir hem de

orten ise izomorfizma denir (Callialp ve Tekir, 2009).

Tammm 2.1.21: P bir sag R -modiil olsun. Her g : R — X epimorfizma ve her

a.P— X homomorfizmas: i¢in « =(Jf olacak sekildle bir S:P—>R

homomorfizmasi bulunursa P’ ye R’ ye gore projektif ( R -projektif) denir (Anderson
ve Fuller, 1992).

Tanmm 2.1.22: P bir R -modiil olsun. Her f : A— B epimorfizmas: ve her
g:P —> B homomorfizmast1 icin g = fh olacak sekilde bir h:P — A

homomorfizmasi bulunursa P ’ ye projektif modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Sonu¢ 2.1.23: Her serbest modiil projektiftir. Ornegin; biitiin vektdr uzaylari

projektiftir.



Teorem 2.1.24: P’ nin projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir serbest modiiliin

direkt toplam terimine izomorf olmasidir.

Tammm 2.1.25: | bir R -modiil olsun. Her «: A— B monomorfizma ve her
B:A—1 homomorfizmas1 i¢in f=ha olacak sekilde bir h:B—1

homomorfizmasi bulunursa | ’ ya injektif modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tanmm 2.1.26: M , R halkas: iizerinde modiil olsun. N <M alt modiilii igin
S+N=M=N=M oluyorsa S<M alt modiline M modiliiniin kiigiik alt

modiiliidiir denir ve S << M ile gosterilir (Alizade ve Pancar, 1999).

Teorem 2.1.27: Sonlu sayida kiigiik alt modiiliin toplami da kiigiiktiir (Alizade ve
Pancar, 1999).

Tanmm 2.1.28: R halkasinin tiim maksimal ideallerinin kesisimine R > nin Jacobson

Radikali denir ve J(R) ile gosterilir (Lam, 1991).
Bir R halkasi i¢in R > nin Jacobson radikali

JR)=D {L<R:L<R}
=K K: K <R}

seklinde tanimlanmistir ve J(R), R’ nin bir ¢ift tarafli idealidir. Bundan sonra kisaca

J = J(R) seklinde gosterilecektir.

Onerme 2.1.29: M bir R -modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(@) M, basit alt modiiller ailesinin bir direkt toplamidir.

(b) M, toplam1 M olan basit alt modiiller ailesine sahiptir.

(¢) M’ nin her alt modili M ’ nin bir direkt toplam terimidir.

Tanmmm 2.1.30: Yukaridaki 6nermede denk kosullardan herhangi birini saglayan M
modiiliine yari-basit modiil denir. Kendi tizerinde bir sag R -modiil olarak yari-basit
olan halkaya (sag) yari-basit halka denir. Benzer tanim sol yari-basit halkalar igin

verilebilir (Pancar ve Tiirkmen, 2014).



Tamm 2.1.31: Bir R halkasmin bir tane maksimal ideali varsa R’ ye yerel halka denir
(Lam, 1991).
Tanmm 2.1.32: Bir R halkasi igin % yari-basit oluyorsa R’ ye yari-yerel halka denir

(Lam, 1991).
Teorem 2.1.33: Her R yerel halkasi yari-yereldir (Lam, 1991).

Tammm 2.1.34: Her aeR i¢in a=aba kosulunu saglayan beR varsa R halkasina
diizenli (regiiler) halka denir (Lam, 1991).

Tamm 2.1.35: M bir R -modiil olsun. M ° nin alt modillerinin
K, cK,cK,c..(K, 2K, 2K,..) seklinde her bir artan (azalan) zinciri i¢in n=m
kosulunu saglayan her ne Z* igin K, = K olacak sekilde me Z* bulunuyorsa M * ye

artan (azalan) zincir kosulunu sagliyordur denir (Pancar ve Tiirkmen, 2014).

Tamim 2.1.36: Alt modiilleri i¢in artan zincir kosulunu ( kisaca ACC ) saglayan modiile
Noether modiilii denir. Kendi iizerinde bir sag R -modiil olarak Noether olan halkaya
sag Noether halkas1 denir (Pancar ve Tiirkmen, 2014).

Ornek 2.1.37: Z bir noether halkasidir.

Tamm 2.1.38: Alt modiilleri i¢in azalan zincir kosulunu ( kisaca DCC ) saglayan
modiile Artin modiilii denir. Kendi {izerinde bir sag R -modiil olarak Artin olan halkaya
sag Artin halkas1 denir (Lam, 1991).

Ornek 2.1.39: Q, bir Artin modiludiir. /Z ve n#0 olmak tizere AZ halkalar1

Artindir.

Tamm 2.1.40: R bir halka ve xR igin x" =0 kosulunu saglayacak sekilde n pozitif

tamsayisi varsa X’ e nilpotent eleman denir.

Tanmim 2.1.41: R bir halka ve x eR igin X* =X ise x’ e idempotent eleman denir. O,

ve 1, idempotent elemanlardir.

Tamm 2.1.42: |, R halkasinim bir ideali ve k € N olmak iizere |¥ =0 oluyorsa | > ya
nilpotent ideal denir (Wisbauer, 1991).



Tanmm 2.1.43: |, R halkasinin bir ideali ve | > daki her eleman nilpotent ise | * ya nil
ideal denir (Wisbauer, 1991).

Teorem 2.1.44 (Hopkins): R bir halka ve J =J(R) olsun. R halkasinin sag Artin

olmasi igin gerek ve yeter kosul R’ nin sag Noether, J * nin nilpotent ve % > nin

yari-basit olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).
2.2. Tensor Carpim ve Diiz Modiiller

Tamm 2.2.1: A, bir sag R -modiil ve ;B bir sol R -modiil olmak iizere tabam1 Ax B

kiimesinden olusan

F:{Z:ni(a1.,bl)|ni €Z,a €A,b EB}

iel

serbest abel grubunu alinsin. Yine a,a,,a, € A, b,b, ,b, e Bver € R olmak iizere tim

mumkin

(a+2, b)~(a,b)~(a,.b)
(a,b+b,)-(ab)-(ab,)
(ar,b)—(a,rb)

elemanlarinin trettigi alt grup K olsun. % bolim grubuna A; ve ;B modiillerinin

tensor ¢arpimi denir. Bu grup A® B ile gosterilir. A® B grubu (a,b)+ K seklindeki

elemanlardan olusur. Bu elemanlar a ® b ile gosterilir (Alizade ve Pancar, 1999).

Tammm 2.2.2: A, bir sag, ;B bir sol R -modiil ve C bir abel grubu olsun.

f : AxB — C fonksiyonu her a,a,,a, € A ve b,b,b,eB ve reR igin
@) f(a,+a,b)="(a,b)+f(a,b)

@) f(ab+b)="f(ahb)+f(ab,)
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3) f(ar,b)=f(arb) esitliklerini saglarsa, f * ye bilineer fonksiyon denir (Alizade

ve Pancar, 1999).

Teorem 2.2.3: A;, xB modiller, C bir abel grubu ve f:AxB — C bir bilineer
fonksiyon ise, f = ge olacak sekilde tek bir g : A® B — C homomorfizmasi bulunur
(Alizade ve Pancar, 1999).

Sonu¢ 2.2.4: f:AxB —>C bir bilineer fonksiyonsa, her ae A, beB igin

g (a®b) =f (a,b) olacak sekilde tek bir g: A® B — C homomorfizmas: vardir

(Alizade ve Pancar, 1999).

Tamm 2.2.5: Her M, M ' sol R-modiilleri ve her f:M — M ' monomorfizmasi igin

1,® f)(u ®m)=u® f (m) ile tanimhi 1, ® f :U ® M —U ® M ' homomorfizmas1 bir

monomorfizma oluyorsa U sag modiiliine diiz modiil denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Ornek 2.2.6: Her projektif modiil diiz modiildiir.

Tanmm 2.2.7: A, < B; ve i: A>B gomme homomorfizmasi olsun. Her ;M icin
(i®1,)(@a®m)=a®m ile tanimh i®1, :A,® M —>B;® M homomorfizmasi bir

monomorfizma oluyorsa A, B’ de saftir denir (Wisbauer, 1991).

Lemma 2.2.8: M’ nin diiz olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul Hom,(M, % )’ nin

injektif olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Onerme 2.2.9: | bir indis kiimesi olmak iizere {M, :iel } R -modiillerin bir ailesi

olsun. Bu durumda @ M’ nin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her iel i¢in M,’

iel

nin diiz olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tamm 2.2.10: R -modiillerin bir ... —=2—>M _,—=>M — M =ty

dizisi ve bunlar arasinda da R -modiill homomorfizmalar1 verilsin. Her neZ igin

Im f,_, = Ker f ise budizi M, de tamdir denir (Alizade ve Pancar, 1999).

Belli bir yerden sonra (6nce) modiiller hep 0 olabilir, 6zel olarak;

0——>A—»B—25C——0 seklindeki diziye kisa tam dizi denir.
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Kisa tam dizide f ’ nin monomorfizma, g’ nin epimorfizma ve Im f = Kerg

oldugu tamlik tanimindan anlasilir (Callialp ve Tekir, 2009).

Ornek 2.2.11:
(1) h:A—>A®B, h(a)=(a,0) ve g: A®@B — B, g(a,b)=b olmak iizere

0 >A—" SA®B—2 3B >0

dizisi bir kisa tam dizidir. Ayrica bu dizi pargalanan kisa tam dizi olarak da ifade edilir.

(2) N<M igin p:N—>M, p(n)=mve t:M —>'V%\I, t(m)=m+N olmak iizere

N p AN t N M N
0— >N—2 Mt %\l 50
dizisi bir kisa tam dizidir.

Tamm 2.2.12: M ve L birsag R -modiil olsun.

(1) M’ nin X alt kiimesi i¢in M = ZXR ise X’ e M’ nin bir tirete¢ kiimesi denir.

xeX
(2) Sonlu bir iireteg kiimesi olan modiile sonlu tiretilmis modiil denir.

(2)’ ye denk olarak asagidaki tanim verilebilir.

X, Xp-.y X, € M olmak tizere M = X,R+X,R+...+ X, R olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

X, €Imf olanher f:L— M homomorfizmasmnin epimorfizma olmasidir.

(3) Bir modiiliin (sag idealin) tek elemanli bir iirete¢ kiimesi varsa bu modiile (sag

ideale) devirli modiil (sag ideal) denir (Xu, 1996).

Tanmm 2.2.13: Bir sonlu iiretilmis M modiili i¢in F sonlu iiretilmis serbest modiil

olmak tizere her O K F > M 0 tam dizisinde K > da sonlu

tiretilmis oluyorsa M ’° ye sonlu gosterilmis denir (Xu, 1996).

Lemma 2214: K , V , V' sag R -modiller, V diz ve

0 K \% >V ! 0 tam olsun. V' nin diiz olmasi i¢in gerek ve yeter
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kosul her sonlu iretilmis | < ;R ideali i¢in KI =K VI olmasidir (Anderson ve

Fuller, 1992).

Sonu¢ 2.2.15: X’ nin R;’ de saf olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her | < ;R i¢in

Xl =X NRI olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Lemma 2.2.16: M bir sag R -modiil olsun. M’ nin diiz olmasi igin gerek ve yeter

kosul her (sonlu firetilmis) | sol ideali i¢in g (M®a)=ma ile tammh

4 M ® I > Ml, Z -epimorfizmasinin bire bir olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tanmm 2.2.17: Her sonlu iretilmis sag ideali sonlu gosterilmis olan halkaya sag

bagdasik halka denir ( Xu, 1996).

Teorem 2.2.18: Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.
(@) Diiz sag R -modiillerin her direkt ¢arpimi diizdiir.
(b) Her | indis kiimesi i¢in R, diizdiir.

(c) R sol bagdasiktir (Anderson ve Fuller, 1992).

Tensor ¢arpim ve diiz modiillerle ilgili detayl bilgi i¢in (Lam, 1991), (Alizade ve
Pancar, 1999) kaynaklarina bakilabilir.
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3. MUKEMMEL ve YARI-MUKEMMEL HALKALAR

Bu boliimde miikkemmel halkalar ve yari-miikemmel halkalarin 6nceden verilmis

bazi 6zellikleri incelenmistir.

3.1. Miikkemmel Halkalar

Tammm 3.1.1: R halkasmm bir A alt kiimesine, elemanlarinin her {ai,a?,...}g A
dizisi i¢in a,-a,,-...-&,-a, =0 (a-a,-...-a,,-a, =0) olacak sekilde bir n>1

tamsayisi varsa sag (sol) T -nilpotent denir (Bass, 1960).
Teorem 3.1.2: Her | < R sag ideali i¢in asagidakiler denktir.
(1) | sag T -nilpotenttir.

(2) Her M # 0 modiilii igin Ml =M

(2') Her M # 0 modilii i¢in Ml < M

(3) Her N modiili i¢in anny (1)=0= N =0" dur.

Burada ann, (1) = {X eN|xl = 0} ile tanimlidir.

(4) Sayilabilir iiretilmis serbest F =R™ modiilii i¢in FI <F > dir (Lam, 1991),
(Anderson ve Fuller, 1992).

Tammm 3.1.3: R yari-yerel bir halka ve J sag (sol) T -nilpotent ise R halkasina sag
(sol) miikemmel halka denir (Lam, 1991).

Ornek 3.1.4: Her sag Artin halkas1 sag miikemmeldir..

Miikemmel halkalarin projektif ortli ile ilgili karakterizasyonlarina gegmeden

once projektif ortli tanimin1 verelim.

Tamm 3.1.5: Bir sag M R -modiilii igin, P bir projektif modiil ve Ker@ < P olacak
sekilde 6:P —>M epimorfizmas1 (varsa) 6’ ya (aym zamanda P > ye) M ’ nin
projektif ortiisii denir (Lam, 1991).

Onerme 3.1.6: P' bir projektif R -modiil ve 8':P'—M bir epimorfizma olsun.

Oa=6" ile tanimhi 6@:P—>M bir projektif orti ise «:P'—>P pargalanan
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epimorfizma olur. Eger 8':P'—>M > de M ’ nin bir projektif oOrtiisii ise o bir

izomorfizma olur (Lam, 1991).

Teorem 3.1.7: R birlesmeli halkas1 i¢in asagidakiler denktir.
(1) R sag mikkemmeldir.

(2) R yari-yerel ve J sag T -nilpotenttir.

(3) R yari-yerel ve sifirdan farkli her sag R -modiiliin bir maksimal alt modiilii vardir
(Xu,1996).

(4) Her sag R modiiliin projektif ortiisii vardir (Lam, 1991).
Teorem 3.1.8: Her R halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(1) R sag miikemmel halkadir.

(2) R temel idealler iizerinde DCC’ yi saglar.

(3) Her N, modiili devirli alt modiiller tizerinde DCC’ yi saglar (Lam, 1991).

Sonuclar 3.1.9:

(1) Her sag R -modiil, sonlu tiretilmis alt modiiller tizerinde DCC’ yi saglar.

(2) R sonlu iiretilmis sag idealler {izerinde DCC’ yi saglar.

(3) Her sag R -modiil devirli alt modiiller tizerinde ACC” yi saglar (Lam, 1991).

Onerme 3.1.10: Bir degismeli R halkasinin miikemmel olmasi icin gerek ve yeter
kosul R’ nin, maksimal idealleri T -nilpotent olan degismeli yerel halkalarin sonlu

direkt carpim olmasidir (Lam, 1991).

Sonu¢ 3.1.11: R miikemmel halka ise her | — R ideali igin F\% boliim halkasi da

mitkemmeldir(Lam, 1991).
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3.2. Yari-Miikemmel Halkalar

Tanim 3.2.1: % > nin her e+J idempotent elemant i¢in @, +J =€+ J olacak sekilde

bir a, e R idempotent elemani bulunursa % > nin idempotent elemanlar1 R * den

geliyor denir.

Tamm 3.2.2: R halkasi yari-yerel ve % > nin idempotent elemanlar1 R *den geliyorsa

bu halkaya yar1 miikemmel halka denir (Lam, 1991).

Teorem 3.2.3: Bir degismeli R halkasinin yart milkemmel olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul R’ nin degismeli yerel halkalarin sonlu direkt ¢arpimi olmasidir (Lam, 1991).
Teorem 3.2.4: Bir R halkas: i¢in asagidakiler denktir.

(@) R yari-miikemmeldir.

(b) Her sonlu iiretilmis R -modiiliin projektif ortiisii vardir.

(c) Her basit R -modiiliin projektif 6rtiisii vardir (Wisbauer, 1991).

Sonug 3.2.5: R yari-miikemmel halka ise her | — R ideali igin F\% boliim halkasi da

yari-miilkemmel olur (Lam, 1991).
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4. MUKEMMEL ve YARI-MUKEMMEL HALKALARIN
GENELLEMELERI

Bu boliimde G -miikemmel, A -miikemmel, B -miikemmel, G -yari-miikemmel
halkalar ve ortiilerin 6zelliklerinden bahsedilmis ve aralarindaki iligkiler incelenmistir.

Ayrica boliimle alakali olan yeni tanim ve teoremlere de yer verilmistir.

4.1. Ortiiler

%, sol R -modiillerin bir sinifi olsun. y izomorfizmalar altinda kapali, yani
Mey ve N=M iken N e y olsun. Ayrica y ’ in sonlu direkt toplamlar ve direkt
toplam terimleri altinda kapali oldugu, diger bir deyisle M;,M,,...M, ey ise
M,E@M,®..&M, ey ve M,=N®L ise N, L e y oldugu kabul edilsin.
Tamm 4.1.1: Bir M R -modiilii ve X € y i¢in asagidaki sartlari saglayan bir

@ :X — M homomorfizmasi varsa ¢’ ye (ayn1 zamanda X’ €) M ’ nin bir y -ortiisii

denir.

(1) X'e y olmak iizere her ¢': X' — M homomorfizmasi i¢in ¢'=¢f olacak sekilde
f :X'—> X homomorfizmasi vardir veya buna denk olarak her X'e y i¢in

Hom, (X', X) »> Hom,(X',M) — 0 dizisi tamdur.
(2) f, X’in @ =@ T kosulunu saglayan bir endomorfizmasi ise f otomorfizmadir.

Eger sadece (1) sart1 saglanirsa ¢ : X — M homomorfizmasina bir y -6nortii

denir.

Bir modiiliin y -ortiileri (varsa) izomorfizma altinda tektir. Asagidaki teorem Y

-ortiilerin tekligiyle ilgilidir.
Teorem 4.1.2: M bir R -modiil olsun. i=1,2 igin @ : X; > M’ nin farkl y -6rtiileri

ise X, = X, dir (Xu, 1996).

Teorem 4.1.3: M nin, y -ortiisii oldugu ve @: X — M > nin bir y -6nértii oldugu
kabul edilsin. Bu durumda X=X, ®K , ¢, : X, ->M bir y -6rtii ve K < ker(e)

olacak sekilde X, K <X vardir (Xu, 1996).
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Asagidaki teoremler y -Ortiilerin direkt toplam ve direkt ¢arpim altinda iyi

ozelliklere sahip oldugunu gosterir.

Teorem 4.1.4: y keyfi direkt carpimlar altinda kapali ve her 1 igin, ¢, : X, > M; M’
nin y -6nortiisii olsun. Bu durumda ¢, lerin direkt carpimi [ o : T [X; = [ [M; bir

7 -onértiidiir (Xu, 1996).

Teorem 4.1.5: i=12,...,n i¢in ¢, : X, = M, bir y -ortii ise @@, : X, > ®M,’ de bir
J -ortiidiir (Xu, 1996).

I' ile projektif R -modiillerin sinifi gosterilsin. Asagidaki teorem projektif ortii

ve I'-ortii kavramlarinin uyumlu oldugunu gostermektedir.

Teorem 4.1.6: M sag R -modiil ve P €’ olmak iizere ¢ : P — M homomorfizmasi

icin agagidaki ifadeler denktir.
(1) ¢: P —> M I -ortiudiir.
(2) @: P —> M projektif ortiidiir.

Ispat: (1)=(2) ilk olarak @’ nin &rten oldugu gosterilsin. Yine ¢:P — M bir T -
ortii olsun. F projektif olmak lizere bir f : F — M epimorfizmasi vardir. F projektif
oldugundan F €I' > dir ve ortiilerin birinci ozelliginden ¢g = f olacak sekilde
g:F — P homomorfizmast bulunur. f epimorfizma oldugundan @g epimorfizmadir;
dolayisiyla @ epimorfizmadir. K =Ker(p) olsun. L<P i¢in K+L=P oldugunu
kabul edelim. ¢| :L— M ortendir. P projektif oldugundan ¢|, h =g olacak sekilde

h: P — L homomorfizmasi vardir. Boylece asagidaki degismeli diyagram elde edilir.
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P
Sekil 4.1. Teorem 4.1.6 i¢in degismeli diyagram

Burada ¢| h=¢ ve ¢i=¢|_ esitlikleri saglanir ve @(ih)=¢ elde edilir.

Ortiiniin ikinci &zelliginden ih:P — P otomorfizmadir. Dolayistyla i &rten olur. i

gomme homomorfizmasi oldugundan L = P elde edilir.

(2)=() ¢:P—>M M’ nin bir projektif ortiisii olsun. I" projektif modiiller smifi
oldugundan @:P — M bir T -6nértiidiir. P’ nin ¢ =¢f kosulunu saglayan bir f
endomorfizmast almsm. Bu durumda P =Ker(p)+Im(f) olur. Ker(p)<xP
oldugundan f ° nin epimorfizma oldugu goriiliir. IM(f)=P projektif oldugundan
0—> Ker(f) >P—>P —>0 dizisi pargalanandir. Ker(f)<Ker(¢) <P oldugundan

Ker(f)=0 elde edilir. Boylece f bir otomorfizmadir.
4.2. Genellestirilmis Miikemmel Halkalar

x olarak diiz modiiller smifi secilirse bir M modiiliiniin y -ortiisiine diiz ortii

denir.

Bir modiiliin diiz ortlisii kavrami ilk kez E. Enochs tarafindan asagidaki gibi

tanimlanmistir (Enochs, 1981).

Tamm 4.2.1: Bir M modiiliiniin diiz ortiisii asagidaki 6zellikleri saglayan o : F — M

homomorfizmasidir.
(i) F diiz modiildiir.

(if) F' diiz modiil olmak iizere her S : F'— M homomorfizmasi i¢in oy = £ olacak

sekilde y : F'— F homomorfizmasi vardir.
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(iii) 6, F’ nin af =« kosulunu saglayan bir endomorfizmasi ise @ otomorfizmadir.

Teoremin i ve ii kosulunu birlikte saglayan 6rtiiye M modiiliiniin diiz 6n-6rtiisti

denir.
Her modiiliin diiz 6rtiistiniin varlig1 bilinmektedir (Bican ve ark., 2001).

Projektif Ortii taniminda projektif modiil yerine diiz modiil kullanilabilir. Bu

durumda bu ortiiye diiz 6rtii denir (Amini ve ark., 2007).

Anlam karmasasini onlemek icin bu ortiiye diiz B -ortii denilecektir. Diger bir

deyisle bir M R -modiilii i¢in F diiz modiil olmak iizere, Kerf < F olacak sekilde
bir f:F —>M epimorfizmas1 varsa f > ye M ° nin bir diiz B -ortiisii denir. Bu

durumda F , M ’nin diiz B -6rtiisiidiir de denir..

Tamm 4.2.2: M, R -modiilii i¢in F diiz modiil olmak {izere Ker(a) < F olacak
sekilde a:F — M epimorfizmas: varsa @ > ya M modiliiniin diiz B -ortiisii denir

(Amini ve ark., 2007).

Bir modiiliin diiz B -ortiisii bulunmayabilir. Bunu gostermek i¢in asagidaki

tanim ve Oonermeye ihtiyag¢ vardir.

Tamim 4.2.3: Bir A abel grubunun sonlu mertebeli elemanlarinin olusturdugu alt kiime

T(A) ile gosterilir ve bu kiime A’ nin bir alt grubudur. T(A) > ya A grubunun
burulma kismi denir. T(A)=A ise A’ ya burulma grubu, T(A)=0ise A~ ya

burulmasiz grup denir.

Onerme 4.2.4: Bir abel grubunun diiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul burulmasiz

olmasidir (Fuchs, §62 ).

Ornek 4.2.5: p bir asal say1 ve F diiz abel grubu olmak iizere f :F —Z,, Z,’ nin
bir diiz B-ortiisii olsun. 7z :Z —Z, standart epimorfizma olmak fiizere, Z, projektif

oldugundan fg=7 olacak sekilde bir §:Z—>F homomorfizmas: bulunur.

Kerf +Img=F ve Kerf « F oldugundan g epimorfizmadir. F = %erg grubu diiz
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oldugundan burulmasizdir, boylece Kerg =0 elde edilir. F =7’ nin kiiciik alt grubu

bulunmadigindan (J(Z) =0), Kerf =0 ve F =Z =7, ¢eliskisi elde edilir.
Lemma4.2.6: ¢ : F — M diiz 6rtii olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
(1) F projektiftir.

(2) P projektif olmak lizere f:P —> M  epimorfizmasi vardir ve

Hom(P,M ) — Hom(F,M) értendir.
(3) P projektif olmak tizere f : P — M diiz 6n-ortiidiir (Biiyiikagik, 2012).
Ispat: (1)=(2) P=F alindiginda ispat aciktir.

2) = (3) G diiz modiil ve he Hom(G,M) olsun. (2) ile ¢ = fa olacak
sekilde a € Hom(F,P) vardir. Diger taraftan ¢:F — M diiz o6rti oldugundan

h = gf olacak sekilde f € Hom(G, F) vardur.

Bu nedenle asagidaki degismeli diyagram elde edilir.

F G
P M

Sekil 4.2. Lemma 4.2.6 i¢in degismeli diyagram

p

«—

%
. >

Bu durumda h=¢B ve ¢=fa esitliklerinden off €Hom(G,P) igcin
h= f (af) elde edilir.

(3)= (1) Teorem 4.1.3 ile M’ nin diiz ortiisii P * nin direkt toplam terimidir. Bu
nedenle F projektiftir.
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Teorem 4.2.7: R yari-yerel halka olsun. R halkasinin sag miikemmel olmasi igin

gerek ve yeter kosul her yari-basit R -modiiliin diiz B -ortiistiniin bulunmasidir (Ding

ve Chen, 1999).

Ispat: (=) Agiktir.

(<) F serbest sag R -modiil ve J =J(R) olsun. % yari-basit oldugunda %J yari-
basit sag R -modiil olur. P diiz sag R -modiilii i¢in a:P — %J homomorfizmasi

%J > nin diz B -ortiisti olsun. F projektif ve 7:F —>%J standart epimorfizma

oldugundan asagidaki degismeli diyagram elde edilir.

P a - s

Sekil 4.3. Teorem 4.2.7 i¢in degismeli diyagram

7t epimorfizma ve Kera < P oldugundan g epimorfizmadir. P = %er i ve

Kerp < Kerr =FJ =RadF oldugundan (Lam, 1999) deki Alstirma 4.20 ile

Kerf=0 olur. Boylece S  izomorfizmadir. Kera<P  oldugundan

FJ =" (Kera)<F olur.

Tammm 4.2.8: Bir R halkasinin her sag R -modiiliiniin diiz B -ortiisii varsa R
halkasina sag genellestirilmis miikemmel halka (sag G -miikemmel halka) denir. Sol
G -miikemmel halkanin tanimi da benzer sekilde yapilir. Eger R halkasi hem sag hem

de sol G -miikemmel ise halkaya G -miikemmel halka denir (Amini ve ark., 2007).
Sag G -miikemmel halkalar igin asagidaki sonug vardir.

Teorem 4.2.9: R sag G -milkemmel halka olsun. Bu durumda J sag T -nilpotenttir.

Ozel olarak % > nin idempotent elemanlar1 R * den gelir (Amini ve ark., 2007).
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. R\ _ 3 . . ) .

Ispat: M :( A ) ve 7 :F, &> M, dogal epimorfizma olsun. Hipoteze gére M ’ nin
diiz B -ortisli oldugundan ¢:P — M epimorfizmasi var ve P diiz modildiir. F
projektif oldugundan y : F — P homomorfizmasi vardir ve gy =7, Kel‘((a) <P ve

w epimorfizmadir. Ayrica Ker(w) c Ker(ﬂ) =FJ =rad (FR) ve % ~ P diiz

er(y)

sag R -modiildiir. Bu nedenle (Lam, 1999) deki Alistirma 4.20 ile Ker(l,//) =0’ dir. Bu

nedenle ¥ bir izomorfizma ve FJ =i (Ker (¢)) < F olur. Teorem 3.1.2 ile J sag

T -nilpotenttir. Her sag T -nilpotent ideal nil oldugundan teoremin diger basamagi

(Anderson ve Fuller, 1992) deki Onerme 27.1 ile gosterilir.

Onerme 4.2.10: R sag G -miikemmel halka olsun. R halkasinin sag Noether olmasi

icin gerek ve yeter kosul R halkasinin sag Artin olmasidir (Amini ve ark., 2007).

Ispat: (=) R sag Noether olsun. J nil oldugunda nilpotent olur (Anderson and Fuller,

1992), Teorem 15.22. S, basit bir R modiil ve f:F, —S. S.’ nin diiz 6rtiisii olsun.
R Noether ve F, devirli oldugunda F projektiftir. Bu da f:F, —>S;

homomorfizmasinin S;” nin projektif ortiisii oldugunu gosterir ve R yari-miikemmel

olur. Bu nedenle R sag Noether, J nilpotent ve RJ yari-basittir. Teorem 2.1.44 ile R

sag Artin olur.

(<) Aciktrr.

Onerme 4.2.11: R ve S sag G -miikemmel halkalar olsun.
(@) R’ nin her boliim halkas1 G -miikemmeldir.

(b) RxS G -miikemmeldir (Amini ve ark., 2007).
Ornekler 4.2.12:

(1) Her diiz modiiliin diiz B -6rtlisi vardir. Bu nedenle her diizenli halka G -

mikemmeldir.
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(2) Her projektif modiil diiz oldugundan projektif ortiisii olan her modiilin diiz B -

ortiisii vardir. Ozel olarak sag miikemmel halkalar sag G -miikemmeldir (Amini ve

ark., 2007).
(3) Ornek 4.2.5’ ten dolay1r Z , G -miikemmel halka degildir.
Teorem 4.2.13: R sagdan gift tarafli halka olsun. R sag G -miikemmel halka ise %
diizenlidir (Amini ve ark., 2007).
Asagidaki tanim ve sonuglar Teorem 4.2.13” iin sonuglar1 i¢in gereklidir.

Tamm 4.2.14: Sifirdan farkli her sag R modiiliiniin bir maksimal alt modiilii varsa R’

ye sag maks halka denir (Faith, 1995).

Lemma 4.2.15: R bir halka olsun. R’ nin sag maks olmasi i¢gin gerek ve yeter kosul

J’ nin sag T -nilpotent ve her sag % -modiiliiniin maksimal alt modiilii olmasidir
(Hamsher, 1967).
Teorem 4.2.16: R degismeli halka olsun. R’ nin sag maks olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul J’ nin T -nilpotent ve % ’ nin diizenli halka olmasidir (Hamsher, 1967).

Sonuc 4.2.17: R degismeli G -miikemmel halka ise, R maks halkadir. Ozel olarak R

halkasinin her asal ideali maksimaldir (Amini ve ark., 2007).
4.3. A-Miikemmel Halkalar

Tamm 4.3.1: R bir halka olsun. Her diiz sag R -modiilii R -projektif ise R’ ye sag
hemen hemen mitkemmel halka (kisaca A -miikemmel halka) denir. Sol A -miikemmel
halkalar da benzer sekilde tanimlanir. Eger R halkasi hem sag hem de sol A -

miikemmel halka ise R’ ye A -miikemmel halka denir (Amini ve ark., 2008).
Teorem 4.3.2: Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.
(@) R sag A-mikkemmel halkadir.

(b) R yari-miikemmeldir ve sonlu iiretilmis modiillerin diiz értiileri sonlu tiretilmistir.
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(c) Sonlu iiretilmis diiz modiiller projektiftir ve sonlu iiretilmis modiillerin diiz ortiileri

sonlu tiretilmistir.

(d) Sonlu iiretilmis modiillerin diiz ortiisii projektiftir.

(e) Devirli modiillerin diiz ortiisii projektiftir (Amini ve ark., 2008).
Yukaridaki teoremin sonucu olarak asagidaki tablo yazilabilir.

Sag miikemmel halka = Sag A -miikemmel halka = Yari-miikemmel halka

4.4, B-Miikemmel Halkalar

Tamm 4.4.1: R bir halka ve S basit sag R -modiiller sinifi olsun. Her F diiz modiild,
her SeS ve f:R—S, h:F —S homomorfizmalar: i¢in h = fg olacak sekilde

g : F — R homomorfizmasi varsa R halkasina B -miikemmel halka denir (Biiyiikasik,

2012).

Lemma 4.4.2: R yari-yerel bir halka ve X basit sag R -modiil olsun. X ’ in diiz
ortisiit f:F — X ise Kerf =FJ dir (Biiyiikasik, 2012).

Teorem 4.4.3: Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(1) R sag B -miikemmeldir.

(2) Basit modiillerin diiz ortiileri projektiftir.

(3) R yari-miikemmeldir ve basit modiillerin diiz ortiileri devirlidir.
(4) R yari-miikemmeldir ve basit modiillerin diiz ortiileri yereldir.
(5) Sonlu tiretilmis yari-basit modiillerin diiz ortiisii projektiftir.

(6) R yari-miikemmel ve yari-basit modiillerin diiz ortiileri sonlu iretilmistir

(Biiyiikasik, 2012).
Ispat: (1)=(2) Lemma 4.2.6’ dan agiktir.

(2) = (3) X basit sag R -modiil olmak iizere f :P — X bir diiz ortiisii olsun. Bu

takdirde, (2) den P projektiftir. Kerf <P ve I%(erf < X oldugundan F devirlidir.
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Diger taraftan f :F — X , X ’ in projektif ortiisiidiir. Teorem 3.1.7 ile R yari-

mikemmeldir.

(3)= () f:F — X basit X R -modiiliiniin diiz 6rtiisii olsun. Lemma 4.4.2° den

dolayt J =J(R) icin Kerf =FJ olur. %J = X basit ve FJ < J(F) oldugundan F

b

nin tek maksimal alt modiilii vardir. F sonlu iiretilmis oldugundan FJ, F ’ nin en

biiyiik alt modiiltidiir. Boylece F yereldir.

(4)=(5) Yari-miikemmel halkalar {izerinde sonlu tiretilmis diiz modiiller projektiftir.

M= @1 S, yari-basit modiil ve f,:F —S; S, lerin diiz ortiisii olsun. Teorem 4.1.5” ten

n

dolay1r @f, GEFI _)@1 S, 1Si > nin diiz ortiistidiir. Hipotez geregi F,’ ler projektiftir.

Boylece _e_alFi projektiftir.

(5)=(6) Her basit modiiliin diiz 6rtlisii projektiftir. Bu nedenle R yari-miikemmeldir.

M sonlu {iretilmis yari-basit modill ve ¢:F — M , M’ nin diiz ortiisii ise (5) ile F

projektiftir. Boylece Kerg < F olur. %er & =M sonlu iiretilmistir.

(6) = (1) X bir basit modil ve G bir diiz modiil olmak iizere f:R — X
epimorfizma ve g :G — X homomorfizma olsun. ¢: F — X diiz ortii ise hipoteze

gore F sonlu iiretilmistir. R yari-milkemmel oldugundan F projektiftir. Boylece

f = ¢h olacak sekilde h: R — F homomorfizmas: vardir. Lemma 4.2.6 ile g = ft

olacak sekilde t: G — R homomorfizmasi vardir. Boylece R B -miikemmeldir.

Yukaridaki teoremden anlasilacagi gibi B -miikkemmel halkalar sinifi, A -

miikemmel halkalar sinifini igerir.

Teorem 4.4.4: R bir halka olsun. R’ nin sag B -miikemmel olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul R’ nin yar1 yerel olmasi ve tek maksimal alt modiile sahip ayristirilamaz diiz sag

R -modiillerin projektif olmasidir (Biiylikagik, 2012).

Ispat: (=) R sag B -miikemmel halka olsun. Teorem 4.4.3 ile R yari-miikemmeldir.

G tek maksimal K alt modilii olan ayrigtirilamaz diiz modiil olmak iizere
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h:F —>% diiz ortii olsun. Teorem 4.4.3* ten dolayr F projektiftir ve Kerh< F°

dir. 7:G —>% bir epimorfizma igin asagidaki degismeli diyagram olacak sekilde

g :G —» F homomorfizmasi vardir.

G
g . |=x
x',

Sekil 4.4. Teorem 4.4.4 i¢in degismeli diyagram

Teorem 4.1.6° nin ispatindan ¢ ’ nin bir epimorfizma oldugu ve dolayisiyla
g:G — F epimorfizmasinin  pargalanan oldugu gorilir. G  ayristirilamaz

oldugundan g izomorfizmadir. Boylece G projektif modiildiir.

(<) X; bir basit modiil ve f : F — X, X’ in diiz ortiisii olsun. Kerf =FJ, F ’ nin

tek maksimal alt modiiliidiir. ( Guil Asensio ve Herzog, 2005)’ da bulunan Teorem 15’
ten dolayr F ayrigtirilamazdir. Hipotezden F projektiftir. Teorem 4.4.3° ten dolay1 R

sag B -miikkemmel halkadir.
Yari-miikemmel olup B -miikemmel olmayan halka 6rnegi asagida verilmistir.

Ornek 4.45: 7 tamsayilar halkast olsun. p asal sayr olmak iizere

R:{%;a,beZ,(p,b)zl} yerellestirme halkasii diisiinelim. R tek maksimal ideali

pR olan yerel halkadir. R > nin diiz ortiisii (Xu, 1996), Teorem 1.3.8 ve sonraki

PR
ormekten F , p—adik tamsayilar kiimesine izomorf olur. F projektif R -modiil

olmadigindan dolayr R , B -miikemmel degildir. Diger taraftan R yerel halka
oldugundan yari-miikemmeldir (Biiyiikasik, 2012).

A -miikemmel olmayip B -miikemmel olan halka 6rnegi asagida verilmistir.
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Ornek 4.4.6: K bir cisim ve S= K[yl,yz,...] polinom halkas1 olsun. S halkasinin
{ vy, :i:l,2,...} tarafindan tretilen ideali L olmak iizere R:% halkasin1 alalim.
(Amini ve ark., 2009) Alistirma 2.17° den dolay1 R[[XH, A -miikemmel degildir.
Diger taraftan (Amini ve ark., 2009) Alistirma 2.22° den dolayr basit R[[XH

modiillerin diiz ortiileri projektiftir. Teorem 4.4.3” ten dolay1 R[[XH bir B -miikemmel
halkadir (Biiyiikasik, 2012).

Tanmm 4.4.7: Her diiz sag R -modiil F i¢in EXt;(F,C)ZO ise C sag R -modiiliine

es burulma denir (Xu, 1996).

Lemma 4.4.8: f:F—M, M modilinin diz értisii ve K =Ker(f) olsun. Her diiz
modiil G igin Exty (G,K)=0 dir. Yani K es burulmadir (Xu, 1996).

Lemma 4.4.9: |1, R halkasinin kendisinden farkli bir ideali olsun. C es burulma F\%
modiil ise C es burulma R -modiildiir (Xu, 1996).

Ispat: Her diiz sag R -modil F igin EXté(F,C):0 oldugu gosterilmelidir.

0—>M —> X ->F —>0 kisa tam dizisi ele alinsin. F diiz modiil oldugundan M, X’

in saf alt modiiliidiir. M N IX =IM =0 ve (M + IX%X =~ M dir. Boylece asagidaki

degismeli kisa tam dizi elde edilir.

0 —— (M+IX)/IX — X/IX — X/M+IX — 0

Sekil 4.5. Lemma 4.4.9 i¢in degismeli diyagram
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)%VI ®F\% = )%/I +IX diiz % modiill oldugundan diyagramin alt satir

parcalanandir. Bu nedenle iistteki de parcalananadir. Boylece Exty (F, M ) =0 olur ve

M es burulma R -modiildiir.
Asagidaki Lemma, Lemma 4.4.9° un basit bir sonucudur.

Lemma 4.4.10: R yari-yerel bir halka olsun. Her yari-basit R -modiil es burulmadir.

Ispat: M yari-basit bir sag R -modiil olsun. MJ =0 oldugundan M bir %
modiildiir. R yari-yerel oldugundan % yari-basittir. BOylece her % modiil es

burulmadir. Ozel olarak M bir es burulma % -modiildiir. Lemma 4.4.9” dan dolay1r M

bir es burulma R -modiildiir.

Es burulma kullanilarak B -miikemmel halkalar asagidaki sekilde karakterize

edilmistir.

Teorem 4.4.11: R halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(1) R sag B -miikemmeldir.

(2) R’ nin J yi igeren her sag ideali es burulmadir.

(3) R ve R’ nin maksimal sag idealleri es burulmadir.

(4) R yar-yereldir ve J es burulmadir (Biiyiikasik, 2012).

Ispat: (1)=(2) Teorem 4.4.3 ile R yari-miikkemmeldir ve sonlu iiretilmis yari-basit
modiillerin diiz ortiisii projektiftir. Bu nedenle diiz ortiiler ve sonlu iretilmis yari-basit

modiillerin projektif ortiisti ¢akisir.

J <R oldugundan 7:R — % projektif (diiz) ortiidiir. Lemma 4.4.8 ileKerz=J es
burulma olur. I, J’ yi iceren sag ideal olsun. R yari-yerel oldugundan % yar1 basit

ve sonlu iretilmistir. Lemma 4.4.10 ile % es burulma R -modiildiir. Es burulma
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modiiller genislemeler altinda kapali ve J , % es burulma oldugundan | es

burulmadir.
(2)=(3) Agiktur.
(3) = (1) F diiz modil ve l;, R’ nin maksimal sag ideali olsun. Hipotezden

Ext; (F,1)=0 Bu nedenle; 0— I —>R—>|%—>O tam dizisine Hom funktorunun

uygulanmasiyla  0— Hom (F, 1) = Hom (F, R) —> Hom (F,F%)—>o elde edilir.

Boylece R, B -miikemmel halkadir.

(4)=(2) 1, J’ nin sag ideali olsun. R yari-yerel oldugundan V yari-basittir ve V
J J
sonlu iiretilmis ve yari-basittir. Lemma 4.4.10 ile % es burulma R -modiildiir. Hipotez

ile J de es burulmadir. Bu nedenle | es burulmadir. Ciinkii es burulma modiiller

genislemeler altinda kapalidir.

(1)=(4) Teorem 4.4.3 ile R yari-miikemmel ve bu nedenle yar1 yereldir. (1)=(2)’ nin

ispatindan ise J es burulmadir.
Yerel halkalar i¢in asagidaki 6nerme vardir.

Onerme 4.4.12: R yerel halka olsun. R’ nin B -miikemmel olmas igin gerek ve yeter
kosul 7: R— A standart epimorfizmasinin A nin diiz Ortlisi  olmasidir

(Biiytikasik, 2012).

ispat: R, B -miikkemmel halka olsun. Teorem 4.4.11 ile J es burulmadir ve
7:R—> % (Xu, 1996) Onerme 2.1.3 ile diiz 6n &rtiidiir. 7: F — R/ , % ’in diiz
ortiisii olsun. Teorem 4.1.3 ile F, R’ nin direkt toplamidir. Fakat R ayristirilamaz

oldugundan R=F olur. Bunedenle 7: R— % , % > nin diiz Ortlisiidiir.

Tersine r: R—>% diiz ortii olsun. Kerz=J es burulmadir. Bu nedenle Teorem

4411 ile R, B -miukemmel halkadir.
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4.5.Genellestirilmis Yari-Miikemmel Halkalar

Tanmm 4.5.1: Bir R halkasi i¢in her basit sag R -modiiliin diiz B -ortiisii varsa R’ ye
sag genellestirilmis yari-miikkemmel halka (kisaca G -yari-miikemmel) denir. Sol
genellestirilmis yari-miikemmel halkalar da benzer sekilde tanimlanir. Eger R halkasi
hem sag hem de sol genellestirilmis yari-miikemmel halka ise R’ ye genellestirilmis

yari-mitkemmel halka denir (Demirci, 2016).
Ornekler vermeden 6nce basit modiillerin diiz B -6rtiilerini inceleyelim.

S bir basit R -modiil ve w :F — S, S’ nin diiz B -ortiisii olsun. S basit oldugundan
¢:R — S epimorfizmasi vardir. R projektif oldugundan ¢ =y f olacak sekilde

f :R —> F homomorfizmas1 vardir. Keryy << F oldugundan f bir epimorfizma ve

Fz I% olacak sekilde | ideali vardir. Bu durumda | * y1 igeren bir M maksimal

ideali i¢in S = F\y olur. Ayrica F = F\y yereldir. Benzer sekilde her devirli sag R -
M I

modiiliin diiz B -ortiisiiniin devirli olmasi gerektigi de gosterilebilir (Demirci, 2016).

Ornekler 4.5.2:

(@) Her sag G -mitkemmel halka sag G -yari-miikemmeldir.

(b) Her diiz modiiliin diiz B -ortiisii vardir. Bu nedenle her diizenli halka G -

miikkemmeldir.

(c) Her sag mitkemmel halka sag G -mitkemmeldir ve her sag yari-milkkemmel halka

sag G -yari-miikemmel halkadir.

(d) Son paragraftan tam sayilar halkas1 Z > nin G -yari-miikemmel olmadig1 goriilebilir
(Demirci, 2016).

R’ nin bir maksimal sag idealinin diiz B -ortisti F igin, F = F% ve | <M

olacak sekilde bir sag | ideali her zaman bulunamayabilir. Asagidaki Lemma ek bir

kosul altinda bu ifadenin dogru oldugunu gostermektedir (Demirci, 2016).
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Lemma 4.5.3: R bir halka olmak iizere M, R’ nin maksimal sag ideali olsun. R sag
G -yari-miikkemmel ise, % basit R -modiiliiniin diiz B -ortiisii F% > ya izomorf

olacak sekilde M sag maksimal idealin igerdigi bir | sag ideali vardir (Demirci, 2016).
Onerme 4.5.4: R ve S sag G -yari-miikemmel halkalar olsun.
(@) R’ nin her boliim halkasi sag G -yari-miikkemmeldir.

(b) RxS sag G -yari-miikemmeldir (Demirci, 2016).

Ispat: (a) I, R halkasinin keyfi bir ideali olmak iizere T = F% olsun. Her basit T -
modiilin diiz B - ortiiye sahip oldugunu gostermeliyiz. S keyfi bir basit T -modiil
olsun. Bu taktirde % =S olacak sekilde T > nin sag maksimal J ideali vardir.

Dolayisiyla S = % olacak sekilde R halkasinin sag maksimal M ideali vardir. R

sag G -yari-miikemmel halka oldugundan f:F —>|%/| R -modiil diiz B -ortiisii

vardir.

(b) T=RxS ve M basit T modiil olsun. € =(1R,0) €T merkezi idempotenttir. U = Me

veV =M (1—8) olmak iizere M =U ®V yazilabilir.

M basit T -modiil oldugundan genelligi bozmadan M =U kabul edebiliriz.
M (0>< S)=0 oldugundan M bir R -modiil yapisina sahiptir. Her R -modiil bir T -
modiil oldugundan M basittir. Varsayimdan dolayr M’ nin f:F, - M, diz B -
ortisti vardir. (Lam, 1999) deki Teorem 4.24 ile F, ’ nin diz oldugu gosterilir.
Kerf < F; oldugundan Kerf < F. olur. Béylece f:F, —M;, M; ’ nin diz B -
oOrtiistidiir.

Onerme 4.5.5: R degismeli bolge olsun. R’ nin G -yari-miikemmel olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul R’ nin yerel olmasidir (Demirci, 2016).

Ispat: (<) Agiktir.
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(=) F bir basit modiiliin diiz B -ortiisii olsun. F yereldir ve burulmasizdir. Bu

nedenle R=F yereldir.

Teorem 4.5.6: Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.

(@) R yari-miikemmeldir.

(b) R yari-yereldir ve her basit R -modiiliin diiz B -6rtiisii vardir.

(c) R yari-yereldir ve her sonlu iiretilmis R -modiiliin diiz B -6rtiisii vardir (Lomp,
1999).

Ispat: (a)= (c) Projektif modiiller diiz oldugundan saglanir.
(c)=(b) Agiktr.

(b) = (@ R yari-yerel ve E, ° ler basit R -modiiller olmak iizere

% =E ®E,®..®FE, ,®E, olarak yazilabilir. Her basit R modil E;’ lerin birine
izomorftur. Hipotez ile her E, > nin bir L; diz Oortisii vardir. Bdylece

L=L®eL&..®L,, % > nin diiz B -6rtiisii olur. Bu nedenle asagidaki degismeli

diyagrami elde edilir.

Sekil 4.6. Teorem 4.5.6 icin degismeli diyagram

f kiiclik epimorfizma ve of epimorfizma oldugundan
Ker(g)g Ker(gf):J olur. Bu nedenle R, L diiz modiiliiniin projektif ortistdiir.

(Wisbauer, 1991) daki Teorem 36.4 ile L=R ve bu nedenle biitin L, ler projektif

olmalidir. Béylece her bir basit R -modiiliin projektif 6rtiisti vardir ve (Wisbauer, 1991)

daki Teorem 42.6 ile R yari-miikkemmeldir.
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Onerme 4.5.7: R sag cift tarafli bir halka ve M, R’ nin maksimal sag ideali olsun.
Eger F% ve F%( M * nin icerdigi | ve K idealleri icin % * nin diiz B -brtiileri ise

F\%m K da % > nin diiz B -6rtiisii olur (Demirci, 2016).

Ispat: Sag cift tarafl1 halkalarin sonlu sayida saf sag ideallerinin kesisimi yine saftir. Bu

nedenle F% i diizdiir. Bir N sa ideali igin 'V% e '\%m ‘= F%m i olsun.

M+N=R , F%:'V'H\%:'V%H\H% ve M/ <R oldugundan
F\%:N+% ve N+1 =R olur. Benzer sekilde N+K =R elde edilir. R sag gift

tarafli halka ve | ile K, R’ de saf oldugundan

K=RK =(N+1)nK =NK+IK
c(NNK)+(InK)
cN

ve R=N+K < N olur. Boylece N%(WK«F%F\K ve F%mK , % nin diz

B -ortiistidiir.
Asagidaki nerme, Onerme 4.2.10° nun bir sonucudur.

Onerme 4.5.8: R sag G -yari-miikemmel halka ve J nil olsun. R’ nin sag Noether

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’ nin sag Artin olmasidir (Demirci, 2016).

Asagidaki Ornekler G -milkemmel ve yari-milkemmel halkalar sinifindan

olmayan G -yari-miikemmel halka 6rnekleridir.

Ornekler 4.5.9:

(@) R sag milkemmel olmayan yari-mikkemmel halka olsun. Teorem 4.2.9 ile R, sag

G -miikemmel olmayan sag G -yari-miikemmel halkadir.

(b) K bir diizenli halka ve i=1,2,3,.. icin K=K, olmak iizere R=[][K, olsun.
i=1

(Kasch, 1982) Bolim 10.4 ten dolayi R yari-basit olmayan diizenli halkadir. Bu
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nedenle R yari-milkkemmel olmayan diizenli halkadir. Bundan dolay1 R yari-

miikemmel olmayan G -yari-miikemmel halkadir (Demirci, 2016).
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5.DUZ GUCLU ORTULER

Bir 6nceki boliimde gordiigiimiiz gibi her modiil diiz B -6rtiiye sahip olmak
zorunda degildir. Bir modiiliin bir diiz B -ortiisii bulunmasi da bu ortiiniin bir diiz ortii
olmasini gerektirmez. Bu diislinceyle (Demirci, 2016) de diiz ortiilerin ayn1 zamanda
diiz B -ortii oldugu durum arastirilmistir. Bu boliimdeki sonuglar (Demirci, 2016) den

alimustir.

Tamm 5.1: Bir sag R -modiil M * nin, bir f:F —> M diiz 6rtiisii ayn1 zamanda bir

diiz B -ortii ise, bu értiiye M * nin bir giiclii diiz 6rtiisii denir. Bu durumda, F > ye M °

nin bir diiz gliglii ortiisii de denir.

Genelde, diiz gii¢lii ortiiye sahip olma 6zelligi alt modiiller tarafindan korunmak

zorunda degildir.

Onerme 5.2: R, herhangi bir M modiilii i¢cin RadM =MJ <« M kosulunu saglayan
bir halka, K<L ve L/K diiz olsun. L’ nin bir diiz giiglii 6rtiisii varsa, K’ nin da
vardir.

ispat: ¢:F — L, L’ nin bir diiz giigli értiisii olsun. P =¢"(K) igin, (Xu, 1996 ) daki
Lemma 3.1.3” ten dolay1 ¢ tarafindan verilen ¢':P — K K’ mn bir diiz 6nortiisiidiir.

Teorem 4.1.3 kullanilarak P=X @Y , Y < Kerg'=Kerg ve ¢'\x : X => K, K’ nin bir

diiz ortiisii olacak sekilde X ve Y alt modiilleri vardir. X > nin W alt modiilii i¢in

W +Kerg', =W +(KergN X) =X olsun. Bu durumda

Kerg = KergP =KergN(X +Y)=(KergN X)+Y ve
P=X+Y =W +(Kerg(1X)+Y =W +Kerg olur. (Amini ve ark., 2007) Onerme 3.11°

den dolay1 Kerg < P oldugundan P=W =X tirve ¢':P = K, K’ nin bir diiz gii¢lii

orttistdiir.
Tamim 5.3: Her basit sag modiilii injektif olan halkaya sag V -halka denir.

Onerme 5.4: R, diizenli bir halka ve R -modiillerin diiz B -ortiileri (izomorfizma

gozetmeksizin) tek olsun. Bu durumda R bir sag V -halkadir (Demirci, 2016).
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V -halka olmayan bir diizenli R halkas: iizerinde, her modiiliin bir diiz gii¢li
ortiisii vardir fakat Onerme 5.4’ ten dolay1 modiillerin diiz B -6rtiilerinin tek olmas1

gerekmez. Boyle bir halka 6rnegi (Srivastava, §2)’ de bulunabilir.

Lemma 5.5: R sagdan cift tarafli bir halka, B bir devirli R -modiil ve A, B’ nin

kiiciik alt modiilii olsun. B ve % diizise A=0" dir.

Onerme 5.6: R sagdan cift tarafli bir halka olsun. Her basit modiil diiz giiglii ortiiye
sahipse basit modiillerin diiz B -ortiileri diiz gii¢lii ortiilerdir.
Ispat: F ve P diiz modiiller olmak iizere, S basit modiilii icin f :F — S S nin diiz
giiclii ortiisii ve §:P —S S ’nin diiz B -ortiisii olsun. F diiz 6rtii oldugundan g = fh
olacak sekilde bir h:P—F homomorfizmas:1 vardir. Kerf < F oldugundan h
epimorfizmadir. Ayrica F ve P devirli ve Kerh<Kerg <P olur. Bu durumda
Lemma 5.5’ ten Kerh=0 olurve P =F dir.
Onerme 5.7: R sagdan cift tarafli bir halka olsun. Her devirli modiil diiz giiclii ortiiye
sahipse devirli modiillerin diiz B -értiileri diiz giiglii ortiilerdir.
Ispat: F ve P diiz modiiller olmak iizere, C devirli modiilii i¢in f :F —-C C’ nin
diiz gii¢lii ortiisii ve §:P —C C ’nin diiz B -6rtiisii olsun. F diiz 6rtii oldugundan
g = fh olacak sekilde bir h: P — F homomorfizmas: vardir. Kerf < F oldugundan
h epimorfizmadir. Ayrica F ve P devirli ve Kerh <Kerg <P olur. Bu durumda
Lemma5.5° ten Kerh=0 olurve P=F dir.

Bir M modiilii projektif ortiiye sahip olsa bile M * nin diiz 6rtiistiniin projektif
olmasi gerekmez.
Lemma 5.8: M bir R -modiil olsun. M * nin diiz 6rtiistiniin projektif olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul M ’ nin bir projektif ortiiye ve bir diiz gii¢lii 6rtiiye sahip olmasidir.
Ispat: Gereklilik kismi, Teorem 4.1.6 ile aciktir. Yeterlilik kismini gdstermek icin M
bir R -modiil, f:F —>M M ° nin bir diiz giiclii 6rtiisii ve §:P—>M M * nin bir
projektif ortiisii  olsun. Bu durumda = fh kosulunu saglayan h:P—>F
homomorfizmas1 epimorfizmadir. P projektif, F diz ve Kerh<Kerg«P
oldugundan (Lam, 1999) deki Alistirma 4.20° den dolayr F de projektiftir.

Diiz giiglii ortiiler A -miikemmel, B -milkemmel ve miikemmel halkalarin

karakterizasyonlarinda kullanilmistir.
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Teorem 5.9: Bir R halkas1 i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(i) Devirli modiillerin diiz 6rtiileri projektiftir.

(i) R yari-yereldir ve her devirli modiiliin bir diiz giiglii ortiisii vardir.

Ispat: ()= (ii) R, (Amini ve ark., 2008) deki Teorem 3.7’ den dolay1 yari-yereldir. F
projektif olmak tizere C bir devirli R -modiil ve f:F — C homomorfizmasi C’ nin
bir diiz ortiisii olsun. Teorem 4.1.6> dan dolayr Kerf < F *dir. Boylece f:F —»C
homomorfizmasi C’ nin bir diiz gii¢lii ortiisiidiir.

(il)= (i) C devirli modiil olsun. Teorem 4.5.6” dan dolayr R yari-miikemmeldir. Bu
nedenle C projektif ortiiye sahiptir. Ayrica C bir projektif ortiiye ve bir diiz giicli
ortiiye sahiptir. Lemma 5.8” den dolay1 C’ nin diiz ortiisii projektiftir.

Teorem 5.10: Bir R halkasi igin asagidaki ifadeler denktir:

(1) Basit modiillerin diiz ortiileri projektiftir.

(ii) R yari-yereldir ve her basit modiiliin bir diiz giiglii ortiisii vardir.

Ispat: ()= (ii) R, (Amini ve ark., 2008) deki Teorem 3.7’ den dolay1 yari-yereldir. G
projektif olmak iizere D bir basit R -modiildiir ve g:G — D homomorfizmas:1 D’ nin

diiz ortiisii olsun.Teorem 4.1.6° dan dolay1 Kerg <G ° dir. Boylece g:G—D

homomorfizmasi D * nin bir diiz gii¢lii ortiistidiir.

(ii)= (i) D basit modiil olsun. Teorem 4.5.6’ dan dolay1 R yari-miikkemmeldir. Bu
nedenle D projektif ortilye sahiptir. Ayrica D bir projektif ortiiye ve bir diiz giiglii
ortliye sahiptir. Lemma 5.8” den dolay1 D ’ nin diiz ortiisii projektiftir.

Teorem 5.11: Bir R halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(i) R sag mikemmeldir.

(ii) Yari-basit modiillerin diiz ortiileri projektiftir.

(iii) R yari-yereldir ve her yari-basit modiil bir diiz gliglii ortiiye sahiptir.

(iv) Her yari-basit modiil bir diiz B -6rtiiye sahiptir ve basit modiillerin diiz 6rtiileri
projektiftir.

(v) Her yari-basit modiil bir diiz B -6rtiiye sahiptir ve basit modiillerin diiz B -ortiileri
projektiftir.

Ispat: (i) = (ii) Bir miikkemmel halka iizerinde diiz modiiller projektiftir.

(ii)=(iii) R, (Biiyiikasik, 2012) deki Teorem 2.4’ ten dolay1 yari-yereldir. F projektif

olmak tizere f:F — X X vyari-basit modiiliiniin bir diiz ortiisii ise Teorem 4.1.6” dan
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dolay1 ayn1 zamanda diiz B -6rtiisiidiir. Boylece her yari-basit modiil diiz giiglii ortiiye
sahiptir.
(ili))=(iv) Teorem 5.10° un bir sonucudur.

(iv)=(v) S bir basit modiil, f :F — S homomorfizmas: diiz B -6rtii ve P projektif
olmak iizere §:P — S S ’nin diiz ortiisii olsun. Bu durumda g = fh olacak sekilde bir
h:P — F homomorfizmas: vardir. Kerf < F oldugundan h epimorfizmadir. Lemma

5.7. den dolayr Kerg < P ° dir. Bu durumda F = %(erh’ P projektif, F diiz ve

Kerh <Kerg < P dir. (Lam, 1999) deki Alistirma 4.20° den dolayr Kerh=0 ve
boylece F = P projektiftir.
(V) = (i) Her basit modiiliin (Amini ve ark., 2008) deki Teorem 3.7’ den dolay1 projektif

ortiisti vardir. Béylece R yari-miikemmeldir. Teorem 4.2.7 ispat1 tamamlar.
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