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ÖZET 

 

EQUI İSTATİSTİKSEL VE AĞIRLIKLI EQUI İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

YARDIMI İLE KOROVKİN TİPİ TEOREMLER 

Bu yüksek lisans tezi üç bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde, bu tezde kullanılacak bazı tanım ve teoremler verilmiştir. 

İkinci bölümde istatistiksel ve ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık kavramı tanıtıldı. Buna ilişkin 

örnekler ve bazı sonuçlar verildi. 

Bulgular bölümün birinci kısmında equi-istatistiksel yakınsaklık kullanılarak Korovkin tipi 

teorem çalışıldı ve bu teorem için yakınsaklık mertebesi verildi. İkinci kısımda ağırlıklı 

istatistiksel yakınsaklık kavramı kullanılarak pozitif lineer operatörlerin dizileri için Korovkin 

tipi teorem çalışıldı. Üçüncü kısımda ise ağırlıklı equi-istatistiksel yakınsaklık kullanılarak bir 

Korovkin tipi teorem çalışıldı. Daha sonra ağırlıklı equi-istatistiksel yakınsaklık mertebesi 

süreklilik modülü yardımıyla hesaplandı. Ayrıca Voronoskaya tipi teorem incelendi. 

 

 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: İstatistiksel yakınsaklık, pozitif lineer operatör, Korovkin tipi yaklaşım 

teoremi, istatistiksel düzgün yakınsaklık, süreklilik modülü, equi-istatistiksel yakınsaklık, 

ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık, Voronoskaya teorem. 

 

 

 

 

 

 



iv 
 

ABSTRACT 

 

KOROVKIN TYPE THEOREMS VIA EQUI STATISTICAL CONVERGENCE 

AND WEIGHTED EQUI STATISTICAL CONVERGENCE  

This thesis consist of three sections. 

In the first section, some main definitions and theorems to be used in this thesis have 

been given. 

In the second section, the concepts of statistical convergence and weighted statistical 

convergence has been introduced. Some examples and results for these convergences 

have been given. 

In the first part of findings section, using the equi-statistical convergence, Korovkin 

type theorem has been studied and the rate of convergence for this theorem has been 

given. In the second part, using the concept of weighted statistical convergence 

Korovkin type theorem has been studied for a sequence of positive linear operators. In 

the thirth part, using the concept of weighted equi-statistical convergence, Korovkin 

type theorem has been studied. Later, the rate of this convergence has been calculated 

with the help of modulus continuity. Finally, Voronovskaya type theorem has been 

studied. 

 

 

 

 

Keywords: Statistical convergence, positive linear operator, Korovkin type 

approximation theorem, statistical uniform convergence, the modulus of continuity, 

equi-statistical convergence, weigheted statistical convergence, Voronovskaya theorem. 
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1. GİRİŞ 

Steinhaus ve Fast’in reel sayı dizileri için istatistiksel yakınsaklığı tanımladığı 1951 yılından 

bu yana, bu tanımın birçok genellemesi ve uygulaması araştırılmaktadır.  nL ,

: [ , ] [ , ]nL C a b B a b   tanımlı pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olmak üzere, Korovkin 

1960 yılında ( ) i

if x x , 0,1,2i   test fonksiyonlarını kullanarak   ;nL f x  dizisinin bir f   

fonksiyonuna yaklaşımı problemini incelemiştir. Daha sonra 2002 yılında istatistiksel 

yakınsaklık tanımı yardımı ile Gadjiev ve Orhan Korovkin tipi yaklaşım teoremini ispatlamış 

ve daha güçlü sonuçlar elde etmişlerdir. Birçok araştırmacı pozitif lineer operatör dizileri 

yardımıyla sürekli fonksiyonların yaklaşımını ele almış ve Korovkin’in bu çalışmasını çeşitli 

operatörler için araştırmışlardır. Ayrıca, istatistiksel düzgün yakınsaklık kavramı Korovkin 

tipi yaklaşım teorisinde kullanılmış ve daha güçlü sonuçlar elde edilmiştir (Demirci ve Orhan, 

2015; Dirik ve Demirci, 2010; Duman ve Orhan, 2004; Gökhan ve ark., 2007). Balcerzak ve 

ark., 2007 yılında düzgün yakınsaklık ve istatistiksel düzgün yakınsaklıktan daha kuvvetli 

olan equi-istatistiksel yakınsaklık tanımını ifade etmişlerdir. İstatistiksel noktasal ve 

istatistiksel düzgün yakınsaklık arasında bulunan bu yakınsama için Karakuş ve ark., 2008 

yılında Korovkin tipi yaklaşım teoremini ispatlamışlardır.  

Ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık kavramı ise ilk olarak 2009 yılında Karakaya ve Chishti 

tarafından verilmiştir. Mursaleen ve ark., 2012 yılında bu kavramı yeniden ele almışlardır. 

Fakat, Ghosal 2016 yılında önceki tanımların iyi tanımlanmadığını göstererek, ağırlıklı 

istatistiksel yakınsaklık tanımını tekrar ifade etmiştir. 

Bu yüksek lisans tezinde ilk olarak tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan istatistiksel 

yakınsaklık ve pozitif lineer operatörlerde Korovkin tipi teorem tanıtılıp bu teoremin 

koşullarını sağlayan bir örnek verilecektir. Sonrasında istatistiksel yaklaşım ile elde edilen 

Korovkin tipi teorem ve istatistiksel yakınsaklığın mertebesi verilecektir. Ayrıca istatistiksel 

Korovkin tipi teoremin koşullarını sağlayan pozitif lineer operatörler dizisine bir örnek 

verilecektir. Daha sonra 2007 yılında Balcerzak ve ark. tarafından tanımlanan istatistiksel 

düzgün yakınsaklıktan daha kuvvetli olan equi-istatistiksel yakınsaklık kavramı kullanılarak 

Karakuş ve ark., 2008 yılında çalışılan Korovkin tipi yaklaşım teoremi verilip bir örnek ile 

gösterilecektir. Ayrıca süreklilik modülü yardımıyla equi-istatistiksel yakınsaklık mertebesi 

incelenecektir. Son olarak 2016 yılında Akdağ tarafından çalışılan ağırlıklı equi-istatistiksel 

yakınsaklık kavramı kullanılarak Korovkin tipi teorem verilecektir. Daha sonra bu teoremin 

klasik ve istatistiksel Korovkin tipi yaklaşım teoreminden daha kuvvetli olduğu bir örnekle 
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gösterilip ağırlık equi-istatistiksel yakınsaklık mertebesi incelenecek ve ağırlıklı equi-

istatistiksel yakınsaklık yardımıyla Voronovskaya tipi teorem verilecektir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

Genel bilgiler kısmında tezin diğer bölümlerinde kullanılacak temel tanımlar ve teoremler 

verilecektir.  

2.1. İstatistiksel Yakınsaklık 

A  kümesi  doğal sayılar kümesinin bir alt kümesi ve  : :nA k n k A    olsun. nA   

kümesinin eleman sayısı da nA   ile gösterilsin. 

2.1.1. Tanım:   doğal sayılar kümesinin bir A  alt kümesi için  

lim
n

n

A

n
 

limiti mevcut ise, bu limit değerine A kümesinin yoğunluğu denir ve  A  ile gösterilir 

(Niven ve Zuckerman, 1980).  

Şimdi, Niven ve Zuckerman tarafından ifade edilen aşağıdaki karekterisazyon verilsin: 

Pozitif tamsayıların artan bir dizisi   na  ve  :nA a n   olmak üzere A kümesinin 

yoğunluğu mevcut ise; 

  lim
n

n

n
A

a



   

 dir (Niven ve Zuckerman, 1980). 

Örneğin; bu tanım yardımı ile  

          2 1
1 , : 0, 2 : 2 1:

2
n n n n n n           ,  

olduğu görülür. Ayrıca  doğal sayılar kümesinin her bir sonlu alt kümesi sıfır 

yoğunlukludur. Bir A kümesi yoğunluğa sahip ise, buradan    1A A     olur. 

Şimdi bu ifadeden yararlanarak istatistiksel yakınsaklık tanımı verilsin. 

2.1.2. Tanım:  kx x  reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer her 0   için

 
1

lim : 0k
n

k n x
n

 


     
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olacak şekilde bir   sayısı varsa, x dizisi   sayısına “istatistiksel yakınsaktır” denir ve 

limst x    şeklinde ifade edilir (Steinhauss, 1951; Fast, 1951). 

Şimdi Fridy tarafından verilen ve bir dizinin istatistiksel yakınsak olmasını karakterize eden 

aşağıdaki teorem verilsin. 

2.1.3. Teorem:  kx x   dizisi verilsin. limst x    olması için gerek ve yeter koşul  

doğal sayılar kümesinin   0A   olacak şekilde bir A  alt kümesi vardır öyle ki 

 \ ;kA n k   için lim
kn

n
x 


  olmasıdır (Fridy, 1985). 

2.1.4. Örnek:  kx x  dizisinin genel terimi 

2

2

1,

1
,

k

k n

x
k n

k

 


 




    , n=1,2,3,… 

olsun.  2 :K k k   denirse    0, \ 1K K     olup 

 
1

0,
knx

k

 
  
 

  \ ,kn K k    

olduğundan lim 0st x    bulunur. 

Ayrıca yakınsak her dizinin sınırlı olduğunu biliyoruz fakat istatistiksel yakınsak dizilerin 

sınırlı olması gerekmez. Şimdi buna bir örnek verilsin. 

2.1.5. Örnek: Genel terimi 

2

2

,

0 ,
k

k k m
x

k m

 
 



  , m=1,2,3,… 

şeklinde tanımlanan  kx x  dizisi için lim 0st x   olmasına rağmen bu dizi üstten 

sınırsızdır. 

 kx x  verilsin. Buradan, eğer limst x    ise, bu durumda  sayısının her 0    

komşuluğunda dizinin sonsuz çoklukta terimi bulunurken bu komşuluğun dışında da, indis 

kümesinin yoğunluğu sıfıra eşit olmak üzere yine diziye ait sonsuz çoklukta terim bulunabilir. 
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Bu ise, istatistiksel yakınsaklığın klasik anlamda yakınsaklıktan daha genel olduğunu gösterir. 

Böylece yakınsak dizi uzayı c ile istatistiksel yakınsak dizi uzayı da st  ile gösterilirse, c st  

olduğu açıktır. Böylelikle yakınsak her dizi istatistiksel yakınsaktır. Fakat tersi doğru değildir. 

Klasik anlamda yakınsaklık metodunun lineer olduğu biliniyor. Aşağıdaki teorem istatistiksel 

yakınsaklık metodunun da lineer olduğunu gösterir. 

2.1.6. Teorem: 1limst x L   , 2limst y L   ve a  olsun. Bu durumda; 

(i)  1 2lim( )st x y L L     

(ii) 1limst ax aL  , 

sağlanır (Fast, 1951). 

İspat: (i)  1limst x L   olsun. Burada A  olmak üzere   0A   olduğunda  0   

verildiğinde her 1k k   ve her /k A   için 1
2

kx L


     olacak şekilde 1k   vardır. 

2limst y L    olsun. O halde B  olmak üzere   0B   olduğunda 0   verildiğinde 

her 2k k  ve her /k B  için 2
2

ky L


     olacak şekilde 2k   vardır. 

Sıfır yoğunluklu iki kümenin arakesiti de sıfır yoğunluklu olacağından   0A B   , 

0 1 2max ,k k k  olmak üzere her  k A B    ve her 0k k  için   

   1 2 1 2
2 2

k k k kx y L L x L y L
 

           olduğundan, her 0  için  

     1 2

1
lim : 0k k

n
k n x y L L

n
       

olup 

1 2lim( )st x y L L      

 elde edilir. 
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(ii) Eğer 0a  ise 0ax   olup 1limst ax aL   dir.  Şimdi 0a   olmak üzere 1limst x L 

olsun. O halde A  olmak üzere   0A   olduğunda, 0   verildiğinde her 1k k  ve 

her /k A  için 1kx L  < 
a


  olacak şekilde 1k  vardır. Böylece her /k A  ve 

1k k
 
için 

1 1k kax aL a x L a
a


      

 olup, her 0  için 

 1

1
lim : 0k

n
k n ax aL

n
      

elde edilir. Yani; 1limst ax aL   dır. 

2.2. Pozitif Lineer Operatörler ve Korovkin Teoremi 

İlk olarak gerekli olan bazı fonksiyon uzayları tanıtılsın. 

 ,C a b  Uzayı:  ,a b  aralığında tanımlı, reel değerli ve aralığın tüm noktalarında sürekli 

fonksiyonların uzayıdır. a, b uç noktalarında bu uzayın elemanları sırasıyla sağdan ve soldan 

sürekli fonksiyonlardır.  ,f C a b  için  
 ,

sup ( )
x a b

f f x


  alışılmış supremum normu ile 

birlikte  ,C a b  bir Banach uzayıdır.  

 ,B a b  Uzayı:  ,a b  aralığı üzerindeki sınırlı tüm fonksiyonların uzayıdır. Ayrıca, 

 ,

sup ( )
x a b

f f x


  normu ile  ,B a b  uzayı bir Banach uzayı olup bu norma göre yakınsaklık, 

düzgün yakınsaklıktır.  

X  ve Y  reel değerli fonksiyonların iki uzayı olsun. 

2.2.1. Tanım: Eğer X uzayındaki herhangi bir f fonksiyonunu Y  uzayında bir ve yalnız bir g 

fonksiyonu karşılık getiren bir L kuralı varsa bu takdirde “ X uzayında bir operatör 

tanımlanmıştır” denir ve bu durum 

( ) ( ( ); )g x L f y x  
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şeklinde gösterilir. Burada ( ( ); )L f y x  gösterimi yerine ( ; )L f x  ifadesi kullanılacaktır. X  

uzayı, L operatörünün “tanım kümesi” olup LX D  ile gösterilir. Ayrıca

 : ( ; ) ( ),L LR g L f x g x f D    kümesi L operatörünün değer kümesi olup LR Y   dir. 

X  uzayı lineer uzay olsun. 

2.2.2. Tanım: X  uzayına ait herhangi iki fonksiyon f, g ve 1 2,    için L operatörü; 

 1 2 1 2; ( ; ) ( ; )L f g x L f x L g x        

koşulunu sağlıyor ise L operatörüne “lineer operatör” denir.  

Eğer L lineer operatör ise bu durumda (0; ) 0L x   olur.  

Şimdi pozitif lineer operatör tanımı verilsin: 

2.2.3. Tanım:  : ( ) 0X f X f x    ,  : ( ) 0Y g Y g x     olsun. X  uzayı üzerinde 

tanımlı bir L lineer operatörü, X   kümesine ait herhangi bir f fonksiyonunu Y   kümesine ait 

bir g fonksiyonuna dönüştürüyorsa bu takdirde L lineer operatörüne “pozitif lineer operatör” 

denir. Yani; ( ) 0f x    olduğunda ( ; ) 0L f x   olur.  

Ayrıca L pozitif lineer operatörü için ( ) ( )f x g x  olduğunda ( ; ) ( ; )L f x L g x  sağlanır. Bu 

ise pozitif lineer operatörler dizisinin monoton olduğunu ifade eder. 

Örneğin; 1912 yılında S. Bernstein  0,1  aralığında sürekli bir fonksiyona yakınsayan 

polinom tanımlamıştır (Bernstein, 1912). Bernstein polinomu olarak bilinen bu polinom 

 0,1x  olmak üzere 

 
0

( ; ) (1 ) , 0,1
n

k k n k

n n

k

k
B f x f C x x x

n





 
   

 
  

şeklindedir. Burada   0f x   olmak üzere,  1 0
n kkx x


    olduğundan ( ; )nB f x   pozitif 

lineer operatördür. Benzer şekilde    : 0,1 0,1kS C B  ve  0,1f C  olmak üzere   

 
0

( )
( ; ) , 0,1

!

n
kx

k

n

n kx
S f x e f x

k n






 
  

 
  
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ile tanımlanan Szász operatörü de   0f x   olmak üzere, 
( )

0
!

nkx

n
  ve 0kxe   olduğundan 

pozitif lineer bir operatördür (Szász, 1950). 

1960 yılında Korovkin,  ,a b  aralığı üzerinde tanımlı reel değerli sürekli fonksiyonlar uzayı 

üzerinde tanımlı pozitif lineer operatörlerin  nL  dizisi için   ;nL f x  dizisinin f 

fonksiyonuna yakınsaması problemini incelemiştir. 

Kabul edelim ki ( ) i

if x x  , 0,1,2i   olsun.  

Şimdi Korovkin teoremi verilsin. 

2.2.4. Teorem:      , : , ,n nL L C a b B a b   pozitif lineer operatörler dizisi için  ,a b

aralığında n  için 

  0, 0,1,2n i iL f f i    

koşullarını gerçekliyorsa bu takdirde tüm reel eksen de sınırlı herhangi bir  ,f C a b   

fonksiyonu için  

  0nL f f  , a x b     

olur (Korovkin, 1960). 

İspat:  f fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğu için öyle bir M pozitif sayısı bulunabilir ki 

tüm x ler için 

( )f x M                                                                                           (1) 

sağlanır.  ,f C a b  olduğundan 0  , 0  ,  ,y   ve  ,x a b  için y x    

olduğunda 

( ) ( )f y f x                                                    (2) 

sağlanır.  , ,x y a b  olduğunda (2) eşitsizliği f fonksiyonu  ,a b  sürekli olduğundan 

gerçeklenir.  ,x a b ,  ,y a b olduğunda ise (2) eşitsizliği f fonksiyonu a ve b 

noktalarından sırasıyla soldan ve sağdan sürekli olduğu için gerçeklenir.  

(1) ve (2) eşitsizliklerinden dolayı tüm  ,y    ve  ,x a b için 
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2

2

2
( ) ( ) ( )

M
f y f x y x


                                                                          (3) 

eşitsizliği gerçeklenir. Çünkü y x    olduğunda (3) eşitsizliği (2) eşitsizliğinden dolayı 

2

2

2
( )

M
y x


  ifadesi pozitif olduğu için sağlanır. 

y x    olduğunda ise  
2

2

( )
1

y x




   olacağından 

2

2

2
( ) 2

M
y x M


    eşitsizliği 

gerçeklenir. Bu durumda 0   için (1) eşitsizliğinden (3) eşitsizliği elde edilir.  

Diğer taraftan 

 

 ( ; ) ( ( ); ) ( ( ); ) ( ( ); ) ( )

( ( ) ( ); ) ( )( (1; ) 1)

( ( ) ( ); ) ( ) (1; ) 1

( ( ) ( ) ; ) (1; ) 1

n n n n

n n

n n

n n

L f x f x L f y x L f x x L f x x f x

L f y f x x f x L x

L f y f x x f x L x

L f y f x x f L x

    

   

   

   

 

 

eşitsizliği mevcuttur. Burada birinci terime bakarsak (3) eşitsizliğinden dolayı 

      

    

   

    

2

  2

2

2

2 2 

2

0 0 2

2
; ;

2
                                  = 1; ;

2
                                 = 1; 2 ;

2
                                 =   ;

n n

n n

n n

n

M
L f y f x x L y x x

M
L x L y x x

M
L x L y yx x x

M
L f x f x L










 


 
    

 

 

  

  

│ │

         

    

2 2 1 12

2

0 02

2
; 2 ;

2
                                ;

n n

n

M
f x f x x L f x f x

M
x L f x f x





  

 

  

yazılır. Dolayısıyla  ,x a b  için supremum alırsak 

       
2

0 0 1 1 2 22 2 2

2 2 2
2n n n n

M M M
L f f x f L f f x L f f L f f 

  

 
  
 

   
           

   

  

olup kabulümüzden ve 0   keyfi olduğundan n  için 
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  0nL f f  . 

Bu ise ispatı tamamlar. 

Şimdi Korovkin tipi teoremin koşullarını sağlayan bir örnek verilsin. Şimdi, Bernstein 

polinomlar dizisi için Korovkin teoremi koşullarının sağlandığı gösterilsin: 

 
 

 0 0

0 0

!
( ) ( ; ) 1 (1 ) (1 )

! !

n n
n kk k k n k n

n n

k k

n
i B f x c x x x x x x f x

n k k

 

 

       


    

 

 

 

   

1

0

1

1

1
1

0

1
1 1

1 1

0

!
( ) ( ; ) (1 )

( )! !

1 !
(1 )

( )! 1 !

1 !
(1 )

( 1)! !

1 (1 )

n
k n k

n

k

n
k n k

k

n
k n k

k

n
n kk k n

n

k

k n
ii B f x x x

n n k k

n
x x x

n k k

n
x x x

n k k

x c x x x x x f x





 




 




  





 



 

 


 

 

     









  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

2

0

1

1

1 1

2 1

2 2

1

2

!
( ) ( ; ) (1 )

! !

1 !
(1 )

( )! 1 !

1 ! 1 !1
(1 ) (1 )

( )! 1 ! ( )! 1 !

2 !1
(1 )

( )! 2 !

n
k n k

n

k

n
k n k

k

n n
k n k k n k

k k

n
k n k k k

n

k

k n
iii B f x x x

n n k k

nk
x x x

n n k k

n nk x
x x x x x

n n k k n n k k

nn x
x x x c x

n n k k n





 



   

 

 





 
  

 


 

 

 
   

   


  

 





 



 

1
1

0

22
2 2 2

2 2

0

(1 )

1 1
(1 )

n
n k

k

n
k k n k

n

k

x

n x n x x x
x c x x x f x

n n n n n


 




 







  
      





  

olur. Dolayısıyla n  için 

  0, 0,1,2n i iB f f i    

sağlanır. Korovkin teoremine göre  üzerinde sınırlı herhangi  0,1f C  fonksiyonu ve 

n  için 

( ) 0nB f f   
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gerçeklenir. 

2.3. İstatistiksel Korovkin Tipi Yaklaşım Teoremi ve İstatistiksel Yakınsaklık Mertebesi 

Bu bölümde istatistiksel yaklaşım ile elde edilen Korovkin tipi teoremi ve istatistiksel 

yakınsaklığın mertebesi verilecektir. 

2.3.1.Teorem:  nL ,    : , ,nL C a b B a b   tanımlı pozitif lineer operatörlerin dizisi için 

 lim 0, 0,1,2n i ist L f f i                                                                                               (4) 

koşulları sağlanıyorsa tüm reel eksende sınırlı herhangi bir  ,f C a b   fonksiyonu için 

 lim 0nst L f f                                                                                                              (5) 

dır (Gadijev ve Orhan , 2002).  

İspat: f  fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğundan öyle bir R pozitif sayısı bulunabilir öyle 

ki tüm x  ve y ’ler için  

    2f y f x R    

yazılabilir. Ayrıca f ,  ,a b   aralığında sürekli olduğundan tüm x   ve y ’ler için  y x     

olduğunda    f y f x    dır. Dolayısıyla tüm  ,y     ve tüm  ,x a b   için    

sabit reel sayı olmak üzere  

     
2

2

2
 

R
f y f x y x


      

elde edilir. Ayrıca nL  pozitif ve lineer olduğundan  

             ; –  ;   1; 1n n nf x f x f y fL x xL f Lx x         

yazılır. Böylece; her 0   için 

 ( ; ) ( ( ); ) ( ( ); ) ( ( ); ) ( )

( ( ) ( ); ) ( )( (1; ) 1)

( ( ) ( ); ) ( ) (1; ) 1

( ( ) ( ) ; ) (1; ) 1

n n n n

n n

n n

n n

L f x f x L f y x L f x x L f x x f x

L f y f x x f x L x

L f y f x x f x L x

L f y f x x f L x

    

   

   

   
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      

 

    

   

2

  2

2

2

2 2 

2

;

2
;

2
                  

( ; ) (1; ) 1

(1; ) 1

(1; ) 1

(1;

          = 1; ;

2
                           = 1; 2 ;

        

) 1

   

n n

n

n

n

n

n n

n

n

n

L f y f x x

R
L y x x

R
L x L y x x

R
L

L f x f x f L x

f L x

f L x

fx L y yx xx x L












 
    

 

  

 

 

 

 







│ │

              

        

0 0 2 2 1 12 2

2

0 0 0 02

2 2
                  ; ; 2 ;

2
                           + ; ;

n n n

n n

R R
L f x f x L f x f x x L f x f x

R
x L f x f x x fR L f x

 
 



      

  

 

bulunur. Burada 2

1 2 2

2 4
,  

R R
K max R x x

 

 
   

 
 olmak üzere  ,x a b  üzerinden 

supremum alırsak 

        1 0 0 1 1 2 2  n n n nf f K L f f L f fL L f f                                              

bulunur. Son eşitsizlik gösteriyor ki     olacak şekilde herhangi bir '  0   için 

        0 0 1 2 2

1

1

'
: ' :n n n nf f L f fn L f fL fn

K
L f

 
   

 
   


 



  

olup          

      0 0 1 1 2 2

1

'
: ( ; ) ( ) ' : n n nn L f f L f f L fn L f x f x n

K
f

 


 
      


 


      

elde edilir. Şimdi 

     0 0 1 1 2 2

1

'
: : n n nL f f L f f LD n f f

K

  
   


  



 

 01 0

1

'
: :

3
n f

K
L fD n

  
  






 

 12 1

1

'
: :

3
n f

K
L fD n

  
  





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 23 2

1

'
: :

3
n f

K
L fD n

  
  






 

kümeleri belirlensin. Buradan 1 2 3D D D D    olduğu kolaylıkla görülür. Böylece              

  

 

 

1

1

1

0 0

1 1

2 2

'
: ( ) ' :

3

'
:

3

'
:

3

n

n

n

n L f f

L f f

n L f f n
K

n
K

n f
K

L f

 


 

 





 
    

 

 
  
 

 
  






                                        (6) 

elde edilir. Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

n
 ile çarpılıp n  için limit alınırsa (4) den  

  :
1

im 0l
n

nLn f f
n




      

bulunur. Dolayısıyla  

 lim 0nst L f f     

dır. Bu ise ispatı tamamlar.  

Örneğin; 

0

( ; ) (1 )
n

k k n k

n n

k

k
B f x f C x x

n





 
  

 
 , 0      

klasik Bernstein polinomlar dizisi istatistiksel Korovkin tipi teoremin koşullarını sağlar.  

Şimdi istatistiksel Korovkin tipi teoremi koşullarını sağlayan fakat klasik Korovkin tipi 

teoremi koşullarını sağlamayan pozitif lineer operatörler dizisine bir örnek verilsin. 

2.3.2. Örnek:   nB ,  Bernstein polinomları ve  n  dizisi; 

2

2

1 ,  
    k=1,2,3,...

0 ,  
:n

n k

n k


 





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şeklinde tanımlansın.  n  dizisi ıraksak bir dizi olup lim 0st    dır. 

Şimdi    : 0,1 0,1nL C B  olmak üzere  

       ; 1 ;n n nL f x B f x    

şeklinde tanımlı  nL  dizisi göz önüne alınsın. Ayrıca   

           
2

0 0 1 1 2 2; , ; , ;n n n

x x
B f x f x B f x f x B f x f x

n


      

dır.  nL  dizisinin istatistiksel Korovkin tipi teoremi koşullarını sağladığı gösterilsin. 

 (i)   
 

 
 

 
 

0 0
0,1 0,1 0,1

sup 1; 1 sup 1 1 supn n n n
x x

n
x

L f Lf x   
  

         

olup lim 0st     olduğundan   0 0lim 0nst L f f    elde edilir. 

(ii)  
 

 
 

 
   0,1 0,1 0,

1
1 0

1
,1

sup ; sup 1 sup supn n n n n
x x x x

n L y x x x xL f xf x   
   

          

olup lim 0st     olduğundan   1 1lim 0nst L f f     elde edilir. 

(iii)  
 

 
 

2 2
2 2 2

0,1 0,
2 2

1

sup ; supn n n
x x

x x x x
L y x x x

n
L f f

n


 

  
     





   

           

          

olup lim 0st    ve 
1

lim 0
4n n

  ve dolayısıyla 
1

lim 0
4

st
n

   olduğundan  

 2 2lim 0nst L f f    olur. İstatistiksel Korovkin tipi teoremden dolayı herhangi bir 

 0,1f C   fonksiyonu için 

 lim 0nst L f f    

     

2 2
2

0,1 0,1 0,1

sup sup supn n
x x x

x x x x
x

n n
 

  

  
    

 

1 1

4 4
n n

n n
   
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elde edilir. Diğer taraftan  0 0n nL f f    ve  n  ıraksak olduğundan n   için  

 0 0nL f f 0    

olup klasik Korovkin tipi teoremin şartı sağlanmaz. Buradan   

 nL f f 0    

olur.  

Şimdi ise istatistiksel yakınsaklık mertebesi tanımı verilsin. 

2.3.3. Tanım:  0   için  

 
1

:
lim 0

k

n

k n L

n 

 



  
  

ise  n   sayı dizisi 0 1   mertebesi ile L  sayısına istatistiksel yakınsaktır denir. Bu 

durum  n L st o n      ile gösterilir (Gadijev ve Orhan , 2002). 

2.3.4. Teorem: ( )nL ,    : , ,nL C a b B a b   pozitif lineer operatörler dizisi 

n  için 

 

 

 

1

2

0 0

1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ; )

o

n

n

n

i L f f st o n

ii L f f st o n

iii L f x f st o n













  

  

  

 

koşulları sağlanıyorsa herhangi bir  ,f C a b  için n  iken  0 1 2min , ,     olmak 

üzere 

( ) ( )nL f f st o n     

dır (Gadjiev ve Orhan, 2002). 

İspat: 2.3.1. Teorem’in ispatındaki (9) eşitsizliği aşağıdaki gibi yazılabilir. 
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 0

0

1

1

2

'

0 0'
1

11 1

'

1 1
1

1 1

'

2 2
1

1

: ( )
: ( ) 3

: ( )
3

                                    

: ( )
3

                                    +

n

n

n

n

n L f f
n L f f K N

N N N

n L f f
K N

N N

n L f f
K N

N



 



 





 



 

 



 



 





 
  

  


 
  




 
  

 2

1
.

N 

  

N    için limit alınırsa ( ), ( ), ( )i ii iii ‘den istenilen sonuç elde edilir. 

Şimdi  

 
0

( ; ) (1 ) , 0,1
n

k k n k

n n

k

k
B f x f C x x x

n





 
   

 
  

klasik Bernstein polinomları dizisi tekrar ele alınsın. Burada  

           
2

0 0 1 1 2 2; , ; , ;n n n

x x
B f x f x B f x f x B f x f x

n


     

olduğu bilindiğine göre ilk olarak ( )i  ve ( )ii ’nin sağlandığı görülür. Ayrıca  

 ' '

2 2

1
: ( ) :

4
nn B f f n

n
 

 
    


 

kümesi doğal sayılar kümesinin sonlu bir alt kümesidir böylece ( )iii  de sağlanır.  

Sonuç olarak:  eğer  ,  0,1f  aralığı üzerinde sürekli bir fonksiyon ise  0,1   için n  

iken  

( ) ( )nB f f st o n     

sağlanır.  
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu tez çalışmasında ilk olarak 2008 yılında Karakuş ve ark.’nın çalışmasındaki yöntemler 

kullanılarak Korovkin tipi teorem çalışıldı. İkinci kısımda Ghosal (2016) tarafından 

düzenlenen ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık yardımı ile Korovkin tipi teorem çalışıldı. Son 

bölümde Akdağ (2016) tarafından verilen çalışma kullanılarak ağırlıklı equi-istatistiksel 

yakınsaklık yardımı ile Korovkin tipi teorem çalışıldı. 
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4. BULGULAR 

4.1. Equi İstatistiksel Yakınsaklık ve Korovkin Tipi Yaklaşım Teoremi 

İlk olaral equi-istatistiksel yakınsaklık kavramını hatırlatalım. X  reel sayıların kompakt bir alt 

kümesi ve , ( )nf f C X  olsun. 0, n    için 

 ( , ) : : ( ) ( ) ,n kx k n f x f x x X          

ve 

 ( ) : :n kk n f f       

gösterilsin. 

4.1.1. Tanım: Her 0   ve her bir x X  için 

( , )
lim 0n

n

x

n

 


  

oluyorsa yani; 

lim ( ) ( ) 0nst f x f x    

ise  nf  fonksiyon dizisi f  fonksiyonuna istatistiksel noktasal yakınsaktır denir ve nf f  

(ist.) ile gösterilir (Duman ve Orhan, 2004). 

4.1.2. Tanım: Her 0   için 

lim 0nst f f    

ya da 

( )
lim 0n

n n

 


  

oluyorsa  nf  fonksiyon dizisi f  fonksiyonuna istatistiksel düzgün yakınsaktır denir ve 

nf f   (ist.) ile gösterilir (Duman ve Orhan, 2004). 

4.1.3. Tanım: Her 0   için 
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( , )
lim 0,n

n

x
x X

n

 


  ’e göre düzgün  

yani; 

(., )
lim 0

n

n n

 


  

ise   ,nf X üzerinde f  fonksiyonuna equi-istatistiksel yakınsaktır denir ve nf f                 

(equi-ist.) ile gösterilir (Balcerzak ve ark, 2007). 

Bu tanımlar göz önüne alınarak ( )C X  uzayı üzerinde alışılmış düzgün yakınsaklık, 

istatistiksel düzgün yakınsaklık, istatistiksel noktasal yakınsaklık ve equi-istatistiksel 

yakınsaklık ile ilgili aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

4.1.4. Lemma: X  üzerinde nf f  ise nf f  (ist.), X  üzerinde nf f   (ist.) ise nf f  

(equi-ist.). Ayrıca, X  üzerinde nf f  ( equi-ist.) ise nf f (ist.) (Balcerzak ve ark, 2007). 

İspat: Öncelikle X üzerinde nf f  olsun. Bu durumda lim 0n
n

f f


   yani; 

0   için 0n    vardır   0n n   için  
nf f    olur. O halde  

( )
lim 0n

n n

 


  

olup, bu ise X  üzerinde nf f  (ist.) olduğunu gösterir.  

Şimdi X  üzerinde nf f  (ist.) olsun. Bu durumda  

( )
lim 0n

n n

 


  

yazılır. Her x X  için 

( ) ( ) sup ( ) ( )n n n
x X

f x f x f x f x f f


      

olduğunda her x X için 

   : ( ) ( ) :k kk n f x f x k n f f         
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yazılır. Buradan 

   : ( ) ( ) :k kk n f x f x k n f f         

olup eşitsizlik 
1

n
 ile çarpılıp, n  için limit alınırsa istenilen elde edilir. Yani X  üzerinde 

nf f   (equi-ist.) olur. 

Bu lemmanın karşıtının her zaman doğru olmadığı bir örnekle gösterilsin. 

4.1.5. Örnek: Her bir n   için  0,1x  ve ( ) 0g x   olmak üzere  : 0,1ng   sürekli 

fonksiyonları 

1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 , ,

2 2 2 2

1 1 1 1
( ) 2 , ,

2 2 2 2

0 ,

n

n n n n

n

n n n n n

x x

g x x x

diğer durumlarda



 



   

    
     

   
    

        
   





 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda her  0,1x  için 

 : ( ) ( ) 1kk n g x g x

n n

  
  

olur. Buradan 

0ng g   (equi-ist.)  

olduğu görülebilir. Ancak, her n  için 
 0,1

sup ( ) ( ) 1n n
x

c g x g x


    olduğundan ( )ng  

fonksiyon dizisi istatistiksel düzgün yakınsak ve bilinen anlamda düzgün yakınsak değildir.  

Şimdi 2008 yılında Karakuş ve ark, tarafından verilen Korovkin tipi yaklaşım teoremi 

verilsin.  

4.1.6. Teorem:  nL , : ( ) ( )nL C X C X  pozitif lineer operatörler dizisi olsun. Her 

( )f C X  için, X  üzerinde 
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 nL f f  (equi-ist.)                    (7) 

olması için gerek ve yeter şart, ( ) i

if x x  , 0,1,2i    olmak üzere X  üzerinde 

( )n i iL f f  (equi-ist.)          (8) 

olmasıdır (Karakuş ve ark, 2008). 

İspat: (7) sağlansın. ( 0,1,2)if i   fonksiyonları ( )C X  uzayına ait olduğundan (8) koşulunun 

sağlandığı açıktır.  

Şimdi (8) koşulunun sağlandığını yani, X  üzerinde ( )n i iL f f  (equi-ist.) olduğunu kabul 

edelim. ( )f C X  ve x X  sabit olsun. 

,f x  noktasında sürekli olduğundan her 0   için y x    koşulunu sağlayan her y X  

için    f y f x    olacak şekilde bir 0   sayısı vardır. Bu takdirde 

 ,X x x X       olduğundan 

            /( ) ( )X X Xf y f x f y f x y f y f x y
 

       

olur. Buradan :M f  olmak üzere her y X  için 

   
 

2

2
2

y x
f y f x M




    

elde edilir. nL  pozitif ve lineer olduğundan 

              

         

        

 
   

0 0

0 0

2

0 02

; ; ; ;

; ( ) ;

; ( ) ;

2 ; ;

n n n n

n n

n n

n n

L f x f x L f y x L f x x L f x x f x

L f y f x x f x L f x f x

L f y f x x f x L f x f x

y x
L M x f L f x f x



    

   

   

 
    

 
 
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        

          

        

2

0 0 02

2

0 0 0 02

2

0 0 2

2
; ; ;

2
; ; ;

2
; ;

n n n

n n n

n n

M
L f x L y x x M L f x f x

M
L f x f x L y x x M L f x f x

M
M L f x f x L y x x




 


 


    

      

     

 

yazılır. Burada “   2
;nL y x x ” ifadesi göz önüne alınırsa; 

        
2 2 2 2 2; ( 2 ; ) ; 2 ; 1;n n n n nL y x x L y xy x x L y x xL y x x L x        

olup, böylece 

       

       

2

0 02

1 1 2 22 2

2
; ;

4 2
; ;

n n

n n

M
L f x f x M x L f x f x

M M
x L f x f x L f x f x

 


 

 
      

 

   

 

elde edilir.  2 12

2
: 2 1

M
T M f f


      olmak üzere 

       
2

0

; ;n n i i

i

L f x f x T L f x f x


               (9)  

elde edilir. Verilmiş bir 0r   için 0   seçilsin öyle ki r   olsun. Ayrıca  

      , : : ; ,n kx r k n L f x f x r      

     , , : : ; , 0,1,2,
3

i n k i i

r
x r k n L f x f x i

T

 
     
 


  

kümeleri belirlensin. (9) eşitsizliğinden 

2

,

0

( , ) ( , )n i n

i

x r x r 


  

olur. Buradan 

   2

0

., .,n n

i

r r

n n

 



 
  

 
 

  
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elde edilir. (8) den 

 2

0

.,
lim 0

n

n
i

r

n






 
 

 
 

  

olup, her 0r  için 

 .,
lim 0

n

n

r

n




  

elde edilir. Bu ise X  üzerinde 

 nL f f  (equi-ist.) 

olduğunu gösterir. Böylelikle ispat tamamlanır. 

Bu teoremin klasik ve istatistiksel Korovkin tipi teoremlerden daha kuvvetli olduğunu 

gösteren bir örnek verilsin. 

4.1.7. Örnek:  0,1C  üzerinde tanımlı klasik  ;nB f x  Bernstein polinomları ve 

1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 , ,

2 2 2 2

1 1 1 1
( ) 2 , ,

2 2 2 2

0 ,

n

n n n n

n

n n n n n

x x

g x x x

diğer durumlarda



 



   

    
     

   
    

        
   





 

ile tanımlı  ng  fonksiyon dizisi yardımı ile 

      ; 1 ;n n nD f x g x B f x   

pozitif lineer operatörü oluşturulsun.  

           
2

0 0 1 1 2 2; , ; , ;n n n

x x
B f x f x B f x f x B f x f x

n


     

olduğundan 
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      

      

      
 

0 0

1 1

2 2

; 1 ,

; 1 ,

1
; 1

n n

n n

n n

D f x g x f x

D f x g x f x

x x
D f x g x f x

n

 

 

 
   

 

 

elde edilir. Dolayısıyla  0,1  üzerinde 0ng g   (equi-ist.) olup, 

 n i iD f f  (equi-ist.)  0,1,2i                       (10) 

bulunur. Yani;  

             

    

  

0 00 0

0

: 1: ;
lim lim

:
lim

:
lim

nn

n n

n

n

n

n

k n g x f x f xk n D f x f x

n n

k n g x f x

n

k n g x

n







 





     


 


 


 

            

    

  

1 11 1

1

: 1: ;
lim lim

:
lim

:
lim

nn

n n

n

n

n

n

k n g x f x f xk n D f x f x

n n

k n g x f x

n

k n g x

n







 





     


 


 


 

    
      

     

2

2 2

2 2

2 2

2

: 1
: ;

lim lim

:

lim

n

n

n n

n n

n

x x
k n g x f x f x

k n D f x f x n

n n

x x x x
k n g x f x g x

n n

n






 



   
      

      


    
     

   

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 

 

2

2

1
: 1

4 4
lim

::
4 24

lim lim

n

n

n

n n

x x
k n g x

n n

n

x x
k nk n g x

n

n n







 

  
     

  


        
   

 

 

yazılır. Dolayısıyla  0,1  üzerinde   0ng g  ‘a (equi-ist.) olduğundan  n i iD f f  (equi-

ist.),  i=0,1,2 olduğu elde edilir. 4.1.6. Teorem’den her  0,1f C  için  nD f f  (equi-

ist.) olduğu görülmektedir. Fakat  ng ,  0,1  üzerinde 0g   fonksiyonuna istatistiksel 

düzgün yakınsak olmadığından  nD  pozitif lineer operatörler dizisi istatistiksel Korovkin tipi 

teorem sağlamaz. Ayrıca  ng ,  0,1  üzerinde 0g   fonksiyonuna düzgün yakınsak 

olmadığından  nD  pozitif lineer operatörler dizisi klasik Korovkin teoremini de sağlamaz. 

Ayrıca bu bölümde  C X  uzayı üzerinde tanımlı pozitif lineer operatörler dizisinin equi-

istatistiksel yakınsaklık mertebesi süreklilik modülü yardımıyla incelenecektir.  

 C X üzerinde tanımlı f  fonksiyonu için süreklilik modülü  

       
,

; : 0

x y X

y x

f sup f y f x


  



 

    

şeklinde tanımlıdır. Ayrıca  

,x y X  , 0   0n   ve  n , n’nin tam kısmını göstermek üzere; 

        

       

       

; 1 ; ,

; ,

1 ;

i f n n f

ii f y f x f y x

y x
iii f y f x f

   



 


 

  

  
   

 

 

olduğu bilinmektedir.  

Şimdi ise Karakuş ve ark, (2008) ifade ettiği aşağıdaki tanım verilsin: 

4.1.8. Tanım:  Her 0   için 
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 
1

,
lim 0

n

n

x

n 

 


 , x X ‘e göre düzgün 

ya da 

 
1

.,
lim 0

n

n n 

 


  

ise  nf  fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna  0,1   mertebesi ile equi-istatistiksel 

yakınsaktır denir. Bu durumda X   üzerinde 

  .nf f o n equi ist    

ile gösterilir (Karakuş ve ark, 2008). 

Bu tanım kullanılarak 4.1.6. Teorem ile teoremin equi-istatistiksel yakınsaklık mertebesi 

bulunabilir. Öncelikle aşağıdaki lemma verilsin. 

4.1.9. Lemma:  C X  uzayında iki fonksiyon dizisi  nf  ve  ng  olsun. X  üzerinde 

  

  

1

2

. ,

.

n

n

f f o n equi ist

g g o n equi ist









  

  
 

olsun.  1 2: min ,    olmak üzere 

 i       . ,n nf g f g o n equi ist      

 ii       . . ,n nf f g g o n equi ist     

 iii Herhangi bir   reel sayısı için     1 . ,nf f o n equi ist
 

    

 iv   1 .nf f o n equi ist


    

dır  (Karakuş ve ark, 2008). 

İspat:  i X  üzerinde     1 .nf f o n equi ist


    ve     2 .ng g o n equi ist


    

olsun. 0   ve x X  için 
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        

     

     

1,

2,

, : : ,

, : : ,
2

, : :
2

n k k

n k

n k

x k n f g x f g x

x k n f x f x

x k n g x g x

  


 


 

     

 
    
 

 
    
 

 

kümeleri tanımlansın. Buradan 

             k k k kf g x f g x f x f x g x g x        

olduğundan 

          

   

: :
2

:
2

k k k

k

k n f g x f g x k n f x f x

k n g x g x






 
         

 

 
    
 

 

yazılır. Dolayısıyla; 

     1, 2,, , ,n n nx x x        

olur. Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

1

n 
 ile çarpılırsa 

     1, 2,

1 1 1

, ,, n nn
x xx

n n n  

    
  

   

elde edilir.  1 2min ,    olduğundan 

     
1 2

1, 2,

1 11

, ,, n nn
x xx

n n n 

    
 

   

bulunur. Buradan da 

     
1 2

1, 2,

1 11

., .,.,
0 lim lim lim

n nn

n n nn n n
 

    
   

    

olup kabulden, 
 
1

.,
lim 0

n

n n 

 


  elde edilir. 
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       1 .nii f f o n equi ist


    ve     2 .ng g o n equi ist


    olsun. 

0   ve x X  için 

          

      

      

1,

2,

, : : ,

, : : ,

, : :

n k k

n k

n k

x k n f x f x g x g x

x k n f x f x

x k n g x g x

  

  

  

    

   

   

 

kümeleri belirlensin. Yine , 0    için    ise    veya     olduğundan 

     1, 2,

1 1 1

, ,, n nn
x xx

n n n  

    
  

   

olup,  1 2min ,    olduğundan n  için limit alınırsa 

     
1 2

1, 2,

1 11

., .,.,
lim lim lim

n nn

n n nn n n
 

    
   

    

bulunur. Dolayısıyla 
 
1

.,
lim 0

n

n n 

 


  olduğundan istenilen elde edilir. 

 iii X  üzerinde     1 .nf f o n equi ist


    ve   herhangi bir reel sayı olsun. 

0   ise sonuç aşikardır. 0   ise  

        : :k kk n f x f x k n f x f x


 


  
       

  
  

olup 
11

1

n


 ile çarpıp limit alınırsa istenilen elde edilir. 

 iv X  üzerinde     1 .nf f o n equi ist


    olsun. 

   kf x f x    ise    kf x f x    

olup 
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         : :k kk n f x f x k n f x f x         

elde edilir. Buradan 

         
1 11 1

: :k k
k n f x f x k n f x f x

n n
 

 

 

     
  

olup n  için limit alınırsa 

         
1 11 1

: :
lim lim

k k k

n n

k n f x f x k n f x f x

n n
 

 

  

     
  

bulunur. Hipotezden 

    
11

:

lim 0
k

n

k n f x f x

n






  

  

olup istenilen elde edilir. 

Şimdi süreklilik modülü yardımıyla aşağıdaki teorem verilsin. 

4.1.10. Teorem:  nL ,    :nL C X C X  pozitif lineer operatörler dizisi olsun. 

   2;n nx L x    y y x    olmak üzere aşağıdaki koşullar sağlansın. 

      

       

0

1

0 0 . ,

; . .

n

n

a L f f o n equi ist

b f o n equi ist



 





  

 
 

Bu durumda her  f C X  için  0 1min ,    olmak üzere 

    .nL f f o n equi ist    

dir (Karakuş ve ark, 2008). 

İspat:  f C X , x X olsun. nL  operatörünün pozitif ve lineerliğinden :M f olmak 

üzere 
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              

         

        

 
     

          

0 0

0 0

0 0

; ; ; ;

; 1; 1

; ;

1 ; ; ;

1
; 1; ; ;

n n n n

n n

n n

n n

n n n

L f x f x L f y x L f x x L f x x f x

L f y f x x f x L x

L f y f x x f L f x f x

y x
L f x M L f x f x

f L x L y x x M L f x f x

 


 


    

   

   

  
      

  

 
     

 

 

bulunur. Cauchy-Schwartz eşitsizliğinden 

       

   

1 12 2 2
0

2

0

; ; ;

; ;

n n n

n n

L y x x L y x x L f x

L x L f x

 
   

 



 

olup 

               2

0 0 0 0

1
; ; ; ; ; ;n n n n nL f x f x M L f x f x f L f x L x L f x  



 
     

 
  

elde edilir. Burada  2;n nL x     alınırsa 

              0 0 0 0; ; ; ; ;n n n nL f x f x M L f x f x f L f x L f x       

olur. Buradan; 

              

   

           

     

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

; ; ; ;

; 2

; 2 ; ; ;

; ;

n n n

n

n n

n

L f x f x M L f x f x f L f x f x

L f x f x

M L f x f x f f L f x f x

f L f x f x

 

   

 

    

  

    

 

 

elde edilir. 0   ve x X  için  

      

     1, 0 0

, : : ; ,

, : : ; ,
4

n k

n k

x k n L f x f x

x k n M L f x f x

  


 

   

 
    
 
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   

       

       

2,

3, 0 0

4, 0 0

, : : 2 ; ,
4

, : : ; ; ,
4

, : : ; ;
4

n k

n k k

n k k

x k n f

x k n f L f x f x

x k n f L f x f x


   


   


   

 
   
 

 
    
 

 
    
 

 

kümeleri tanımlansın. Gerekli düzenlemelerden sonra 

         1, 2, 3, 4,

1 1 1 1 1

, , , ,, n n n nn
x x x xx

n n n n n    

        
    

     

olduğu görülür. Buradan  0 1min ,    olduğundan 

         
0 1

1, 2, 3, 4,

1 11 1 1

, , , ,, n n n nn
x x x xx

n n n n n
   

        
   

     

yazılır. Dolayısıyla  

         
0 1

1, 2, 3, 4,

1 11 1 1

., ., ., .,., n n n nn

n n n n n
   

        
   

     

olup buradan 

         
0 1

1, 2, 3, 4,

1 11 1 1

., ., ., .,.,
lim lim lim lim lim

n n n nn

n n n n nn n n n n
   

        
       

     

elde edilir. Hipotezden 
 
1

.,
lim 0

n

n n 

 


  olduğu görülmektedir. Bu ise ispatı tamamlar. 

4.1.11. Sonuç: 4.1.10. Teorem’deki (a) ve (b) koşulları, X üzerinde 

     . 0,1,2i

n i iL f f o n equi ist i


     

koşulları ile değiştirilsin. Ayrıca  

         2 2 2 2

0 1 2, 2 , 1, ,y y x y y xy x f x f x x f x x          

olsun. Bu durumda  
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       

           

2 2

2 1 0

2 2 1 1 1 2 0 0

; ; 2 ; ;

; 2 ; ;

n n n n

n n n

L x L f x xL f x x L f x

L f x f x f L f x f x f L f x f x

   

     
  

olup 1 2: 1 2M f f    olmak üzere 

     
2

2

0

; ;n n i i

i

L x M L f x f x


    

elde edilir. Buradan  0 1 2min , ,     denilirse 4.1.9. Lemma’dan 

    2; .n nL x o n equi ist       

dır. Buradan X  üzerinde 

    ; .nf o n equi ist     

olduğu görülür. 4.1.10. Teorem’den 

    ; .nf o n equi ist     

kullanılırsa her  f C X  için X  üzerinde 

    .nL f f o n equi ist    olur. 

Böylece (a) ve (b) koşulları yerine    i

n i iL f f o n


   kullanılırsa equi-istatistiksel 

korovkin tipi teoremdeki pozitif lineer operatörler dizisi üzerinde equi-istatistiksel yakınsaklık 

mertebesi elde edilir. 

Şimdi ise  0,1x  ve  0,1f C  olmak üzere 4.1.7. Örnek’de tanımlanan  nD  pozitif lineer 

operatörler dizisi için equi-istatistiksel yakınsaklık yardımı ile Voronovskaya tipi teoremi elde 

etmek için teoremin ispatında gerekli olan aşağıdaki lemma verilsin. 

4.1.12. Lemma:  0,1x  ve   :y y x    olsun. Bu durumda  0,1  aralığında 

    2 4

2 2 1 0; 3 2 .nn D x f f f f equi ist      

olur (Karakuş ve ark, 2008). 
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İspat: nD  pozitif lineer operatörler dizisi için 

    

             

4 4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

; 4 6 4 ;

1 ; 4 ; 6 ; 4 ; 1;

n n

n n n n n n

D y x x D y y x y x yx x x

g x B y x xB y x x B y x x B y x x B x

     

     

şeklindedir. Bernstein polinomları göz önüne alındığında, 

 

 

 

 
    

 
        

2
2 2

2

3 3 2

2 2 2

4 4 3 3

3 3 3 3

1; 1

; ,

; ,

1 2 3 1
; ,

1 2 3 6 1 2 7 1
; ,

n

n

n

n

n

B x

B y x x

x x
B y x x

n

n n n x
B y x x x

n n n

n n n n n n x
B y x x x x

n n n n






 

  
  

     
   

 

olduğu görülür. Bu değerler yukarıda yerine yazılırsa 

  
4 4 3 3 2 2

4

2 3 2 3 2 3 3

3 6 6 12 3 7
( ; ) 1n n

x x x x x x x
D x g x

n n n n n n n


 
        

 
 

bulunur. Buradan  

  

  

4 3 2
2 4 4 3 2

4 3 2
4 3 2

6 12 7
( ; ) 1 3 6 3

6 12 7
1 3 6 3

n n

n

x x x x
n D x g x x x x

n n n n

x x x x
g x x x x

n


 

        
 

     
      

  

 

elde edilir. Dolayısıyla  

   
  2 4 4 3 2

26 1
; 3 6 3 12

n

n n

g x
n D x x x x g x

n



      

olur.  0 .ng g equi ist    olduğundan 

 
 

26 1
12 0 .

n

n

g
g equi ist

n


    

olur. Buradan 
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    2 4

2 2 1 0; 3 2 .nn D x f f f f equi ist      

olduğu kolaylıkla görülür. 

4.1.13. Teorem:  0,1x  ve  ' '', , 0,1f f f C  olsun. Bu durumda 

  
 

 
1

( ) .
2

ıı

n

x x
n D f f f x equi ist


    

dır (Karakuş ve ark, 2008). 

İspat:  , ', '' 0,1f f f C  ve  0,1x  için 

 

           

 

2

2

1

2 ,

0 ,

ı ıı

x

f y f x y x f x y x f x

y xy
y x

y x




    

   

 

 

şeklinde tanımlansın.   0x x   ve  0,1x C   ‘de olduğu görülür. Taylor açılımından: 

       
 

     
2

2

2

ı ıı

x

y x
f y f x y x f x f x y x y


       

yazılabilir. Bu eşitliğin her iki tarafına nD  operatörü uygulanırsa; 

           
 

   

             

 
           

   
   

    

   
   

    

2 2

2 2 2

2

2

2

2

; ; ; ;
2

; 1; 1

; 2 ; 1; 1 ;
2

1 ;
2

1 ;
2

ıı

ı

n n n n n x

ı

n n n n

ıı

n n n n n x

ıı

n n n x

ıı

n n n x

f x
D f x f x f x g x f x D x D x D x

f x g x f x B y x xB x g x

f x
B y x xB y x x B x g x D x

x xf x
f x g x g x D x

n

x x f x
f x g x g x D x

n

   

 

 

 

    

   

    


   


   

 

elde edilir. Elde edilen son eşitlik n ile çarpılırsa 
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        
   

    

   
       

   

2

2

2 2

2

; 1 ;
2

;
2 2

ıı

n n n n x

ıı ıı

n n n x

x x f x
n D f x f x nf x g x g x D x

x x f x x x f x
nf x g x g x nD x

 

 


    

 
   

 

olup   ,y y x    : ııM f f    olmak üzere 

    
   

     
2

2; 1 ;
2

ıı

n n n x

x x f x
n D f x f x M n g x n D x 


       

yazılır. Dolayısıyla  2 ;n xn D x   ifadesine Cauch-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa 

       
1 1

2 22 2 4 2; ; ;n x n n xn D x n D x D x                       (11) 

elde edilir. Burada    2:x xy y      0x x   ve    . 0,1x C   olup 

    0 .n xD y equi ist              (12) 

olduğu görülür. Ayrıca (11) ve (12) den yararlanılarak 4.1.12 Lemma’dan 

   2 ; 0 .n xnL x equi ist     

dır. Ayrıca 0   için 

      
 

 

     

   

1,

2

2,

1
, : : ; ,

2

, : : 1 ,
2

, : : ;
2

ıı

n k

n k

n k x

x x
x k n k D f x f x f x

x k n k g x
M

x k n kD x

  


 


   

  
     
  

 
    
 

 
   
 

 

kümeleri belirlensin. Bu durumda  

     1, 2,, ,, n nn
x xx

n n n

    
    

yazılır. Buradan  
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     1, 2,., .,., n nn

n n n

    
    

elde edilir. Dolayısıyla n  için limit alınırsa  

 .,
lim 0

n

n n

 


  

bulunur. Böylelikle ispat tamamlanır. 

4.2. Ağırlıklı İstatistiksel Yakınsaklık ve Korovkin Tipi Teorem 

 n n
p


 negatif olmayan reel sayıların bir dizisi ve n  olmak üzere 

1

n

n k

k

P p


 , nP  , 

1 0p   ve liminf 0n
n

p


  olsun.  

4.2.1. Tanım: ( )kx x  dizisi ve her 0   sayısı için  


1

lim : 0n k k
n

n

k P p x L
P




    , 

koşulu gerçekleniyorsa ( )x  dizisi L sayısına ağırlıklı istatistiksel yakınsaktır denir ve bu 

durum  

lim
N

st x L   

ile gösterilir (Ghosal, 2016). 

Ayrıca tüm ağırlıklı istatistiksel yakınsak dizi uzayı 
N

S   sembolü ile gösterilir. Eğer tüm k 

değerleri için 1kp   alınırsa, ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık istatistiksel yakınsaklığa 

indirgenir. 

4.2.2. Örnek: ( )kx x  dizisinin genel terimi  

2

2

,
,

0 ,
k

k k n
x n

k n

 
 



 

olsun. Her k  için kp k  seçilsin. Buradan 
1

( 1)

2

n

n k

k

n n
P p




    olup 
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
1 1

0 lim : 0 lim 0n k k n
n n

n n

k P p x P
P P


 

        

elde edilir. Yani; ( )kx  dizisi 0’ a ağırlıklı istatistiksel yakınsak iken bilinen anlamda yakınsak 

değildir.  

Her 0   ve x X  için aşağıdaki kümeleri tanımlayalım: 

      , : :n k kx k P p f x f x      , 

   : :n k kk P p f f      . 

4.2.4. Tanım: Eğer 0   için 

 
lim 0
n

nP






  

ise  nf  dizisi f  fonksiyonuna ağırlıklı istatistiksel düzgün yakınsaktır denir.   

Bu nf f  (w-ist.) ile gösterilir (Akdağ, 2016). 

4.2.5. Tanım: 0   ve x X  için 

 ,
lim 0
n

n

x

P






  

ise  nf  dizisi f  fonksiyonuna ağırlıklı istatistiksel noktasal yakınsaktır denir ve bu durum 

nf f  (w-ist.) ile gösterilir (Akdağ, 2016). 

4.2.6. Uyarı: Tüm k  değerleri için 1kp   alınırsa ağırlıklı istatistiksel yakınsaklık, ağırlıklı 

istatistiksel noktasal yakınsaklık ve ağırlıklı istatistiksel düzgün yakınsaklık sırasıyla equi-

istatistiksel yakınsaklığa, noktasal istatistiksel yakınsaklığa ve düzgün istatistiksel 

yakınsaklığa indirgenir. 
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4.2.7. Teorem:  n n
p


 negatif olmayan reel sayıların bir dizisi ve n  olmak üzere 

1

n

n k

k

P p


 , nP   , 1 0p   ve liminf 0n
n

p


  olsun.    : , ,nL C a b B a b  şeklinde tanımlı 

pozitif lineer operatörlerin  nL  dizisi 

(i)      0 0 lim 0nN
L fst f                   

(ii)     1 1 lim 0nN
L fst f                         

(iii)    2 2lim 0nN
s ft L f           

koşulları sağlıyor ise herhangi bir  ,f C a b  fonksiyonu için 

 im 0 l nN
Ls f ft     

dır.        

İspat: f  fonksiyonu reel eksende sınırlı olduğundan öyle bir :M f  pozitif sayısı bulunur 

ki tüm x   ve y  ler için           

     2f y f x M                                                                                                                                        

yazılır. Ayrıca  ,  ,f a b  aralığında sürekli olduğundan tüm x   ve y ’ ler için y x    

olduğunda    f y f x    dır. Dolayısıyla tüm  ,y    ve tüm  ,x a b  için 0 

olmak üzere  

     
2

2

2M
f y f x y x


      

elde ederiz. Ayrıca nL  pozitif ve lineer olduğundan  

                ; –  ;   1; 1n n nf x f x f y f x x f x xL L L         

 yazılır. Böylece  

 
             

        

; ; 1; 1

                            ;   1; 1

n n n

n n

L Lf x f x f y f x x f x x

f y f x x f x x

L

L L

    

   │ │
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      

   

      

 

2

2

2

2

                            ;   1; 1

2
                            ;   1; 1

2
                            ; ; 1; 1  

                            1;

n n

n n

n n n

n

L L

L L

L L L

L

f y f x x M x

M
y x x M x

M
x y x x M x

x







   

 
     

 

    



│ │

   

   

   

 

2 2

2 2

2

2

2

0 0 1 12 2

2 22

2 4
1 ; ;

2
     1; 1 1; 1 

2 4
                            

 2
                           

                           

 

  

  

n n

n n

n n

n

M M
y x x x y x x

M
x x M x

M M
M x f f x f f

M
f

L

f

L

L L

L L

L

 





 




    

    

 
      
 

  

 

elde edilir. Burada 2

1 2 2 2

2 4 2
, , 

M M M
K max M x x

  

 
   

 
 alınırsa 

       01 0 1 1 2 2( ) n n nnL f f K L L Lf f f f f f       

bulunur.  keyfi olduğundan 

       0 0 11 1 2 2( ) n n nn f f f f f fL f f K L L L       

eşitsizliğinin her iki tarafı kp  ile çarpılırsa 

       1 1 2 21 0 0( ) n nk nk np L f f f ff p K L Lf f fL     

bulunur. Buradan  

       0 0 1 1 2 2

1

'
: ( ) ' :n nk n nn nk f fk P p L f f f ff k P p L L L f

K




 
        

 
 




  

olup       

       0 0 1 1 2 2

1

'
: ( ) ' :n nk n nn nk f fk P p L f f f ff k P p L L L f

K




 
        

 
 



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elde edilir. Dolayısıyla  

      0 0 1 1 2 2

1

'
: :n k n n nf f f fD k P p L L L f

K
f

 
     
 

 


  

  0 01

1

'
: :

3
n nk f fD k P p L

K

 
   






 

 1 12

1

'
: :

3
n nk f fD k P p L

K

 
   






 

 2 23

1

'
: :

3
n nk f fD k P p L

K

 
   






 

kümeleri belirlensin. Buradan 1 2 3D D D D    olduğu kolaylıkla görülür. Dolayısıyla               

  

 

 

1

1

0 0

1

1 1

2 2

'
: ( ) ' :

3

'
:

3

'
:

3

n k n n n

n

n

k

n k

n k

k P p L f f k P p L
K

k P p L
K

k P

f f

f

fp
K

f

fL








 
      

 

 
   
 

 
 



  






                                                    

yazılır. Eşitsizliğin her iki tarafı 
 

nP
 ile çarpılıp n  için limit alınırsa hipotezden 


1

lim : ( ) 'n k n

n

k P p L f f
P

    

bulunur. Buradan  

 lim 0nN
st L f f     

dır. 

4.2.8. Örnek:  Genel terimi  

2

2

,
,

0 ,
k

k k n
x n

k n

 
 


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olan  kx x  dizisini ve Bernstein polinomları göz önüne alınsın. Şimdi  0,1C  üzerinde 

tanımlı aşağıdaki polinom tanımlansın: 

     ; 1 ;n n nT f x x B f x  . 

Gerekli hesaplamalardan sonra 

   

   

   
 

0

1

2

2

; 1 ,

; 1 ,

1
; 1

n n

n n

n n

T f x x

T f x x x

x x
T f x x x

n

 

 

 
   

 

 

elde edilir. lim 0nN
st x  olduğundan, 

 lim 0n i iN
st T f f    0,1,2i                       

bulunur. 4.2.7. Teorem’den her  0,1f C  için  lim 0nN
st T f f    olduğu 

görülmektedir. Fakat  nx , 0 ’a klasik anlamda yakınsak olmadığından  nT  pozitif lineer 

operatörler dizisi klasik Korovkin teoremini sağlamaz.  

4.3. Ağırlıklı Equi-İstatistiksel Yakınsaklık ve Korovkin Tipi Teorem 

Balcerzak ark., istatistiksel düzgün yakınsaklıktan daha kuvvetli olan equi-istatistiksel 

yakınsaklık kavramını ilk olarak 2007 yılında verdiler. Daha sonra Akdağ (2016) bu kavram 

yardımı ile ağırlıklı equi-istatistiksel yakınsaklık tanımını verdi.  

4.3.1. Tanım: Eğer 0   için 

 ,
lim 0
n

n

x

P






 , x X ’e göre düzgün, 

yani; 

 .,
lim 0
n

nP






  

ise  nf  dizisi f  fonksiyonuna ağırlıklı equi-istatistiksel yakınsaktır. Bu yakınsaklık  
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nf f  (w-equi-ist.)  

şeklinde gösterilir (Akdağ, 2016). 

Yukarıdaki tanımlar göz önüne alınarak aşağıdaki lemma verilsin. 

4.3.2. Lemma: X  üzerinde ( .)nf f w ist  ise  .nf f w equi ist   , X  üzerinde 

 .nf f w equi ist    ise  .nf f w ist   dir (Akdağ, 2016). 

İspat: Öncelikle X  üzerinde ( .)nf f w ist  olsun. Bu durumda 

 
1

lim : 0n k k
n

n

k P p f f
P




     

dır. Her x X  için    k k k kp f x f x p f f    olduğundan 

         : : ,n k k n k k
x X

k P p f x f x k P p sup f x f x 


        

dolayısıyla 

         : :n k k n k k
x X

k P p f x f x k P p sup f x f x 


        

yazılır. Kabulden  

    :
lim 0

n k k

n
n

k P p f x f x

P





  
 , x X ’e göre düzgün 

olup X  üzerinde ( .)nf f w equi ist    olduğu elde edilir. 

Bu lemmanın karşıtının her zaman doğru olmadığı bir örnekle gösterilsin. 

4.3.3. Örnek: Her bir n  için  0,1x  ve   0g x   olmak üzere,  : 0,1ng C   sürekli 

fonksiyonu  
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 

1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 , ,

2 2 2 2

1 1 1 1
2 , ,

2 2 2 2

0 , . .

n

n n n n

n

n n n n n

x x

g x x x

d d



 



   

    
     

   
    

        
   





 

şeklinde tanımlansın. kp k   1,2,...k   olmak üzere 

       

  

 

: :

: 0

1
0

n k k n k k

n n

n k k

n

n

k P p g x g x k P p g x

P P

k P p g x

P

n
P

     


 


  

 

dır. Dolayısıyla  0,1  üzerinde 0 ( .)ng g w equi ist     elde edilir. Ancak her n  için 

 
   

0,1

sup 1n n
x

c g x g x


    olduğundan  ng  fonksiyon dizisi ağırlıklı istatistiksel düzgün 

yakınsak değildir. 

4.3.4. Teorem:  nL ,    :nL C X C X  pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun. Her 

 f C X  için, X  üzerinde 

   .nL f f w equi ist    

olması için gerek ve yeter şart   i

if x x , (i=0,1,2) olmak üzere 

   .n i iL f f w equi ist     

olmasıdır (Akdağ, 2016). 

İspat: Her  f C X  için X üzerinde    .nL f f w equi ist    olduğundan özel olarak 

her  if C X  için    .n i iL f f w equi ist    sağlanır. 

   .n i iL f f w equi ist    olduğu kabul edilsin.  f C X  ve x X  sabit olsun. 
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,f x  noktasında sürekli olduğundan her 0   için y x    koşulunu sağlayan her y X  

için    f y f x    olacak şekilde bir 0   sayısı vardır. Bu takdirde 

 ,X x x X       olduğunda 

            /( ) ( )X X Xf y f x f y f x y f y f x y
 

       

yazılır. Buradan :M f  olmak üzere her y X  için 

   
 

2

2
2

y x
f y f x M




    

elde edilir. nL  pozitif ve lineer olduğundan 

              

          

         

        

 
 

      

          

2

2

2

2

2 2

2

; ; ; ;

; 1; 1

; 1; 1

; 1; 1

2 ; 1; 1

2
1; ; 1; 1

2
1; 1 ; 2 ; 1; 1; 1

n n n n

n n

n n

n n

n n

n n n

n n n n n

L f x f x L f y x L f x x L f x x f x

L f y f x x f x L x

L f y f x x f x L x

L f y f x x f x L x

y x
L M x f L x

M
L x L y x x M L x

M
L x L y x xL y x x L x M L x







 


    

   

   

   

 
    

 
 

    

       

      

   

   

 

2

2 2 1 1 0 02

0 0

2

0 0 1 12 2

2 22

2
; ( ) 2 ; ( ) ; ( )

; ( )

2 2
; ( ) ; ( )

2
; ( )

n n n

n

n n

n

M
L f x f x x L f x f x x L f x f x

M L f x f x

M M
M x L f x f x x L f x f x

M
L f x f x






 
 



      

  

 
       

 

 

yazılır. Burada  2

2

2
: 2 1

M
K M x x


       olmak üzere 0   keyfi olduğundan 

                0 0 1 1 2 2; ; ; ;n n n nL f x f x K L f x f x L f x f x L f x f x       

elde edilir. Buradan 
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           

   

0 0 1 1

2 2

; ; ;

;

k n k n k n

k n

p L f x f x K p L f x f x p L f x f x

p L f x f x

    

 
   (13) 

yazılır. Ayrıca 

 

      

     

     

     

1, 0 0

2, 1 1

3, 2 2

, : : ; ,

, : : ; ,
3

, : : ; ,
3

, : : ;
3

n n k k

n n k k

n n k k

n n k k

x r k P p L f x f x r

r
x r k P p L f x f x

K

r
x r k P p L f x f x

K

r
x r k P p L f x f x

K









   

 
    
 

 
    
 

 
    
 

 

kümeleri belirlensin. (13)’ den 

       1, 2, 3,, , ,, n n nn

n n n n

x r x r x rx r

P P P P

  
    

elde edilir. Buradan 

       1, 2, 3,., ., .,., n n nn

n n n n

r r rr

P P P P

  
                       (14) 

yazılır. Dolayısıyla    .n i iL f f w equi ist    olduğundan (14)’ den 

 .,
lim 0

n

n
n

r

P




  x X ‘e göre düzgün  

yani;    .nL f f w equi ist    olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanır. 

Bu teoremin klasik ve istatistiksel Korovkin tipi yaklaşım teoreminden daha kuvvetli olduğu 

bir örnekle gösterilsin. 

4.3.5. Örnek:  0,1C  üzerinde tanımlı klasik  ;nB f x  Bernstein polinomları kullanılarak, 
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1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1
2 , ,

2 2 2 2

1 1 1 1
( ) 2 , ,

2 2 2 2

0 ,

n

n n n n

n

n n n n n

x x

g x x x

diğer durumlarda



 



   

    
     

   
    

        
   





 

ve kp k olmak üzere aşağıdaki pozitif lineer operatörler dizisi oluşturulsun: 

      ; 1 ;n n nD f x g x B f x      0,1x   ve  0,1f C . 

Öte yandan            
2

0 0 1 1 2 2; , ; , ;n n n

x x
B f x f x B f x f x B f x f x

n


     olduğundan 

      

      

      
 

0 0

1 1

2 2

; 1 ,

; 1 ,

1
; 1

n n

n n

n n

D f x g x f x

D f x g x f x

x x
D f x g x f x

n

 

 

 
   

 

 

elde edilir. Dolayısıyla  0,1  üzerinde  0 .ng g w equi ist     olduğundan  

   ( .) 0,1,2n i iD f f w equi ist i     

elde edilir. Dolayısıyla 4.3.4. Teorem’den her  0,1f C  için  

  ( .)nD f f w equi ist     

olduğu kolaylıkla görülmektedir. Ayrıca  0,1  üzerinde  ng , 0g   fonksiyonuna ağırlıklı 

equi-istatistiksel yakınsaktır fakat,  0,1  üzerinde 0g   fonksiyonuna istatistiksel düzgün 

yakınsak olmadığından  nD  pozitif lineer operatörler dizisi istatistiksel Korovkin tipi teorem 

sağlanmaz. Öte yandan  ng ,  0,1  üzerinde 0g   fonksiyonu düzgün yakınsak 

olmadığından  nD  pozitif lineer operatörler dizisi için klasik Korovkin tipi teorem 

sağlanmaz. 

Şimdi ise  C X  uzayı üzerinde tanımlı pozitif lineer operatörler dizisinin ağırlıklı equi-

istatistiksel yakınsaklık mertebesi süreklilik modülü yardımıyla incelenecektir. 
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4.3.6. Tanım:  Her 0   için  

 
1

,
lim 0
n

n

x

n P

 


 , x X ’e göre düzgün   

ya da 

 
1

.,
lim 0
n

nn P

 


  

ise  nf  fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna  0,1   mertebesi ile ağırlıklı equi-istatistiksel 

yakınsaktır denir. Bu yakınsaklık  

  .nf f o n w equi ist     

ile gösterilir (Akdağ, 2016). 

Bu tanım kullanılarak ağırlıklı equi-istatistiksel Korovkin tipi teoremin ağırlıklı equi-

istatistiksel yakınsaklık mertebesi bulunabilir. Öncelikle gerekli olan aşağıdaki lemma 

verilsin. 

4.3.7. Lemma:  C X  uzayının iki fonksiyon dizisi  nf  ve  ng  olsun. X  üzerinde 

  

  

1

2

. ,

.

n

n

f f o n w equi ist

g g o n w equi ist









   

   
 

olsun.  1 2: min ,    olmak üzere 

( )i        .n nf g f g o n w equi ist      , 

( )ii      .n nf f g g o n w equi ist     , 

( )iii  Herhangi bir   reel sayısı için     1 .nf f o n w equi ist
 

    , 

( )iv   1 .nf f o n w equi ist


     

dır (Akdağ, 2016). 
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İspat: ( )i X üzerinde    1

nf f o n


   .w equi ist   ve    2

ng g o n


   .w equi ist   

olsun. 0   ve x X  için 

        

     

     

1,

2,

, : : ,

, : : ,
2

, : :
2

n n k k k

n n k k

n n k k

x k P p f g x f g x

x k P p f x f x

x k P p g x g x

  


 


 

     

 
    
 

 
    
 

 

kümeleri belirlensin. Buradan  

             k k k kf g x f g x f x f x g x g x        

olup 

          

   

: :
2

:
2

n k k k n k k

n k k

k P p f g x f g x k P p f x f x

k P p g x g x






 
         

 

 
    
 

 

yazılır. Dolayısıyla 

     1, 2,, , ,n n nx x x         

olur. Eşitsizliğin her iki tarafı 
1

1

nn P
 ile çarpılırsa 

     1, 2,

1 1 1

, ,, n nn

n n n

x xx

n P n P n P  

    
  

   

elde edilir.  1 2min ,    olduğundan 

     
1 2

1, 2,

1 11

, ,, n nn

n n n

x xx

n P n P n P
 

    
 

   

bulunur. Buradan da 

     
1 2

1, 2,

1 11

., .,.,
lim lim lim

n nn

n n n
n n nn P n P n P

 

    
   

   
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olduğundan 

 
1

.,
lim 0

n

n
nn P

 


   

elde edilir.  

( )ii X üzerinde    1

nf f o n


    .w equi ist   ve    2

ng g o n


    .w equi ist   

olsun. 0   ve x X  için 

          

      

      

1,

2,

, : : ,

, : : ,

, : :

n n k k k

n n k k

n n k k

x k P p f x f x g x g x

x k P p f x f x

x k P p g x g x

  

  

  

    

   

   

 

kümeleri belirlensin. Yine , 0    için    ise    veya     olduğundan 

     1, 2,

1 1 1

, ,, n nn

n n n

x xx

n P n P n P  

    
  

    

olup,  1 2min ,    olduğundan n  için limit alınırsa 

     
1 2

1, 2,

1 11

., .,.,
lim lim lim

n nn

n n n
n n nn P n P n P

 

    
   

    

bulunur. Dolayısıyla  

 
1

.,
lim 0

n

n
nn P

 


   

olduğundan istenilen elde edilir. 

 ( )iii X üzerinde     1 .nf f o n w equi ist


    ve   herhangi bir reel sayı olsun. 

0   ise sonuç aşikardır. 0   ise  

        : :n k k n k kk P p f x f x k P p f x f x


 


  
       

  
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olup 
11

1

n


 ile çarpıp limit alınırsa istenilen elde edilir. 

( )iv X  üzerinde     1 .nf f o n w equi ist


    olsun. 

   k kp f x f x    ise    k kp f x f x    

olup 

         : :n k k n k kk P p f x f x k P p f x f x         

elde edilir. Buradan 

         
1 11 1

: :n k k n k k

n n

k P p f x f x k P p f x f x

n P n P
 

 

 

     
  

olup n  için limit alınırsa 

         
1 11 1

: :
lim lim

n k k n k k

n n
n n

k P p f x f x k P p f x f x

n P n P
 

 

  

     
  

bulunur. Hipotezden 

    
11

:

lim 0
n k k

n
n

k P p f x f x

n P






  

  

olup istenilen elde edilir. 

Şimdi süreklilik modülü yardımıyla aşağıdaki teorem verilsin. 

4.3.8. Teorem:      , :n nL L C X C X  pozitif lineer operatörler dizisi için 

     2; ,n nx L x y y x      olmak üzere aşağıdaki koşullar sağlansın: 

      

      

0

1

0 0 . ,

; . .

n

n

a L f f o n w equi ist

b f o n w equi ist



 





   

  
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Bu durumda her  f C X  için  0 1min ,    olmak üzere 

    .nL f f o n w equi ist     

dır (Akdağ, 2016). 

İspat:  f C X ,  x X olsun. nL  pozitif ve lineer olduğundan :M f  olmak üzere 

              

         

        

 
     

          

0 0

0 0

0 0

; ; ; ;

; 1; 1

; ;

1 ; ; ;

1
; 1; ; ;

n n n n

n n

n n

n n

n n n

L f x f x L f y x L f x x L f x x f x

L f y f x x f x L x

L f y f x x f L f x f x

y x
L f x M L f x f x

f L x L y x x M L f x f x

 


 


    

   

   

  
      

  

 
     

 

 

bulunur. Cauchy-Schwartz eşitsizliğinden 

       

   

1 12 2 2
0

2

0

; ; ;

; ;

n n n

n n

L y x x L y x x L f x

L x L f x

 
   

 



 

olup 

               2

0 0 0 0

1
; ; ; ; ; ;n n n n nL f x f x M L f x f x f L f x L x L f x  



 
     

 
 elde 

edilir.  2;n nL x     alınırsa 

              0 0 0 0; ; ; ; ;n n n nL f x f x M L f x f x f L f x L f x       

olur. Buradan 
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              

    
           

     

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

; ; ; ;

; 2

; 2 ; ; ;

; ;

n n n

n

n n

n

L f x f x M L f x f x f L f x f x

L f x f x

M L f x f x f f L f x f x

f L f x f x

 

   

 

    

  

    

 

 

elde edilir. Diğer taraftan 

      

     

   

       

       

1, 0 0

2,

3, 0 0

4, 0 0

, : : ; ,

, : : ; ,
4

, : : 2 ; ,
4

, : : ; ; ,
4

, : : ; ;
4

n n k k

n n k k

n n k k

n n k k k

n n k k k

x k P p L f x f x

x k P p M L f x f x

x k P p f

x k P p f L f x f x

x k P f p L f x f x

  


 


   


   


   

   

 
    
 

 
   
 

 
    
 

 
    
 

 

kümeleri belirlensin. Gerekli düzenlemelerden sonra 

         1, 2, 3, 4,

1 1 1 1 1

, , , ,, n n n nn

n n n n n

x x x xx

n P n P n P n P n P    

        
    

     

olduğu görülür. Buradan  0 1min ,    olduğundan 

         
0 1

1, 2, 3, 4,

1 11 1 1

, , , ,, n n n nn

n n n n n

x x x xx

n P n P n P n P n P
   

        
   

     

yazılır. Dolayısıyla   

         
0 1

1, 2, 3, 4,

1 11 1 1

., ., ., .,., n n n nn

n n n n nn P n P n P n P n P
   

        
   

     

olup buradan 

         
0 1

1, 2, 3, 4,

1 11 1 1

., ., ., .,.,
lim lim lim lim lim

n n n nn

n n n n n
n n n n nn P n P n P n P n P

   

        
       

     
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elde edilir. Hipotezden 
 

1

.,
lim 0

n

n
nn P

 


  olduğu görülmektedir. 

4.3.9. Sonuç: 4.3.8. Teorem’deki (a) ve (b) koşulları, X  üzerinde  

    .i

n i iL f f o n w equi ist


     0,1,2i    

koşulları ile değiştirilsin. Ayrıca   ,y y x     2 2 22 ,y y xy x      0 1,f x    1 ,f x x

  2

2f x x  olsun. Bu durumda 

       

           

2 2

2 1 0

2 2 1 1 1 2 0 0

; ; 2 ; ;

; 2 ; ;

n n n n

n n n

L x L f x xL f x x L f x

L f x f x f L f x f x f L f x f x

   

     
 

olup 1 2: 1 2M f f    olmak üzere 

     
2

2

0

; ;n n i i

i

L x M L f x f x


    

elde edilir.  0 1 2min , ,     olmak üzere 4.3.7. Lemma ’dan 

    2; .n nL x o n w equi ist       

dır. Buradan X  üzerinde 

    ; .nf o n w equi ist      

olduğu görülür. 4.3.8. Teorem’de 

    ; .nf o n w equi ist      

kullanılırsa her  f C X  için X  üzerinde 

    .nL f f o n w equi ist     olur.  

Böylece (a) ve (b) koşulları yerine    i

n i iL f f o n


   kullanılırsa 4.3.8. Teorem’deki 

pozitif lineer operatörler dizisi üzerinde ağırlıklı equi-istatistiksel yakınsaklık mertebesi elde 

edilir (Akdağ, 2016). 
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Son olarak  0,1x  ve  0,1f C  olmak üzere 4.3.5. Örnek’de tanımlanan  nD  pozitif 

lineer operatörler dizisi için ağırlıklı equi-istatistiksel yakınsaklık yardımı ile Voronovskaya 

tipi teoremi verilecektir. Öncelikle bu teoremin ispatında gerekli olan aşağıdaki lemma 

verilsin: 

4.3.10. Lemma:  0,1x ,  kp k k    ve   :y y x    olsun. Bu durumda 

    2 4 2 2; 3 2 1 .nn D x x x x w equi ist       

dır (Akdağ, 2016). 

İspat: nD  pozitif lineer operatörler dizisi için; 

    

             

4 4 3 2 2 3 4

4 3 2 2 3 4

; 4 6 4 ;

1 ; 4 ; 6 ; 4 ; 1;

n n

n n n n n n

D y x x D y y x y x yx x x

g x B y x xB y x x B y x x B y x x B x

     

     

şeklindedir. Klasik Bernstein polinomlar dizisi göz önüne alındığında, 

 
        

 
    

 

 

 

4 4 3 3

3 3 3 3

3 3 2

2 2 2

2
2 2

2

1 2 3 6 1 2 7 1
; ,

1 2 3 1
; ,

; ,

; ,

1; 1

n

n

n

n

n

n n n n n n x
B y x x x x

n n n n

n n n x
B y x x x

n n n

x x
B y x x

n

B y x x

B x

     
   

  
  


 





 

olduğu görülür. Bu değerler yukarıda yerine yazılırsa 

  
4 4 3 3 2 2

4

2 3 2 3 2 3 3

3 6 6 12 3 7
( ; ) 1n n

x x x x x x x
D x g x

n n n n n n n


 
        

 
 

bulunur. Buradan  

  

  

4 3 2
2 4 4 3 2

4 3 2
4 3 2

6 12 7
( ; ) 1 3 6 3

6 12 7
1 3 6 3

n n

n

x x x x
n D x g x x x x

n n n n

x x x x
g x x x x

n


 

        
 

     
      

  
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elde edilir. Buradan 

   
  2 4 4 3 2

26 1
; 3 6 3 12

n

n n

g x
n D x x x x g x

n



      

yazılır. Ayrıca 0ng g   (w-equi-ist.) olduğundan 

 26 1
12 0

n

n

g
g

n


    (w-equi-ist.)  

olur. Dolayısıyla  

   2 4 2 2; 3 2 1nn L x x x x     (w-equi-ist.)  

olduğu kolaylıkla görülür. 

4.3.11. Teorem:  0,1x  ve  ' '', , 0,1f f f C  olsun. Bu durumda 

 
 

 
1

( ) ( ) .
2

ıı

n

x x
n D f f f x w equi ist


     

dır (Akdağ, 2016). 

İspat:  , ', '' 0,1f f f C  ve  0,1x  için 

 

           

 

2

2

1

2 ,

0 ,

ı ıı

x

f y f x y x f x y x f x

y xy
y x

y x




    

   

 

 

şeklinde tanımlansın.   0x x   ve  0,1x C   ‘de olduğu görülür. Taylor açılımından: 

       
 

     
2

2

2

ı ıı

x

y x
f y f x y x f x f x y x y


       

yazılabilir. Bu eşitliğin her iki tarafına nD  operatörü uygulanırsa; 
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           
 

   

             

 
           

   
   

    

   
   

    

2 2

2 2 2

2

2

2

2

; ; ; ;
2

; 1; 1

; 2 ; 1; 1 ;
2

1 ;
2

1 ;
2

ıı

ı

n n n n n x

ı

n n n n

ıı

n n n n n x

ıı

n n n x

ıı

n n n x

f x
D f x f x f x g x f x D x D x D x

f x g x f x B y x xB x g x

f x
B y x xB y x x B x g x D x

x xf x
f x g x g x D x

n

x x f x
f x g x g x D x

n

   

 

 

 

    

   

    


   


   

 

elde edilir. Elde edilen son eşitlik n ile çarpılırsa 

        
   

    

   
       

   

2

2

2 2

2

; 1 ;
2

;
2 2

ıı

n n n n x

ıı ıı

n n n x

x x f x
n D f x f x nf x g x g x D x

x x f x x x f x
nf x g x g x nD x

 

 


    

 
   

 

olup   ,y y x    : ııM f f    olmak üzere 

    
   

     
2

2; 1 ;
2

ıı

n n n x

x x f x
n D f x f x M n g x n D x 


       

yazılır. Dolayısıyla  2 ;n xn D x   ifadesine Cauch-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa 

       
1 1

2 22 2 4 2; ; ;n x n n xn D x n D x D x                       (18) 

elde edilir. Burada    2:x xy y      0x x   ve    . 0,1x C   olup 

    0 .n xD y w equi ist                         (19) 

olduğu görülür. Ayrıca (18) ve (19) dan yararlanılarak 4.3.10 Lemma’dan 

   2 ; 0 .n xnL x w equi ist      

dır. Ayrıca 0   için 
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      
 

 

     

   

1,

2

2,

1
, : : ; ,

2

, : : 1 ,
2

, : : ;
2

ıı

n n k k

n n k k

n n k k x

x x
x k P p k D f x f x f x

x k P p k g x
M

x k P p kD x

  


 


   

  
     
  

 
    
 

 
   
 

 

kümeleri belirlensin. Bu durumda  

     1, 2,, ,, n nn

n n n

x xx

P P P

    
    

yazılır. Buradan  

     1, 2,., .,., n nn

n n nP P P

    
    

elde edilir. Dolayısıyla n  için limit alınırsa  

 .,
lim 0

n

n
nP

 


  

bulunur. Böylelikle ispat tamamlanır. 
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