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ETiK BEYANI

Tez yazim kurallarina uygun olarak hazirladigim bu tez ¢alismasinda; tez i¢inde sundugum
verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar ¢ergevesinde elde ettigimi, tiim
bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglari bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu, tez ¢alismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi, bu tezde sundugum
caligmanin 6zgiin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak

kayiplarini kabullendigimi beyan ederim.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LIiSTESI

A : A kiimesinin eleman sayis1

o : Yogunluk fonksiyonu

c : Yakinsak diziler uzay1

st : Istatistiksel yakinsak diziler uzay1

B [a, b] : [a, b] aralig1 iizerindeki sinirl fonksiyonlarin uzay1

|||| - B [a, b] uzayinin aligilmig supremum normu
C[a,b] : [a,b] araligs iizerindeki siirekli fonksiyonlarin uzay

I : C[a,b]uzaymin aligilmis supremum normu

Sy . Agirhikl istatistiksel yakinsak dizi uzay1
N : Dogal sayilar kiimesi

R . Reel sayilar kiimesi

o(f;6) : f fonksiyonun siireklilik modiilii

XA . A kiimesinin karakteristik fonksiyonu



OZET

EQUI ISTATISTIKSEL VE AGIRLIKLI EQUI iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK
YARDIMI iLE KOROVKIN TiPi TEOREMLER

Bu yiiksek lisans tezi li¢ boliimden olusmaktadir.
Birinci boliimde, bu tezde kullanilacak bazi tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde istatistiksel ve agirlikli istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitildi. Buna iliskin

ornekler ve bazi sonuglar verildi.

Bulgular boliimiin birinci kisminda equi-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak Korovkin tipi
teorem calisildi ve bu teorem igin yakinsaklik mertebesi verildi. Ikinci kisimda agirlikli
istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak pozitif lineer operatdrlerin dizileri i¢in Korovkin
tipi teorem ¢alisildi. Ugiincii kisimda ise agirlikli equi-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak bir
Korovkin tipi teorem c¢alisildi. Daha sonra agirlikli equi-istatistiksel yakinsaklik mertebesi

siireklilik modiilii yardimiyla hesaplandi. Ayrica Voronoskaya tipi teorem incelendi.

Anahtar Kelimeler: istatistiksel yakinsaklik, pozitif lineer operatdr, Korovkin tipi yaklagim
teoremi, istatistiksel diizgiin yakinsaklik, siireklilik modiilii, equi-istatistiksel yakinsaklik,

agirlikli istatistiksel yakinsaklik, Voronoskaya teorem.



ABSTRACT

KOROVKIN TYPE THEOREMS VIA EQUI STATISTICAL CONVERGENCE
AND WEIGHTED EQUI STATISTICAL CONVERGENCE

This thesis consist of three sections.

In the first section, some main definitions and theorems to be used in this thesis have
been given.

In the second section, the concepts of statistical convergence and weighted statistical
convergence has been introduced. Some examples and results for these convergences
have been given.

In the first part of findings section, using the equi-statistical convergence, Korovkin
type theorem has been studied and the rate of convergence for this theorem has been
given. In the second part, using the concept of weighted statistical convergence
Korovkin type theorem has been studied for a sequence of positive linear operators. In
the thirth part, using the concept of weighted equi-statistical convergence, Korovkin
type theorem has been studied. Later, the rate of this convergence has been calculated
with the help of modulus continuity. Finally, Voronovskaya type theorem has been
studied.

Keywords: Statistical convergence, positive linear operator, Korovkin type
approximation theorem, statistical uniform convergence, the modulus of continuity,

equi-statistical convergence, weigheted statistical convergence, Voronovskaya theorem.
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1. GIRIS
Steinhaus ve Fast’in reel say1 dizileri igin istatistiksel yakinsakligi tanimladigir 1951 yilindan

bu yana, bu tanimin bircok genellemesi ve uygulamasi arastirilmaktadir. (Ln),
L, :C[a,b] > B[a,b] tanimli pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olmak tizere, Korovkin
1960 yilinda f (x)=x', i=0,1,2 test fonksiyonlarini kullanarak (Ln (f; X)) dizisinin bir f

fonksiyonuna yaklagimi problemini incelemistir. Daha sonra 2002 yilinda istatistiksel
yakinsaklik tanimi yardimi ile Gadjiev ve Orhan Korovkin tipi yaklagim teoremini ispatlamig
ve daha gii¢lii sonuglar elde etmislerdir. Bir¢ok arastirmaci pozitif lineer operator dizileri
yardimiyla stirekli fonksiyonlarin yaklasimini ele almis ve Korovkin’in bu ¢alismasin gesitli
operatdrler igin aragtirmiglardir. Ayrica, istatistiksel diizgiin yakinsaklik kavrami Korovkin
tipi yaklagim teorisinde kullanilmig ve daha gii¢lii sonuglar elde edilmistir (Demirci ve Orhan,
2015; Dirik ve Demirci, 2010; Duman ve Orhan, 2004; Gokhan ve ark., 2007). Balcerzak ve
ark., 2007 yilinda diizgiin yakinsaklik ve istatistiksel diizgiin yakinsakliktan daha kuvvetli
olan equi-istatistiksel yakinsaklik tanimini ifade etmislerdir. Istatistiksel noktasal ve
istatistiksel diizgiin yakinsaklik arasinda bulunan bu yakinsama i¢in Karakus ve ark., 2008

yilinda Korovkin tipi yaklasim teoremini ispatlamiglardir.

Agirlikln istatistiksel yakinsaklik kavrami ise ilk olarak 2009 yilinda Karakaya ve Chishti
tarafindan verilmistir. Mursaleen ve ark., 2012 yilinda bu kavrami yeniden ele almislardir.
Fakat, Ghosal 2016 yilinda onceki tanimlarin iyi tamimlanmadigini gostererek, agirlikli

istatistiksel yakinsaklik tanimini tekrar ifade etmistir.

Bu yiiksek lisans tezinde ilk olarak tezin diger boliimlerinde kullanilacak olan istatistiksel
yakinsaklik ve pozitif lineer operatorlerde Korovkin tipi teorem tanitilip bu teoremin
kosullarin1 saglayan bir 6rnek verilecektir. Sonrasinda istatistiksel yaklagim ile elde edilen
Korovkin tipi teorem ve istatistiksel yakinsakligin mertebesi verilecektir. Ayrica istatistiksel
Korovkin tipi teoremin kosullarin1 saglayan pozitif lineer operatorler dizisine bir 6rnek
verilecektir. Daha sonra 2007 yilinda Balcerzak ve ark. tarafindan tanimlanan istatistiksel
diizgiin yakinsakliktan daha kuvvetli olan equi-istatistiksel yakinsaklik kavrami kullanilarak
Karakus ve ark., 2008 yilinda calisilan Korovkin tipi yaklasim teoremi verilip bir 6rnek ile
gosterilecektir. Ayrica siireklilik modiilii yardimiyla equi-istatistiksel yakinsaklik mertebesi
incelenecektir. Son olarak 2016 yilinda Akdag tarafindan calisilan agirlikli equi-istatistiksel
yakinsaklik kavrami kullanilarak Korovkin tipi teorem verilecektir. Daha sonra bu teoremin
klasik ve istatistiksel Korovkin tipi yaklasim teoreminden daha kuvvetli oldugu bir 6rnekle

1



gosterilip agirlik equi-istatistiksel yakinsaklik mertebesi incelenecek ve agirlikli equi-

istatistiksel yakinsaklik yardimiyla Voronovskaya tipi teorem verilecektir.



2. GENEL BILGILER

Genel bilgiler kisminda tezin diger boliimlerinde kullanilacak temel tanimlar ve teoremler

verilecektir.

2.1. istatistiksel Yakinsakhk

A kimesi N dogal sayilar kiimesinin bir alt kiimesi ve A :={k£n:k eA} olsun. A

kiimesinin eleman sayis1 da |A | ile gosterilsin.

2.1.1. Tamm: N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesi i¢in

Iimw

n—o n

limiti mevcut ise, bu limit degerine A kiimesinin yogunlugu denir ve & (A) ile gosterilir
(Niven ve Zuckerman, 1980).

Simdi, Niven ve Zuckerman tarafindan ifade edilen asagidaki karekterisazyon verilsin:

Pozitif tamsayilarin artan bir dizisi (a,) ve A={a,:neN} olmak iizere A kiimesinin

yogunlugu mevcut ise;

5(A)=limt

n—o0 an
dir (Niven ve Zuckerman, 1980).

Ornegin; bu tanim yardimu ile

§(N)=1, 5({n2:neN})=O, s({2nineN})=5({2n+1:neN})=

N |-~

oldugu goriilir. Ayrica N dogal sayilar kiimesinin her bir sonlu alt kiimesi sifir

yogunlukludur. Bir A kiimesi yogunluga sahip ise, buradan &(N—A)=1-5(A) olur.
Simdi bu ifadeden yararlanarak istatistiksel yakinsaklik tanim1 verilsin.
2.1.2. Tanim: X= (Xk) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. Eger her ¢>0 igin

.1
Ilmﬁ‘{k <n:|x, —a|28}‘=0

n—o0



olacak sekilde bir o sayisi varsa, X dizisi a sayisina “istatistiksel yakinsaktir” denir ve

st—limx =« seklinde ifade edilir (Steinhauss, 1951; Fast, 1951).

Simdi Fridy tarafindan verilen ve bir dizinin istatistiksel yakinsak olmasini karakterize eden

asagidaki teorem verilsin.

2.1.3. Teorem: X:(Xk) dizisi verilsin. st—limx=a olmasi igin gerek ve yeter kosul N

dogal sayilar kiimesinin &(A)=0 olacak sekilde bir A alt kiimesi vardir oyle ki

N\A= {nk ke N} igin lim x, =« olmasidir (Fridy, 1985).

N—+c0

2.1.4. Ornek: x=(x,) dizisinin genel terimi

k =n?

,n=1,2,3,...

1,
%=1 k #n?
k!

olsun. K ={k’:k e N} denirse §(K)=0, §(N\K)=1 olup

(xnk):(%j—m, (n, eN\K, k eN)

oldugundan st—limx=0 bulunur.

Ayrica yakinsak her dizinin smirli oldugunu biliyoruz fakat istatistiksel yakinsak dizilerin

siirlt olmast gerekmez. Simdi buna bir 6rnek verilsin.

2.1.5. Ornek: Genel terimi

2
X, = JKk=m® s
0, k=m?

sinirsizdir.

x=(x,) verilsin. Buradan, eger st—limx=¢ ise, bu durumda o sayisinin her &>0

komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken bu komsulugun disinda da, indis

kiimesinin yogunlugu sifira esit olmak iizere yine diziye ait sonsuz ¢oklukta terim bulunabilir.



Bu ise, istatistiksel yakinsakligin klasik anlamda yakinsakliktan daha genel oldugunu gosterir.
Boylece yakinsak dizi uzayi c ile istatistiksel yakinsak dizi uzayi da st ile gosterilirse, ¢ — st

oldugu aciktir. Boylelikle yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru degildir.

Klasik anlamda yakinsaklik metodunun lineer oldugu biliniyor. Asagidaki teorem istatistiksel

yakinsaklik metodunun da lineer oldugunu gosterir.

2.1.6. Teorem: st—limx =L , st—limy =L, ve aeR olsun. Bu durumda;

(i) st=lim(x+y) =L +L,
(if) st—limax=aL,

saglanir (Fast, 1951).

Ispat: (i) st—limx =L, olsun. Burada AcN olmak iizere 5(A)=0 oldugunda &>0

£
verildiginde her kK >k, ve her ke N/ A igin |Xk = |_1| < P olacak sekilde k; € N vardur.

st—limy =L, olsun. O halde B <N olmak iizere 5(B)=0 oldugunda ¢ >0 verildiginde

&
her k >k, ve her k e N/B igin |yk - L2| < 3 olacak sekilde k, e N vardir.
Sifir yogunluklu iki kiimenin arakesiti de sifir yogunluklu olacagindan o (Am B)=0,
k, = max{kl, k2} olmak iizere her kelN/ (Am B) ve her k>k, i¢in

‘(Xk +yk)_(|-1+|-z)‘£|xk —L1|+|yk —L2|<g+§=8 oldugundan, her & >0igin

Iign%‘{kgn:‘(xk +yk)—(l_l+L2)‘2g}‘=O

olup
st—lim(x+y)=L +L,

elde edilir.



(ii) Eger a=0ise ax=0 olup st—limax=al, dir. Simdi a0 olmak iizere st—limx=1L

olsun. O halde AcN olmak iizere §(A)=0 oldugunda, ¢>0 verildiginde her k >k, ve

her keN/A igin |x —L]| < é olacak sekilde k € Nvardir. Boylece her ke N/A ve
k >k, igin
o, =l -fl - < 5 <2

olup, her £ >0ig¢in

.1
Ilgnﬁ {kSn:|axk —aL1|25}‘:0

elde edilir. Yani; st—limax=aLl, dir.

2.2. Pozitif Lineer Operatorler ve Korovkin Teoremi
[lk olarak gerekli olan bazi fonksiyon uzaylar1 tanitilsin.

C[a,b] Uzayr: [a,b] arah@inda tammli, reel degerli ve araligin tiim noktalarinda siirekli

fonksiyonlarin uzayidir. a, b u¢ noktalarinda bu uzayin elemanlar1 sirasiyla sagdan ve soldan

stirekli fonksiyonlardir. f eC[a,b] icin ||f||= sup |f(x)| alisilmis supremum normu ile
Xe[a,b]

birlikte C[a,b] bir Banach uzayidir.

B[a,b] Uzayu: [a,b] araligi tlizerindeki simirli tiim fonksiyonlarin uzayidir. Ayrica,
|| f || = SFE]| f (x)| normu ile B[a,b] uzayi bir Banach uzayi olup bu norma gore yakinsaklik,
diizglin yakinsakliktir.

X veY reel degerli fonksiyonlarin iki uzayi olsun.

2.2.1. Tamm: Eger X uzayindaki herhangi bir f fonksiyonunu Y uzayinda bir ve yalniz bir g
fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu takdirde “ X uzayinda bir operator

tanimlanmistir” denir ve bu durum

9(x) = L(f(y):x)



seklinde gosterilir. Burada L(f(y);x) gosterimi yerine L(f;x) ifadesi kullanilacaktir. X
uzayr, L operatérinin “tanim kimesi” olup X =D,  ile gosterilir. Ayrica

R = {g L(f;x)=9(x), f € DL} kiimesi L operatoriiniin deger kiimesi olup R, <Y dir.
X uzayi lineer uzay olsun.

2.2.2. Tamm: X uzayna ait herhangi iki fonksiyon f, g ve f, 5, € R igin L operatorii;

L(B.f +5.9:x) = BL(F; %)+ B,L(9: X)
kosulunu sagliyor ise L operatoriine “lineer operator” denir.

Eger L lineer operatdr ise bu durumda L(0; x) =0 olur.

Simdi pozitif lineer operat6r tanimi verilsin:

2.23. Tamm: X" ={feX:f(x)>0}, Y"'={geY:g(x)>0} olsun. X uzay iizerinde

taniml1 bir L lineer operatorii, X kiimesine ait herhangi bir f fonksiyonunu Y™ kiimesine ait
bir g fonksiyonuna doniistiiriiyorsa bu takdirde L lineer operatoriine “pozitif lineer operator”
denir. Yani; f(x)>0 oldugunda L(f;x)>0 olur.

Ayrica L pozitif lineer operatdrii igin f (x) < g(x) oldugunda L(f;x)<L(g;x) saglanir. Bu
ise pozitif lineer operatorler dizisinin monoton oldugunu ifade eder.

Ornegin; 1912 yilinda S. Bernstein [0,1] araliginda siirekli bir fonksiyona yakinsayan
polinom tanimlamistir (Bernstein, 1912). Bernstein polinomu olarak bilinen bu polinom

x €[0,1] olmak iizere
\ k k Kk n-k
Bn(f;x):Zf(—anx (1-x)"", xe[0,1]
k=0 \N
seklindedir. Burada f(x)>0 olmak iizere, x*(1- X)n_k >0 oldugundan B (f;x) pozitif
lineer operatdrdiir. Benzer sekilde S, :C[0,1] - B[0,1] ve f eC[0,1] olmak iizere

: e ¢ (D) (kx)"
S (f;x)=e nz;‘f(g} py , xe[0,1]




(kx)"

—>0 ve e ™ >0 oldugundan
n!

ile tanimlanan Széasz operatérii de f (x)>0 olmak iizere,

pozitif lineer bir operatordiir (Szasz, 1950).

1960 yilinda Korovkin, [a,b] aralig1 lizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlar uzayi
iizerinde tammli pozitif lineer operatdrlerin (L) dizisi igin (Ln (f; X)) dizisinin f

fonksiyonuna yakinsamasi problemini incelemistir.
Kabul edelim ki f,(x) = x" , i=0,1,2 olsun.
Simdi Korovkin teoremi verilsin.

2.2.4. Teorem: (Ln), I_n:C[a,b]—>B[a,b] pozitif lineer operatorler dizisi igin [a,b]
araliginda N —> 0 igin

IL.(f)—f||>0,i=012

kosullarin1 gergekliyorsa bu takdirde tim reel eksen de smrli herhangi bir f eCla,b]

fonksiyonu i¢in

L,(f)-f||>0, a<x<b

olur (Korovkin, 1960).

Ispat: f fonksiyonu reel eksende simirli oldugu icin dyle bir M pozitif sayis1 bulunabilir Ki
tiim x ler i¢in

[f(x)|<M 1)
saglanir. f €C[a,b] oldugundan Ve>0, 36>0, ye(—o,0)ve xe[a,b] i¢in |[y—x<&

oldugunda
[F(y)-f(x)|<e )

saglanir. X,ye[a,b] oldugunda (2) esitsizligi f fonksiyonu [a,b] stirekli oldugundan
gergeklenir. xe[a,b], ye¢[a,b]oldugunda ise (2) esitsizligi f fonksiyonu a ve b

noktalarindan sirasiyla soldan ve sagdan siirekli oldugu icin gergeklenir.

(1) ve (2) esitsizliklerinden dolay1 tim y e (—oo,oo) Ve Xe [a, b] icin



|f(y>—f(x)|<e+25—“§'(y—x)2 @)

esitsizligi gergeklenir. Clinkii |y—x|<§ oldugunda (3) esitsizligi (2) esitsizliginden dolay1

25—|\2/| (y—x)? ifadesi pozitif oldugu igin saglanir.

_ 2
|y — X| >¢ oldugunda ise % >1  olacagindan 25—'\2/| (y=x)>=2M esitsizligi

gerceklenir. Bu durumda € > 0 igin (1) esitsizliginden (3) esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan

L, (£5)= £ (X)| = |L, (F(y):%) = L, (£ (; %) + L, (f (x);) — £ ()]
=L, (f (y) = £ () ) + (L, (@ x) - 1))
<|L, (F(y) = £ 005 3)[+| f (%)||L, (& x) =1
<L (F(y)= F 0]+ FlIL, @5 %) -1

esitsizligi mevcuttur. Burada birinci terime bakarsak (3) esitsizliginden dolay1

L, (| f(y)-f (x)|;x)£ L, (5+25—'\£|(y—x)2;xj
=¢l, (1;x)+25—|\£I L, ((y_x)2;x)
=el, (1;x)+25—|\£I L, (y* —2yx+x*;x)
=+ e(L, (foiX) fo(x))+25—'\§'(Ln(f2;x)- fz(x))—2x25—'\f(Ln(f1;x)— £ (%)

+x225—M(Ln (foix)— fy(x))

2

yazilir. Dolayisiyla X [a, b] i¢in supremum alirsak

2M
2 Ln(fz)—f2||+g

NOREES

)

olup kabuliimiizden ve & >0 keyfi oldugundan N — 0 i¢in

L, (f,)— f0||+[2|x|

2M
RORIEEErE-]



||Ln(f)— f||—>0.

Bu ise ispat1 tamamlar.

Simdi Korovkin tipi teoremin kosullarin1 saglayan bir 6rnek verilsin. Simdi, Bernstein

polinomlar dizisi i¢in Korovkin teoremi kosullarinin saglandigi gésterilsin:

n

(i)Bn(fo;x):Zn: cnkxk(1—x)”kzz(_”—k')|klx 1-x)"* =@-x+X)"= f,(X)

@B, (1= 0 e

— \ & k=171 \N-K
_Xé(n—k)!(k—l)!x =%

- X“i—(n —1) X (L-x)"*

S (n—k-1)Ik!
n-1

=X> Cr X (1-x)
k=0

n—-k-1

=X@A-x+x)"" = f,(x)

(iii)B, (f,;x) = Z( j(nn—kl)lkl L—x)"*

B “5& U
—Xk=1n(n—k)!(k—1)!x (1-x)

ZXZ“:k—l ("' S Z NSV

= n (n=k)(k-1)! ne (n- k)' k 1)
140 n-2)! n-1
_ye -t (n-2): X2 (1—x) 42 cl X @—x)"
n = n-k)!(k-2)! ne
n— _ _ 2
:in_l 72xk(1—x)”’k’2+5:x2n—+5:fz(x)+x X
n o n n n n

olur. Dolayisiyla N — 0 i¢in

B,(f)-f]—>0i=012

saglanir. Korovkin teoremine gore R {izerinde sinirli herhangi f eC[O,l] fonksiyonu ve

N — o0 icin
||Bn(f)— f||—>0

10



gergeklenir.

2.3. Istatistiksel Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi ve istatistiksel Yakinsakhk Mertebesi

Bu boliimde istatistiksel yaklasim ile elde edilen Korovkin tipi teoremi ve istatistiksel

yakinsakligin mertebesi verilecektir.
2.3.1.Teorem: (Ln ), L, :C[a,b] - B[a,b] taniml1 pozitif lineer operatorlerin dizisi igin

st—Ilim

L,(f)-f]|=0,i=012 (4)
kosullar1 saglaniyorsa tiim reel eksende siirli herhangi bir f €C [a, b] fonksiyonu i¢in

st—lim|[L, (f)-f[=0 (5)
dir (Gadijev ve Orhan , 2002).

Ispat: f fonksiyonu reel eksende simirli oldugundan &yle bir R pozitif sayis1 bulunabilir dyle

ki tim X ve Y ’ler igin

1f(y)-f(x)|<2R

yazilabilir. Ayrica f , [a,b] araliginda siirekli oldugundan tim X ve Y lerigin |y—X/<&
oldugunda |f(y)—f(x)/<& dir. Dolayisiyla tiim ye(—0,20) ve tim xe[a,b] igin &

sabit reel say1 olmak {izere
2R
1(9)- 1 (0] 5o+ 22 (y-x)
elde edilir. Ayrica L, pozitif ve lineer oldugundan
L (£~ ()=, (F ()= F (0:)+ F (9L, (1%) 1)

yazilir. Boylece; her &> 0 igin

L, (£5)= £ (X)| =L, (F(y):%) = L, (£ (; %) + L, (f (x);) = £ ()]
=|L, (f (y) = £ (x); %) + (L, (L x) =)
<|L, (F(y) = £ 005 3)|+| f (%)||L, (& %) =
<|L, (F(y) = F 00|+ FlIL, @5 %) -1

11



)= ] < L @) -1+ L (1 F(y)- F (%)kx)
<L, (e+§—|§(y—x)z;xj+||f|||Ln(1;x)—]J

2R
=eL, (L x)+5—L ((y—x)z;x)+||f|||Ln(1; x) -1
=¢l, (1;x)+25—F;Ln(yz—2yx+x2;x)+||f|||Ln(1; x) -1

<z (L ()= £ (0)+ S5 (L (£%)= £(0)) -2 55 (L (£5) - ()

L, (foix)- fo(x)‘

X ?(Ln (fo:%)=fo(x))

bulunur. Burada K, = max{g+R+—HX H ||x||} olmak {izere Xe[a,b] tizerinden

supremum alirsak

[ ()= = KaflL,

)= A+ (F) -+

bulunur. Son esitsizlik gdsteriyor ki &' > & olacak sekilde herhangi bir ¢ >0 i¢in

&'—¢
Kl

{n:fL,(f)- f||2g'}g{n:||Ln(fo)— fo + Ly (£,)

fz)—f2||z

olup

L (F:0 - f ()= )<

[l

f,)- fzung‘l“"

elde edilir. Simdi

D{ i

L ()= £ 5

3

Ly ()= ol > 5 -

12



D, :={n:

kiimeleri belirlensin. Buradan D < D,UD, U D, oldugu kolaylikla goriiliir. Boylece

L (f)- )= ‘93;8}

H”:”Lﬂ“)‘f”%'}\ﬁ{”: H(n)—nﬂ%ﬁ
-5 ‘

+

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafi — ile garpilip N — 0 i¢in limit alinirsa (4) den
n

Ln ( fz)_ szZ 83%18}

|im1{n:HLn(f)—fHZg'} =0

nN—o0 n

bulunur. Dolayisiyla
st—lim||L, (f)—f||=0
dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Ornegin;

B,(fix)=> f (%jc:xk(l—x)“k ,0sx<1
k=0

klasik Bernstein polinomlar dizisi istatistiksel Korovkin tipi teoremin kosullarini saglar.

Simdi istatistiksel Korovkin tipi teoremi kosullarini saglayan fakat klasik Korovkin tipi

teoremi kosullarini saglamayan pozitif lineer operatorler dizisine bir 6rnek verilsin.

2.3.2. Ornek: (Bn), Bernstein polinomlar ve (an) dizisi;

L2
o ==K 03
0, nzk?

13



seklinde tanimlansin. (e, ) dizisi raksak bir dizi olup st—lima =0 dur.
Simdi L, :C[O,l] - B[O,l] olmak tizere
L, (f;x)=(1+e,)B,(f;x)

seklinde tanimli (L,) dizisi goz oniine alinsin. Ayrica

B, (fo;x)= o (X), B, (fi;x)=f,(x), B, (f,;%)= fz(x)+x_x

n

dir. (Ln) dizisinin istatistiksel Korovkin tipi teoremi kosullarini sagladigi gosterilsin.

() L (f —f||_sup|Ln (LX) q_sup|1+a) 1|=sup @, = a,

0] x<[0,1] xe[0,1]

olup st

o)~ o =0 elde edilir.

(ii) L, (f,)— f,|= sup|L, (y:x)—x|= sup| (1+a,)x—X| = sup xa, =@, sup x=a,
xe[0,1] xe[0,1] xe[0,1]

olup st—lima =0 oldugundan st

,)— fi||=0 elde edilir.

X —X? , X=X
+ X2+ a,
n n

X— X2 ) X—X2
< sup + SuUp X", + sup a,
xef01] N xe[0]] xe[0] n

L, (y*:x)-x ‘—sup

Xe Ol]

xe[0.4]

olup st—lima =0 ve Iimi:O ve dolayistyla St—lim4—1n:0 oldugundan

n—o 4n
st—lim||L, (f,)— f,|=0 olur. Istatistiksel Korovkin tipi teoremden dolay1 herhangi bir

f eC[O,l] fonksiyonu i¢in

st—lim||L, (f)—f||=0

14



elde edilir. Diger taraftan |L,(f,)-f,[|=c, Ve (a,) waksak oldugundan N—o0 igin

L, (f,)- f,[ 40

olup klasik Korovkin tipi teoremin sart1 saglanmaz. Buradan
J.(f)-f]-0
olur.
Simdi ise istatistiksel yakinsaklik mertebesi tanimi verilsin.
2.3.3. Tanom: Ve >0 icin

‘{kSn:|ock —L|25}‘

lim =0
n—o nlﬁﬂ

ise o =(e,) say1 dizisi 0< <1 mertebesi ile L sayisina istatistiksel yakimsaktir denir. Bu
durum e, —L =st—o(n™) ile gosterilir (Gadijev ve Orhan , 2002).

2.3.4. Teorem: (L), L, :C [a,b] > B[a,b] pozitif lineer operatdrler dizisi

N —> o0 icin

() |L,(fo)—fo|=st—o(n)

(i) |L (f)—f=st—o(n"*)

(iii) L, (f;;0— f,|=st—o(n"*)

kosullar1 saglaniyorsa herhangi bir f eC [a,b] i¢in N—>o0 iken g=min{z,, 4, 5,} olmak
uzere

IL,(f)—f[|=st—o(n™”)

dir (Gadjiev ve Orhan, 2002).
Ispat: 2.3.1. Teorem’in ispatindaki (9) esitsizligi asagidaki gibi yazilabilir.
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. noL (f) = £ |2 £F
\{nrntn(f)—fn»}L{ -l 52
Nl—ﬂ - leﬂo Nl—ﬂ
_ & —¢
{n.”Ln(fl)—fl”Z 3K } -
" N*A N*7
_ & —¢
{n.”Ln(fz)—fz”Z 3K } -
* N7 N2

N — oo igin limit alinirsa (i), (ii), (iii) ‘den istenilen sonug elde edilir.

Simdi
Bn(f ; X) = i f (%)C:Xk(l—x)n—k’x c [0’1]
k=0

klasik Bernstein polinomlar1 dizisi tekrar ele alinsin. Burada

X — X2

n

B, (fo;x)=fo(x), B, (f;;x)= f,(x), B, (f,;x)=f,(x)+

oldugu bilindigine gore ilk olarak (i) ve (ii)’nin saglandig1 gorilir. Ayrica

{n:||Bn(f2)— f2||25'} ={n:4i25}

n
kiimesi dogal sayilar kiimesinin sonlu bir alt kiimesidir boylece (iii) de saglanir.
Sonug olarak: eger f, [0,1] aralig1 iizerinde siirekli bir fonksiyon ise S € (O,l) igin N— 0
iken
|B,(f)—f||=st—o(n™”)

Saglanir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez caligmasinda ilk olarak 2008 yilinda Karakus ve ark.’nin ¢alismasindaki yontemler
kullanilarak Korovkin tipi teorem ¢alisildi. lkinci kistmda Ghosal (2016) tarafindan
diizenlenen agirlikli istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Korovkin tipi teorem calisildi. Son
bolimde Akdag (2016) tarafindan verilen g¢alisma kullanilarak agirlikli equi-istatistiksel

yakinsaklik yardimi ile Korovkin tipi teorem c¢alisildi.
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4. BULGULAR

4.1. Equi Istatistiksel Yakinsakhk ve Korovkin Tipi Yaklasim Teoremi

[lk olaral equi-istatistiksel yakinsaklik kavramini hatirlatalim. X reel sayilarm kompakt bir alt

kiimesi ve f, f, €C(X) olsun. £>0, neN igin
g, (&) =[{k <n:[f, () - F ()| &} , xe X

ve

#,(e)=[{k <n:|[f, - f| >

gdsterilsin.

4.1.1. Tanim: Her £ >0 ve her bir xe X i¢in

IimM=0

n—ow n
oluyorsa yani;
st—lim|f, (x)— f (x)|=0

ise (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna istatistiksel noktasal yakimsaktir denir ve f, — f

(ist.) ile gosterilir (Duman ve Orhan, 2004).

4.1.2. Tanmm: Her £ >0 i¢in
st—lim| f, — f[=0
ya da

jim &) _ g

n—oo n

oluyorsa (fn) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna istatistiksel diizgiin yakinsaktir denir ve

f. =2 f (ist.) ile gosterilir (Duman ve Orhan, 2004).

4.1.3. Tammm: Her £ >0 i¢in

18



. X, .. .
IlmM =0, xe X ’e gore diizgiin

n—o0 n

yani;

im 2 G _
n—o n

ise (f,), Xizerinde f fonksiyonuna equi-istatistiksel yakinsaktir denir ve f — f

n

(equi-ist.) ile gosterilir (Balcerzak ve ark, 2007).

Bu tanimlar g6z Oniline alinarak C(X) uzayr lizerinde alisilmis diizgiin yakinsaklik,

istatistiksel diizgiin yakinsaklik, istatistiksel noktasal yakinsaklik ve equi-istatistiksel

yakinsaklik ile ilgili asagidaki sonuglar elde edilir.

4.1.4. Lemma: X tzerinde f, =f ise f, = f (ist), X tizerinde f, =f (ist.)ise f, >f

(equi-ist.). Ayrica, X tizerinde f, — f (equi-ist.)ise f — f (ist.) (Balcerzak ve ark, 2007).

Ispat: Oncelikle X iizerinde f, = olsun. Bu durumda lim|f,— f||=0 yani;
Ve>0 igin 3ny €N vardir > Vn>n, igin ||f, — f|| <& olur. O halde

Iim@:o

n—o0 n
olup, buise X tizerinde f, =2 f (ist.) oldugunu gosterir.
Simdi X tizerinde f, =2 f (ist.) olsun. Bu durumda

Iimwzo

oo

yazilir. Her X € X i¢in

|£,()— f(x)| SSXLEJE| f.00—f)|=|f,—f|
oldugunda her x € X i¢in

{k<n:f (- f(X)|ze}c{k<n:|f, - |z}

19



yazilir. Buradan

{k<n: 00— FO)| = el <[{(k<n:|f, - |z

olup esitsizlik — ile ¢arpilip, N —> 00 igin limit alinirsa istenilen elde edilir. Yani X {izerinde
n

f.— f (equi-ist.) olur.

Bu lemmanin karsitinin her zaman dogru olmadig bir 6rnekle gosterilsin.

4.1.5. Ornek: Her bir neN i¢in xe[0,1] ve g(x)=0 olmak iizere g,:[0,1] >R siirekli

fonksiyonlar1
PAc] I R i,%_il
2r'| 2n 2n 2n+
e 1 1 1 1
gn(X): _2 l(x_znlj ’ X€|:2n1_2n+1 ’2n1:|
0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Bu durumda her X e [0,1] icin

tk<n:lg. ) -g([=e} 1

<=

n n

olur. Buradan

g, = 9 =0 (equi-ist.)

oldugu goriilebilir. Ancak, her neN igin ¢, = Sl[JOpl]|gn (X)—g(x)|=1 oldugundan (g,)
fonksiyon dizisi istatistiksel diizgiin yakinsak ve bilinen anlamda diizgiin yakinsak degildir.

Simdi 2008 yilinda Karakus ve ark, tarafindan verilen Korovkin tipi yaklasim teoremi

verilsin.

4.16. Teorem: (L,), L,:C(X)—>C(X) pozitif lineer operatorler dizisi olsun. Her

f e C(X) i¢in, X {izerinde
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L,(f)— f (equi-ist.) ()
olmast i¢in gerek ve yeter sart, f,(X) = x',i=0,1,2 olmak iizere X iizerinde

L.(f,) > f, (equi-ist.) (8)
olmasidir (Karakus ve ark, 2008).

Ispat: (7) saglansin. f, (i=0,1,2) fonksiyonlar1 C(X) uzayina ait oldugundan (8) kosulunun

saglandig1 aciktir.

Simdi (8) kosulunun saglandigini yani, X iizerinde L, (f,)— f, (equi-ist.) oldugunu kabul

edelim. f eC(X) ve xe X sabit olsun.

f, x noktasinda siirekli oldugundan her &£ >0 i¢in |y e X| <0 kosulunu saglayan her y e X
icin | f(y)-f (X)| <& olacak sekilde bir >0 sayist vardir. Bu takdirde

Xs=[x=6,x+8]n X oldugundan

£ (y)= (0| =|F(y)= (%) 2, D+ (¥)= T )| 250, ()

olur. Buradan M = f || olmak tizere her y e X igin

“(y)_f(x)‘<g+2MM

52

elde edilir. L, pozitif ve lineer oldugundan

(
f(y)-f (x)‘;x)+|f(x)| L, (fo; %)= o (x)|
y

(y-x)°
<L,|&+2M X +| |

L, (foix)- fo(x)‘
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SgLn(fO;X)+25—I\£ILn ((y_x)z;x)

L, (foi %)= o (x)|
L, (fo;x)— f(x)|+25—'\an((y—x)2;x) L, (fo:%)— fo(x)|

2

L, ( fo; ) - 1“0(x)‘+5—|\£I L, ((y—x)2 ;x)

=c+(e+M)

yazilir. Burada “ L (( y— x)2 ; X) ” ifadesi gbz Oniine alinirsa;
L, ((y—x)2 . x) =L (Y -2xy+x*;x) =L, (yz; x)—2an (v;x)+x°L, (LX)
olup, boylece

L, (fix)—f (x)|£g+(g+M +2—|x| J| 2 (foi%) = fo (x)|

4M 2M
+?| L, (f,ix)— f,(x)|

L, (fi;x)- fl(x)|+?

elde edilir. T:=¢+M +25NI (If.]1+2] f.]+1) olmak iizere

2

L, (fix)—f(x)|<e+TY

i=0

Ln(fi;x)_ fi(X)| (9)
elde edilir. Verilmis bir r >0 i¢in & >0 secilsin dyle ki &€ >T olsun. Ayrica

¢n(x,r)::‘{k£n:|Lk(f;X)— f (X)|ZF}‘,

%,n(x’r)3ZHk <n:|L (f:x)— £, (x)|= r_g},

3T

1=0,12,
kiimeleri belirlensin. (9) esitsizliginden

2
P (X 1) <D @ (X,T)

i=0

olur. Buradan

H i(

H]

22



elde edilir. (8) den

olup, her r > 0igin

iml2 GOl

n—oo n

11112[

elde edilir. Bu ise X tizerinde
L, (f)—> f (equi-ist.)
oldugunu gosterir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Bu teoremin klasik ve istatistiksel Korovkin tipi teoremlerden daha kuvvetli oldugunu

gosteren bir 6rnek verilsin.

4.1.7. Ornek: C[0,1] iizerinde tammli klasik B, ( f;x) Bernstein polinomlar: ve

1 1
2n+1 ’
( ) |:2n 2n—l 2n+li|
1

e 1 1 1
gn(x) - 2 l( 2n—1j ! |:2n—1 2n+1 ! 2n—1j|

0 , diger durumlarda

ile tanimhi (gn) fonksiyon dizisi yardimi ile

D, (f;x)=(1+g,(x))B,(f;x)

pozitif lineer operatdrii olusturulsun.

B, (%)= (). B, (3= £,(x), B, (1) = , (x)+ X"

oldugundan
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elde edilir. Dolayisiyla [0,1] tizerinde g, = g =0 (equi-ist.) olup,
D,(f;)— f; (equi-ist.) (i=0,1,2) (10)

bulunur. Yanti;

0P80~ 0

n—oo n lim

4 n
oy ‘{k <n:lg, (%) g}‘
e n

lim " A
n—o0 n lim n
—lim {k = n:‘gn (X) fl(X)‘ 2 8}
n—o n
lim {ksn:\gn(x)‘zg}‘
n—o0 n
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{kSn:

<lim
n—oo n
c X — X
k<n: x) > k<n: >
<lim +1lim
n—oo n n—oo n

yazilir. Dolayisiyla [0,1] tizerinde (gn)—> g =0‘a (equi-ist.) oldugundan D, ( f. ) — f. (equi-
ist.), i=0,1,2 oldugu elde edilir. 4.1.6. Teorem’den her f eC[0,1] i¢in D,(f)— f (equi-
ist.) oldugu goriilmektedir. Fakat (g,), [01] iizerinde g=0 fonksiyonuna istatistiksel
diizgiin yakinsak olmadigindan (D, ) pozitif lineer operatorler dizisi istatistiksel Korovkin tipi
teorem saglamaz. Ayrica (g,), [0,1] iizerinde g=0 fonksiyonuna diizgiin yakinsak

olmadigindan (Dn) pozitif lineer operatorler dizisi klasik Korovkin teoremini de saglamaz.

Ayrica bu bolimde C(X) uzay: iizerinde tanimli pozitif lineer operatorler dizisinin equi-

istatistiksel yakinsaklik mertebesi siireklilik modiilii yardimiyla incelenecektir.

C ( X )iizerinde tammli T fonksiyonu igin siireklilik modiilii

o(f;6)=sup |f(y)-f(x) (6>0)
lv= X\<é

seklinde tanimlidir. Ayrica
x,yeX , >0 n>0 ve [n], n’nin tam kismun gostermek iizere;

(i) m(f'n5)£(1+[n])a)(f'5)

‘f <o f|y X|),

(iii)\f(y) [ o0

oldugu bilinmektedir.

Simdi ise Karakus ve ark, (2008) ifade ettigi asagidaki tanim verilsin:

4.1.8. Tanim: Her ¢ >0 igin
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lim 2o (%:8) _

n—o nlﬁﬂ N

0, xe X ‘e gore diizgiin

ise (f,) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna S e(0,1) mertebesi ile equi-istatistiksel

yakinsaktir denir. Bu durumda X {izerinde
f,— f =o(n”)(equi-ist.)

ile gosterilir (Karakus ve ark, 2008).

Bu tanim kullanilarak 4.1.6. Teorem ile teoremin equi-istatistiksel yakinsaklik mertebesi

bulunabilir. Oncelikle asagidaki lemma verilsin.

4.1.9. Lemma: C(X) uzaymnda iki fonksiyon dizisi ( f,) ve (g,) olsun. X iizerinde

f—f =o(n“‘l)(equi —ist.),
g,—g=0(n"*)(equi—ist.)

olsun. g:=min{f, B,} olmak iizere
(i) (f,+9,)-(f+g)=0(n")(equi-ist.,
(i) (f,—1).(g,—9)=0(n")(equi—ist.),

(iiii) Herhangi bir A reel sayist igin A(f,—f)=0(n"")(equi—ist.),

(iv) JIf, — | =0(n)(equi —ist.)

dir (Karakus ve ark, 2008).
Ispat: (i) X iizerinde (f,—f)=0(n"")(equi—ist.) ve (g, —g)=0(n""*)(equi—ist.)

olsun. >0 ve xe X i¢in
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o, (X, €)= Hk <n:|(f +g,)(x)-(f +g)(X)‘28}‘,
§01,n(x1‘9)::Hk <n:[f (x)-f (X)‘Zg} ,
0, (%)= Hk <n:lg, (x)—g(x)‘z%}

kiimeleri tanimlansin. Buradan
(fe+9) ()= (f +9)(X)[=[f ()= f (%) +|g () -9 (%)

oldugundan

}

{kSn:‘fk(x)—f(x)‘z

[{k<n:|(f+9)(0)-(F+9)(x)2 ] <

N | ™

VvV
N | ™

—+

{kg n:g, (x)-g(x)

yazilir. Dolayisiyla;

o (%8) <o, (%)+0,, (X&)

olur. Esitsizligin her iki tarafi —7 ile ¢arpilirsa
n

@, (X, €) ~ P (X&) @, (x¢)
wr - P + 7

elde edilir. #=min{f,, 3,} oldugundan

2 (%8) 0 (%8) 2o (X.2)
n? - nptA nt 7

bulunur. Buradan da

e (e e (e e (e
0< LEIIQ n(l/x )H < LEQH 1n1(—,81 )H +r|1!)2 H angﬁz )H
olup kabulden, lim ¢”("8)“ =0 elde edilir.

n—oo nl_ﬂ
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(ii) (f,— f)=o(n"*)(equi—ist.) ve (g, —g)=0(n""*)(equi—ist.) olsun.

e>0ve xe X igin

kiimeleri belirlensin. Yine Vo, >0 icin ¢ff > ¢ ise a = Je veya f>./¢ oldugundan

@, (%.€) < B (x€) \ P (_X,e)

olup, #=min { s, ,82} oldugundan N — o i¢in limit alinirsa

!}T; (pnn(l_’ﬁg)u < !muwlr:l(ﬂlg H !mu%nnl—ﬂz)u
e (- )]

bulunur. Dolayisiyla lim=—-—
n—oo n

=0 oldugundan istenilen elde edilir.
(iii) X tizerinde (f, —f)= O(n*/’jl )(equi —ist.) ve A herhangi bir reel say1 olsun.

A =0 ise sonug asikardir. 4 #0 ise

‘{kSn:Mka(x)— f (x)‘Zg}‘: {kSn:‘fk(X)— f (X)‘zﬁ}

olup 1 ile ¢arpip limit alinirsa istenilen elde edilir.
(iv) X iizerinde (f,—f)=0(n"")(equi—ist.) olsun.

[ ()= f(x)| <& ise [ (x)—f (x)| <&

olup
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{kgn: £ (X)= f (X)) zﬁ}g{kgn:\fk(x)— f (x)‘Zg}
elde edilir. Buradan

‘{kSn: ‘fk(x)—f(x)\zﬁ} <‘{k§n:‘fk(x)—f(x)\2g}‘

ntA - ntA

olup N — 0 i¢in limit alinirsa

Hksn: [1.00= T (x)] >V}

im <lim
bulunur. Hipotezden

HKSn: ‘fk(x)—f(x)‘zﬁ}
lim =0

n—o nl_ﬂl
olup istenilen elde edilir.

Simdi stireklilik modiilii yardimiyla asagidaki teorem verilsin.

4.1.10. Teorem: (L, ), L, :C(X)—C(X) pozitif lineer operatérler dizisi olsun.
8, (x) =L, (6’2; X) 0(y)=y—x olmak iizere asagidaki kosullar saglansim.

()L, (fy)— fy=0(n")(equi—ist.),
(b)eo(f;5,)=0(n"*)(equi—ist.),

Bu durumda her f eC(X) igin S=min{f,, 5} olmak iizere
L,(f)-f=0(n")(equi-ist.
dir (Karakus ve ark, 2008).

Ispat: feC(X), xeXolsun. L, operatriiniin pozitif ve lineerliginden M :=| f| olmak

uzere
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Ly (F2x)= £ ()] =L (£ (y)i%) =Ly (£ ()1 %)+ Ly (£ (x)ix) = £ (x)
=[L ((F(y)= £ () %)+ f (X)L, (LX) -1
Lo ([£(y)= £ (0 %)+ (foi %)= o ()

<L, ((1+%]a)(f;5);x]+M L, (o5 %)= fo (X))
Sa)(f;5){Ln (1;x)+%Ln(‘(y—x)‘;x)}+M IL, (foi%)— fo (x)|
bulunur. Cauchy-Schwartz esitsizliginden
L, (|y—x|;x)£[Ln((y—x)2;x)%(Ln(fo;x))%]
< Ln(ez;x) L, (fy; %)

olup

L, (f5%)= f (X)| <ML, (fx)- fo(x)|+co(f;5){Ln(f0;x)+% an(,gZ;x) /Ln(fo;x)}

elde edilir. Burada & =5, =L, (6% x) alinirsa
L (F:)= £ (0] <ML (Fo:%)= o ()] + (T3 ){ Ly (foi3)+ L, (i)

olur. Buradan;

‘Ln(f;x)_ f (X)‘S M ‘Ln(fo;x)_ fo(x)‘+w(f;5)(|‘n(fo;x)_ fo (x))
+\/Ln(f0;x)— fo(X)+2
<ML, (%)= fo (X)|+ 20(f:5)+o( £;6)|L, (fyix)— fo (X))

+w(f;5)JLn(fo;x)— fo (X)

elde edilir. £>0 ve xe X igin
gon(x,g)::‘{kSn:‘Lk(f;x)—f(x)‘z;;}‘,

P (X, €)= {kSn:M ‘Lk(fo;x)— fo(x)‘zi},
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@0 (X, 8)= {kﬁn:Za)(f;ék)zg},

@4,n(x,g):: {kSn:a)(f;(Sk)\/‘Lk(fo;x)_ fo(X)‘ 2%}

kiimeleri tanimlansin. Gerekli diizenlemelerden sonra

q)n (IX’ ‘9) < (01’n (X'g) + ¢2,n (X’g) + §03,n (X’g) + (04,n (X'g)
nt7 nt7? nt7 nt7 nt7?

oldugu goriiliir. Buradan S =min{#,, B} oldugundan

0 (%) _ P (X8)  @on(%8)  @0a(X8)  @un(X2)
W gk A n? N’

yazilir. Dolayisiyla

R0 Y s S T )

nlfﬂ - nl_ﬁo nl_ﬂl n]-’ﬁ nlfﬁ

olup buradan

!]Tl (Dnn(l'_’ 8)” < Lm Hgolr:l(ﬂ’og)u + Lm Hq)zr:l(ﬂ’lg)u + !]T; H%;l(_’;g)u + !El‘o H¢4:]1(—,;8)H
2 (- 8))

elde edilir. Hipotezden lim

m ™= =0 oldugu goriilmektedir. Bu ise ispat1 tamamlar.

4.1.11. Sonug: 4.1.10. Teorem’deki (a) ve (b) kosullari, X iizerinde
L, (f;)—f =o(n)(equi—ist.)(i=0,12)

kosullart ile degistirilsin. Ayrica

O(y)=y—x, &F(y)=y*=2xy+x*, f,(x)=1 f,(x)=x, f,(x)=x>

olsun. Bu durumda
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Ln(az;x): L, (f,;%)—2xL, (f;%)+x2L, (f, 'x)

<|L, (fix) = £, (%) +2] |1

(fix)-

L, (fo;x)—f

olup M :=1+2| f,|++||f,| olmak iizere

x)= £ ()
elde edilir. Buradan g=min{4,, 3, 3,} denilirse 4.1.9. Lemma’dan
S, =L, (Hz;x) =o(n‘ﬂ)(equi —ist.)

dir. Buradan X lizerinde

o(f;5,)=0(n"")(equi-ist.)

oldugu gortiliir. 4.1.10. Teorem’den
o(f;5,)=0(n"")(equi-ist.)

kullanilirsa her f eC ( X ) icin X tizerinde

L,(f)-f =o(n")(equi—ist.) olur.

Boylece (a) ve (b) kosullart yerine L, (f)—f, :o(n‘ﬂ') kullanilirsa equi-istatistiksel

korovkin tipi teoremdeki pozitif lineer operatorler dizisi ilizerinde equi-istatistiksel yakinsaklik

mertebesi elde edilir.

Simdi ise X € [0,1] ve f e C[O,l] olmak tizere 4.1.7. Ornek’de tanimlanan (

operatorler dizisi i¢in equi-istatistiksel yakinsaklik yardimi ile Voronovskaya tipi teoremi elde

etmek icin teoremin ispatinda gerekli olan asagidaki lemma verilsin.

o(X)

4.1.12. Lemma: x[0,1] ve 8(y):=y—x olsun. Bu durumda [0,1] araliginda

n’D, (6% x) > 3f,(f,— 21, + f,)(equi —ist.)
olur (Karakus ve ark, 2008).
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Ispat: D, pozitif lineer operatdrler dizisi igin

D, ((y—x)4;x): D, (y* —4y°x+6y°X* —4yx® +x*;x)

=(1+g, (x)){Bn (v*:x)-4xB, (y*;x)+6x°B, (y*x)—4x°B, (y;x)+x'B, (L x)}

seklindedir. Bernstein polinomlar1 géz oniine alindiginda,

B,(Lx)=1
B, (Y;x)=X,
2
o (i) + 22
Bn(ys;x):(n_la(zn_z) X3+3(|:]2_1) X2+n_X2’
. (y4;x):(n—1)(n—2)(n—3) X4+6(n—1)(n—2) X3+7(n—1) o X
n n3 n3 n3 n3

oldugu goriiliir. Bu degerler yukarida yerine yazilirsa

4 4 3 3 2 2
Dn(6’4;X)=(1+gn(x))£3X _6xT 6x7 12X +3x X x]

n n n” n n n

bulunur. Buradan

4 3 2
nZanax):(1+gn<x>)(3x4_Gi_axul?_mxz_LéJ

n n non
4 as ao [ —BXT 12X —TX* +X
=(1+9,(x))| 3x*—6x° +3x* +

n

elde edilir. Dolayisiyla

26(1
[n°D, (6% x)-3x" +6x° +3¢’| SlZgn(x)+(+f‘()())
olur. g, >g= O(EQUi —iSt.) oldugundan

26(1+49,)

129, + — 0(equi —ist.)

olur. Buradan
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n’D, (6";x) —>3f,(f,—2f, + f,)(equi —ist.)
oldugu kolaylikla goriiliir.

4.1.13. Teorem: xe[0,1] ve f, f, f eC[0,1] olsun. Bu durumda

n{D,(f)- f}—)@ f*(x)(equi —ist.)

dir (Karakus ve ark, 2008).
ispat: f, f'f "eC[O,l] ve Xe[O,l] igin
1
()= 1 (0~(y =) ()~ (y )" (1)

Z'X(y): (y—X)2
0 ,  y=X

y Y#X

seklinde tammlansi. 7, (x)=0 ve 7, e C[0,1] ‘de oldugu goriiliir. Taylor agilimindan:

F(9)=100+(y=0) (0 L2 ()4 (y -2 (1)

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafina D, operatorii uygulanirsa;

D, (f;x)—f(x)=f(x)g,(x)+f'(x)D,(6;x)+ f”2(x) Dn(ez;x)+ Dn(ezrx;x)
() 1 (3) (B, (yi) - 48, (10} 1+ 9, ()

{Bn (% x)—2xB, (yix)+x°B, (1 x)} (1+9,(x))+D, (0%7,:x)

=f(x)g,(x)+ f”(x)(x—nx )(1+ d,(x))+D, (6°7,:X)

(x—xz)f”(x)

o (1+9,(x))+D,(6°7,:x)

elde edilir. Elde edilen son esitlik n ile ¢arpilirsa
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‘SM (n+1)g,(x)+n

D, (¢%z,; x)‘

yazilir. Dolayisiyla n

D, (Gzrx; x)‘ ifadesine Cauch-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

2 2 4. % 2. %
n‘Dn(H rx,x)‘s(n Dn(é? x)) (Dn(Tx x)) (11)
elde edilir. Burada 7, (y)=7°,(y) #,(x)=0 ve 7,(.)eC[0,1] olup

D, (7, (y)) — 0(equi—ist.) (12)
oldugu goriiliir. Ayrica (11) ve (12) den yararlanilarak 4.1.12 Lemma’dan
nL, (6°z,; x) — O(equi —ist.)

dir. Ayrica £ >0 igin

{kSn:

v (X,6) = Hk <n:|(k+1)g, (x)2 ZiH

M

v, (x¢&)=

W,n (X, €)= Hk <n: ‘ka (6°z,; x)‘ >

&
2
kiimeleri belirlensin. Bu durumda

Wn(x18)Sl//l,n(x’g)_'_l//zn(x'g)
n n n

yazilir. Buradan
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valoe)] _an (o)l ven(2)]

elde edilir. Dolayisiyla N — 00 i¢in limit alinirsa

lim “/jn (,g)H =0

n—o n

bulunur. Boylelikle ispat tamamlanir.

4.2. Agirhk Istatistiksel Yakinsaklik ve Korovkin Tipi Teorem

n
(P,),., negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi ve €N olmak tizere P, => p,, P, >,
k=1

p, >0 ve rI]i%noqoinf p, >0 olsun.

4.2.1. Tanmm: X=(X,) dizisi ve her &> 0 sayisi i¢in

Iimi‘{ks P : pk|xk—L|25}‘=0,

n—o0

kosulu gercekleniyorsa (x) dizisi L sayisina agirlikli istatistiksel yakinsaktir denir ve bu

durum

stﬁ—limx:L

ile gosterilir (Ghosal, 2016).

Ayrica tiim agirhikln istatistiksel yakinsak dizi uzayr S sembolii ile gosterilir. Eger tim k
degerleri i¢in P, =1 alinirsa, agirlikli istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsakliga

indirgenir.

4.2.2. Ornek: x=(x,) dizisinin genel terimi

neN

_{x/ﬁk:n2

X, = )
0,k#n

olsun. Her ke N i¢in p, =K segilsin. Buradan P, => " p, = n(n+1)
k=1

olup
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n—o0 n—o

0< Iim%ﬂ‘{k <P, :p, % =0 23}‘3 Iim%n\/P_nzo

elde edilir. Yani; (X,) dizisi 0* a agirlikli istatistiksel yakinsak iken bilinen anlamda yakinsak
degildir.

Her £>0 ve Xe X igin agsagidaki kiimeleri tanimlayalim:

¥ (x,e) :=Hk <P, :p|f (x)- f(x)2 g}‘

q)(g):z‘{ks Pp|fe - f||25}‘.

4.2.4. Tanim: Eger Ve >0 igin

Iim%:O

n—oo
n

ise (f,) dizisi f fonksiyonuna agirlikli istatistiksel diizgiin yakinsaktir denir.
Bu f, = f (w-ist.) ile gosterilir (Akdag, 2016).
4.2.5. Tanim: Ve >0 ve Xxe X igin

jim - 42)
n—oo P

n

=0

ise (f,) dizisi f fonksiyonuna agirlikli istatistiksel noktasal yakinsaktir denir ve bu durum

f, > f (w-ist.) ile gosterilir (Akdag, 2016).

4.2.6. Uyarr: Tim K degerleri i¢in p, =1 alinirsa agirlikli istatistiksel yakinsaklik, agirlikli

istatistiksel noktasal yakinsaklik ve agirlikli istatistiksel diizgiin yakinsaklik sirasiyla equi-
istatistiksel yakinsakliga, noktasal istatistiksel yakinsakliga ve diizgiin istatistiksel

yakinsakliga indirgenir.
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4.2.7. Teorem: (pn)neN negatif olmayan reel sayilarin bir dizisi ve neN olmak iizere

P, =Zn: P =, p >0 ve liminf p, >0 olsun. L, :C[a,b] > B[a,b] seklinde taniml
k1

pozitif lineer operatdrlerin (L, ) dizisi

(i) stg—lim|L, (f,)—f,[=0

(i) sty —lim|L, (f,)-f[=0

(i) sty —lim||L, (f,)—f,|=0

kosullar1 sagliyor ise herhangi bir f € C[a,b] fonksiyonu i¢in

st —lim|L, (f)-f|=0

dr.

Ispat: f fonksiyonu reel cksende sinirli oldugundan dyle bir M := || f | pozitif sayist bulunur
ki tim X ve VY lerigin

1T (y)-f(x)|<2m

yazilir. Ayrica f, [a,b] arahginda siirekli oldugundan tim X ve Y~ ler igin |y—x|/<&
oldugunda |f (y)- f (x)|<& dir. Dolayisiyla tiim y&(—o0,0) ve tim x &[a,b] igin & >0

olmak tizere
2M
[F(y)- T (9 <e+(y=x)

elde ederiz. Ayrica L, pozitif ve lineer oldugundan

L (01 (9 =L, (1 ()~ F () + £ ()L, (1) 1)

yazilir. Boylece

L (F3x) = £ ()] =

L, (f(y)—f(x);x)+ f(x)(L, (1;x)—1)H
L (F)~ 100+ £ (L (3:0) -1

38



IA

L1 (9)= £ O 1 (603
Ln(g+25—'\f(y—x)2;xj

- Ln(tc;;x)+25—|\§I L, ((y—x)z;x)

IN

+M || L, (% x)—1||

ML )]

<

2M
L, (1;x)—]ﬂ+?

- Sl

AM
L, (yz;x)—xzu+?||x||

o (5504 ML, ()2

2M 4M
g(ﬁ M +?HX2HJ||Ln(fO)— o+ 22 e (1) £

2M

52

L, (f,)- f2||+g

4M
52

elde edilir. Burada K, = max{g+ M + 2§|\2/I HXZH, X[ 25'\? } alinirsa

I ()= £l < K {1 ()= fof + L () - £+

L, (f,)— [} +&
bulunur. ¢ keyfi oldugundan

I ()= <K,

L, (fo)— fo|+ L. (f.)— .+

Ln ( fz)_ fz”}

esitsizliginin her iki tarafi p, ile carpilirsa

Pl ()= fll< Pk L () = o+ (1) = £+ (£.) - %[}

bulunur. Buradan

{k<PR,: pk|||_n(f)—f||25'}g{kspn (L (o) — fof+

L, (f.)- f1||+

olup

(k<P p L (- f|zel<

L, (f,)- f0||+

L. (f)- f1||+

{ksPn:pk(
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elde edilir. Dolayisiyla

D:={k§ Py P (L (fo) = fo +[ILe (£) = £ + Lo (£,) - f2||)2;—}

()= 1l |

D1:={ksPn:pk(

. . gl
D, .={k£Pn p|L () - fl||z3—Kl}

. . 8‘
D, .={ks P, pllL, (F,) - f2||23—K1}

kiimeleri belirlensin. Buradan D < D, U D, U D, oldugu kolaylikla goriiliir. Dolayistyla

k<P, oL (1)~ f]>5)<

{k <P L (fo)- foHZ;—&}

. 8‘
+{ks Pope L. (f)- fluzs—Kl}

. gl
+{ks Pp L. (f,)- fzqu—Kl}

yazilir. Esitsizligin her iki tarafi % ile garpilip N —> 0 i¢in limit alinirsa hipotezden

Iim%ﬂ‘{k <P ip L (f)-fl= &
bulunur. Buradan

sty —lim|[L, (f)-f]|=0

dir,

4.2.8. Ornek: Genel terimi

ne
0,k=#n?

_ 2
Xk:{\/iik_n N
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olan x=(x,) dizisini ve Bernstein polinomlari géz 6niine alinsm. Simdi C[0,1] iizerinde

taniml1 agagidaki polinom tanimlansin:
T.(f;x)=(1+x,)B,(f;x).

Gerekli hesaplamalardan sonra

elde edilir. st; —limx, =0 oldugundan,

st —lim

T.(f)-f|=0(i=012)

bulunur. 4.2.7. Teorem’den her feC[01] i¢in st;—lim

T.(f)-f|=0 oldugu
goriilmektedir. Fakat (x,), 0’a klasik anlamda yakinsak olmadigindan (T,) pozitif lineer
operatorler dizisi klasik Korovkin teoremini saglamaz.

4.3. Agirhikh Equi-istatistiksel Yakinsakhik ve Korovkin Tipi Teorem

Balcerzak ark., istatistiksel diizgiin yakinsakliktan daha kuvvetli olan equi-istatistiksel

yakinsaklik kavramini ilk olarak 2007 yilinda verdiler. Daha sonra Akdag (2016) bu kavram

yardimu ile agirlikli equi-istatistiksel yakinsaklik tanimini verdi.

4.3.1. Tanim: Eger V¢ >0 i¢in

rI]IrgM =0, xe X ’e gore diizgiin,
yani;
lim H\P("Q)H =0

n—oo
n

ise (fn) dizisi f fonksiyonuna agirlikli equi-istatistiksel yakinsaktir. Bu yakimsaklik
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f,—> f (w-equi-ist.)

seklinde gosterilir (Akdag, 2016).

Yukaridaki tanimlar goz oniine alinarak asagidaki lemma verilsin.

43.2. Lemma: X iizerinde f = f(w—ist) ise f — f(w—equi—ist.), X iizerinde

f, — f (w—equi—ist.) ise f, — f(w—ist.) dir (Akdag, 2016).

Ispat: Oncelikle X iizerinde f = f (w—ist.) olsun. Bu durumda

mi\{kspn:pk||fk—f||28}\=o

dir. Her xe X igin p, [ (X)— f (x)|< p, | f, - f|| oldugundan

{k <P p|f (x)-f (X)‘Z&‘}g{k <P, :psup|f, (x)-f (x)‘Zg},

xeX

dolayistyla

{k <P, :p,sup|f, (x)-f (x)‘zg}

xeX

‘{k <P, p | fi (X)— f(x)| 25}‘ <
yazilir. Kabulden

"m‘{k <P p[f(X)- T (%)= ]

n—oo P
n

=0, Xxe X ’e gore diizgiin

olup X tizerinde f, — f (w—equi—ist.) oldugu elde edilir.
Bu lemmanin karsitinin her zaman dogru olmadig1 bir 6rnekle gosterilsin.

4.3.3. Ornek: Her bir ne N i¢in x€[0,1] ve g(x)=0 olmak iizere, g,:C[0,1] >R siirekli

fonksiyonu
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xell 1 1
2n ’2n—l 2n+l

1 1 1
X€ 2n—1 - 2n+1 ! 2n—1

0 : dd.

seklinde tanimlansin. p, = Jk (k=12,...) olmak iizere

(k<P o ()-g(x)|=ze)| [(k<Pp o (x)= e

P P

n

g Hk <P: pkgk(x);to}‘
P

n

spi—>0 (n— o)

n

dir. Dolayistyla [0,1] iizerinde g, — g =0 (w—equi—ist.) elde edilir. Ancak her ne N igin

c, = sup |gn(x)—g(x)|=1 oldugundan (g,) fonksiyon dizisi agirlikli istatistiksel diizgiin

Xe[O,l]

yakinsak degildir.

4.3.4. Teorem: (L,), L,:C(X)—>C(X) pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun. Her

f eC(X) igin, X iizerinde

L, (f)— f (w—equi—ist.)

olmas i¢in gerek ve yeter sart f,(X)=x', (i=0,1,2) olmak iizere
L, (f,)— f, (w—equi—ist.)

olmasidir (Akdag, 2016).

Ispat: Her f eC(X) i¢in Xiizerinde L, (f)— f (w—equi—ist.) oldugundan ozel olarak

her f, eC(X) i¢in L, (f;)— f,(w—equi—ist.) saglanr.

L, (f;)— f;(w—equi—ist.) oldugu kabul edilsin. f eC(X) ve xe X sabit olsun.
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f, x noktasinda siirekli oldugundan her £ >0 i¢in |y— X| <0 kosulunu saglayan her y e X
icin | f(y)-f (X)| <& olacak sekilde bir >0 sayist vardir. Bu takdirde

Xs=[x=6,x+8]n X oldugunda

[£(y)= ()] =] (¥)= F () 2, D+ F (¥) = F () 0, ()
yazilir. Buradan M :=| f | olmak iizere her y e X igin

[ (y)— f (x )\<g+2|v|(y(; i

elde edilir. L, pozitif ve lineer oldugundan

L, (f;x) ‘ L, (F(y)ix)—L, (f(x);x)+L, (f(x ),x)—f(x)‘
= ((F (=1 (x))ix)+ £ (0 (L (%) 1)
<|L ((f y)-f(x)) x‘ ‘f (1;x)—1‘
SLn(f y)—f( x)‘ x)‘ ‘f 2 (L%) 1‘
L(g+2M(y 9, } L, (1X)-1
SgLn(l;x)+2§—'\£|Ln((y—x)2;x) n(1;x)—1‘

2M 2 2
)—1‘+?{Ln(y X) = 2xL, (v )+ XL, (LX) (L)1
<o+ SHL ()= L0+ 2L, (£~ £,(0) o)~ fo 0}
+(M +)|L, (i %)= (0|
=g+(5+M+25—I\£IX2j|Ln(f X) f(X)| XHL (fx)- fl(X)|
2M
v L, (%)= f,(x)|

yazilir. Burada K:=¢+M + 25—2(HX2H + 2||X|| +l) olmak iizere & >0 keyfi oldugundan

L) (0] <K L,

j

elde edilir. Buradan
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Py«

L, (f:x)—f (x)|<K{p,

L, (o5 %)— £, (X)|+ Py

L, (%)= f,(x)|

(13)

+ Py Lo (£5%) = £, (X)]}

yazilir. Ayrica

vo(x 1) =[fk<Rpy L (Fi) - f ()] 2]

Vo (xr) = Hk <P, py L (F%) fo(X)\ZsLH’

W, (X,1) :Hk <P, P (£ %)= £(%)| ZSLKH

z//&n(x,r)::Hks P Py | (fi%) - fz(x)‘23LH

kiimeleri belirlensin. (13)’ den

Vo (X 1) ¥ (XF) | V2 (XT) | ¥ (K1)

P A A P
elde edilir. Buradan
] s (0 s o 1) ”

P P P P

n

yazilir. Dolayisiyla L (f;) — f, (w—equi—ist.) oldugundan (14)’ den

v, (1)

n

lim

n—oo

=0 Xe X ‘e gore diizgiin

yani; L, (f)— f (w—equi—ist.) oldugu goriiliir. Boylece ispat tamamlanur.

Bu teoremin klasik ve istatistiksel Korovkin tipi yaklagim teoreminden daha kuvvetli oldugu

bir 6rnekle gosterilsin.

4.3.5. Ornek: C [0,1] tizerinde taniml1 klasik B, ( f: X) Bernstein polinomlar1 kullanilarak,
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gy 1) L 11
2n 2n 2n—l 2n+1

e 1 1 1 1
gn(X): -2 l(x_znlj ! X€|:2n1_2n+1’2n1:|

0 , diger durumlarda

ve p, = «/E olmak tizere asagidaki pozitif lineer operatorler dizisi olusturulsun:
D, (f;x)=(1+g,(x))B,(f:x) xe[01] ve feC[0,].

2

Ote yandan B, ( f);x) = f,(x), B, (f;:%)= f,(x), B, (f,;X) = fz(x)+x_n

oldugundan

elde edilir. Dolayisiyla [0,1] iizerinde g, — g =0 (w—equi—ist.) oldugundan
D,(f)— f, (w—equi—ist) (i=0,1,2)

elde edilir. Dolayistyla 4.3.4. Teorem’den her f € C[0,1] i¢in

D,(f)—> f (w—equi—ist.)

oldugu kolaylikla goriilmektedir. Ayrica [0,1] iizerinde (g,), 9 =0 fonksiyonuna agirlikl
equi-istatistiksel yakinsaktir fakat, [0,1] lizerinde g =0 fonksiyonuna istatistiksel diizgiin
yakinsak olmadigindan (Dn) pozitif lineer operatdrler dizisi istatistiksel Korovkin tipi teorem
saglanmaz. Ote yandan (g,), [01] iizerinde g=0 fonksiyonu diizgiin yakinsak

olmadigindan (Dn) pozitif lineer operatorler dizisi igin klasik Korovkin tipi teorem

saglanmaz.

Simdi ise C(X) uzay: iizerinde tanimli pozitif lineer operatorler dizisinin agirlikli equi-
istatistiksel yakinsaklik mertebesi siireklilik modiilii yardimiyla incelenecektir.
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4.3.6. Tanim: Her &£ >0 i¢in

lim !'T]l();’Pg) =0, xe X ’e gore diizgiin
ya da

v ()

im GOl

n

ise (f,) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna S €(0,1) mertebesi ile agirlikli equi-istatistiksel

yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik
f,—f =o(n”)(w—equi-ist.)
ile gosterilir (Akdag, 2016).

Bu tanim kullanilarak agirlikli equi-istatistiksel Korovkin tipi teoremin agirlikli equi-
istatistiksel yakinsaklik mertebesi bulunabilir. Oncelikle gerekli olan asagidaki lemma

verilsin.

4.3.7. Lemma: C(X) uzaymin iki fonksiyon dizisi ( f,) ve (g,) olsun. X iizerinde

f —f= o(n’ﬂl)(w—equi —ist.),

g,—9g=0(n")(w—equi—ist.)
olsun. g = min{ﬁl,ﬂz} olmak {izere

@) (f,+9,)—(f+g)=0(n")(w-equi-ist),
(i) (f,—f)(g9,—9)=0(n")(w—equi-ist.,

(i) Herhangi bir A reel sayisi igin A(f, —f)= O(n"ﬁl )(W—equi —ist.),

(iv) |J|f,—f|= o(n™)(w—equi—ist.)

dir (Akdag, 2016).
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Ispat: (i) X iizerinde (f,—f)=0(n"") (w—equi—ist.) ve (g,—g)=0(n""*) (w—equi—ist.)

olsun. £ >0 ve xe X i¢in

va(x.8)=|{k<Pip[(f+0)(0)-(f+0)(x)|2 2]

vin(%,6) = Hk <P ip|f(x)-f (X)‘zg}

Voo (X, €) ::Hk <P :p, ‘gk (x)-g (x)‘ > %}

kiimeleri belirlensin. Buradan

((fe+ ) () =(F +9)(X)]<[f ()= F () +| (x) =9 ()

olup

(k<P p(fe+ ) ()~ (F +9)(x)|2 2| <

{kgpn:pk\fk(x)-f(x)\z

N | ™
%/_/

+

\V4
N | ™

{k <P, ]9, () -9 (x)

yazilir. Dolayisiyla

v, (X&) <y, (X,€)+y,, (X&)

olur. Esitsizligin her iki tarafi %
n'"’P

n

ile ¢arpilirsa

y/n(X,g)<l//1'n(X,g)+l//2'n(X,8)
n’p,~ n"’P, n’p,

elde edilir. #=min{f,, 3,} oldugundan

y/n(x,g)<l//11n(X,g)+w21n(X,8)
n?p ~ n*Ap n*”p

n

bulunur. Buradan da

Vo (28)] _ i lan )]
P “AP

<lim
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oldugundan

¥,
m%ﬂ:o

elde edilir.
(ii) X iizerinde (f,—f)=0(n"*) (w-equi-ist) ve (g,—g)=o(n"*) (w—equi-ist.)

olsun. £>0 ve xe X i¢in

&)=[{k <P p[f ()= f (x)]o () -9 (x)|2 &},
vio (x2)i=[{k <P py [ (%)= £ (0] 2 Ve ||

V/zn Xg H <Ph: pk‘gk X g(X)‘ }‘
kiimeleri belirlensin. Yine Ve, >0 icin aff > ¢ iSe a = «/; veya B>+/e oldugundan

v, (X ¢) <Yn (X,g) " Yan (X,g)
n’p, "~ n"’P, n'’p,

olup, f=min { B ,62} oldugundan N — 00 igin limit alinirsa

%
!]EI]O l/;nl(ﬂp H<r|1|_mu 11nﬂ1Pn H_'_!wa

n

bulunur. Dolayisiyla

ima Gl

n—oo nl_ﬂ Pn

oldugundan istenilen elde edilir.
(iii) X tizerinde (f,—f)= O(n"ﬂ1 )(W—equi —ist.)ve A herhangi bir reel say1 olsun.

A =0 ise sonug asikardir. 4 #0 ise

k<Pep Al (X)= £ (0] 2 )=
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olup 1 v ile carpip limit alinirsa istenilen elde edilir.

nA

(iv) X iizerinde (f, - f)=0(n"*)(w—equi—ist.) olsun.

Pl (%)= £ () <& ise R ()T (0] <V

olup

{ksPn:\/pk‘fk(x)—f(x)‘zﬁ}g{kan:pk‘fk(x)—f(x)‘Zg}

elde edilir. Buradan

(< fRf ()= T (X)] >z k=Rep 0= 1002

n"p, nAp,

olup N — o i¢in limit alinirsa

Iim‘{k <R RG> ) < |imH" <P f (%)= f (x) 2]

n—o nl_ﬁl Pn n—om nl_ﬂl Pn

bulunur. Hipotezden

=R T 0902
!m nAp. =0

olup istenilen elde edilir.

Simdi siireklilik modiilii yardimiyla agagidaki teorem verilsin.

4.3.8. Teorem: (L), L, :C(X)—C(X) pozitif lineer operatorler dizisi i¢in
5,(x)=4/L,, (6’2; x) , 0(y)=y—x olmak iizere asagidaki kosullar saglansn:

()L, (fy)-f, = o(n‘”0 )(W—equi —ist.),
(b)w(f;5,)=0(n"*)(w—equi—ist.).
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Bu durumda her f eC(X) i¢in f=min{f,,,} olmak iizere

L,(f)-f=o(n")(w—equi-ist.)
dir (Akdag, 2016).
Ispat: f eC(X), xe X olsun. L, pozitif ve lineer oldugundan M :=||f|| olmak iizere
(F(y)ix) =Ly (£ (x)1x)+ Ly (£ (x)5x) = £ ()
(105~ 1 (0)x) 1 (L, (1)1
[£(y) = £ ()i x)+ [ I (i) = Fo (x)]
L{(M J (f;0) x}rM‘L (foix)=fo(x)|
f;

<0(10) Ly () + 2L, (3= ]ix) M (1) 1 ()

‘Ln(f;x)—f(x)‘:‘Ln f

L,
<L,

bulunur. Cauchy-Schwartz esitsizliginden

L, (|V—X|;X)S(Ln ((y=xy ;X)%(Ln(fo;x))%j

olup

|Ln(f;x)—f(x)|sM|Ln(f0;x)—f()|+a)(f6{ N NN fx}elde

edilir. 6=, = Ln(6’2;x) alinirsa

L (F32)= £ ()] <ML, (%)= fo ()] + @( F3){ Ly (1) + L, (Foix)

olur. Buradan
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L, (£:3)= £ (X)| <ML, (Fo:%) = fo (X)[+ @(£58){(L, (f0:%) = o (X))

+\/L f x +2}

n(fo,x)—fo( )|+20(f:8)+a(f;5)
+a)(f;5)\/’Ln(f0;x)— fo (X)

2 (foix)= fo(x)‘

elde edilir. Diger taraftan

<P: pk|Lk(f;x)—f(x)|26}‘,

va(x.8)=|{
\

£
<P, :pMIL (fix)- fo(x)|zz},

IA

n:pk2a)(f;5k)2%},

P
A mol )] (0)- 0] |

IA

k

{k
Won(X €)= {k

{k

()| fe =5, i) JaT (o) =

kiimeleri belirlensin. Gerekli diizenlemelerden sonra

V/nl(x18) < Yin (X,g) N Yon (X'g) N Yan (X,g) N Yin (X’g)
n‘’p, n’p n‘’p n’p n'’pP,

oldugu goriiliir. Buradan £ =min { By, ,Bl} oldugundan

v, (x¢) < Yn (x¢) LYo (x¢) 4 Yan (x¢) 4 Yan (x¢)
n’p, nP n"p, n’p, n’p,

yazilir. Dolayisiyla

Vo (1) G W ()] van ()] pan 2
lﬁ'p < 1ﬂop lﬂlp 1ﬂp lﬁp

olup buradan

Gl ol WGl e (el ()]
o nnl‘ﬂ <im riln*ﬂop w rzﬁrl/’an hm rsﬁn‘ﬂ ) fim :ﬁn—ﬂPn
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elde edilir. Hipotezden lim ‘”nl(ﬂg)H
n—oo n P

n

=0 oldugu goriilmektedir.

4.3.9. Sonug: 4.3.8. Teorem’deki (a) ve (b) kosullar1, X {izerinde
L, (f;)—f,=o(n)(w—equi—ist.) (1=0,1,2)

kosullari ile degistirilsin. Ayrica O(y)=y—x, 6°(y)=y*-2xy+x*, f,(x)=1 f(x)=x,

f,(x)=x* olsun. Bu durumda

LH(HZ;X): L, (f,;%)—2xL, (f;;x)+x°L, (fy; %)

<[y (1) = ()| 2] |y (%) = £ ()| o

L, (foix)- fo(x)‘

olup M :=1+2| f,|++]|f,| olmak iizere

2

L, (6%x)<MY]

i=0

L, (fiix)= . (x)

elde edilir. f=min{4,, 4, p,} olmak iizere 4.3.7. Lemma ’dan
5, =JL, (6% x) =o(n”)(w—equi —ist.)

dir. Buradan X iizerinde

o(f;5,)=0(n"")(w-equi-ist.)

oldugu goriiliir. 4.3.8. Teorem’de
o(;5,)=0(n"")(w-equi-ist.)

kullanilirsa her f € C(X) igin X iizerinde
L,(f)-f=o(n”)(w—equi-ist.) olur.

Boylece (a) ve (b) kosullari yerine L (f)—f; =0(n’ﬂi) kullanilirsa 4.3.8. Teorem’deki

pozitif lineer operatorler dizisi iizerinde agirlikli equi-istatistiksel yakinsaklik mertebesi elde

edilir (Akdag, 2016).
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Son olarak xe[0,1] ve f eC[0,1] olmak iizere 4.3.5. Ornek’de tanimlanan (D,) pozitif

lineer operatdrler dizisi i¢in agirlikli equi-istatistiksel yakinsaklik yardimi ile VVoronovskaya
tipi teoremi verilecektir. Oncelikle bu teoremin ispatinda gerekli olan asagidaki lemma

verilsin:

4.3.10. Lemma: xe[0,1], p, =+/k (keN) ve 8(y):=y—x olsun. Bu durumda
n’D, (6";x) —3x* (x* — 2x+1)(w—equi —ist.)

dir (Akdag, 2016).

Ispat: D, pozitif lineer operatorler dizisi igin;

D, ((y—x)4;x): D, (y* —4y*x+6y°x* —4yx® +x*;X)
=(2+ 9, (X)){B, (') =448, (v x) + 6x°B, (¥ x) ~4x’B, (y:X) + X'B, (LX)}

seklindedir. Klasik Bernstein polinomlar dizisi géz oniine alindiginda,

(n-1)(n-2)(n-3) ., 6(n-1)(n-2) , 7(n-1) . x

Bn(y“;x): 3 X* + 3 X3+ 3 X +?,
n-1)(n-2 3(n-1 X
ERLE LI LE P
X — Xx?
Bn(yz,x):x2+ e
B, (y;Xx)=Xx,
B,(Lx)=1

oldugu goriiliir. Bu degerler yukarida yerine yazilirsa

x* oex* 6x° 12X 3x* TX* X
Dn(¢94;x):(1+gn(x))( P R + 3 + P +F]

bulunur. Buradan

4 3 2
0= v, 00) 3¢ - 2 e 2 e 1K)
n n n n

—6x* +12x3 —7x% + XD
n

TR -
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elde edilir. Buradan

26(1
‘nan (6’4; X)—3X4 +6%° +3x2‘ <12g, OQ_FM
yazilir. Ayrica g, = ¢ =0 (w-equi-ist.) oldugundan

26(1+ gn)

129, + —0 (w-equi-ist.)

olur. Dolayisiyla
n’L, (6% x) > 3x* (X* —2x+1) (w-equi-ist.)
oldugu kolaylikla goriiliir.

4.3.11. Teorem: xe[0,1] ve f, f, f eC[0,1] olsun. Bu durumda

n{D,(f)- f}—)@ f"(x)(w—equi—ist.)

dir (Akdag, 2016).

Ispat: f,f" f"eC[0,1] ve x&[0,1] i¢in

seklinde tanimlansin. 7, (X) =0vereC [0,1] ‘de oldugu goriiliir. Taylor agilimindan:

F()=1 00+ (- £ () + 22D 1 () (y 07, (9)

yazilabilir. Bu esitligin her iki tarafina D, operatorii uygulanirsa;
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Dn(f;x)—f(x):f(x)gn(x)+f’(x)Dn(0;x)+f”(X)Dn(H X)+D, (6%2,:x)
() + 1 (%) {B, (y; Lx)}(1+9,(x)

g
){Bn (V% x)—2xB, (y;x)+XB, (1;x)}(1+ d,(x))+D,(6°7,;x)

= f(x)g,(x)+ () (x—nxz)(“ d,(x))+D, (6°7,:x)

(1+9,(x))+ D, (6%7,:x)

olup 8(y)=y-x, M ::||f||+Hf”H olmak iizere

2 (0%7,; x)‘

_(x—xz) f”(x)|
2

‘SM(n+1)gn(x)

yazilir. Dolayisiyla n‘Dn (erx; x)‘ ifadesine Cauch-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

\(0°7,; x)‘ < (nan (0% x))}/2 (Dn (% x))% (18)

elde edilir. Burada 7, (y)=7°(y) 7,(x)=0 ve n,(.)eC[0,1] olup

D, (17,(y)) — O(w—equi —ist.) (19)
oldugu goriiliir. Ayrica (18) ve (19) dan yararlanilarak 4.3.10 Lemma’dan
nL, (6°z,; x) - 0(w—equi —ist.)

dir. Ayrica ¢ >0 igin

56



k(D (f;x)=f(x))-

{kSPn:pk

v, (X &)=

N

Vi (6) = Hk <P, p|(k+1)g, (x)\ziH,

£
2

Voo (X, €)= Hk <P :p, ‘ka (0°z,; x)‘ >

kiimeleri belirlensin. Bu durumda

W (X,g) < l/ll,n(x'g) 4 l//z'n(X,é‘)
P, P, P

n

yazilir. Buradan

vo (12)] a2 e ()]
P ~ P P

n

elde edilir. Dolayistyla N —> %0 i¢in limit alinirsa

|imM:0
o)

nN—o0

n

bulunur. Boylelikle ispat tamamlanir.
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