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ETiK BEYANI
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verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar ¢ergevesinde elde ettigimi, tiim
bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglar1 bilimsel etik ve ahlak kurallarma uygun olarak
sundugumu, tez ¢aligmasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigimi, bu tezde sundugum
calismanin 6zgin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak

kayiplarini kabullendigimi beyan ederim.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LIiSTESI

: Reel sayilar kiimesi
: N -boyutlu Oklid uzay1

: 3-boyutlu Minkowski uzay1

: E" uzayinda birim hizli egri

Ca (S) egrisinin S— noktasindaki 1. egriligi (egrilik fonksiyonu)
Ca (S) egrisinin S — noktasindaki 2. egriligi (burulma fonksiyonu)
: a(s) egrisinin Bishop ¢atisina gore S— noktasindaki 1. egriligi
fa (S) egrisinin Bishop catisina gore S — noktasindaki 2. egriligi
fa (S) egrisinin Darboux vektorii

fa (S) egrisinin Frenet catisina gore Fermi-Walker anlaminda Darboux

vektori

: a(s) egrisinin Bishop ¢atisina gére Darboux vektorii
: X vektdr alaninm Oklid tiirevi

: X vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi



OZET

3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA FERMI-WALKER TUREVI

Bu yiiksek lisans tezi dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, literatiir 6zeti ve tezin
icerigi verilmistir. Ikinci boliimde, Oklid ve Minkowski uzaylariyla ilgili temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Ayrica 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda Frenet ¢atis1,

Bishop catisi, Darboux vektorii ve Fermi-Walker tiirevi tanitilmistir.

Ugiincii  béliimde, bu tezin hazirlanmasinda kullanilan materyal ve ydntemlerden

bahsedilmistir.

Dordiincii boliim iki kisima ayrilmigtir. Birinci kisimda, 3-boyutlu Minkowski uzayinda
Frenet catisna gore Fermi-Walker tiirevi, Fermi-Walker paralellik, non-rotating
(donmeyen) ¢at1 ve Darboux vektorii incelenmistir. Benzer sekilde ikinci kisimda, 3-boyutlu
Minkowski uzayinda Bishop ¢atisina gore Fermi-Walker tiirevi, Fermi-Walker paralellik ve

non-rotating (donmeyen) cat1 elde edilmistir.
Son boliimde ise bu ¢aligmanin kisa bir degerlendirilmesi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fermi-Walker tiirevi, Fermi-Walker paralellik, non-rotating

(donmeyen) cati, Frenet catisi, Bishop catisi, Darboux vektorii, Minkowski uzayz.



ABSTRACT

THE FERMI-WALKER DERIVATIVE IN MINKOWSKI 3-SPACE

This master thesis consists of four sections. In the first section, the summary of the literature
and the content of the thesis are given. The second section is devoted to basic definitions
and theorems related to Euclidean and Minkowski spaces. Also, Frenet frame, Bishop frame

and Fermi-Walker derivative are defined in Euclidean 3-space and Minkowski spaces.

In the third section, materials and methods which are used for preparation of this thesis are

given.

The fourth section is divided to two chapters. In the first chapter, Fermi-Walker derivative,
Fermi-Walker parallelism, non-rotating frame and Darboux vector are defined according to
Frenet frame in Minkowski 3-space. Similarly in the second chapter, Fermi-Walker
derivative, Fermi-Walker parallelism, non-rotating frame and Darboux vector are

investigated according to Bishop frame in Minkowski 3-space.
In the last section, a short assessment of this study is presented.

Key Words: Fermi-Walker derivative, Fermi-Walker parallelism, non-rotating frame,

Frenet frame, Bishop frame, Darboux vector, Minkowski space.
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1. GIRIS

Bir cismin hareketini ve konumunu incelemek i¢in ayn1 hareketi yapan bir y gézlemcisinden

faydalanilir. Bu cismin belirli bir t zamanindaki hareketinin geometrik olarak

yorumlanabilmesi i¢in y gbdzlemcisinin hareket ettigi egri boyunca, sabit yonleri ve merkezi
olan uygun bir ¢at1 se¢imine ihtiyag duyulur. Cisim serbest diislis hareketi yapiyorsa, y

gbzlemcisi uzayda hareketini Levi-Civita paralellik vasitasiyla yapar. Eger cisim hizlanan

(ivmelenen) bir hareket yapiyorsa, y gozlemcisinin hareket ettigi uzayda Levi-Civita

paralellik artik kullanilmaz. Bu durumda sabit yonleri tanimlamak igin bir baska paralellik

olan Fermi-Walker otelemesi kullanilir.

Fermi (1922), hizlanan gézlemciler i¢in Fermi tiirevini tanimlamistir. Walker (1932), Fermi
tirevini uzay egrilerine genisleterek Fermi-Walker tlirevini tanimlamistir. Daha sonra
Hawking ve Ellis (1973), “The Large Scale Structure of Spacetime” adli kitaplarinda bu
tirevin fiziksel uygulamalarini incelemislerdir. 1989 yilindan sonra ise Fermi-Walker tiirevi
ve Fermi-Walker paralellik kavramlar1 daha kapsamli sekilde galisilmaya baglanmustir. Hehl

ve ark. (1991), Fermi-Walker tiirevinin uzaysal bir 6teleme oldugundan bahsetmislerdir.

Fermi-Walker paralellik egri boyunca tanjant uzaylar arasinda bir izometridir ve sabit
yonleri tanimlamak i¢in kullanilir. Fermi-Walker paralelligini Levi-Civita paralellikten
ayiran hizlanan gozlemciler i¢in de gegerli olmasidir (Sachs ve Wu, 1972; Weinberg, 1972;
Pripoae, 1999; Pripoae, 2000). Egrinin geodezik olmasi durumunda bu iki paralellik
birbirleriyle cakisirlar. Bu sebeple Manoff (1998), hem hizlanan hem de hizlanmayan
gozlemciler icin gecerli olacak Fermi-Walker 6teleme genellestirmelerini yapmistir. Tiim bu
fiziksel uygulamalarin yaninda derinlemesine bir matematiksel ¢aligma yapilmamistir. Bu
nedenle Karakus ve Yayli 2012 ve 2017 yillar1 arasindaki ¢alismalarinda Fermi-Walker
tirevini ¢esitli uzaylarda incelemisler ve ¢alismalarinda bu tiirevin geometrik yorumlarini

vermislerdir.

Bu yiiksek lisans tezinde dncelikle Oklid ve Minkowski uzaylariyla ilgili temel tanim ve
teoremlere yer verilmistir. Frenet ¢atisi, Bishop ¢atisi, Darboux vektorii ve Fermi-Walker
tirevi tanimlanmistir. Frenet ¢atisina goére Fermi-Walker tiirevi, Fermi-Walker paralellik,
non-rotating (donmeyen) cati ve Darboux vektori 3-boyutlu Minkowski uzayinda
incelenmistir. Daha sonra Bishop catisina gore Fermi-Walker tiirevi, Fermi-Walker
paralellik ve non-rotating (donmeyen) ¢at1 kavramlarinin 3-boyutlu Minkowski uzayindaki

incelemelerine yer verilmistir.



2. GENEL BILGILER
Bu boliimde tez icin gerekli temel tanim ve kavramlara yer verilecektir.
2.1. Oklid Uzay1 ve Fermi-Walker Tiirevi

Tammm 2.1.1. A reel afin uzay ve A ile birlesen bir vektér uzayr da V olsun.

X=(X1,X2,...,Xn) ve y:(yl,yz,...,yn) olmak tizere, V vektor uzayinda Vx,y eV igin

():VxV >R

(X, y)=>(x, y>=iZ;lXiyi

seklinde bir i¢ carpim tanimlaniyorsa, A afin uzayina Oklid uzayi denir ve E" ile gosterilir
(Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.2. E", n-boyutlu Oklid uzay: ve R nin irtibath bir agik alt ciimlesi | olmak

iizere, a:1 R — E" doniisiimii diferensiyellenebilir ise (1) ciimlesine E" de bir egri

ve t el degiskenine ise egrinin parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanim 2.1.3. M, (I ,a) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri olmak iizere, Vs € | i¢in

||a (S)” =1 oluyorsa M egrisine (I ,a) koordinat komsulugunda birim hizh egri ve sel

parametresine de egrinin yay parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.4. M, (1,a) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri ve v = (a tal ..., a(r))

() i¢in a® e Sp{l//}

sistemi lineer bagimsiz olsun. Bu durumda k >r olacak sekildeki Va
olmak iizere, y den elde edilen {V,,V,,...,V,} ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet r-
ayakhh alamm ve ¥YmeM noktasi igin {Vl(m),Vz(m),...,Vr(m)} ye ise egrinin m
noktasindaki Frenet r-ayakhisi denir. 1<i<r olmak iizere her bir V; vektoriine Frenet

vektorii denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanmm 2.1.5. U, R" uzaymn agik bir alt kiimesi olsun. U nun her bir g noktasina, g

noktasinda bir teget vektor karsilik getiren fonksiyona, U istiinde bir vektor alami denir

(Sabuncuoglu, 2010).

R" tizerindeki vektor alanlarinin cimlesi ;((R”) ile gosterilir (Sabuncuoglu, 2010).



Tanm 2.1.6. o: |1 c R — E® egrisi S-yay parametreli bir egri olmak iizere, VSe | igin

egrinin teget vektor alani

T(s)=a'(s)

egrinin asli normal vektor alani

L a'(s)
O )

ve egrinin binormal vektor alani
B(s)=T(s)AN(s)

olmak tizere, {T,N,B} sistemine Frenet 3-ayakhsi denir. {T,N,B} Frenet 3-ayaklisi

ortonormal bir ¢atidir (Hacisalihoglu, 2000a).
Tamm 2.1.7. M egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin. S -yay parametresi olmak
tizere, Sel ya karsilik gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {Vl(s),...,Vr(S)} olsun.

Buna gore

k1l >R, 1<i<r

s—k(s)= <\/i "(5), Vi (S)>
seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve sel igin
k, (S) reel sayisinada M egrisinin a(S) noktasindaki i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu,
2000a).
Teorem 2.1.8. (I,a) koordinat komsulugu ile M c E" egrisi verilsin. sel yay
parametresi olmak iizere; K, (S) a egrisinin a(s) noktasindaki i-yinci egriligi ve

{V,(5),...V, (s)} Frenet r-ayaklisi ise



V. '(s)=—k,(s)V.4(9)
olur (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanmm 2.19. o 1l cR—>R, 1<i<3 koordinat fonksiyonlar1 olmak {izere s-yay

parametresi ile verilen
a:lcR—-E®
s—>a(s)=(a(s).a,(s).a(s))

egrisinin a(s) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T, N, B} olsun. Bu durumda,

denklemlerine Frenet formiilleri denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanim 2.1.10. s -yay parametreli o:1 c R — E® egrisi icin
k(s)=x(s)=[a"(s)]
degerine ¢(S) egrisinin s -noktasindaki egriligi denir (Carmo, 1976).

k,(s)=x(s) egriligi, egrinin teget vektdrden ne kadar uzaklastigim dlger (Hacisalihoglu,

2000a).

Tamm 2.1.11. s-yay parametresi ile verilen a:1 <R — E® egrisi i¢in a"(s)#0 olmak

B'(s)=—7(s)N(s)

esitligi ile tanimlanan 7(S) sayisma «(S) egrisinin S -noktasindaki burulmasi denir.

kz(s)zr(s) burulmasi, egrinin oskiilatér diizlemden ne kadar saptigini Olger

(Hacisalihoglu, 2000a).



Tanmm 2.1.12. «:1 c R — E® birim hizli egrisi verilsin. Egrinin {T, N, B} Frenet 3-

ayaklisinin her S aninda, bir eksen etrafinda, ani bir helis hareketi yaptig1 kabul edilir. Bu

eksene egrinin a(s) noktasindaki Darboux (ani dénme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve

dogrultusunu veren vektor,

W =17T +xB

olup, egrinin & () noktasindaki Darboux vektorii adini alir. Bu vektor
W=NAN'

esitligiyle bulunur (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanim 2.1.13. «: 1 c R — E" egrisi igin a"(S) #0 ise a(S) egrisine Frenet egrisi veya

uzay egrisi denir (Kiihnel, 2006).

Tamm 2.1.14. E® Oklid uzaymnda o :1 < R — E® birim hizl1 egri ve a(s) egrisinin teget

vektor alanm1 T olsun.
<T' N1> :<T’ N2> :<N1' N2> =0

sartin1 saglayan vektor alanlar1 N; ve N, =T AN, olmak lizere T, N,, N, vektor alanlari

hareketli « egrisi boyunca ortonormal bir ¢ati olusturur. Bu {T, N,, N2} catisina Bishop

catis1 denir (Bishop, 1975).

Teorem 2.1.15. E® Oklid uzayinda birim hizli a:1 c R — E® egrisi verilsin. Egrinin
{T,N,B} Frenet catis1 ve {T, N, NZ} Bishop catis1 arasindaki iligki

T 1 0 o ||IT

N |=|0 cos¢ sing || N,

B 0 -—sing cosg || N,

seklindedir. Burada ¢, N ile N, arasindakiagidir. T, N, ve N, vektdr alanlarinin tiirevleri



seklindedir. Burada kl(s) ve kz(s), a(s) egrisinin Bishop c¢atisina gore egrilik

fonksiyonlanidir. Ayrica & (s) Ve 7 (), sirastyla, egrinin egrilik ve burulmasi olmak iizere
k,(s)=x(s)cosg,

k,(s)=x(s)sing,

7(s)=¢'(s)

esitlikleri saglanir (Bishop, 1975).

Tamm 2.1.16. «(s), s -yay parametreli bir uzay egrisi olsun. &($s) egrisi boyunca

d—T:zU/\T
ds
%ZZU/\Nl
ds

an, =@ AN,
ds

esitlikleriyle taniml
@ =-k,N, +k N,

vektoriine {T,N;,N,} Bishop catisina gdre Darboux vektorii denir (Biikcii ve Karacan,

2008a; Hanson ve Ma, 1995a; Hanson ve Ma, 1995b; Selig 2007).

Tamm 2.1.17. E" Oklid uzaymnda s-yay parametreli a:1 c R — E" egrisi verilsin. «

boyunca bir X vektor alaninin Oklid tiirevi (jj—x olmak iizere
S

x =X _g
ds
oluyorsa X vektor alammna « egrisi boyunca Oklid anlaminda paraleldir denir

(Hacisalihoglu, 2000b).



Tanmm 2.1.18. X, s-yay parametreli a:1 < R — E" uzay egrisi boyunca herhangi bir

vektor alan1 olmak tizere
Vi X =V X —(T, X)A+(A X)T
seklinde tanimlanan V. X tiirevine a(s) uzay egrisi boyunca vektoér alaninin Fermi-

Walker tiirevi denir. Burada T = %—a, A= ar (Benn ve Tucker, 1989).
S

ds

Tamm 2.1.19. X , s-yay parametreli a(s) uzay egrisi boyunca herhangi bir vektor alani
olmak {izere egri boyunca vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi

VX =0

ise X vektor alanma «(S) uzay egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir

denir (Benn ve Tucker, 1989).

Tamm 2.1.20. s-yay parametreli o(s) uzay egrisi boyunca U, V ve W ortonormal

vektorler olmak tizere

V.U=0
V.,V =0
VW =0

ise bu vektorlerin olusturdugu {U,V,W} catisina non-rotating (donmeyen) cati denir
(Balakrishnan, 2005).

Tamm 2.1.21. s -yay parametreli «(s) uzay egrisi boyunca

W' =7T

vektoriine {T, N, B} Frenet catisina gore Fermi-Walker anlaminda Darboux vektorii
denir. Burada V,T =W" AT, V.N=W" AN, V.B=W" AB dir (Karakus ve Yayli, 2012).
Teorem 2.1.22. M, E® de (I,a) koordinat komsulugu ile verilen bir egri ve sel bu
egrinin yay-parametresi, x egrinin egriligi, 7 egrinin burulmasi, {T,N,B} ise egrinin

Frenet 3-ayaklis1 olsun. M egrisinin diizlemsel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7=0
olmasidir (Yiice, 2013).

2.2. Minkowski Uzay1 ve Fermi-Walker Tiirevi

Tanim 2.2.1. V bir reel vektor uzayi olsun.

() VXV >R

doniisiimi, Va,beR ve Yu,v,weV icin



) ), = (v,

i) (au+bv,w) =a(u,w) +b{v,w) , (u,av+bw) =a(u,v) +b{u,w)

Ozelliklerine sahip ise bu doniisiime V vektor uzayi lizerinde bir simetrik bilineer form
denir (O’Neil, 1983).

Tamm 2.2.2. V reel vektor uzayi ilizerinde bir simetrik bilineer form <,>L olsun.

1) YveV ve v=0 igin <V, V>|_ >0 ise <,>L ye pozitif tamiml,

i) YveV ve v#0 igin <V, V>L <0 ise <’>|_ ye negatif tamimli,

i) vweV ve v=0 i¢in <V,V>L >0 ise <’>|_ ye yari-pozitif taniml,

iv) YweV ve v=0 i¢in <V, V>L <0 ise (,)L ye yari-negatif taniml,

V) WeV igin (v,w) =0=w=0 ise (,) ye non-dejeneredir denir (O’Neil, 1983).
Tanim 2.2.3. V bir reel vektor uzayi ve

() VXV >R

doniistimii simetrik, bilineer ve non-dejenere ise (,)L ye V fizerinde bir skalar ¢arpim, bu

durumda V vektor uzayina da skalar ¢arpim uzayi denir (O’Neil, 1983).

Tanim 2.2.4. V Dbir reel vektor uzayi ve
<,>L VxV-oR
V 1zerinde bir simetrik bilineer form olsun.

() W xW >R
negatif tanimli olacak sekilde en biiyiikk boyutlu W alt uzaymm boyutuna <,>L simetrik
bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir. <,>L skalar carpiminin indeksi v ise

0<v<bhoyV dir. Ayrica V skalar carpim uzayinin indeksi, tizerinde tanimli <,>L skalar

carpiminin indeksi olarak tanimlanir (O’Neil, 1983).
Tamm 2.2.5. V bir skalar ¢arpim uzayi olsun. V nin indeksi v olmak iizere v=1 ve

boyV >2 ise V skalar ¢arpim uzayina Lorentz uzayi denir (O’Neil, 1983).
Tanmm 2.2.6. E", n-boyutlu standart reel vektér uzayr olsun. VX,Y eE" ve
X =(X, %%, )5 Y =(V1, Yo Y, ) Olmak iizere

() R"xR" >R

(X’Y)_)<X’Y>|_ :leiyi_xnyn

i=1



fonksiyonu bir skalar ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona E" {izerinde Lorentz metrigi
denir (O’Neil, 1983).

Tammm 2.2.7. E" iizerinde tanimli Lorentz metrigi ile birlikte {R”,<,>L} ikilisi n-boyutlu

Lorentz uzayi veya kisaca Lorentz uzayi denir ve 1" ile gosterilir (O’Neil, 1983).

Tamm 2.2.8. X =(X,%,,....X,) Ve Y =(¥,,Y,,....¥,), E° Oklid 3-uzayinda iki vektor

EEEAN

olmak tizere

(XY= (XY ) =%y + %Y, = %Y,

Lorentz metrigi ile donatilmis E* uzayma, Minkowski 3-uzay1 denir ve E? ile gosterilir
(Lopez, 2008).

Tamim 2.2.9. Bir X € E; vektdriine

i) <X : X> >0 veya X =0 ise spacelike vektor,

i) (X, X)<0 ise timelike vektor,

iii) (X,X)=0 ve X =0 ise lightlike (null) vektér denir (Lopez, 2008).
Tanim 2.2.10. X € E; olmak iizere

IX]=JJOCX)

reel sayisina X vektoriiniin normu denir. Normu bir birim olan vektore birim vektor denir.

Sonug olarak

i) X spacelike vektor ise ||X||: <X, X> ,

i) X timelike vektor ise ||X||: —<X,X>

dir (Lopez, 2008).
Tamm 2.2.11. X,Y € E;} olmak iizere

L E3 3 3
AN EIxE > E]

R T
(X,Y)—)X/\Y: XX X :(Xzys_X3Y2v X3Y1 =X Y3, Xzyl_xlyZ)
Yio Y2 s

seklinde tanimli "A"™ operatoriine Lorentz anlaminda vektorel carpim denir. Vektorel
carpim asagidaki ozellikleri saglar

i) XAY ==Y AX,

i) X AY vektorii, X ve Y ye diktir,

iii) XAY =0 < {X,Y} orantilidur,



ivV) X AY #0 vektéri P=(X,Y) diizleminde yatar < P lightlike (null) diizlemdir
(Lopez, 2008).

Teorem 2.2.12. E’ Minkowski uzayinda li¢ vektdr X =(X,%,,%), Y =(Y,, ¥, Y;) Ve
Z =(z,,2,,2,) olsun. Bu durumda

i) (X AY,Z)=—det(X,Y,Z),

i) (XAY)AZ==(X,Z)Y +(Y,Z)X,

iii) (X AY,X)=0ve (XAY,Y)=0,

V) (X AY, X AY)==(X XYY+ ((X,Y))

dir (Turgut, 1995).

Tamm 2.2.13. E’ Minkowski uzayinda |, Oel olacak sekilde bir acik aralik olsun.
a:l cR—E’ doniisiimii diferensiyellenebilir ise o (1) ciimlesine E’ de bir egri denir
(Lopez, 2008).

Tamim 2.2.14. o, E} de bir egri olsun. @ nin hiz vektorii &’ olmak iizere

i) o'(s) spacelike bir vektor ise o egrisine spacelike,

i) '(s) timelike bir vektor ise a egrisine timelike,

iii) a'(s) lightlike (null) bir vektor ise a egrisine lightlike (null)

egri denir (Lopez, 2008).

Teorem 2.2.15. E’ Minkowski uzayinda a(s) birim hizli timelike bir egri olsun.

T(s)=a'(s) egrinin birim teget vektdrii olmak iizere T'(s) # 0 vektorii T (s) den bagimsiz

a'(s)

spacelike bir vektordiir. o egrisinin S noktasindaki asli normali N(S):‘— ve

o (s)]

binormal vektori B(S) =T (S) AN (S) olmak tizere Frenet denklemleri

T’ 0 ~ O T
N'|=lx 0 z|=N
B’ 0 — O B

dir. o birim hizli timelike egrisi i¢in

<T,T>:—1, (N, N>:1, (B,B)zl

10



TAN=B, NAB=-T, BAT=N
seklindedir (Lopez, 2008).

Teorem 2.2.16. «, E] de regiiler bir timelike egri olsun. Bu durumda « timelike egrisinin

egriligi ve burulmasi

~ ||a!/\an|| ~ det(a',a",a"’)
- - 2

. o na”

seklindedir. Yani K(S)=<T'(S),N(S)>, T(S)=<N'(S),B(S)> bigiminde tanimlanir

(Lopez, 2008).

Teorem 2.2.17. E} Minkowski uzaymda a(s) birim hizli spacelike bir egri olsun. Egrinin

hiz vektorii T (S) olmak iizere T'(S) vektoriiniin karakterine gore iki durum vardir :

Durum 1: E’ Minkowski uzayinda normali lightlike (null) olmayan spacelike egri «(s)

olsun. T'(S) spacelike bir vektordiir. o egrisinin S noktasindaki asli normali

N (S) = (S) ve binormal vektori B (S) =T (S) AN (S) olmak tizere Frenet denklemleri

T 0 « O |T
N'|=|-gx 0 z|=N
B’ 0 7 0 B

dir. Normali lightlike (null) olmayan spacelike « egrisi igin
(T,T)=¢,=%1, & =(N,N)=7%1, (B,B)=¢, =1
TAN==¢B, NAB=T, BAT =¢gN

seklinde tanimhidir (Lopez, 2008).

Durum 2: E} Minkowski uzayinda normali lightlike (null) olan spacelike egri e(s) olsun.
T’(S) lightlike (null) bir vektordiir. T'(S) #0 ve T’(S), T (S) vektori ile orantili degildir.

a egrisinin S noktasindaki asli normali N(S)zT'(S) ile T(S) lineer bagimsizdir.

11



<N(s),B(s)>:1 olup T(s) vektoriine dik olan bir tek B(s) lightlike (null) binormal

vektorii vardir. @ egrisinin egriligi tanimli degildir. 7 foksiyonu o nin torsiyonu olmak

uzere Frenet denklemleri

T’ 0 1 O T
N'|l={0 7 0 |=|N
B’ -1 0 -7 B

dir. Normali lightlike (null) olan spacelike o egrisi igin

(T.T)=1, (N,N)=0, (B,B)=0, (T,N)=0, (T,B)=0, (N,B)=1
TAN=N, NAB=T,TAB=-B

seklindedir (Lopez, 2008).

Tamm 2.2.18. E; Minkowski uzayinda «:1 c R —E} herhangi bir egri olsun. X , egri

boyunca herhangi bir vektor alan1 olmak tizere
ViX =V X =g, (T,X)A+&,(AX)T (2.1)

seklinde tamimlanan V. X tiirevine egri boyunca Fermi-Walker tiirevi denir. Burada

<T,T> =&, = F1 dir (Karakus ve Yayl, 2017).

Tamm 2.2.19. E} Minkowski uzayinda a:1 c R — E’ timelike bir egri olsun.

*

W =T

vektoriine {T,N,B} Frenet catisma gore Fermi-Walker anlaminda Darboux vektorii

denir. Burada ﬁTT =W" AT, ﬁTN =W AN, 6TB =W’ A B dir (Karakus ve Yayli, 2017).

Tamm 2.2.20. E} Minkowski uzaymda a:1 cR —E’ normali lightlike (null) olmayan

spacelike bir egri olsun.

W™ =—gT

12



vektoriine {T, N, B} Frenet c¢atisina gore Fermi-Walker anlaminda Darboux vektorii
denir. Burada V.T =W"AT, V,N=W"AN, V,B=W" AB ve (N,N)=¢ =71 dir

(Karakus ve Yayl, 2017).

Tamm 2.2.21. E} Minkowski uzayinda «:l cR—E’ normali lightlike (null) olan
spacelike bir egri olsun.

W =¢T

vektoriine {T, N, B} Frenet catisina gore Fermi-Walker anlaminda Darboux vektorii

denir. Burada VT =W AT, V.N=W" AN, V.B=W" AB dir (Karakus ve Yayli, 2017).

Tamm 2.2.22. X, a1 — E egrisi boyunca herhangi bir vektér alan1 olsun. X in normal

bileseninin tiirevi, o egrisinin birim teget vektor alan1 T ile lineer bagimli ise X vektor

alanina baglantih paralel vektor alam denir (Da Silva, 2017).

Tamm 2.2.23. E} Minkowski uzayinda «:1 R — E? birim hizli bir egri Ve « egrisinin

teget vektor alan1 T olsun.
<T’ N1>:<T’ N2>:<N1’ N2>:0

sartlarin1 saglayan vektor alanlari N; ve N, =T AN, baglantili paralel normal vektor

alanlar1 olmak tizere T, N; ve N, vektor alanlar haraketli « egrisi boyunca ortonormal

bir ¢att olusturur. Bu {T,N,,N,} catisina Bishop Catisi denir (Da Silva, 2017).

Teorem 2.2.24. E} Minkowski uzayinda a:1 c R — E’ timelike bir egri olsun. T, N; ve

N, Bishop vektor alanlarinin tiirevleri

T [0 k k[T
N/|=|k 0 0N,
N,| |k, 0 O]N,

seklindedir. Burada k, ve k,, a egrisinin Bishop ¢atisina gore egrilik fonksiyonlaridir.

Ayrica {T, N,, N2} Bishop ¢atisi i¢in i¢ carpim ve vektorel carpim
<T’T> =-1 <N1' N1> =1, <N27 N2> =1

13



TAN;=N,, NNAN,=-T, N, AT =N,
seklinde tammhidir (Kisi ve Oztiirk, 2015).

Teorem 2.2.25. E’ Minkowski uzaymda «: 1 — R — E; spacelike bir egri olsun. T, N, ve

N, Bishop vektor alanlarinin tiirevleri

T 0 k k[T
N/ |=|-&k 0 0 [N,
N,| |-k, 0 0[N,

seklindedir. Burada k;, ve k,, a egrisinin Bishop ¢atisina gore egrilik fonksiyonlaridir.

Ayrica {T, N,, N2} Bishop catisi i¢in i¢ ¢arpim ve vektorel carpim
(TT) =g =51, (NuN,) =& =51, (N,,N,) =&} =71
TAN,=—gN,, NJAN, =T, N, AT =&N,

seklinde tammlidir (Kisi ve Oztiirk, 2015).

Tamm 2.2.26. E’ Minkowski uzayinda a:1 c R — E’ timelike bir egri olsun.
@ =—-K,N, +KkN,

vektoriine {T, N,, Nz} Bishop catisina gére Darboux vektorii denir (Karacan ve Biikeii,

2008).

Tamm 2.2.27. E} Minkowski uzayinda a:1 — R — E spacelike bir egri olsun.
o= _51*(k2N1 _k1N2)

vektorine {T,N;,N,} Bishop catisina gére Darboux vektdrii denir. Burada

& =(N;,N,) =71 dir (Biikcii ve Karacan, 2008b; Biikcii ve Karacan, 2010).

14



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez calismasinda oOncelikle kaynak taramasi yapilmis, gerekli tanim ve kavramlar
verilmistir. Bu tanim ve kavramlar baz alinarak ¢alismanin esas konusuyla ilgili teoremler
verilmistir. Minkowski uzayinda herhangi bir vektor alaninin Frenet ve Bishop catilarina
gore hangi kosullar altinda Fermi-Walker paralel olacagi saptanmistir. Minkowski uzayida
Frenet ve Bishop catilarinin hangi durumlarda non-rotating (donmeyen) cati oldugu
ispatlanmis ve Frenet ¢atisina gore Fermi-Walker anlaminda Darboux vektorii incelenmistir.

Elde edilen bulgular Microsoft Office ve MathType programlar1 yardimiyla yazilmstir.

15



4. BULGULAR

Bu boliimde, temel tanim ve kavramlardan yararlanilarak elde edilen ve bu yiiksek lisans

tezinin ana konusunu teskil eden bulgulara yer verilecektir.

4.1. Frenet Catis1 ve Fermi-Walker Tiirevi
Bu bolimde Fermi-Walker tiirevi, 3-boyutlu Minkowski uzayinda alinan herhangi bir egri
boyunca egrinin karakterine gére incelenecektir.

4.1.1. Frenet Catisina Gore Timelike Egriler Boyunca Fermi-Walker Tiirevi

Lemma4.1.1.1. E} Minkowski uzaymnda « (S) timelike bir egri olsun. « (S) timelike egrisi

boyunca herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere, X vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi
VX =V X -x(BAX) 4.1)

seklinde ifade edilir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: (2.1) denkleminde timelike egriler igin Frenet denklemleri yerine yazilarak

diizenlenirse

VX =V X +(T, X )N —(xN, X)T

Vi X =V X —(—(T, X)N+(N,X)T)
bulunur. Lorentz vektrel garpim dzelliginden
ViX =V, X —x((TAN)AX)

olmak iizere

VX =V, X-x(BAX)

elde edilir.

Teorem 4.1.1.2. E} Minkowski uzayinda a(s) timelike bir egri olsun. 4, 4, ve A,

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere X = AT +A,N +4,B vektor alaninin Fermi-

Walker paralel olmasi igin gerek ve yeter sart
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2, (s) = sabit

/12(s)=c1cos@r(s)ds]+czsin@r ]
N T

olmasidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: (2.1) denkleminde X = AT +A4,N + A,B vektor alan1 yerine yazilirsa

V. X =V, (AT + 4N +ﬂGB)+<T,/11T + AN +/laB> A—<A,21T +A,N +ﬂ,J,B>T
bulunur. Bu esitlikte timelike egriler i¢in Frenet denklemleri kullanilirsa

V. X =V, (AT + 4N +ﬂGB)+<T,ﬂ1T + 4N +/138>KN —<KN,/11T +4,N +/138>T
V. X =V, (AT +,N +/138)+<T,/11T>KN —<KN,/12N>T

V. X =V, (AT + 4N +ZBB)+A1<T,T>KN —/121<<N, N>T

elde edilir. Timelike egriler igin <T,T> =-1ve <N, N) =1 olmak tizere

VX =V, (AT + LN+ 4,B) - AxN — 2,xT

- d
VTX=(d—?jT+21VTT+(dd/z2jN+/1V N+(dd’13j5+zav B—AxN — AT

bulunur. Bu esitlikte timelike egriler i¢in Frenet denklemleri yazilarak gerekli diizenlemeler

yapilirsa

V. X :(%)T + AN +(d—’12j N + 4T +1ZTB+[%j B—ArN — AxN — LT

ds

V. X = (ddilj (%—@TJN%%MZTJB (4.2)

elde edilir. X, a(s) timelike egrisi boyunca Fermi-Walker paralel oldugundan V,X =0

olacaktir. O halde
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d4,

ds
%—@T:O
dﬂg +4,7=0
ds

olmalidir. Lineer diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimiinden

2, (s) = sabit

o
o-sn{tom) 1

elde edilir.

Tersine, X = AT +4,N + 4,B vektor alani igin

2, (s) = sabit

/12(5):clcos(jr(s)dsjjtczsinUr }
1 1
)=—¢ sm[jr dsj+c cos“r ]
1 1
olsun. (2.1) denkleminden

V. X = (ddilj (dd—/iz—ﬂger+(dd—Z;+/12er

elde edilir. Bu esitlikte; 4,(S), 4,(S) ve 4 (s) iin tiirevleri yazilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa
VX =0
bulunur.

Sonuc¢ 4.1.1.3. E} Minkowski uzayinda (s) timelike bir egri olsun. 4,, 1, ve 4, sifirdan

farkli sabitler olmak tizere X = AT + A,N + 4,B vektor alaninin egri boyunca Fermi-Walker

18



paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(s) egrisinin diizlemsel olmasidir (Karakus ve

Yayli, 2017).
Ispat: X, a(s) timelike egrisi boyunca Fermi-Walker paralel olsun.

(4.2) denkleminden

V. X =(d—ﬂ1jT +(%—23er +(%+zzrj8
d ds

ds S

olmak iizere, bu denklem diizenlenirse

olacaktir. Buna gore,

7=0

elde edilir.

Tersine, X = AT +4,N + 4,B vektor alani i¢in «(S) egrisi diizlemsel bir egri olsun.
(2.1) denkleminden

V. X =7(-4LN+4,B)

elde edilir. a(s) egrisi diizlemsel bir egri oldugundan 7 =0 olup

V. X =0

elde edilir.

Sonu¢ 4.1.1.4. E} Minkowski uzaymmda «(s) timelike bir egri olsun. {T,N,B} Frenet

catis1 diizlemsel egriler boyunca non-rotating (donmeyen) ¢atidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: (4.1) denkleminden
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yazilir. Burada timelike egrilericin T, N ve B vektor alanlarinin tiirevleri yazilarak gerekli

islemler yapilirsa

elde edilir. Buna gore, {T, N, B} Frenet ¢atis1 diizlemsel egriler boyunca non-rotating

(donmeyen) catidir.

Teorem 4.1.1.5. E} Minkowski uzaymda a(s) timelike bir egri olsun. W~ (S) = T(S)T (S)

Fermi-Walker anlaminda Darboux vektoriiniin Fermi-Walker tiirevi

dir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: (2.1) denkleminden
VW = VW (T W) A-(AW)T

yazilir. Timelike egriler icin Frenet denklemleri ve Fermi-Walker anlaminda Darboux

vektdrii kullanilirsa
VW™ =V, (¢T)+(T,zT)xN —(xN,7T)T

VW =V, (¢T)+7(T,T)xN -« (N, T)T

bulunur. Timelike egriler igin (T,T)=-1ve (N,T)=0 olmak iizere
VW=V, (7T)-z&N
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VW= %T +7(V,T)-7xN

e * dT
VW =—T
T ds (S)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.1.1.6. E’ Minkowski uzayinda «(s) timelike bir egri olsun. Fermi-Walker

anlaminda Darboux vektoriiniin timelike egriler boyunca Fermi-Walker paralel olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Z’(S) = sabit olmasidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: Teorem 4.1.1.5. ten

olmak iizere, V. X =0 olmasi igin gerek ve yeter sart r(s) = sabit olmasidir.

4.1.2 Frenet Catisina Gore Spacelike Egriler Boyunca Fermi-Walker Tiirevi

Bu kisimda Fermi-Walker tiirevi, 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike egriler boyunca
incelenecektir.
4.1.2.1. Frenet Catistna Gore Normali Lightlike (Null) Olmayan Spacelike Egriler

Boyunca Fermi-Walker Tiirevi

Bu kisimda Fermi-Walker tiirevi, E; Minkowski uzaymda Frenet gatisina gore alinan

herhangi bir egri boyunca, normal vektdr alaninin timelike veya spacelike olma durumlari

i¢in birlikte incelenecektir.

Lemma4.1.2.1.1. E} Minkowski uzayinda «(s) normali lightlike (null) olmayan spacelike

bir egri olsun. Normali lightlike (null) olmayan a(S) spacelike egrisi boyunca herhangi bir

vektor alant X olmak tizere, X vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi
V. X =V, X +&x(X AB) (4.3)

seklinde ifade edilir. Burada <N, N> =g =71 dir (Karakus ve Yayli, 2017).
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Ispat: (2.1) denkleminde normali lightlike (null) olmayan spacelike egriler igin Frenet

denklemleri yerine yazilarak diizenlenirse
VX =V, X =(T,X)&xN+(xN, X)T

Vi X =V X +c(—(T, X)N+(N,X)T)
bulunur. Lorentz vektorel ¢arpim 6zelliginden
Vi X =V X +x((TAN)AX)

olmak iizere

V. X =V, X +&x(X AB)

elde edilir.

Teorem4.1.2.1.2. E} Minkowski uzaymnda «(s) lightlike (null) olmayan spacelike bir egri

olsun. 4, A, ve A, diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere X =AT +A,N+4,B
vektor alaninin Fermi-Walker paralel olmasi igin gerek ve yeter sart
2, (s) = sabit

/Iz(s):clcoshU (s dsJ+c smh( . ]

1

S

[
ﬂg(s):—clsinh[jr( ds]—c cosh@r ]

1

olmasidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: (4.3) denkleminde X = AT +A4,N + 4,B vektor alani yerine yazilirsa

Vi X =V (AT + N+ 4,B)+&x((AT + 4,N + 4,B) A B)

VX = (ddﬂij + AV, T+(dd/z ijv N+(ddj:jB+ZGVTB—21KN + & A,KT

bulunur. Bu esitlikte normali lightlike (null) olmayan spacelike egriler igin Frenet

denklemleri kullanilirsa
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V. X = (ddil]n(d’l zsjm(z—iuz?rjs (4.4)

elde edilir. X, normali lightlike (null) olmayan «(s) spacelike egrisi boyunca Fermi-

Walker paralel oldugundan V. X =0 olacaktir. O halde

a4 _
ds

dﬁ+ﬂsr20

XS+ﬂvzr—

olmalidir. Lineer diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinden

2, (s) = sabit

2 (s)= ccoshUr dsj+csmhﬁr J

1 1

s):-clsinh@f(s)dsj—czcoshGT ]

elde edilir.

Tersine, X = AT +A4,N + A4,B vektor alani igin

2, (s) = sabit

iz(s):clcosh(j.( dsj+c smhﬁr j

1 1

za(s):_clsinhﬁf dsj—c cosh@r ]

1

olsun. (4.3) denkleminden

VX = (ddlejn(di +/132'j (ddiﬁmzrjs

elde edilir. Bu esitlikte; 4,(s), 4,(s) ve 4(s) iin tiirevleri yazilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa
V. X =0
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elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2.1.3. E} Minkowski uzaymda «(s) normali lightlike (null) olmayan spacelike
bir egri olsun. 4,, 4, ve A, sifirdan farkl sabitler olmak iizere X = AT +4,N +4,B vektor

alanimin egri boyunca Fermi-Walker paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(s) egrisinin

diizlemsel olmasidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: X , normali lightlike (null) olmayan spacelike a(s) egrisi boyunca Fermi-Walker

paralel olsun. (4.4) denkleminden

V. X :(Z—?]T +(%+@TJN +(%+@er

olmak iizere, bu denklem diizenlenirse

V. X =7(4LN+4,B)

elde edilir. V. X =0 oldugundan

V. X =7(ALN+4,B)=0

olacaktir. Buna gore

7=0

elde edilir.

Tersine, X = AT +4,N + 4,B vektor alani i¢in «(S) egrisi diizlemsel bir egri olsun.
(2.1) denkleminden

V. X =7(4LN+4,B)

elde edilir. a(s) egrisi diizlemsel bir egri oldugundan 7 =0 olup
V:X =0

elde edilir.
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Sonu¢ 4.1.2.1.4. E} Minkowski uzaymnda «(s) normali lightlike (null) olmayan spacelike

bir egri olsun. {T, N, B} Frenet ¢atis1 diizlemsel egriler boyunca non-rotating (donmeyen)

catidir (Karakus ve Yayl, 2017).

Ispat: (4.3) denkleminden, a(s) normali spacelike olan spacelike bir egri oldugundan

V.T=V,T-«N

yazilir. Benzer sekilde (4.3) denkleminden, «(s) normali timelike olan spacelike bir egri

oldugundan

V,T=V,T-«N

yazilir. Burada normali lightlike (null) olmayan spacelike egriler icin T, N ve B vektor

alanlarinin tiirevleri yazilarak gerekli islemler yapilirsa, her iki durum igin

elde edilir. Buna gore, {T, N,B} Frenet ¢atis1 diizlemsel egriler boyunca non-rotating

(donmeyen) ¢atidir.

Teorem4.1.2.1.5. E’ Minkowski uzayinda «(s) normali lightlike (null) olmayan spacelike

bir egri olsun. W’ (s)=—&7(s)T(s) Fermi-Walker anlaminda Darboux vektdriiniin Fermi-

Walker turevi
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dir (Karakus ve Yayli, 2017).
Ispat: (4.3) denkleminden
VW =V W+ £x(WAB)

yazilir. Normali lightlike (null) olmayan spacelike egriler i¢in Frenet denklemleri ve Fermi-

Walker anlaminda Darboux vektora kullanilirsa

VW =V, (=T )+ ((-£2T ) AB)

VW =—¢ %T —&7(V,T)+&xrN

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.1.2.1.6. E’ Minkowski uzayinda «(s) normali lightlike (null) olmayan spacelike

bir egri olsun. Fermi-Walker anlaminda Darboux vektoriiniin normali lightlike (null)

olmayan spacelike egriler boyunca Fermi-Walker paralel olmasi igin gerek ve yeter sart

T(S) = sabit olmasidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: Teorem 4.1.2.1.5. ten

olmak tizere V.W " =0 olmas1 i¢in gerek ve yeter sart T(S) = sabit olmasidir.

4.1.2.2. Frenet Catisina Gore Normali Lightlike (Null) Olan Spacelike Egriler Boyunca

Fermi-Walker Tirevi

Lemma4.1.2.2.1. E’ Minkowski uzayinda «(s) normali lightlike (null) olan spacelike bir

egri olsun. Normali lightlike (null) olan (s) spacelike egrisi boyunca herhangi bir vektor

alan1 X olmak tizere, X vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi
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VX =V, X+(NAX) (4.5)

seklinde ifade edilir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: (2.1) denkleminde Lorentz vektorel garpim 6zelligi kullanilip diizenlenirse
VX =V X =(T,X)N+(N,X)T

Vi X =V X+((TAN)AX)

VX =V, X+(NAX)

elde edilir.

Teorem4.1.2.2.2. E} Minkowski uzayinda «(s) normali lightlike (null) olan spacelike bir

egriolsun. 4,, 4, ve 4, diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere X = AT +A,N +4,B

vektor alaninin Fermi-Walker paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart
2, (s) = sabit
,(s)=¢, exp(—_[r(s)ds}

1

(51 =c,00 f(5)0s

1
olmasidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: (2.1) denkleminde X = AT +4,N + A,B vektor alani yerine yazilirsa

V. X =V, (AT + LN+ 4,B)— (T, AT + LN+ 4,B) A+ (A AT + A,N + A,B)T

bulunur. Bu esitlikte normali lightlike (null) olan spacelike egriler igin Frenet denklemleri

kullanilirsa
Vi X =V (AT + 4N+ A4,B)—(T, AT + LN + 4,BYN +(N, AT + ,N + 4,B)T
VX =V (AT + 4N+ 4B)—(T,AT)N +(N, 4,B)T

VX =V, (AT + 4N +4,B) -4 (T, T)N + 4, (N,B)T
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elde edilir. Normali lightlike (null) olan spacelike egriler i¢in <T,T> =1ve <N, B> =1 olmak

uzere

Vi X =V (AT +4,N+24,B) = AN + AT
VX :((L—/;le+/11VTT +(dd/z2]N+ﬂ,2V N+(ddﬂ3jB+/13V B-AN+AT

bulunur. Bu esitlikte normali lightlike (null) olan spacelike egriler i¢in Frenet denklemleri

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

VX = (ddﬂijT+ﬂlN+(ddijN+/er+( AGJ AT =2 7B- AN+ AT

V. X = (dﬂl] ( 24 4, jN+(d—’13—z3er (4.6)
ds ds ds
elde edilir. X , normali lightlike (null) olan «(s) spacelike egrisi boyunca Fermi-Walker

paralel oldugundan V. X =0 olacaktir. O halde

4 _,
ds
dﬁ+/127:0
ds

d4,

=B =0
ds At

olmalidir. Lineer diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinden
2, (s) = sabit
,(s)=c¢, exp(—]r(s)ds]

1

i (5)=c,00 o)

- —

elde edilir.

Tersine, X = AT +A4,N + 4,B vektor alani igin
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2, (s) = sabit
()=o)

1

A (s)=c, exp[ir(s)dsj
olsun. (2.1) denkleminden

V. X :(d—ﬂl]T +(%+,12er +(dd—23—ﬁ.3rj5

ds S S

elde edilir. Bu esitlikte; 4,(S), 4,(S) ve A (s) iin tiirevleri yazilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa
V. X =0
bulunur.

Sonu¢ 4.1.2.2.3 E} Minkowski uzayinda «(s) normali lightlike (null) olan spacelike bir
egri olsun. 4, A, ve A, sifirdan farkl sabitler olmak lizere X =AT +A,N +4,B vektor
alanmin egri boyunca Fermi-Walker paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(s) egrisinin

diizlemsel olmasidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: X , normali lightlike (null) olan & () spacelike egrisi boyunca Fermi-Walker paralel

olsun. (4.6) denkleminden

V. X :(d—ﬂT +(%+/12er +(dd’l~* zger

ds S ds
olmak iizere, bu denklem diizenlenirse
V. X =7(4LN-4B)
elde edilir. V. X =0 oldugundan
V. X =7(4,N-4B)=0

olacaktir. Buna gore
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=0

elde edilir.

Tersine, X = AT +A4,N + 4,B vektor alani igin a(s) egrisi diizlemsel bir egri olsun.
(2.1) denkleminden

V. X =7(4L,N-4B)

bulunur. a(s) egrisi diizlemsel bir egri oldugundan 7 =0 olup

VX =0

elde edilir.

Sonug 4.1.2.2.4. E} Minkowski uzayinda «(s) normali lightlike (null) olan spacelike bir

egri olsun. {T, N, B} Frenet c¢atis1 diizlemsel egriler boyunca non-rotating (donmeyen)

catidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: (4.5) denkleminden yola ¢ikilarak

V,T=V,T-N

V,B=V,B+T

yazilir. Buradan normali lightlike (null) olan spacelike egriler i¢in T, N ve B vektor

alanlarinin tiirevleri yazilarak gerekli islemler yapilirsa

elde edilir. Buna gore, {T, N,B} Frenet catis1 diizlemsel egriler boyunca non-rotating

(donmeyen) catidir.
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Teorem4.1.2.2.5. E’ Minkowski uzayinda «(s) normali lightlike (null) olan spacelike bir

egri olsun. W~ (S) = T(S)T (S) Fermi-Walker anlaminda Darboux vektoriiniin Fermi-Walker

tirevi

dir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: (2.1) denkleminden
VW = VW (T W) A+ (AW)T

yazilir. Normali lightlike (null) olan spacelike egriler igin Frenet denklemleri ve Fermi-

Walker anlaminda Darboux vektorii kullanilirsa
VW=V, (¢T)=(T,7T)N +(N,zT)T
VW =V, (7T)=2(T,T)N+7(N,T)T

bulunur. Normali lightlike (null) olan spacelike egriler i¢in (T,T)=1 ve (N,T)=0 olmak

uzere

iw*:ET +7(V;T)-2N
ds
kol * dT
VW ==—T
T dS ( )
elde edilir.

Sonug 4.1.2.2.6. E} Minkowski uzaymnda «(s) normali lightlike (null) olan spacelike bir
egri olsun. Fermi-Walker anlaminda Darboux vektoriiniin normali lightlike (null) olan

spacelike egriler boyunca Fermi-Walker paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢ (S) = sabit

olmasidir (Karakus ve Yayli, 2017).

Ispat: Teorem 4.1.2.2.5. ten

31



olmak iizere V.W " =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart T(S) = sabit olmasidir.

4.2. Bishop Catisi ve Fermi-Walker Tiirevi

Bu boliimde Fermi-Walker tiirevi, 3-boyutlu Minkowski uzayinda alinan herhangi bir egri
boyunca, Bishop ¢atisina ve egrinin karakterine gore incelenecektir.

4.2.1. Bishop Catisina Gore Timelike Egriler Boyunca Fermi-Walker Tiirevi

Lemma4.2.1.1. E} Minkowski uzayinda a(s) timelike bir egri olsun. a(s) timelike egrisi

boyunca herhangi bir vektor alan1 X olmak iizere, X vektdr alaninin Fermi-Walker tiirevi
V:X =V, X+X Aw (4.7)

seklinde ifade edilir. Burada @, Bishop ¢atisina gore timelike egriler i¢in Darboux

vektorudir.

ispat: (2.1) denkleminden

VX =V X (T, X)A-(AX)T

oldugundan Lorentz vektorel ¢arpimi kullanilirsa
ViX =V X +((AAT)AX)

elde edilir. Timelike egriler i¢in Bishop c¢ati vektorlerinin tiirevleri yerine yazilip

diizenlenirse
Ve X =V X+ (((kN, +k,N, ) AT) A X)

Vi X =V X +k (N AT) A X)+k, (N, AT) A X)
Vi X =V, X =k (N, A X)+k, (N, A X)

Vi X =V X +(=kN, +k,N ) A X

Vi X =V X+ X A (=N, +KN,)
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bulunur. Bishop ¢atisina gore timelike egriler i¢in Darboux vektordi,
@ =—-K,N, +Kk N,

oldugundan

VX =V X+X Aw

elde edilir.

Teorem 4.2.1.2. E’ Minkowski uzaymnda «(s) timelike bir egri olsun. 4, 4, ve A

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere X =AT+A,N;+A4,N, vektor alaninin

Fermi-Walker paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A =4, = 4, =sabit
Olmasidir.

ispat: (4.7) denkleminden

VX =V X+X Aw

Vi X =V, X =k (N, A X)+k, (N, A X)

elde edilir. Bu esitlikte X = AT +4,N, + 4N, vektor alan1 yerine yazilirsa

VX =y (AT + N, + N, )=k, (N, A (AT + 4N, + 4N, )
+Ky (N, A (AT + LN, + 4N,))

VX =V (AT + N, + N, ) =k (4 (N, AT)+ 4, (N, ANy )+ 4, (N, AN, )
+Ky (A (N, AT)+ 24, (N, AN, )+ A (N, AN, )

bulunur.
TAN;=N,, NNAN,=-T, N, AT =N,
ifadeleri yerine yazilirsa

6TX :VT (/11T +XQN1+£3N2)_ﬂ1k1N1_12k1T _/11k2N2 _ﬂesz
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V. X = (‘%JT + AV, T +(‘L—ﬂ?j N, + LV, N, +(%—ﬂ3j N, + A4V, N, - Ak N, — kT
S S S

_X'lkz Nz - jasz

elde edilir. Bu esitlikte timelike egriler i¢in Bishop ¢at1 vektorlerinin tiirevleri yazilirsa
V. X = (ddﬂl]T + KN, + AK,N, +(dd/1 jN + kT +(ddﬂ3jN + 4K, T — Ak N,

—/12le - ﬂik2N2 _jasz

V. X = MJT +[MZ N, + 9% Iy N,
ds ds ds
bulunur. X, a(s)timelike egrisi boyunca Fermi-Walker paralel oldugundan V_.X =0

olacaktir. Buna gore

d
ds
a4, _
ds
a4 _
ds
olmalidir. Lineer diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinden
A = A, =, = sabit

elde edilir.

Tersine, X = AT + AN, + 4,N, vektor alani i¢in
A =4, =4, =sabit

oldugundan

V. X =V X+X r@w

denkleminde yerine yazilirsa

V.X =0
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elde edilir.

Sonug 4.2.1.3. E’ Minkowski uzayinda (s) timelike bir egri olsun. 4,, 1, ve 4, sifirdan
farkli sabitler olmak tizere X =AT +A,N, + 4,N, vektor alan1 egri boyunca Fermi-Walker

paraleldir.

Sonug 4.2.1.4. E’ Minkowski uzaymnda «(s) timelike bir egri olsun. {T,N,,N,} Bishop

catis1 timelike egriler boyunca non-rotating (donmeyen) catidir.

Ispat: (4.7) denkleminden
V. T=V.T—kN,—k,N,
V;N, =V, N, —kT
ViN, =V, N, —k,T

elde edilir. Buradan timelike egriler i¢in T, N, ve N, vektor alanlarinin tiirevleri yazilarak

gerekli islemler yapilirsa

V,T=0
V,N,=0
V.N,=0

olur. Buna gére, {T,N,,N,} Bishop catisi timelike egriler boyunca non-rotating (dénmeyen)

catidir.
4.2.2 Bishop Catisina Gore Spacelike Egriler Boyunca Fermi-Walker Tiirevi

Bu kisimda Fermi-Walker tiirevi, E} Minkowski uzayinda Bishop catisina gore alman
herhangi bir egri boyunca, N, vektor alaninin timelike veya spacelike olma durumlari i¢in
birlikte incelenecektir.

Lemma 4.2.2.1. E} Minkowski uzayinda «(s) spacelike bir egri olsun. «(s) spacelike

egrisi boyunca herhangi bir vektor alan1 X olmak {izere, X vektor alaninin Fermi-Walker

tirevi
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VX =V, X+X Aw (4.8)

seklinde ifade edilir. Burada @, Bishop catisina gore spacelike egriler i¢cin Darboux

vektoridir.

Ispat: (2.1) denkleminden

VX =V X =(T,X)A+(AX)T

oldugundan Lorentz vektdrel ¢arpim 6zelligi kullanilirsa
ViX =V X +((TAA)AX)

elde edilir. Spacelike egriler i¢in Bishop cati vektorlerinin tiirevleri yerine yazilip

diizenlenirse

Ve X =V X +((T A(KN, =k,N, ) ) A X)

VX =V X +K (T AN)AX) =K, ((T AN, )AX)

bulunur. Spacelike egriler igin T AN, =—¢& N, ve N, AT =& N, olmak iizere
Vi X =V, X =gk (N, AX)+&k, (N, AX)

VX =V, X +e (KN, —kN,)A X

bulunur. Bishop catisina gore spacelike egriler i¢in Darboux vektori,
@ =-¢ (KN, =k N,)

oldugundan

VX =V X+X Aw

elde edilir.

Teorem 4.2.2.2. E} Minkowski uzayinda a(s) spacelike bir egri olsun. 4, 4, ve A,

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere X =AT +AN, + 4N, vektér alaninin

Fermi-Walker paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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A =4, =, = sabit
olmasidir.

Ispat: (4.8) denkleminden

VX =V X+X Aw

Vo X =V X =gk (N, A X)+&Kk, (N, A X)

elde edilir. Bu esitlikte X = AT +4,N, + 4N, vektor alan1 yerine yazilirsa

VX =V (AT + N, + N, ) =7k (N, A (AT + N, + 4,N,))
+glk2(N1/\(21T+27N1+/13N2))

Ve X =V (AT + N + N, ) =&k (4 (N, AT)+ 2, (N, AN )+ A4, (N, AN, )
+6 K, (A (N, AT)+ 4, (N, AN, )+ 4, (N, AN,))

bulunur.
TAN, ==& N,, N,AN, =T, N, AT =&'N,
ifadeleri yerine yazilirsa

VX =V, (AT + N, + AN, )= AN, + & LK T = Ak,N, + & Ak, T
V. X =(%)T+AVTT+[CZZ)N + A,V N +(ddﬂ3jN + AV N, = Ak N, + & ALk T

-AK,N, + el*ﬂ3k2T

elde edilir. Bu esitlikte spacelike egriler i¢in Bishop cat1 vektorlerinin tiirevleri yazilirsa

R IR IR

bulunur. X, a(s) spacelike egrisi boyunca Fermi-Walker paralel oldugundan V. X =0

olacaktir. Buna gore
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ds
44
ds
4% g
ds

olmalidir. Lineer diferansiyel denklem sisteminin ¢éziimiinden
A =4, =4, =sabit

elde edilir.

Tersine, X = AT + AN, + 4,N, vektor alani i¢in

A =, = A, =sabit

oldugundan

VX =V X+X rc@

denkleminde yerine yazilirsa

V. X =0

elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2.3. E} Minkowski uzayinda & (s) spacelike bir egri olsun. 4,, 4, ve /, sifirdan
farkli sabitler olmak tizere X = AT +A,N, + 4,N, vektor alan1 egri boyunca Fermi-Walker

paraleldir.

Sonuc 4.2.2.4. E} Minkowski uzaymda a(s) spacelike bir egri olsun. {T, N,, N2} Bishop

catis1 spacelike egriler boyunca non-rotating (donmeyen) ¢atidir.

Ispat: N, spacelike olmak iizere, (4.8) denkleminden
V. T =V.T—kN, +k,N,

V;N, =V, N, +kT

ViN, =V, N, +k,T
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elde edilir. Benzer sekilde N, timelike olmak iizere, (4.8) denkleminden
V. T =V.T—kN, +k,N,

ViN; =V, N, —kT

ViN, =V, N, —k,T

elde edilir. Buradan spacelike egrileri¢in T, N, ve N, vektor alanlarinin tiirevleri yazilarak

gerekli islemler yapilirsa, her iki durum igin

V,T=0
V.N,=0
V.N,=0

olur. Buna gore, {T,N,,N,} Bishop catis1 spacelike egriler boyunca non-rotating

(donmeyen) catidir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu yiiksek lisans tezinde hizlanan cisimlerin hareketini inceleyen Fermi-Walker tiirevi ele
alimmustir. Fermi-Walker tiirevi bizlere fiziksel hareketleri inceleme ve geometrik olarak
sonuglar elde etme imkani saglar. Karakus ve Yayli (2017) tarafindan yapilan ¢alismada, 3-
boyutlu Minkowski uzayinda Frenet catisina gére Fermi-Walker tiirevi tanimlanmis ve
Fermi-Walker paralellik incelenmistir. Sonra Frenet ¢atisinin hangi kosullar altinda non-
rotating (donmeyen) ¢at1 oldugu ispatlanmis ve Fermi-Walker anlaminda Darboux vektorii

incelenmistir.

Bu yiiksek lisans tezinde oOncelikle Karakus ve Yayli (2017)’ nin calismalari lizerinde
durulmustur. Daha sonra Bishop catisina gore, Fermi-Walker tiirevleri tanimlanmis ve
herhangi bir vektor alanimnin hangi kosullar altinda Fermi-Walker paralel olacag
incelenmistir. Ayrica Bishop catisinin hangi durumlarda non-rotating (donmeyen) ¢ati

oldugu ispatlanmistir.
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