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ETiK BEYANI

Tez Yazim Kurallarina uygun olarak hazirladigim bu tez calismasinda; tez iginde
sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar ¢ercevesinde elde
ettigimi, tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglar1 bilimsel etik ve ahlak kurallarina
uygun olarak sundugumu, tez ¢aligmasinda yararlandigim eserlerin timiine uygun atifta
bulunarak kaynak gosterdigimi, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigima,
bu tezde sundugum ¢alismanin 6zgiin oldugunu, bildirir, aksi bir durumda aleyhime

dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi beyan ederim.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LIiSTESI

: A kiimesinin Lebesgue ol¢timii
: R? tizerinde taniml1 siirekli fonksiyonlarin uzay1

R iizerinde her mertebeden siirekli tiirevlere sahip

fonksiyonlarin uzayi

. R? iizerinde siirekli ve kompakt destekli fonksiyonlari uzayi
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destekli fonksiyonlarin uzayi

: Yerel integrallenebilen fonksiyonlarin uzay1
. f fonksiyonunun kanonik temsilcisi

: Agirlik fonksiyonu

: Agirlikli degisken iislii Lebesgue uzay1

: Lps(') uzaymin Luxemburg normu

: Agirlikli degisken tislii Sobolev uzaylar

K,p(.
: WSPY uzaymim normu

: A kiimesinin kapanis1

: A uzaymin B uzayina siirekli olarak gdmiilmesi

. A uzaymin B uzayina kompakt olarak gomiilmesi

: f fonksiyonunun g fonksiyonuna zayif yakinsak olmasi
: Q kiimesinin ¢ap1

: x merkezli r yarigapl agik yuvar



OZET

AGIRLIKLI DEGISKEN USLU SOBOLEV UZAYLARI
VE BAZI UYGULAMALARI

Bu tez calismasi ii¢ temel kisimdan olusmaktadir. Ik béliim giris niteliginde olup, bu
boliimde degisken tislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin tarihgesi ve uygulama alanlari ele
almmistir. Tezde kullanilan temel tanimlara ve teoremlere ise ikinci boliimde yer

verilmistir.

Bulgular bolimiiniin birinci kisminda Kapasite kavramindan bahsedilmis olup 6zel olarak
agirikli  degisken iislii Sobolev uzaylarinda Sobolev (p(.),S) -kapasitesinin yerine
diisiiniilebilecek olan rolatif (p(.),S) -kapasitesi tanimlanip bazi 6nemli o6zellikleri
incelenmistir. Ikinci kisimda ise sifir siir degerli agirlikli degisken iislii Sobolev uzaylart
W;jg(') (Q) tamtilmis ve bazi temel dzellikleri incelenmistir. Ayrica, bu uzaylarda Poincaré
esitsizligi ispatlanmistir. Yine, W;'g(') (Q) uzayinin elemanlarindan olusan yeni bir kapasite
tanimlanip Sobolev (p(.),S) -kapasitesi ile arasindaki baz1 esitsizlikler verilmistir. Ugiincii
kisimda, rolatif (p(.),S) -kapasitesi yardimiyla tanimlanan (p(.),S) -fine (iyi) acik
kiimeler incelenmistir. Ayrica, bu kiimelerden iiretilen ve Oklid topolojisinden daha ince
olan fine (iyi) topoloji, agirlikli degisken islii duruma genellestirilmistir. Dordiincii
kisimda ise, Ly (Rd) agirlikli klasik Lebesgue uzayi ile Wgz‘p(')(Rd) agirlikli degisken

iislii Sobolev uzaymin arakesiti uygun bir normla donatilmis, bu uzaym bazi temel

ozellikleri incelenmis ve baz1 siirekli-kompakt gdmiilmeleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Agirlikli degisken iislii Sobolev uzaylari, Rélatif kapasite, Iyi
topoloji, Kompakt gdmiilme.



ABSTRACT

WEIGHTED VARIABLE EXPONENT SOBOLEV SPACES
AND SOME APPLICATIONS

This thesis study consists of three basic sections. The first part of it has the characteristics
of introduction, in this section the history of weighted variable exponent Lebesgue and
Sobolev spaces and some applications. The basic definitions and theorems are given in
second section.

The notion of capacity has mentioned in the first part of findings section, in particular,

relative (p(.),9)-capacity is presented for an alternative of Sobolev (p(.),$)-capacity in
weighted variable exponent Sobolev spaces. In the second part, weighted variable
exponent Sobolev spaces with zero boundary values wg;g<~>(Q) are introduced and
investigated their some basic properties. Also, the Poincaré inequality is proved in these
spaces. In addition, a new capacity in wg;g<->(Q) is defined and given some inequalities
between it and Sobolev (p(.),$)-capacity. In the third part, (p(.),9)-finely open sets

defined by the relative (p(.),S)-capacity are investigated. Moreover, the fine topology,

which is generated these sets and is finer than Euclidean topology, is extented to weighted
variable exponent case. In the fourth part, an intersection space between weighted classical

Lebesgue spaces L, (R") and weighted variable exponent Sobolev spaces W, ™ (R?)

has revealed with a suitable norm. Moreover, some properties and continuous-compact

embeddings of this space are examined.

Key Words: Weighted variable exponent Sobolev spaces, Relative capacity, Fine
topology, Compact embedding.
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1. GIRIS
Potansiyel teorinin tarihi 17-inci ylizyila kadar uzanmaktadir. Teorinin gelismesinde
Newton, Euler, Laplace, Lagrange, Fourier, Green, Gauss, Poisson, Dirichlet, Riemann,

Weierstrass, Poincaré gibi énemli isimlerin katkilar1 vardir. Potansiyel teorinin tarihi igin

(Kellogg, 1929) ve bu ¢alismanin kaynaklar1 incelenebilir.

Degisken {Uslii Lebesgue uzaylar1 literatiirde ilk olarak (Orlicz, 1931) tarafindan
tanimlanmustir. Orlicz kendi adii tasiyan L® Orlicz uzaylari teorisini gelistirmistir. Orlicz
uzaylarmin bir genellestirilmesi olan modiiler uzaylar diizenli olarak ilk kez (Nakano
1950), (Nakano, 1951) tarafindan ¢alisilmistir. Fakat buna ragmen, modiiler uzaylar, Orlicz
uzaylar1 kadar ilgi gérmedi. 1970 ve 1980'li yillarda, modiiler fonksiyon uzaylari, (Hudzik,
1976), (Hudzik, 1983), (Musielak, 1983) basta olmak iizere bir¢ok matematik¢i tarafindan

calistlmistir. Ayrica, (Sharapudinov, 1979) c¢alismasinda Lp(‘)([O,l]) uzay: iizerindeki

topoloji iizerine bazi incelemeler yapilmistir.

Degisken tslii Lebesgue uzaylari ile klasik Lebesgue uzaylarinin ortak birgok 6zellikleri

olmasma ragmen, Otelemelerin invaryantligi, oOtelemelerin siirekliligi ve girisim gibi

onemli oOzellikler L” uzayinda saglaniyorken L0 uzaymda saglanmaz (Kovacik ve

Raékosnik, 1991), (Samko, 1998). Ayrica, (Diening, 2004a) calismasinda sinirli bolgede

tanimli L°V uzayinda maksimal operatoriin siirlilig1 ispatlanmistir. Bu ¢alismadan sonra
bu uzaylara olan ilgi artmis ve giinimiize kadar ¢esitli konularda makaleler yapilmistir.
1800 yillarda bilim diinyasindaki en 6nemli problemlerden birisi Laplace denklemleri ve
eliptik diferansiyel denklemler i¢in sinir-deger problemlerinin ¢6ziimleriydi. Sobolev, bu
problemin temel zorlugunun iistesinden gelmis ve 1938 yilinda yaptig1 calismayla Sobolev
uzayini tanitmistir (Sobolev, 1938). Ayrica, bu uzay Morrey, Besov, Meyers, Hudzik gibi

birgok matematik¢i tarafindan da ¢alisilmustir.

Literatiirde degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarindaki en 6nemli g¢aligma 1991
yilinda Kovacik ve Rékosnik tarafindan yapilmistir (Kovacik ve Rakosnik, 1991). Bu
calismada, en genel durumda degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinin bir¢cok temel

Ozellikleri verilmistir.

Degisken iislii fonksiyon uzaylari teorisi son yillarda, elastik mekanik, akiskanlar dinamigi,
varyasyonel hesap ve bazi1 06zel diferansiyel denklemler ile ilgili problemler iizerine
calisilmistir. Elektroreolojik akiskanlar (EA) ile ilgili ilk 6nemli bilgiler (Winslow, 1949)
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calismasinda ifade edilmistir. (Razicka, 2000) katsayilar1 degisken biiyiime oranli dogrusal
olmayan sistem igeren EA i¢in matematiksel model tizerinde ¢alismistir. EA, robot bilimi
ve uzay teknolojisinde kullanilmakta olup deneysel arastirmalar Nasa laboratuarlarinda
yapilmaktadir. Ayrica EA, kumasin igine derinlemesine isleme ve kumasin normal
durumundan ¢ok daha dayanikli hale ¢ok hizli bir sekilde doniismesi 6zelliklerinden
faydalanarak, giinimiizdekilerden ¢ok daha hafif olan kursun gegirmez yelekler tiretilmesi

amagclanmaktadir.

Sabit lisse gore diistiniildiigiinde degisken iislii Lebesgue ve Sobolev uzaylarinda ¢alismak
teorisi ve uygulamalar1 ag¢isindan bazi zorluklarina ragmen bir¢ok fayda saglamaktadir.
Omegin; EA belirli bir manyetik alanla karsilastiklarinda bu akiskanlarin parcaciklari
hareket sirasinda belli oranda kiitle kaybeder. p kuvveti sabit oldugunda x € R? i¢in farkli
noktalardaki kiitle kaybinin esit oldugunu kabul etme zorunlulugu goriiliir ve bu durumda
farkl kiitle kayiplar1 hesaba katilamamaktadir. Bu ise fizik, mekanik, miithendislik ve EA

ile ilgili problemlere karsilik gelen matematiksel modellerin giivenilirliginde problemlere

yol acar. Bu sorunu ortadan kaldirmak i¢in p yerine p(X) seklinde Olgtilebilir pozitif reel

degerli bir fonksiyon secilebilir ve farkli kiitle kayiplar1 hesaplanabilir. Dolayisiyla,
EA'dan kaynaklanan standart olmayan biiyiime kosullu dogrusal olmayan eliptik
denklemler i¢in matematiksel modeller ancak degisken TUslii Lebesgue ve Sobolev
uzaylarinda ele aliabilir.

Agirlikli degisken iislii Sobolev uzaylari, kismi tiirevli denklemlerin ¢oziimii ile ilgili
caligmalarda 6nemli bir yer alir. Coziimler, Sobolev uzaylarinin bir eleman1 olup, kismi
tirevli diferansiyel denklemler 6zel olarak eliptik ve parabolik diferansiyel denklemler;
uygulamali matematikte, fizikte ve miihendisligin birgok alaninda Onemli rol
oynamaktadir.

Kapasite kavrami potansiyel teorideki 6l¢iim kavramiyla baglantilidir. Olgiimle bir¢ok
benzer Ozellige sahiptir. Bu tez ¢alismasinin amaclarindan biri de rolatif (p(.),S)-
kapasiteyl tanimlayarak Olglime bir alternatif sunmaktir. Sabit {islii uzaylar i¢in Sobolev
kapasitesi birgok yazar tarafindan ¢alisilmistir (Evans ve Gariepy, 1992), (Maz'ja, 1985).

Ayrica, (Kilpeldinen, 1994) c¢alismasinda agirlikli Sobolev kapasiteyi tanitmis ve
(Harjulehto ve ark., 2003b) calismasinda ise bu kapasitenin degisken isli durumu

Wl'p(')(]Rd) uzayinda ele alinmistir. Ayrica, (Aydin, 2012b) calismasinda degisken iislii

Sobolev kapasite agirlikli degisken iislii duruma genellenmistir.



Roélatif kapasite, R? iizerinde dogrusal olmayan potansiyel teoride de siklikla kullanilir.
Herhangi bir Q c R? acik bir kiime ve K = Q kompakt kiimesi almsin. Bu takdirde rolatif
p-kapasite

cap, (K, Q) = inf HVf (x)[" dx
Q

olarak tanimlanir. Buradaki infimum K kiimesinde f >1 olan diizgiin ve sifir sinir degerli
fonksiyonlar tizerinden almmugtir. Ayrica, kapasite icin kabul edilebilir fonksiyonlarin
kiimesi olarak, K kiimesinde f >1 olan siirekli birinci mertebeden Sobolev fonksiyonlari
da alinabilir. Rolatif kapasite ile ilgili detayli bilgiler i¢in (Heinonen ve ark., 1993)
calismasi incelenebilir. (Harjulehto ve ark., 2007) ¢alismasinda da bir rolatif kapasite
tanimlanmistir. Ayrica, tanimlanan rolatif kapasitenin 6zellikleri incelenmis ve Sobolev

kapasitesi ile karsilastirmasi verilmistir.

(Acerbi ve Mingione, 2001) ve (Coscia ve Mingione, 1999) c¢aligmalarinda smirli bir

Q c R? bolgesinde

_HVf (x)|p(x) dx

Q

seklinde tanimh p() -Dirichlet enerji integralinin bazi Ozelliklerini, enerji integral

minimize edicilerinin varligi, tekligini ve ¢oklulugunu ele alinmistir. (Shanmugalingam,
2001) galigmasinda metrik uzaylar tizerinde Dirichlet enerji integrali incelenmistir. Ayrica,

Dirichlet sinir-deger problemlerinin ¢oziimleriyle ilgili bilgiler verilmistir.

Fine (iyi) topoloji ilk defa Cartan tarafindan 1946 yilinda ortaya konulmustur (Cartan,
1946) ve analitik fonksiyonlar teorisi, olasilik dahil olmak iizere bir¢cok alanda uygulamasi
vardir. Bu topolojinin temel O6zellikleri ve uygulama alanlari igin (Constantinescu ve
Cornea, 1972), (Doob, 1984), (Fuglede, 1988), (Helms, 1969) c¢alismalar1 6rnek olarak
verilebilir. Ayrica (Meyers, 1975) calismasinda iyi topoloji igin ilk genellemeler
yapilmistir. Iyi topoloji ile ilgili tarihsel siire¢ ve bilimsel bilgiler i¢in (Heinonen ve ark.,

1993) ¢alismasi da incelenebilir.

Bu tez caligmasinda, 6l¢iimiin yerine diisiiniilebilecek olan rolatif (p(.),S)-kapasitesi

agirlikli degisken iislii Sobolev uzaylarinda tanimlanacaktir. Ayrica, bu kapasitenin birgok

ozelligi ele alacak, diger kapasitelerle ve dl¢imle iligkisi incelenecektir. Yine, agirlikli
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degisken {islii Sobolev uzayinin bir alt uzayr olan ve kismi tirevli diferansiyel
denklemlerin ¢oziimiinde 6nemli bir yer alan sifir sinir degerli agirlikli degisken {islii
Sobolev uzayr tanimlanip bazi siirekli gomiilmeler ve esitsizlikler verilecektir. Yine, iyi
topolojinin agirlikli degisken {islii durumu ele alinip bazi karsilastirmalar ve genellemeler
verilecektir. Tez ¢alismasinin son kisminda ise uygun normla donatilmis bir arakesit uzayi
tanitilacak ve temel ozellikleri incelenecektir. Ayrica, bu uzaym bazi siirekli ve kompakt
gomiilmeleri verilip bulunan sonuclarin eliptik diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri igin

oneminden bahsedilecektir.



2. GENEL BILGILER
Bu boéliimde, tezde kullanilacak tanimlar, teoremler ve simgeler tanitilacaktir.
2.1. Bazi1 Tanim ve Kavramlar

Tamm 2.1.1: X bir topolojik uzay, E bir vektoér uzayi, f fonksiyonu da X uzayindan E
uzayina tanimli olmak iizere, {X eX:f (X) # 0} seklinde tanimlanan kiimenin kapanisina f

fonksiyonunun destegi denir ve bu kiime suppf ile gosterilir (Treves, 1967).

Tamm 2.1.2: Her mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlarin olusturdugu vektor

uzayr C” (Rd) ile gosterilir. Bu uzayin elemanlar1 diizglin (smooth) fonksiyon adini da

alir. Her mertebeden siirekli tiirevlere sahip kompakt destekli fonksiyonlarin olusturdugu

vektor uzayr da C; (]Rd) ile gosterilir. Bu uzayin elemanlaria ise test fonksiyonu denir

(Rudin, 1973).

Tamim 2.1.3: f, R? iizerinde tanimli, karmasik degerli ve 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun.

Eger her K = R kompakt alt kiimesi i¢in

j [f (x)|dx < oo

kosulu saglaniyorsa f fonksiyonuna yerel integrallenebilir fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin uzay: L (Rd) ile gosterilir (Rudin, 1973).

loc

Teorem 2.1.4 (Banach Teoremi): E ve F birer Banach uzayi olsunlar. Eger E uzaymdan F
uzayma giden f fonksiyonu dogrusal, siirekli, birebir ve oOrtense f fonksiyonuna E
uzayindan F uzayina bir homeomorfizmdir (Cartan, 1971).

Teorem 2.1.5 Her a,be R ve £¢>0 i¢in

; 1\
asbp < (1+¢)" " [a]f +[1+EJ b, 1<p<w

la” +|b", 0<p<1
esitsizligi saglanir (Maly ve Ziemer, 1997).

Tanim 2.1.6: (A, ||.||A), (B,||||B) normlu uzaylar ve A c B olsun. Eger, herhangi bir f € A

fonksiyonu i¢in ||f ||B SC”f” . olacak sekilde bir ¢>0 varsa A uzay1 B uzayma siirekli

olarak gomiiliir denir ve AGB ile gosterilir (Kufner ve ark., 1977).
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Tamm 2.1.7: (A,||.||A), (B,||.||B) normlu uzaylar1 ve T:A — B operatorii verilsin. Eger,

AGB saglaniyorsa ve her (Xn)CA simirli dizisi igin (T(Xn))c B operator dizisinin

yakinsak bir alt dizisi bulunuyorsa, A uzay1 B uzayina kompakt olarak gomiiliir denir ve

AGGB olarak gosterilir (Kufner ve ark., 1977).

Teorem 2.1.8: (A,||.||A), (B,||.||B) normlu uzaylar ve A yansimali bir uzay olsun. Ayrica,

T:A — B operatorii verilsin. Bu takdirde, AGGB olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, T
operatoriiniin A uzayinda zayif yakinsak dizileri B uzayinda kuvvetli yakinsak dizilere

doniistiirmesidir (Ciarlet, 2013), (Conway, 1985).

Tamm 2.1.9: p(.):R? —>[L ) dlgiilebilir fonksiyonuna degisken iis denir. Degisken iis
fonksiyonlarimin ailesi P(]Rd) ile gosterilsin. Yine p() € P(Rd) olmak iizere

~=essinf p(x
p =essinf p(x)

p* =esssupp(x)

xeRY

bi¢ciminde tanimlansin. Buradan 1<p~ < p() <p* <oo yazilr.

Herhangi p(.)eP(Rd) ve f:R®— C olgiilebilir fonksiyonlar1 verilsin. Bu takdirde

konveks modiiler fonksiyon
Pr() (f) - .[ ‘f (X)
Rd

bi¢iminde tanimlanir. Degisken iislii Lebesgue uzaylar

) dx

LV (RY)={f :p,,, (A ) <0, 30> 0}

seklinde tanimlanip {lizerindeki

. _ f
], =inf {oc ~0:p,, (&j < 1}

Luxemburg normu ile bir Banach uzayidir. Ozel olarak p() =p sabit ise Lp(')(Rd) uzayi
ile LP (Rd) uzay1 ¢akisir (Kovacik ve Rakosnik, 1991).

Tammim 2.1.10: Herhangi bir S:Rd—>(0,oo) Olgtilebilir ve yerel integrallenebilen

fonksiyona bir agirlik fonksiyonu denir. Ayrica, agirlikli modiiler fonksiyonu

Py (1) = [ [FOOP™ 9 (x)ax



seklinde tanimlanir. Yine L%')(Rd) agirlikli  degisken {slii Lebesgue wuzaylari,

1
f3°)| <o olan RY kiimesindeki Olciilebilir fonksiyonlardan olusur (Aydin,

p()

[y =

2012b).
Teorem 2.1.11: p~ <oo olsun. Eger herhangi bir f <L}’ (R?) igin p, ,(f)>0 veya

p" <o ise,

1 1 1 1
min {pp(_)’g (F)o  Pyys (F)P' } < ||f||p(.),9 < maks {pp(.)]g (F)o  pyys (F)e }

esitsizligi saglanir (Kovacik ve Rakosnik, 1991).

Tammm 2.1.12: Herhangi jeN i¢in ocjeNozNu{O} ve deN olmak iizere

oc:(onl,oc?_,...,ocd) seklinde tanimlanan o sayisina c¢oklu-indis denir ve tiim c¢oklu
d
indislerin kiimesi Nj ile gdsterilir. Ayrica |o|=) o, olmak iizere 1<j<d i¢in
=l
w O . .
D}’ = ise, D*=D"Dj2..D3 ifadesi |a|-inc1 mertebeden bir diferansiyel operator
X!
j

belirtir. Simdi herhangi f e L

loc

(R?) verilsin. Herhangi bir ¢ e C7 (R") igin

[ £(x)D%0(x)dx =(-1)" [ g, (x)(x)dx

RY RY

olacak sekilde bir g e L] (Rd) bulunuyor ise g, fonksiyonuna f fonksiyonunun o -inci

loc

zayif tirevi denir. Eger f fonksiyonu, klasik anlamda D“f siirekli kismi tiirevlere sahip

olacak sekilde yeterince diizgiin ise, D“f ayni zamanda f fonksiyonunun zayif tiirevidir.
Bunun ispati herhangi ¢ € C; (Rd) icin

[ £(x)D0(x)dx =(-1)" j D=f (x) () dx

]Rd

esitliginde j=12,..,d icin X; degiskenlerine gére o;-kez kismi integrasyon yapilirsa

kolaylikla goriiliir. Boylece f fonksiyonunun o -mci1 zayif tirevi Df =g_ olarak gosterilir

(Adams ve Fournier, 2003), (Burenkov, 1998).
7



Bir fonksiyonun klasik tiirevinin olmasi zayif tiirevinin de olacagi anlamina gelir. Fakat
tersi genel olarak dogru degildir.
Ornek 2.1.13: f:R—>R olmak iizere f(X) = |X| seklinde tanimlanan fonksiyonun zayif

tiirevi sgn(x) fonksiyonudur (Burenkov, 1998).

Coziim: Fonksiyonun tanimindan fe Llloc(R) oldugu goriliir. Ayrica herhangi

¢ eC; (R) i¢in

If (x)¢'(x)dx :—ix¢'(x)dx+zx¢'(x)dx

R

yazilir. Integrallerde ayr1 ayr1 kismi integrasyon uygulanirsa

.[f (x)¢'(x)dx =i¢(x)dx—j¢(x)dx

R 0

:—isgn(x)d)(x)dx

elde edilir. Ayrica sgn(x) e L]

loc

(R) oldugundan D'f =sgn(x) olarak bulunur.

1

Onerme 2.1.14: Herhangi bir ke N; = NU{0} olmak iizere g "0t L. (Rd) olsun. Bu
takdirde Lps(') (Rd) bir Banach fonksiyon uzayidir. Diger bir ifadeyle, L‘g') (Rd )Cle,OC (]Rd)

goémiilmesi vardir (Aydin, 2012b), (Kokilashvili ve Samko, 2003).

Onerme 2.1.14'ten dolay1 Lpé') (Rd) uzaymin her elemaninin zayif tiirevi vardir. Boylece

agirlikli degisken iislii Sobolev uzay1 iyi tanimlidir.

Tanmm 2.1.15: Agirlikli degisken slii Sobolev uzayi
Wg’p(') (Rd ) = {f € Lpg') (Rd ) raeNJ,0< lo|<k,D*f e Lpé') (Rd )}
seklinde tanimlanir. Ayrica herhangi bir f WSk o) (Rd) i¢cin

[flls= 2 |P°f

OS‘(x‘Sk

p(.).9



biciminde tanimlanan fonksiyon agirlikli degisken {isli Sobolev uzayi Wg'p(') (]Rd)

tizerinde bir norm belirtir ve bu norma gore bir Banach uzayidir (Diening ve ark., 2011).
Eger k=(0,0,...,0)=0eR? ise herhangi bir felL?’ (RY) igin D9 =f olup
Wg'p(') (Rd)= Lpé') (Rd) oldugu goriiliir. Ozel olarak p() =p sabit ise Wg’p(') (Rd) ile
klasik agirlikli  Sobolev uzayr WP (]Rd) akisir. Ayrica WPV (]Rd) uzay1
1<p <p(.)<p" <o kosulu altinda ayrilabilir olup 1<p~ <p(.)<p” <o kosulu i¢in de
yansimalidir (Diening ve ark., 2011). Yine C; (]Rd) uzayl1 Wg ) (Rd) uzayinda yogundur
(Aydin, 2012b), (Diening, 2004a), (Kokilashvili ve Samko, 2003). Yine, W™ (R’)

uzayinin normunun tanimimdan W, ) (]Rd )CL%O (Rd) bulunur.

Teorem 2.1.16: Eger 1<p(.)<q(.)<o, hh.h. xeQ i¢in 0<w(x)<I(x) ve |Q<oo
ise, her f el (]Rd) icin ||f||Lp(‘)(Q) < C||f||Lq(.>(Q) olacak sekilde f fonksiyonundan bagimsiz

bir C > 0 sayis1 vardir (Liu, 2008).

Tamm 2.1.17: Her xeR? icin 9,(x)<c9,(x) olacak sekilde en az bir ¢>0 varsa
9, <9, biciminde gosterilir. Eger 9, <8, ve §, <9, ifadeleri saglaniyor ise, 3, ve 9,
olarak ifade edilen agirlik fonksiyonlar: denktirler denir ve 3, =9, ifadesi ile gosterilir.

(Aydin, 2012a), (Feichtinger ve Giirkanli, 1990), (Fischer ve ark., 1996).

Tamm 2.1.18: Her t>0 ve h.h.h. x e R? igin
t208, (x) <K, (K,t)™" 9, (x)+h(x)

olacak sekilde pozitif K ,K, sabitleri ve heLl(Rd),hZO varsa, p;(.) degisken iissii
P, () degisken iissiinden daha gii¢liidiir denir ve pl(.) =p, () seklinde gosterilir (Aydin,
2012a), (Diening, 2004a), (Musielak, 1983).

Tamm 2.1.19: QcR® smirli bir kilme ve 9 bir agirlik fonksiyonu olsun. Eger bir
f eCy (Q) igin

i\f (x)| 9 (x)dx < c(diame) [|VF (x)| 8(x)dx

Q



esitsizligi saglannyor ise, f fonksiyonu L, (Q) uzayinda Poincaré esitsizligini saglar denir
(Heinonen ve ark., 1993).

Tamim 2.1.20: A c R? agik kiime ve E = A olmak iizere

Sy (E)= {f e W™ (R"):Her x € Aligin f (x) 21}
kiimesi verilsin. Bu takdirde E kiimesinin Sobolev (p(.),)-kapasitesi

"4 VE (x)

Cyo(E)=dnf _pyypy (F)= dnf [ (|f(x) )8 (x)ax

feSp(_)YS(E) feSp(_)VS(E) e

seklinde tamimlanir. Eger S, (E)=@ ise, infimum ozelliginden C,,,(E)=c0 olur

(Aydin, 2012b).

Yukaridaki tanim g6z oniinde bulundurulursa herhangi bir EcR® icin fe Sy (E)
verildiginde, min{Lf}e S (E) olup Prp()s (min {Lf }) <Pipi)s (f) esitsizligi saglanur.
Bu ise Sobolev (p() : 8) -kapasiteyi test i¢in 0<f<1 olmak iizere feS, (E)

fonksiyonunun se¢ilmesinin yeterli olacagini gosterir.

Tanmm 2.1.21: Eger bir 6zellik kapasitesi sifir olan kiimenin disinda saglaniyorsa (p () : 8)

-quasi her yerde saglanir denir. Ayrica her € >0 icin herhangi bir f fonksiyonu R® — A

kiimesinde siirekli olacak sekilde Cp(_)‘ 5 (A) < ¢ kosulunu saglayan acik bir A kiimesi varsa

f fonksiyonuna R? kiimesinde (p(.),S)-quasi siirekli denir (Aydin, 2012b).

1

Bu tez ¢alismasinda 1<p™ <p(.)<p* <o ve g Pt ¢ L. (Rd) kosullarinin varligr kabul

edilecektir. Yine Q cR® agik kiime olarak alinacaktir. Ayrica "hemen hemen her yerde",
"quasi her yerde" ve "quasi siirekli" sozciikleri yerine, sirasiyla, "h.h.h.", "q.e." ve "qg.c."

kisaltmalar1 kullanilacaktir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bulgular béliimiinde, dl¢iimiin yerine diisiiniilebilecek olan rolatif (p(.),S)-kapaSitesi

tanimlanip (Aydin, 2012b), (Harjulehto ve ark., 2003b), (Harjulehto ve ark., 2007)

caligmalarindaki yontemler kullanilarak bu kapasitenin 6zellikleri incelendi.

Kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin de arandigi (Harjulehto ve ark.,
2003a) calismasinda yer alan sifir sinir degerli degisken {iislii Sobolev uzaylarinin agirlikli
durumu ele alindi. Ayrica, Poincaré esitsizligi ispatlanarak bu uzaylarda denk bir nom elde
edildi.

Yine, (p(.),S) -fine (iyi) acik kiimelerden olusan fine (iyi) topoloji tanimland: ve Oklid
topoloji ile arasindaki iliski verildi. (p(.),S)-iyi acik kiimeler, ¢calismanin ilk kisminda
tanimlanan rolatif (p() , 8) -kapasitesi yardimiyla tanimlandigindan literatiirde ¢alisilan ve
(Harjulehto ve Latvala, 2008) ¢alismasindaki iyi topoloji kavramindan farklidir.

Son olarak, agirlikli klasik Lebesgue uzayr ve agirlikli degisken iislii Sobolev uzayimnin
arakesiti olarak tanimlanan uzayin temel 6zellikleri ele alindi. Ayrica, bu arakesit uzayimnin

diger uzaylarla arasindaki siirekli ve kompakt gomiilmeleri (Kim ve ark., 2010), (Mashiyev

ve ark., 2010), (Saiedinezhad ve Ghaemi, 2015) ¢aligmalari1 goz oniine alinarak incelendi.
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4. BULGULAR
4.1. Rélatif (p(.),9)-Kapasitesi ve Baz1 Ozellikleri

Bu béliimde, Sobolev (p(.),S)-kapasitesinin bazi ozellikleri verilecektir. Ayrica bu

kapasitenin yerine diisiiniilebilecek olan, agirlikli degisken {islii Sobolev uzaylarinda rolatif

(p (), 8) -kapasitesi tanimlanip baz1 6nemli dzellikleri incelenecektir.

Teorem 4.1.1: Herhangi (E;)_ <R’ kiimeler ailesi verilsin. Eger her ieN igin

Cp(.),S (Ei ) =0 ise, Cp(.),e [U Eij =0 esitligi saglanir.

Ispat: Herhangi 0<e<1 sayisi verilsin. Ayrica p* <o oldugundan modiiler ve norm
yakinsamanin birbirine denk oldugu biliniyor. O halde, ||fi||l’p(_)'SS§ olacak sekilde

feS,)s (E;) fonksiyonlar1 bulunabilir. Simdi g, =f, +f, +...+f; fonksiyonu tanimlansn.

(9;)._, dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu ve w0 (Rd) uzayinin Banach uzay oldugu
dikkate alinirsa h.h.h. g, —>g olacak sekilde bir (gi)ieN dizisi bulunur. Yine

U, =fi"1([1,oo)) olarak tanmimlansin. Buradan her xeU, ve j>i igin

9;(x) =, (x)+f,(x)+...+f(x)>1 yani hhh. g;|,>1 olur. Bu ise hhh. g|,>1
oldugunu gosterir. Bunu ispatlamak i¢in ifadenin dogru olmadig1 kabul edilsin. O halde
gly, <1 ve INNU;|>0 olacak sekilde bir N kiimesi ve i indisi vardir. Ayrica her ieN

igin E;c U, oldugundan [ JE, < JU; kapsamasi saglamr. Yine f €S, ,(E)

i=1 i=1

oldugundan U, =f*([1,0)), dolaystyla, 0 U, agik kiime olur. Buradan g €S, [0 EiJ

i=1

elde edilir. Ayrica

9], lef oo _2n=8

esitsizligi saglanir. Eger Teorem 2.1.11 kullanilirsa

<o (UB )= 1 590100 (0) <l =
i=1 9€Sy)5 [UEi]

i=l

12



olup C,, [U EJ: 0 elde edilir.
i=1

Uyan 4.1.2: Genel olarak C* (Rd)mW;’p(')(Rd) uzaymnin W;’p(')(Rd) uzaymnda yogun

olmadig1 biliniyor (Samko, 2005). Ancak Zhikov ve Surnachev bazi kosullar altinda bu
yogunlugun varhigini ispatladi (Zhikov ve Surnachev, 2016). Calisma boyunca

(o (Rd ) AW (]Rd ) uzaymin W) (Rd) uzayinda yogun oldugu kabul edilecektir.

Teorem 4.1.3: Herhangi bir KcR" kompakt kiimesi verilsin. Eger
Sis (K)= Su)s (K)nC” (]Rd ) kiimesi tammlanirsa, C, (K)=_inf Pro()s (f) elde
edilir.

Ispat: Herhangi bir fe Sus (K) fonksiyonu i¢in 0<f<1 oldugu kabul edilsin.
(o (R”)mW;'p(') (Rd) uzayr WPV (Rd) uzaymda yogun oldugundan WP (Rd)
uzaymnda a, —f olacak sekilde bir (a,) , <C” (Rd)mW§’p(') (Rd) dizisi vardir. Simdi,

U kiimesinde f =1 olacak sekilde KcU acik smirli bir kiime segilsin. Ayrica K

kiimesinin agik komsulugunda o =0 ve R®-U kiimesinde a.=1 olan bir o.eC” (Rd),
0< o<1 fonksiyonu almsm. O halde B, =1—(1-a, )o olmak iizere
f—B,=f-1+(1-0,)a+af —of

=(f-a,)a+(1-o)(f-1)
=(f-a,)a

bulunur. Fonksiyonlarin tanimlari kullanilirsa

p(x) p(x)

Po()s ((f -, )oc)
= JIF )= 0l 0(x)ax+ [ [(F ()0t (1))

= J I (0 9(x)x < [[F ()=, ()

= Pp()s (f-a,)—>0

9(x)dx

p(X)E}(x)dx

elde edilir. Ayrica V((f -0, )o)=(f -0, ) Vo+aV(f—a,) esitligi gz oniine alimrsa,

13



Pol)s (V(f —a, )oc)

- j (F (%)= ct, (%)) Ve ()" 8 (x)dx + j o () V (F (x) ~ e, (x)) " 8(x) dx
= [0 () et 8(x)ax [ [(F(x)-a () alx)] 8(x)ox
a7 0=, G 808+ [ ()7 (F(x)-a, () 9(x)ox
= J 90000 GO 9(x)ax= IV (1 (x) -ty () 8(x)

=P, ([V(F—a,)|) >0

elde edilir. Yine, p* <o oldugundan
If _Bn||1,p(.),9 - H(f ~ % )aHl,p(.),S

- H(f ~ % )aup(.)n‘) +H(V‘(f ~ )a‘)up(.),s -

bulunur. O halde W;’p(')(Rd) uzayinda B, > f yakinsamasi elde edilir. Son olarak
B, =1-(1-a,)aeS;, (K) oldugundan, tanimlanan S, (K) kimesinden S ,(K)

kiimesine yogun oldugu gosterilmis olur. Bu ise ispatt bitirir.

Teorem 4.1.4: AcR® olmak iizere q(.)<p(.) kosulu verilsin. Eger C,  (A)=0 ise,

Cq)s (A)=0 olur.

Ispat: Herhangi bir geC7 (B(0,r+1)) fonksiyonu igin 0<g<1, [Vg|<2 ve B(0,r) de

g=1 olsun. Yine f €S, ,(AnB(0,r)) almsm. Eger q(.)<p(.) ise Q smurlt bir kiime

olmak iizere L% (Q)GLY (Q) gomiilmesinin saglandigi ve bu gémiilme operatoriiniin

normunun 1+|€Q)|'y1 gegemedigi biliniyor (Kovacik ve Rakosnik, 1991). Buradan

[0l = IOt 0.
<(1+[B(0,r+1)))[f luoegoreny

olup fg e LV (Rd) elde edilir. Ayrica, V(fg)=fV(g)+gV(f) olmasi kullanilirsa
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( 0,r+1))

S va B(0,r+1)) Hgv ( (0,r+1))
S 2”f ”Lq( B(0.,r+1)) + ”V L1 (B(0,r+1))
< 2( (O’ r +1)‘)[”f”u’< B(0,r+1)) + HV EE r+1)):|

<2(1+[B(0.r +1)\)||f||w§,p()(Rd)
esitsizligi bulunur. Boylece fg e W, (R?) olur. Ayrica f S, ,(ANB(0,r)) veB(0,r)
kimesi iizerinde g=1 oldugundan fgeS, ,(ANB(0,r)) elde edilir. Eger
Cyys (ANB(0,r))=0 oldugu ve infimum dzelligi kullanilirsa, herhangi & >0 icin h, <e
olacak sekilde bir (h,) =S, ,(ANB(0r)) dizisi vardir. O halde her >0 ve neN

icin h,geS,, (AnB(0,r)) yazilir. Béylece, herhangi r>0 igin o (A NB(0,r))=0

saglanir. Ayrica O(AmB(O, r)) :AmOB(O, r)=A olup buradan

r=1 r=1
0<Cy()5(A)=Cq)s [g(Am B(O, r))} < Z:;Cq(.),s (AnB(0,r))=0
elde edilir.
Simdi rolatif (p() , 8) -kapasitesinin tanimi verilsin.

Tamim 4.1.5: Bir K < Q kompakt alt kiimesi alinsin. Yine
R0 (K.Q)= {f e W, (Q)NC,(Q):f >0 ve K kimesinde f >1}

kiimesi verilsin. Ayrica

capy) (K.Q) = inf, J"Vf .

feR()

9(x)dx=__inf o (IVf|)

feRp(_)” ( )

olarak tanimlansin. Eger U < Q agik kiime ise,

cap,, 5(U,Q)= sup cap H(KQ)
ﬁckgmpakt

ve her A c Q kiimesi i¢in de

Cap, ) (AQ)= AirL‘,fCQ APy (U.Q)
U acik
15



ifadeleri tanimlansmn. Buradaki cap, (A,Q) sayist A kiimesinin Q kiimesine bagl
varyasyonel (p()S) -kapasitesi olarak adlandirilir. Caligma boyunca bu kapasite kisaca
rolatif (p(.),S)-kapaSiteSi olarak ifade edilecektir. Ayrica rolatif (p(.),S)-kapasitesi
tamiminda yer alan feRp(_)YS(K,Q) tizerinden alinan infimum O0<f<1 i¢in de
saglanacagindan bu doktora tez calismasmin uygun yerlerinde bu ek kosuldan da

faydalanilacaktir.

Teorem 4.1.6: Herhangi bir K = Q kompakt alt kiimesi verilsin ve

Ros (K.Q)= {f e W (Q)NC,(Q):Kdaf > 1}

kiimesi tanimlansin. O halde Cap;(.)ys (K,Q)=inf Po()o (|Vf|) esitsizligi saglanir.

feR;(v)’S(K,Q)

ispat: Tanimlar karsilastirildiginda R b()8 (K, Q) c R;(.)y N (K, Q) olup

fERjnf Po()o (|Vf|)£cap;(.)'9(K,Q) esitsizligi saglanir. Karsi esitsizlik i¢in herhangi

w0 (KQ)

€>0 sayis1 verilsin ve pp(_)‘9(|Vf|)£ inf pp(_)‘9(|Vf|)+e olacak  sekilde

feRy)s(K.Q)

fe R;(_)'S(K,Q) fonksiyonu alnsin. $imdi g=(1+¢)f fonksiyonu tanimlansin. Yine

*

p

Ros (K,Q) kiimesinin tammindan K'da f >1 olup g >1 saglanir. Boylece

cap’;(_)v8 (K,Q)= ian Q)yvg(x)‘p“) 9(x)dx < g[‘v((l+ e)f (x)) p

9eRp()(K,

- i (1+e)™ |V (x)

9(x)dx

"o(x)dx<(1+e) py, (V)

<(1+g) ( jan’Q)pp(.),s(Wﬂ)*’Sj

feRp(.),S(

olup € » 0 igin limit alinirsa Cap;(_)YS(K,Q) < infoopog (|Vf|) esitsizligi elde edilir.

feR;(v}’s(K,Q)

Bu ise istenendir.

Teorem 4.1.7: Herhangi bir KcQ kompakt alt kiimesi verilsin. Bu takdirde

cap,,, (K. Q)=cap, , (K, Q) esitligi bulunur.

Ispat: Rolatif (p () : 8) -kapasitesi tanimindan
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cap, s (K, Q)= nf KCSLLJJp cap;(.)VS(K,Q)
U agik K kompakt

esitligi saglanir. Buradan Cap;(_)vs(K,Q)S Capp(_)vs(K,Q) oldugu goriiliir. Kars1 esitsizlik
icin herhangi bir £>0 sayst verilsin ve Pa( (|Vf|)<cap s (K,Q)+¢ olacak sekilde
fe Rp(.),S (K,Q) fonksiyonu alinsin. Ayrica siirekli bir fonksiyonun acik kiime tizerindeki
ters goriintiisiiniin de agik oldugu bilindiginden feR, (K,Q) i¢in U=Ff" ((100))

kiimesi agiktir. Yine, f fonksiyonu kompakt destege sahip oldugundan U kiimesinde f >1
ve KcU kapsamasi bulunur. Bdylece her Tc U kompag iizerinde f >1 olup

fe Rp(.)’S (T,Q) yazilir. Tamimdan

capy ), (U,2)=_sup (feapi(ﬂf(m)ppc),s (|Vf|))

TcU
T kompakt

olup cap,,, (U,Q) <p,,(|Vf]) esitsizligi saglanr. O halde
cap, (K,Q)< cap, ) (U,Q)< Pouys (|Vf |)
<capy, (K/Q)+e
olup & —0 igin cap,,, (K,Q)<cap,, (K,Q) esitsizligi elde edilir.
Simdi rolatif ( ) kapasitesinin bazi temel 6zellikleri verilsin.
P1. cap,, (9D, Q) 0.
P2. Eger A, c A, cQ, cQ, saglamyorsa cap, (A, Q) <cap,,(A,,Q,) bulunur.

P3. Herhangi bir A c R? kiimesi i¢in cap, (A Q) = AIr&fgcap (U,Q) saglanir.
U acik

P4. Q'nin herhangi K, ve K, kompakt alt kiimeleri i¢in
cap, (K,UK,,Q)+ cap, (K,nK,,Q)< cap, (K, Q)+ cap, (K,,Q)

ifadesi dogrudur.

P5. Herhangi neN i¢in K,, Q kiimesinin kompakt alt kiimelerinden olusan azalan bir

dizi olsun. O halde limcap,, (Kn,Q):capp(.)ys (ﬂ Kn,Qj esitligi saglanir.
n=1

n—o

P6. Her neN i¢in A, Q kiimesinin alt kiimelerinden olusan artan bir dizi olsun. O

halde
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limcap, | o (A,,Q)=cap o) (UAn,Qj esitligi vardir.
n=1

P7. Her neN i¢in A, cQ ise, capp(')vs(UAn,QJ£anpp(_)‘9(An,Q) esitsizligi
n=1 n=1

saglanir.
(P1)-(P7) o6zelliklerinin ispatlar1 (Diening ve ark., 2011), (Harjulehto ve ark., 2007) ve
(Heinonen ve ark., 1993) calismalarindaki benzer tekniklerle gosterilebilir. Buradan rolatif

(p() : 8) -kapasitesinin bir dis 6l¢ii oldugu goriiliir. Ayrica (P1), (P2), (P5) ve (P6) kapasite
ozelliklerini saglayan bir kiime fonksiyonunun Choquet kapasite olarak adlandirildigi
biliniyor (Choquet, 1954). Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.1.8: Herhangi bir AcQ i¢in A—cap, ,(A,Q) fonksiyonu bir Choquet

kapasitedir. Ozel olarak, tim A — Q Borel kiimelerinin de kapasitesi vardir, yani

capy s (A, Q)_Alcﬂfcgcap ,(U,Q)= sup cap,, L (KQ)
U agik K kompakt

esitligi saglanir (Choquet, 1954).
Teorem 4.1.9: Herhangi A A,,...,A,, cQ kiimeleri verilsin. Ayrica her n=1,2,....m

i¢in B, c A, ve cap, (UAH,Qj«n olsun. O halde,
n=1

cap, s (UlAn , Qj —cap, (Ul B, Qj < Z;‘[capp(_)y9 (A, Q)—cap, (B, Q)]

bulunur.

Ispat: Ispat igin {i¢ farkli durum mevcuttur. flk olarak, her A ve B, kiimeleri kompakt
olsun. Ayrica T < K ve C kiimeleri Q kiimesinin kompakt alt kiimeleri olarak verilsin.
Eger (P2) ve (P4) 6zellikleri kullanilirsa

»(T.Q)

cap,, s(KuC, Q)+cap 0
=cap,, S((KuT)uc, Q)+cap

(KNT,Q)

1o ) (KnT)u(KnC),Q)
=cap,,, (KU(TUC),Q)+cap, (KN (TUC),Q)

(K, Q)+cap (TuC,Q)

9

<cap, Ku TuC ,Q +cap,

)9

<cap, ., 10
olup

cap, (KUC,Q)+cap,,(T,Q)< cap, ) (K,Q)+cap,,,(TLC,Q)
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elde edilir. Son esitsizlik, A, =K ve B, =T=C olmak iizere ispatin m=l ig¢in

saglandigimi gosterir. Simdi ispat edilecek esitsizligin m-1 i¢in dogru oldugu kabul edilsin.

O halde

m-1 m-1
P00 [Q Ans Qj ~CaPy) (H B, Qj Z[Cap ) CaPy(). (Bn ' Q)]

olur. Buradan

m-1

Scapp(-w( An’Qj Capp(.),s[ Bn,QJ
n=1 n=1
+0apy )5 (A @) =Capy ) (B, Q)

< nzr::[capp(_)ys (A,,Q)- cap, ) (B, Q)}

olup tiimevarimdan ispat kompakt kiimeler i¢in saglanir. Simdi ispatin acik kiimeler
tizerindeki durumu ifade edilsin. Bunun i¢in A, ve B, agik kiimeler olsun. Yine £>0
sayisi verilsin. Ayrica supremum 6zelliginden her n=1,2,...,m i¢cin C, < B, ve

cap, (B,, Q)< cap, (C,.Q)+¢ (4.1.9.1)
olacak sekilde C, < B, kompakt kiimeleri alinsin. Yine her n=1,2,...m i¢in B, c A,

kapsamasi saglandigindan C, < K ve
Cap;y).s (UAn ' Qj < CaPy ()0 (K’ Q) +e (4.1.9.2)
n=1

olacak sekilde bir K < UAn kompakt kiimesi alinabilir. Simdi Q kiimesindeki X ve Y

n=1
kiimelerinin arasindaki uzakhk dist(X,Y)=inf {|X —yl:xeX,ye Y} ile gostermek iizere
ve 8=min{dist(K,Q—UAn],dist(Cl,ﬁAl),...,dist(Cn,6An)} igin
n=1

K, :{X e KNA, :dist(x,@An)ZS} kiimesi tanimlansm. O halde her n=1,2,....m i¢in
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C,cK, ve K=UKn olur (Diening ve ark., 2011), (Heinonen ve ark., 1993). Yine

n=1

kompakt kiimelerin sonlu birlesimleri de kompakt oldugundan UCn c U B, kompakttir.

n=1 n=1

Boylece, rolatif (p (), 8) -kapasitesi tanimindan

cap, s (U C,, Qj < sup cap,, (Ul C,, Qj =cap, (U B., QJ

n=1 UCn CU B, n=1
n=1 n=1

m
UCn kompakt
n=1

esitsizligi saglanir. Son esitsizlik ve (4.1.9.2)'den
€Dy [UA“ 4 Qj ~CaBy()s (U B,. Qj =Capy 5 (U Ko Qj —Cap, s (Ucn , Qj +€
n=1 n=1 n=1 n=1

oldugu goriiliir. Ayrica LJKn ve UCn kompakt olduklarindan ispatlanan ilk durum
n=1 n=1

kullanilabilir. O halde

cap, ) (UAn , Q] —cap, (U B, Qj <e+ Zl:[capp(')ﬂ9 (K., ©Q)—cap, 5 (C,, Q)]
n=1 n=1 n=
yazilir. Yine, her n=12,...m i¢cin K, c A, kapsamasi ve rolatif (p(.),S)-kapaSitesi

tanimi1 kullanilirsa

cap, o (K, Q)< ) sgp cap, o (K, Q)= cap, ) (A, Q)
K: Ckor?]pakt

esitsizligi saglanir. Son esitsizlik ve (4.1.9.1)'den

cap, s (HAn , QJ —cap, ) (H B,, Qj <g+ nz=1: [capp(_)vS (A,,Q)- cap, 4 (B,, Q)+ s}

=(m +1)s+nz_;[capp(_)8 (A Q)-cap, (Bn,Q)]

elde edilir. Burada € >0 i¢in limit géz Oniine alinirsa ispat kompakt kiimeler i¢in de

saglanir. Son olarak A, ve B, keyfi kiimeler olsun. Yine €>0 sayis1 verilsin. Ayrica
infimum &zelliginden tim n=1,2,...,.m i¢gin A, c U, ve

capy), (U, Q) <cap, o (A, Q) +e (4.1.9.3)
olacak sekilde U, acik kiimeleri alinsin. Yine B, 'V, c U, i¢in UBn c UVn c U U,
n=1 n=1 n=1

olup infimum 6zelliginden her n=1,2,...,m i¢in
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Capy )0 (UIV , Qj <cap, ), (Ul B.. Qj +e (4.1.9.4)

olacak sekilde V, kiimeleri segilsin. Her n=12,..,m i¢cin A, < U, kapsamasindan
UAn CUUn olup sonlu aciklarin birlesimi de agik olacagindan rolatif (p(.),S)-

kapasitesi tanim1 geregi

cap, s (HANQJ = inf  cap, (U u,, J< cap,, [U Un,Q]

JAacupc0 n=1
n=1 n=l

m
JAn agik
n=1

bulunur. Son esitsizlik ve (4.1.9.4) g6z 6niine alinirsa
cap, ) [U A, Qj —cap, (U B,, Qj <cap, ), [U U,, Q) —cap, (UVn , Qj +e
n=1 n=1 n=1 n=1

m m
esitsizligi saglanir. Burada LJUn ve UVn birlesimleri agik ve acik kiimeler igin

n=1 n=1

ispatlanacak esitsizlik gegerli oldugundan

cap, ) (nulAn , Q} —cap, @Jl B, Qj <g+ nzll[capp(')’9 (U Q)—cap, 5 (V,, Q)

elde edilir. Ayrica her n=12,..m i¢in B, cV, saglandigindan rolatif (p(.),S)-

|

kapasitesi ~ tammindan  cap,,,(B,, Q)< . C\jnanUnCQ cap, s (Vi Q) <cap,  (V,, Q)
B, acik

bulunur. Son esitsizlik ve (4.1.9.3) géz oniinde bulundurulursa

Cap . (nL_JlAn , Qj —cap, [H B,. Qj <e+ nZ;[capp(_)’9 (A, Q)+e—cap, (B, Q)]

<(m+1)e+ Z;‘[capp(.)v9 (A, Q)-cap, (B, Q)}

olup € >0 igin

(:app(_)vg(UlAn,Qj—capp(.)y\g(u1 j Zl:[cap Q) - capp(_)vs(Bn,Q)J
elde edilir.

Teorem 4.1.10: A/ cQ, cA,cQ,c..cQ= UQn oldugu kabul edilsin. Bu takdirde

n=1
)

N
cap, (A,Q)< (Z[capp(')’s (A, Q, )}H’* } esitsizligi saglanir.

n=1
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Ispat: cap, ), (Al,Ql)<oo kabul edilebilir, aksi halde ispat aciktir. Ayrica bir m tam
sayisi ve € >0 verilsin. Yine infimum &zelliginden A, c U ve

cap, o (U, Q) <cap, (A, Q) +e (4.1.10.2)
olacak sekilde UcQ, acik kiimesi bulunur. Simdi K, cU kompagl ve

I V1, (X)|p(x) §(x)dx <cap,, (K, )+e olacak sekilde f, eR, (K€ ) fonksiyonu
2

almsm. Tiimevarimdan her n=2,3,..,m igin f, eW;‘p(')(Q)mCC(Q) fonksiyonlarini

f, e Ry (Kp ) ve K, =suppf, , olarak tanimlanmak lizere

[V, (0P 8(x)dx <cap, (K, 2, ) +& seklinde scgilebilir. $imdi, a, =1 olacak

Q, n=1

m
sekilde negatif olmayan sayilarn bir dizisi (a,) . olsun ve g=>af olarak
n=1

tanimlansin. Eger W;’p(')(Q)mCC(Q) uzayinin vektor uzayr oldugu dikkate alinirsa

ge W™ (Q)NC,(Q) olup ge R,s(KiQ) saglamr.  Ayrica, n>2  icin

K,cQ,,cA, kapsamas: saglanir. Gergekten, A, cQ, cA,cQ,c..cQ= UQn

n=1

oldugu bilindiginden n>2 i¢in Q, , < A, kapsamast gorilir. Yine K, =suppf , icin
f, €R, )6 (K,Q,) oldugundan K, =suppf, icin f,eR (K, Q), K,=suppf, i¢in
f, € R0 (K2 Q,) Ve benzer sekilde devam edilip K, =suppf, , i¢in f, eR, (K, Q,)
bulunur. O halde, n>2 verildiginde sirasiyla K, cQ,, K, cQ,,.., K, cQ, , elde
edilir. Buradan n>2 i¢in K, cQ, , c A, kapsamasi saglanir. Boylece Vf =0 ikili

olarak ayrik olmak iizere rolatif (p () , 8) -kapasitesi tanimindan

p(x)
9(x)dx

Q

cap, ., (K, Q)< HVg(x)‘p(x) 9(x)dx = .[ ‘ilanvfn (x)
Uan

p(x) _
9(x)dx = Ha1Vf1(x)+...+amern (x)

0]

"9 (x)dx

3 a,Vf, (%)

n=1

n=1

n

+ ‘a1Vf1(x)+...+amem(x)‘p(x)8(x)dx+...+ I |,V () +...+a, Vf, (x)‘p(x)s(x)dx

Q, Q

m

+ J. |,V () +...+a, Vf, (x)‘p(x) 9(x)dx +...
Q

m+1

22



= |8, ()" 9 (x)dx+ [ [, 98, (x) " 9(x)dx+...+ [ |2, VE, (x)" 9 (x)dx

(o} Q, Qp

a,vh, (" 8(x)ax < Y [ [vF, ()™ 9 (x)dx
n=1 Q,

m
esitsizligi elde edilir. O halde " =¢> a olmak iizere

n=1
cap,, Zm:a (cap (K, Qn)+s)
[ap cap,, +ia cap, (K, Q )j
n=2

bulunur. Ayrica K; c U oldugundan rélatif (p(.),S) -kapasitesi tanimimdan

Capp(')(Kl’Q)< sup capy (Kl’Ql):CapP(.)(U’Ql)

K1 kompakt

esitsizligi saglanir. Yine cap_ (K ,Q )<cap_ (A, Q. ) olup
g g p(.) n n p(.) n n

nzr:‘a Py s (Ky Qn)Siag cap, (A,,Q,) elde edilir. Boylece

cap, ., (K, Q) <aj capy, +Zm:a cap, (A, Q,)+e (4.1.10.2)

n=2
olur. Eger (4.1.10.1) esitsizligi (4.1.10.2) esitsizliginde kullanilirsa €~ =€al +¢  olmak

uzere

"o (4 )< (ap ey (A1) + 2,27 Py (A0, 2 )+8afj+g
n=2

m

=Dancap, 4 (A, Q,)+e"

n=1

elde edilir. Son esitsizlikte € — 0 igin limit alinirsa

m

cap, (K, ) < Dal cap, 5 (A, Q,)

n=1

esitsizligi saglanir. Boylece

m

cap, ., (A, Q) <cap, )< Zaﬁ cap, s (A, Q) (4.1.10.3)
1 m 1\
esitsizligi elde edilir. Ayrica a, =cap,,, 1(Z[Cap Ak,Q )} ] icin
kL
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M=

m
2.3, =

n=1 n

I
4N

[0 0 ($m 0] |

1 1
_cap, (AL Q )rp ot AP, (A, Q, )r-r
- 1

m?

=1

1
Capp(_)vg (A]_, Ql )E +...+ Capp(.),\‘) (Am , Qm )1,pf

oldugu gorilliir. Eger her N =1,2,...,m i¢in cap,, (A,,Q,)>0 ise,
m 1\
cap, s (A, Q)< Z[cap (A, Q, )} J

[Capm»s( } Z
Sl (2.0 £, |

n= k=1

- [Zm:[capp(.),g (A,.Q, )]fp jlp

L[Ms
/—\\

n

uN

1
esitsizligi saglanir. Diger taraftan bazi n'ler i¢in cap, o (An NOR ) =0 oldugunda (4.1.10.3)
esitsizliginden cap, (A, ©Q)=0 olup ispatin agik olacag goriiliir. Son esitsizlikte
m — oo i¢in limit hali i¢in istenen elde edilir.

Tamm 4.1.11: R® kiimesindeki her B(X,,r) yuvar igin p(B(X,,2r))<c,u(B(X,,r))
olacak sekilde ¢, >1 sabiti mevcut ise, p 6l¢limiine katlayan (doubling) 6zelligine sahiptir
ve bu kosulu saglayan p dlglimiine katlayan Sl¢lim denir. Burada ¢, >1 katlayan sabiti
olarak adlandirilir. Simdi katlayan olgii ile rolatif (p(.),S)-kapaSitesi arasindaki iliski
verilsin.

Teorem 4.1.12: p bir katlayan Slgiim ve cap, ,(B(Xor),B(X,,2r))>1 olsun. Bu
takdirde T, ve T, sabitleri p~, p*, Poincaré esitsizligi sabitine, katlayan sabiti c,'ye ve r
yarigapina bagli olmak iizere

Titty (B(Xo:T)) <capy ) (B(X0:T), B(Xo,2r)) < Ty (B(X,,1))

esitsizligi saglanir.
. - . 2
Ispat: Herhangi bir f e C7 (B(x,,2r)) fonksiyonu |Vf|£? ve B(X,,r) yuvarmnda f =1

olacak sekilde alinsin. pg bir katlayan 6l¢iim oldugundan
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cap, )4 (B(Xq,r),B(Xo,2r)) < j ‘Vf(x)p(x)s(x)dx

B(Xo.2r)

<2 maks{r’pf o } iy (B(Xo,2r))

<2 cdmaks{r’p’ P } 1y (B(Xq.1))
olup
capp(.)YS(B(xO,r),B(xO,Zr))s2p+cdmaks{r’p',r’p+}MS(B(XO,r)) (4.1.12.1)
elde edilir. Diger taraftan O<s<r ve feR}  (B(X,8),B(Xy2r)) verilsin.

Capp(_)YS(B(Xo,r),B(X0,2r))21 oldugundan P (|Vf|)21 saglanir.  Teorem

(B(x,2r))

2.1.11'den ||Vf||Lp(,)(B( Vf|) bulunur. Buradan, L;(B(X,,2r)) uzaymndaki

x0,2r)) < pL‘;ﬁ')(B(xo,Zr))(

Poincaré esitsizligi ve L\ (B(Xo,2r))G L, (B(X,,2r)) olmast da kullanhirsa (Liu, 2008),

MS(B(XO,S))ZB(J‘ )S(X)dst(I )‘f(x)‘{}(x)dxSB(ijr)‘f(x)‘S(x)dx
<rc I [VE (x)|9(x)dx

B(X.2r)

< rc(l+‘B(Xo’ Zr)‘)HVf ”L‘?i"(B(

x0,2r))

<ro(L+[B(xp.2r)) [ [VF(x)" 9(x)dx
B(xp,2r)
olup
1y (B(%0:8)) < re(L+[B(x,.20)]) [ [VF(x)" 9(x)dx (4.1.12.2)
B(X0.2r)

elde edilir. Burada |B(x,,2r)| <o oldugundan L%’ (B(x,,2r))GL, (B(x,,2r)) gomiilme
normu  1+|B(x,,2r)  ifadesini  gecemez. Eger (4.1.122) esitsizliginde

feR, ., (B(X,:5),B(X,,2r)) iizerinden infimum ve s — r igin limit almirsa
Mg (B(Xo,1)) < 1C(1+[B (%o, 2r)|)cap, o (B(Xo: 1), B(X0, 2r)) (4.1.12.3)
elde edilir. (4.1.12.1) ve (4.1.123) esitsizliklerinden T, :(rc(1+|B(x0,2r)|))_l ve

T,=2" cdmaks{r’p' : r’p+} i¢in ispatlanmasi gereken ifade bulunur.
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Simdi yuvarlar tizerinde tanimli rolatif (p (), 8) -kapasitelerin karsilastirilmasi verilecektir.
Ayrica, birim kiirenin (d—1)-boyutlu 8l¢iimii olarak ifade edilen o, , ile kapasite

arasindaki iliski verilecektir.

Teorem 4.1.13: Herhangi bir A < B(x,,r) verilsin. Ayrica cap, |, (A B(x,,4r))>1 ve

0<r<s<2r olsun. Bu takdirde
1
€Ay (AB(%,,2r)) <cap,,, (AB(xy2s)) <cap,, , (A B(xo,2r))

olacak sekilde bir T >0 sayis1 vardir.

Ispat: Hipotezden 2r<2s olup B(X,,2r)c=B(X,,2s) kapsamasi gergeklenir. Rolatif

(p (), 8) -kapasitesinin monotonluk 6zelliginden

cap, s (A/B(X,,25)) < cap, )5 (A.B(X,,2r))
bulunur. Tlk esitsizligi ispatlamak i¢in S=2r durumu olan

cap, s (A, B(x,,2r)) < Tcap, ), (A, B(x,,4r)) (4.1.13.1)

esitsizligini ispatlamak yeterlidir. Rolatif (p(.),9)-kapasitesi bir Choquet kapasite
oldugundan, A kompakt bir kiime olarak kabul edilebilir. Simdi 0<g <1 olmak {izere bir
geCy (B(x,,2r)) fonksiyonu [Vg| S% ve B(X,,r) yuvarinda g=1 olacak sekilde
segilsin. Ayrica 0<f <1 olmak fizere f € R;(.),s (A,B(XO,4r)) fonksiyonu alinsin. Eger
R;(.),s (A,B(x,,4r)) kiimesi ve g fonksiyonunun tanimlari ve Cj (B(X,,2r)) uzaymin
wiP (B(x,,2r)) uzayinda yogunlugu kullanilirsa,
of EW;’p(')(B(XO,Zr)mCC(B(XO,Zr))) ve A kiimesi tizerinde gf =1 bulunur. Boylece

of €R, 5 (A B(X,,2r)) olur. O halde

cap, 5 (A, B(X,, 2r))

< [ Ja(x)VE(x)+f(x)vg(x)" 8(x)dx

B(xq,2r)
<2 [ a()vE) s(x)ax+2” [ [F(x)Vg(x)" 8(x)dx
B(xp,2r) B(Xo.2r)
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<2r ‘Vf(x)‘p(x)8(x)dx+22p+maks{r‘pf,f_w} | ‘f(x)p(X)S(X)dx

B(x¢,2r) B(x¢.2r)
<2 I |Vf(x)|p(x)8(x)dx+22"+maks{r‘pf,r“’*} f |f(x)

B(xo.4r) B(x.4r)

p(X)S}(x)dx

esitsizligi elde edilir. Ayrica, cap, (A,B(x0,4r))21 oldugundan P ) |Vf|)21

(B(x0,4r)) (

saglanir. Yine, Teorem 2.1.11'den ”Vf”u;O(B( ) (JVf|) bulunur. Buradan, f

xon) < Pii(s(x,
fonksiyonunun  tamimi, L (B(X0 , 4r)) uzaymndaki  Poincaré  esitsizligi = ve

P (B(x,,4r))GL, (B(X,,4r)) gomiilmesi kullanilirsa,

[ O e(x)axs [ [F(x)|9(x)dx<are [ [VF(x)[9(x)dx

B(Xo.4r) B(X,.4r) B(X,.4r)

< 2rc(1+‘B(x0,4r)‘)||Vf||

L) (B(x,.4r))

vE(x)["™ 9 (x)dx

<2rc(1+[B(x,.4r)|) |

B(X.4r)

esitsizligi elde edilir. Burada |B(x,,4r) <o oldugundan L%’ (B(X,,4r))GL, (B(X,,4r))
gomiilme normu 1+ ‘ B ( X, 4r )‘ ifadesini gegemez. O halde

T=2" +2% *"rcma ks{r"’f e } (1+[B(xo.4r)|) olmak iizere

cap, ., (AB(xp20))<2" [ [vE(x)" 9(x)dx
B(Xq.4r)
+22p+maks{r‘pf,r‘p+}2rc(1+‘B(xO,4r)‘) I ‘Vf(x)p(x)\(}(x)dx
B(Xq.4r)
<T [ vf(x)[™ 9(x)dx
B(xo.4r)

esitsizligi saglanir. Burada f e R;(.),s (A, B(X0,4r)) tizerinden infimum alinirsa (4.1.13.1)
elde edilir. O halde ispat tamamlanr.
. .. e 1 1
Teorem 4.1.14: Herhangi p() ve q() degisken {isleri i¢in ﬂ_'_ﬂ:l olsun. Ayrica
p(.) Aqt.

9 agirlik fonksiyonu her x € R? igin S(X) >1 kosulunu saglasmn ve 0<r, <r, <co olmak
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iizere A(Xy;n.r,) ile B(X,r,)—B(X,r) seklindeki bir halka gosterilsin. Eger

CapPy().0 (A(Xo; Y rz): B(Xo, rz)) >1 ise,

@y, <Tcapy, (B(X:1,),B(Xo.T,))

esitsizligi saglanir. Burada c,, degisken iislii Lebesgue uzaylar icin Holder esitsizliginin

sabiti olmak tizere

1 1
T =c,maks {[maks{rz(”)q Nl }\A(xo; T, )Hq ,[maks {rz(l’d)qf e } A(Xpi 1.1, )Uq }

seklindedir.

Ispat: Herhangi bir feCS’(B(XO, )) fonksiyonu |Vf|<g ve B(X,,r) yuvarinda f =1

kosullarim saglayacak sekilde segilsin. Bu takdirde f e R;(I)’S(B(XO,rl),B(xo,rz)) olur.

Ayrica her y € R? igin standart temsil teoreminden

F(y)= 1 ¢ VE(x)(y—x) d

Ogz 0 [x=y[

olur (Gilbarg ve Trudinger, 1983). Yine capp(l)]S(A(xo;rl,rz),B(xo,rz))21 oldugundan

pr()(A v (|Vf|) 21 saglanir. Eger, Teorem 2.1.11 kullanilirsa

[Vl [Vf])

)(A(Xo?ﬁrrz)) < prS()(A Xgit ) (

) 1 1 .
bulunur. Ayrica, f fonksiyonunun tanimindan ——+—~ =1 olmak iizere ¢, >0 i¢in

p() a()

x=x,[ ¢ 8 (x) 70

2 [[VE (%) 9(x)

Lp(')(A(Xo?rlvrz)) LO(A(xgi.r2))
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1
<c, [[x =X, 8(x) 70 )

J Vi)

Lq(v)(A(Xo ) B(Xo.12)

9(x)dx

esitsizligi elde edilir. Teorem 2.1.11'den ¢, >0 i¢in

1
1-d A
®y , <, maks {(qu()(A(Xom)) Ux —Xo|  9(X) *0 D :

1
4 g || )
([pLQ()(A(xO;rlrz)) (|X_X0|1 8.(X) P() ]] ] B(J‘ )‘Vf (X)p S(X)dX

< ¢, maks {[maks {rz(l’d)qf N } ‘A(Xo; r,r, )Hq ,

Pl 9(x)dx

1
[maks{r;”>q,rfd)‘**}\A(xo;n,rz)ﬂ“} J Vi)

B(Xo:12)

bulunur. Son esitsizlikte f € R;(.),s (B(XO, ), B(X,, rz)) izerinden infimum alinirsa istenen

elde edilir.

Bu béliimiin kalan kisminda, tanitilan Sobolev (p(.),S)-kapaSiteSi ve rolatif (p(.),S)-

kapasitesi arasindaki iligkiler incelenecektir.
Teorem 4.1.15: Q cR? sinirh ve K < Q kompakt bir kiime olsun. Bu takdirde

1
Coineo (K) < Tmaks {capp(_)’g (K, Q) , cap, ) (K, Q)}

olacak sekilde bir T >0 sayis1 vardir.

Ispat: Oncelikle cap, (K, Q)<oo olsun. Aksi halde ispat agiktir. Ayrica

Poys ([VF[) < capy) o (K.Q) +e (4.1.15.1)
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olacak sekilde f e R;(')YS(K,Q) alinsin. Simdi f fonksiyonu Q kiimesinin disinda sifir

olacak sekilde genisletilsin, yani

f(x):{f(x), xeQ

0, xeR'—Q

olsun ve g=min{Lf} olarak tanimlansin. Sobolev (p() : 8) -kapasitesi ve rolatif (p() : 8)

-kapasitesinin tanimlar1 gbz oniine alinirsa g € Sp(_)y o (K) oldugu goriiliir. Bdylece

Cyo (K)< [ [l ()™ +va (x)

< J{la(x)

p(X))S(x)dx

P ‘Vf (x)

)8 (x)dx

esitsizligi saglanir. Ayrica, 0<g <1 oldugundan

fla(x)

Q

"9 (x)dx < [|g ()] 8(x)dx < [If (x)|9(x)dx (4.115.2)

Q

esitsizligi elde edilir. Eger L, (Q) uzaymndaki Poincaré esitsizligi ve LY (Q)GL, (Q)

gomiilmesi kullanilirsa

o], =[], <cdiam ()], <cdiam(@)(1+]])| ¥, (41153)

bulunur.  Teorem 2111 ve  (4.1.152), (4.1.153) esitsizliklerinden

T = max {1, cdiam(Q)(1+|Q|)} olmak iizere

X

"9 (x)dx+ [V (x)[" 9(x)dx

(
9(x)dx + “Vf (x) ) 9(x)dx

Cp(.),g(K)syg(X)l"
<)
<T

[ Vil +Poo (|Vf|)J

1 1
<T (maks{pp(_)’9 (|Vf |)p Poirs (|Vf |)p }_,_ Poirs (|Vf |)j (4.1.15.4)

esitsizligi elde edilir. Ayrica 1<p” <p* <o oldugundan

30



maks{pp (|Vf|) 9(|Vf|)p1}<maks{pp o (IVE]) oy, (|Vf|)}

esitsizligi saglanir. Boylece
1 (1) 2, (V1 0,1 1) 2k g (98] (1) |

ifadesi bulunur. Gergekten, p, (|Vf|) Po()s (IVf]) oldugunda,

maks{pp o (VED). oy (IVF])P }+pp o (IVEl) =20, (IVF]) (4.1.15.5)

1
esitsizligi saglanir. Diger taraftan, Po (|Vf|) o (|Vf|)pT oldugunda,

ks . (V1) 30 (VA1) 0300 (91) =50 (V1) 011 (57)

(VI 0 (V)

=2py, (|Vf|) (4.1.15.6)

esitsizligi elde edilir. O halde, (4.1.15.5) ve (4.1.15.6) ifadelerinden istenilen esitsizlik elde
edilir.  Ayrica, (4.1.15.1) esitsizligi, (4.1.15.4) ifadesinde gbéz Oniine

T = 2max {1, cdiam (Q)(1+]€) )} olmak iizere

alinirsa

o (0T ks ()1 (5115 1 57)
sTmaks{ (V). (|Vf|)}

1
< Tmaks{capp(.)’9 (K .Q)+e, (capp(.)’8 (K, Q)+ S)w }

elde edilir. Burada € — 0 igin limit alinirsa ispat tamamlanur.

Teorem 4.1.16: Q c R? sinirli ve A — Q olsun. Bu takdirde
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1
Coiveo (A) < Tmaks {capp(_)' o (AQ)r, cap, s (A, Q)}

olacak sekilde bir T >0 sayis1 vardir.

Ispat: Oncelikle cap, ) (A, Q) <o oldugu kabul edilsin. Aksi halde ispat agiktir. Rolatif

(p(.),S) -kapasitesinin tanimindan m — oo igin cap, (U,.Q)—> cap, ) (A,Q) olacak

sekilde U o A agik kiimeleri vardir. Simdi U = ﬂ U, seklinde tanimlansin. O halde, U

m=1
bir Borel kiimesidir. Ayrica A c U oldugundan

Co)o (A)< Co)o (U)= sup Coio (K)

KcU
K kompakt

bulunur. Teorem 4.1.15'ten

1
Cp(-)vs (A) <T sup (maks {Capp(-),9 (K' Q)pT CaPy()0 (K’ Q)}J

KcU
K kompakt

p

<Tmaks<| sup (capp(.)’S(K,Q)) , sup (capp(_)’S(K,Q))
&Ckgmpakt ?Ckgmpakt

1
= Tmaks{capp(.)YS(U,Q)w ,capp(.)’S(U,Q)} (4.1.16.1)

esitsizligi elde edilir. Rélatif (p(.), 9)-kapasitesinin monotonluk &zelliginden

cap, (A Q)<cap,,,(U.Q) (4.1.16.2)

bulunur. Diger taraftan, her bir S=1,2,... verildiginde ﬂ U, < U, i¢in

m=1

cap, (U,Q)= Cap, s (ﬂ U, Qj <limcap,, , (U, Q)= cap, ) s (AQ) (4.1.16.3)

S—o0
m=1

ifadesinde  saglanr. Ayrica  (4.1.16.2) ve (4.1.16.3) esitsizliklerinden
capp(l)]S(U,Q)=capp(.)'9(A,Q) esitligi elde edilir. O halde (4.1.16.1) esitsizliginden ispat

tamamlanir.
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Asagidaki sonug, Teorem 4.1.16'dan kolaylikla goriiliir.
Sonu¢ 4.1.17: QcR" smurl bir kime ve cap,,,(A,Q)=0 olsun. Bu takdirde
Cp(.)y9 (A) =0 saglanir.

Sonug 4.1.17'nin tersi her zaman dogru degildir. Tersinin dogrulugu i¢in asagidaki teorem

verilsin.

Teorem 4.1.18: Herhangi bir A cQ kiimesi verilsin. Ayrica, W;'p(')(]Rd)mC(]Rd) uzay1

W;'p(') (]Rd) uzayinda yogun olsun. Eger Cp(.)y9 (A)=0 ise, cap, o (A,Q)=0 saglanr.

Ispat: Oncelikle, o (K)=0 olacak sekilde KcQ kompakt kiimesi almsin.
w0 (Rd ) N C(Rd ) uzayr W0 (Rd ) uzayimnda yogun oldugundan ve C” (Rd ) c C(Rd )

kapsamasindan  tanimdaki  kabul edilebilir = fonksiyonlarin  kiimesi  yerine

*

Sy (K) =S, (K)NC(R?)  almabilir.  Boylece |f,[,, , =0 olacak sekilde
(T ) © Sy (K) dizisi vardir. Yine K kiimesinde g=1 olan geCq(Q) almsm. O
halde, Sp(')’S(K) kiimesinin tanmmu ve Cy (Q) uzaymin Wé'p(')(]Rd) uzaymda yogunlugu

kullanilirsa gfmeRp(.)]S(K,Q) bulunur. Ayrica, g fonksiyonunun tanmmindan ve

||fm||1’p(_)v3 — 0 yakinsamasindan

cap,,, (K.Q)<

p(x)

=l

9(x)dx

(90 (™ 900+ ] ¥ (9(x)1,(x)

IN

—, R X/, O/

., ()™ 9(x)dx+ j [vE, ()" 9(x)dx

2

Il
i
=
=]
=
)
©
—~~
—h
3
A —

olup cap,,, (K. Q)<p,,,(f,) elde edilir. Burada m — oo igin limit alinir ve p" <o
oldugundan |f_ | 2o — 0 olmast igin gerek ve yeter kosulun p, (f,,) >0 oldugu da

g6z oniine bulundurulursa cap,,,(K,©)=0 elde edilir. $imdi C, ,(A)=0 olacak
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sekilde AcQ kiimesi alinsi. Sobolev (p()S) -kapasitesinin tanimidan m — oo igin

Coipo (U,,) = 0 olacak sekilde U, > A acik kiimeleri mevcuttur. Ayrica, U = ﬂ U,nQ

m=1
olarak tanimlansin. O halde U, Ac U kapsamasini saglayan bir Borel kiimesidir. Ayrica,
her s=1,2,... verildiginde (U, < U, icin Sobolev (p(.),9)-kapasitesinin monotonluk
m=1

ozelliginden

S—0

Cos(U)=Cy)s (ﬂl U, mQ) <limC, ,(U,)=C, ,(A)=0
olup C, 1 (U) =0 saglanir. Yine, rolatif (p (), 8) -kapasitesinin 6zelliginden

cap, s (AQ)< cap, s (U,Q)= ) CSllJJp capy ) (K,Q)
K kompakt

elde edilir. Son esitlikte, ispatin ilk kismindan Capp(.)YS(K,Q)zo oldugu go6z Oniine

alindiginda cap,, , (A, Q) =0 olarak elde edilir.

Teorem 4.1.19: A< B(X,,r) igin capp(.)]S(A, B(x0,2r))21 olsun. Bu takdirde,

1
7 Gy (A)scapy (AB(x0,2r))<T,C i 4 (A)
1

olacak sekilde T,, T, >0 sayilar1 vardir.

Ispat: Oncelikle ispat, kompakt kiimeler i¢in gdsterilsin. Bunun i¢in K< B(X,,r)
: 2

kompakt kiimesi alinsin. Simdi geC;‘)(B(xo,Zr)), 0<g<1 fonksiyonu |Vg|s? ve

B(X,,r) yuvarmda g=1 olacak sekilde tanimlansmn. Ayrica f €S, (K) alinsin. Eger
Sy (K) kiimesi ve g fonksiyonunun tamimlari, Cj (B(x0 : 2r)) uzaymin
wiP) ( B(Xq, 2 r)) uzayinda yogunlugu kullanilirsa,
gf e W2V (B(XO,Zr)mCC (B(XO,Zr))) ve K kiimesinde gf >1 olarak bulunur. Béylece

of €R;,5 (K, B(X,,2r)) olur. O halde
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"9 (x ) dx

cap, ), (A/B(Xo,2r)) < j l9(x) v (x)+f (x)Vg(x)

B(Xo.2r)

<2 [ Ja(x)vE(x)"

B(xXo,2r)
w2 [ [F(x)va(x)" 8(x)dx
B(xp,2r)
<2 J' VE ()
B(xp.2r)

+22”+maks{r’p7,r”f} j ‘f(x)

B(xo,2r)

<2% (1+ maks{r‘pf,r“”}) L(‘f(x)p( )

X)S(X)dx

p(x)

9(x)dx

" 9 (x ) dx

+[VE ()9 (x) ox
esitsizligi  saglanir.  Burada, feS, (K)  iizerinden  infimum  alinirsa
T, =2 (1+ maks {r‘pf e }) olmak iizere

cap, s (KB (X0,2r)) < T,C () (K) (4.1.19.1)
esitsizligi elde edilir. Simdi, 0<f<1 olmak iizere feCy(B(x,,2r)) fonksiyonu K

kiimesini igeren bir agik kiimede f =1 olacak sekilde tamimlansin. O halde

feR’

"0s (KB(Xg,2r))  olur.  Hipotezden  cap,,,(A,B(X,,2r))>1  oldugundan

pr(( B(xo.2r)) (|Vf|) bulunur. Ayrica, Teorem 2.1.11 kullanilirsa
”Vf” B(x0.21) < P ((x, (|Vf|) bulunur. O halde, 0<f <1, L};(B(X,,2r)) uzaymndaki

Poincaré esitsizligi, L ( B(X,, 2r))G L (B(X,,2r)) olmast kullanilirsa,

[l

x)dx < Hf 9(x)dx

= I‘ X)[9(x) dx + '[ [f(x)[9(x)dx
B(x.2r) RY-B(xo,2r)
‘f(x)‘S(x)dx
B(xo,2r)
<cr _[ VE (x)|9(x)dx
B(X.2r)

<cr(1+[B(xp, 2r)])[VF] ps,

L%)(B(xo.2r))
3cr(1+‘B(x0,2r)‘)B(j2) (x)p(

) 9(x)dx
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esitsizligi elde edili. Burada L%’ (B(X,,2r))GL, (B(X,,2r)) gémilme normu

1+|B X, 2r)| ifadesini gegemez. Boylece T, =1+ Cr(l+‘B X0,2r)‘) olmak iizere

Dé[( )8 (x)dx

_cr(l+‘B x0,2r)‘) _[ ‘Vf(x)p(x)S(x)dx+ j ‘Vf(x)p(

B(Xq.2r) B(Xq.2r)

)+‘Vf (x

X)S(X)dx

Xg.2r

=T, [ [vF(x)" 8(x)dx
B(xo,2r)

esitsizligi elde edilir. Burada feR;(.)YS(K,B(XO,Zr)) tizerinden infimum alinirsa
T, =1+cr(1+[B(xo,2r))) icin

Lc

T p(.),S(K)Scapp(.),S(K' B(x0,2r)) (4.1.19.2)
1

esitsizligi saglanir. (4.1.19.1) ve (4.1.19.2) esitsizliklerinden kompakt kiimeler i¢in ispat
tamamlanir.  Simdi A< B(X,,r) kiimesi almsm. Sobolev (p(.),9)-kapasitesinin

tanimindan m — oo i¢in C ) (E, ) —>C, ,(A) olan AcE, cB(X,2r) seklindeki

(Em)meN acik kiimeleri vardir. Ayrica E = ﬂEm olsun. O halde E, A c E kapsamasini
m=1

saglayan bir Borel kiimesidir. Buradan

Coro (A)< Cp(.),S(E) (4.1.19.3)

esitsizliginin saglandigi goriliir. Boylece her s=1,2,... verildiginde ﬂUm c U, i¢in

m=1

Sobolev (p(.),9)-kapasitesinin 6zelliginden

Coiys (B)=Cyps (ﬂ E J <limC, 4 (E)=C,s(A) (4.1.19.4)

esitsizligi saglanir. O halde (4.1.19.3) ve (4.1.19.4) ifadelerinden C, (E)= Coio (A)
elde edilir. Rolatif (p(.), 9)-kapasitesinin Choquet kapasite olmasi kullamlirsa

€aPy()s (A’ B(XO’Zr)): inf Capp(.),s(E’B(szr))

AcEcB(x,,2r)

E agik
<cap,,,(E,B(Xy,2r)) = sup- cap,, o (K.B(x,2r))
K kompakt
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bulunur. Ayrica kompakt kiimeler icin ispatin ilk kismu goz Online alinirsa

T,=2% (1+ max {r"’f e }) olmak iizere

capp(.)]S(A,B(xo,Zr))st sup Cyys (K)
K kompakt

- TZCp(.),s (E) = Tch(_),s (A) (4.1.19.5)
esitsizligi elde edilir. Diger taraftan, benzer teknikle Tl=1+cr(l+‘B(xo,2r)‘) olmak

uzere

1
= Cops (A) = capy ) (AB(%5,2r) (4.1.19.6)
1

ifadesinin saglandig1 goriiliir. Boylece (4.1.19.5) ve (4.1.19.6) esitsizliklerinden ispat

tamamlanir.

4.2. Sifir Smir Degerli Agirlikh Degisken Uslii Sobolev Uzaylar: ve Bazi Ozellikleri

Bu boliimde sifir sinir degerli agirlikli degisken iislii Sobolev uzaylar tanitilacak ve bazi

temel ozellikleri incelenecektir. Ayrica, bu uzaylar i¢in Poincaré esitsizligi ispatlanacaktir.

Uzayin elemanlarindan olusan yeni bir kapasite tanimlanip Sobolev (p (), 8) -kapasitesi ile

arasindaki bazi esitsizlikler verilecektir.

Asagidaki teorem 1998 yilinda Kilpeldinen tarafindan yapilan (Kilpeldinen, 1998)

calismasi kullanilarak ispatlanabilir.

Teorem 4.2.1: R iizerinde tanimli herhangi f ve g fonksiyonlar: (p(.),S) -g.c. olsun ve

U c R? acik kiimesi alinsin. Bu takdirde

(i) U kiimesinde h.h.h. f =g ise, U kiimesinde f =g (p(.),S)-q.e. olur.
(i) U kiimesinde h.h.h. f <g ise, U kiimesinde f <g (p(.),S)-q.e. olur.

Herhangi A cR? icin

*

Sps (A)= {f e WiV (]Rd ): f fonksiyonu (p(.),9)- g.c. ve A kiimesinde (p(.),9)- q.e.}
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kiimesi verilsin. Simdi Sobolev (p(.),S)-kapasitesi yerine diisiiniilebilecek olan

Cpo (A)= 0y (F)= inf [ (f ()™ [V ()" 8(x)ax

feSZ(‘)_S(A) feSF:(_)‘S(A) bt
tanimlansin.

Teorem 4.2.2: AcR® olmak iizere her x e R? i¢in S(X)Zl esitsizligi saglansin. O

halde C,,,(A)<C,(A) olur,

Ispat: Herhangi bir 0<e<1 sayis1 ve 0<f <1 olacak sekilde herhangi feSZ(_)VS (A)
fonksiyonu alinsm. Ayrica, A—V kiimesinde f=1 ve R*-V kiimesinde f siirekli
fonksiyon olmak {izere C,, (V)<e olan bir V agk kimesi secilsin. Simdi,

Uz{XeRd—V:f(x)>1—s}uV tanimlansin. Buradan A-VcU-V olur. Yine,

Cp(.),s (V) < ¢ oldugundan Pip()0 (g) <g ve 0<g<1 olacak sekilde g € Sp(_)9 (V) alinsin.

Ayrica h =L+g fonksiyonu tanimlansin. U kiimesinin tanimindan Vc U olup
—-€

(U-V)uV =U ifadesi bulunur. Ayrica 9(x)>1 i¢in |V|< Cois (V) oldugunu biliniyor
(Aydin, 2012b). O halde, (U-V)uV=U kimesinde hhh. h>1 olur. Ayrica f
fonksiyonu R —V kiimesinde siirekli ve V kiimesi agik oldugundan U agik olup Ac U
kapsamasi saglanir. O halde, he Soiye (A) olur. Yine, t— t*V) déniisiimiiniin konveks

oldugu biliniyor (Diening ve ark., 2011). Buradan Teorem 2.1.5'teki esitsizlik, degisken
tislii durumu i¢in de saglanir. O halde, her >0 i¢in
f(x)[

",

Poys (M) < f[(“f’)p(x)l L.

Rd

p(x)

s(1+5)‘“Rjd % 9(x)dx+(1+%)p:jd|g(x)p<x>g(x)dx
{g]’f ] \f(x)\"(*)s(x)dm(ug :
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1 +

. ; o (148
elde edilir. Burada &=¢*  olarak secilise £—0 igin (L] -1 wve
—g

+

o R
(1+%j g—{sz" +gP J —> 0 ifadesi bulunur. O halde

j If (x) X)dx =p,,, (f)

esitsizligi saglamir. Benzer sekilde p,\, (IVh|)<p, 4 (IVF]) olup p,y (M) <pyy 6 (F)
esitsizligi elde edilir. Eger heS,  (A) ve feS;(.)’S (A) tizerinden infimum alimrsa

*

Cp(.),S(A)S Cp(.),S(A) bulunur.

Uyan 4.2.3: Bu béliimiin kalan kisminda C”* (Rd)mW;’p(')(]Rd) uzayinin W;’p(')(]Rd)

uzaymda yogun olmasi durumunda p() degisken tssiine yogunluk kosulunu saglar

denilecektir. Asagidaki teorem (Harjulehto ve ark. 2003b) ¢alismasindaki Teorem 5.2'deki
ispat yontemiyle kolaylikla ispatlanir.

Teorem 4.24: p(.) degisken iissii yogunluk kosulunu saglasm. Herhangi bir
f e W;?(R?) igin R® kiimesinde h.h.h. f =g olacak sekilde g W, (R®) (p(.),9)-

g.c. fonksiyonu vardir.

Teorem 4.2.5: AR’ olsun ve p() yogunluk kosulunu saglasmn. Ayrica, her x e R? icin

8(x) =1 olsun. Bu takdirde, C,,,(A)=C,,,(A) esitligi vardur.

Ispat: Burada ispatin tamamlanmasi i¢in Teorem 4.2.2'den C;(.),S(A)Scp(.),S(A)

esitsizliginin saglanmasi yeterli olacaktir. Simdi f eSp(.)y9 (A) fonksiyonu ve B iizerinde

f >1 olacak sekilde bir B> A agik kiimesi verilsin. Teorem 4.2.4'ten B kiimesinde h.h.h.

f >1 olacak sekilde R? iizerinde tamimli bir f*, (p(.),S) -q.c. fonksiyonu vardir. Ayrica,
Teorem 4.2.1 (ii)den ve AcB ifadesinden A kiimesinde f >1 (p(.),9)-g.e. olur.
Boylece f~ ES;(.),S (A) bulunur. O halde, feSp(_)'s (A) ve fr eS:(_)‘S (A) iizerinden

infimum alinirsa istenen elde edilir.
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Teorem 4.2.6: Her xeR? igin S(X)Zl esitsizligi saglansin. Ayrica, her ieN igin
W;'p(')(]Rd)uzaymda f, > f olacak sekilde f W) (Rd) (p(.),S)-q.c. fonksiyonlar1
almsm. O halde f, (p(.),9)-q.c. fonksiyondur ve (f;)._ dizisinin f fonksiyonuna R°

kiimesinde noktasal olarak (p( ) , 9) -g.e. yakinsayan bir alt dizisi vardir.

Ispat: Normlu uzaylarda her yakinsak dizinin bir Cauchy dizisi oldugu biliniyor. O halde,
(f,) dizisinin yine (f,) olarak gosterilen ve » 2" [If, —f,,|, s <1 esitsizligini saglayan
bir alt dizisi vardir. Simdi A, = {x eR:[f, (x)—f, (x)[> 21} ve B, = JA, tanimlansmn.

i=]

Wg'p(')(]Rd) bir vektdr uzayr oldugundan her ieN igin 2'|f, —f, |eW§'p(')(Rd) olur.

i+1
Ayrica, her ieN igin f, eW;‘p(') (]Rd) fonksiyonlari (p(.),S) -q.c. oldugundan 2' |fi —fi+1|
fonksiyonu da (p(.),S)-q.C. olur. A, kiimesinin tanimindan bu kiimenin tamaminda

2'|f, —f,,|>1 olup A, kiimesinin sifir kapasiteli bir kiimesi iizerinde de 2'[f,—f,|>1

saglanir. O halde 2'|f, —f, | e S, (s (A) olarak bulunur. Teorem 4.2.2'den

Cp(-),S(Ai)S C;(-),S(A )<p1p (ZI If -1,

) < 2Ip p]_ p (f fH—l)

i+1

esitsizligi elde edili. Herhangi bir heW,"(R’) icin ||h||lyp(.)19£1 ise,

Pro) ( )< ||h|| , oldugu biliniyor (Kovagik ve Rakosnik, 1991). Ayrica,

”fl _fi+1||1,p(. < 2Ip ”f fl+1||1 p(.) S gziw ”f' _fi+l||1,p(.),8 <1

olup p, 6 (fi = i) <[, f.+1|| , bulunur. Béylece

Cp(-)vS(Bi)S ZCP Zzlp Prp. l+1 Zzlp ”f fl+l||1p

i=j

elde edilir. Tanimindan <Bj)jN dizisi azalan olup her jeN igin ﬂBjch yazilir.

i1

Sobolev (p() , 8) -kapasitesinin  monotonluk  ozelliginden C, [ﬂl Bjj <Cphs (Bj)
j=
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oldugu goriliir. Bu ise (Cp(_) 5 (Bj))_ . dizisinin smirli azalan bir aile oldugunu gosterir.
, e

Ayrica, alttan sinirlt azalan bir reel say1 dizisinin infimumunun ayn1 zamanda limiti oldugu

bilindiginden

.38

Cp(.),s[JlBj ',Qg;C ( )_IJI_EEC ()8 ( J):O

elde edilir. Yine, R® —ﬁ B; kiimesinde f, >f olup C, S(ﬁB] 0 igin (p(.),9)-g.e.

=1 =

yakinsamast goriliir. Simdi f fonksiyonunun (p(.),S) -q.c. oldugu ispatlanacaktir.
Herhangi bir & >0 verilsin. Ispatin ilk kismindan Cp()S(Bj) <% ve RY- B, kiimesinde
> 2

f; > f olacak sekilde B; R? kiimesi vardir. Ayrica, R kiimesinde her f, (p(.),S) -g.C.

oldugundan Cp(.)YS(Ui)< ve f; fonksiyonlarinin R? —U, kiimelerine kisitlanist siirekli

i+1

olacak sekilde U, — RY agik kiimeleri secilebilir. Simdi U = UUi seklinde tanimlanmak

i=1

uzere

* - = £ €
Cp(.),s (U) = Cp(.),S (U Uij < Zcp(.),s ( Ui ) < Z i+l = 9

-1 i1
R y
olup Cp(.)’S(Bj UU)SCp(.),S(Bj)+Cp(.),S(U)<E+E:8 saglanir.  Ayrica,  her

xeR"—(B,uU) ve t>j>i igin

-1 0 .
NORICEYIORNCE WS ¥rts
i=j

bulunur. Bu ise yakinsamanin ]Rd—(Bi UU) kiimesinde diizgiin stirekli, dolayisiyla

stirekli oldugunu gosterir. Bu ise ispati tamamlar.

Simdi QR igin W, (Q) uzaymin tanim verilsin.
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Tamm 4.2.7 (Sifir Simir Degerli Agirhkh Degisken Uslii Sobolev Uzayl): Q cR? acik

bir kiime olsun. Q iizerinde tanimli, olgiilebilir f fonksiyonu i¢in Q kiimesinde h.h.h.
f=f" ve R'~Q kiimesinde f" =0 (p(.),8)-q.e. olan bir f" e W;* (R?) (p(.),9)-q.c.
fonksiyonu olsun. Bu 6zelligi saglayan f fonksiyonlarinin olusturdugu uzaya sifir sinir

degerli agirlikli degisken iislii Sobolev uzaylari denir ve W, (Q) ile gosterilir. Burada,

bu kosullar1 saglayan f  fonksiyonu f fonksiyonunun kanonik temsilcisi olarak

adlandirilir. Herhangi bir f € W2 (Q) igin

[ =l

wie) =T s (ss) (4.2.7.1)

, Wéjg(') (Q) iizerinde bir normdur. Ayrica tammdan

seklinde taniml || W)
Wy o? (RY) = W™ (R) oldugu gbriiliir.

Calismanin bu béliimii boyunca Q < R? agik bir kiime olarak kabul edilecektir.

Teorem 4.2.8: W, (Q) uzay ||

wiel) () lormuna gore bir Banach uzayidir.

Ispat: Wj;f}') (Q) uzayinda herhangi bir (f;) Cauchy dizisi alinsmn. O halde her i e N i¢in
f, fonksiyonlarinin f~ kanonik temsilcisi vardir. Boylece Q kiimesinde h.h.h. f =f ve
R'-Q kiimesinde =0 (p(.),9)-ge. olacak sekilde f; W™ (R‘) (p(.),9)-q.c.

fonksiyonu bulunur. (4.2.7.1) esitligi kullanilirsa (fi*) o W;’p(') (]Rd) uzayinda bir Cauchy

dizisi olur. Yine agirhikli degisken dslii Sobolev uzayr Banach uzay oldugundan

W;'p(')(]Rd) uzayinda f" —f olacak sekilde bir feW>"") (Rd) vardir. Ayrica (4.2.7.1)

esitliginden

f—f -0

”fi —f ”Wé;g"’(g) - Wi (R0

olup Wg:g(')(Q) uzayinda f. - f oldugu goriilir. O halde ispatin tamamlanmasi igin

feW(;‘g(')(Q) oldugunu gostermek yeterlidir. Eger Teorem 4.2.6 kullanirsa f
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fonksiyonunun (p(.),9)-q.c. oldugu ve (f ) dizisinin de f fonksiyonuna W™ (R")

uzayinda (noktasal) (p() , 8) -q.e. yakinsayan bir (fi’:) alt dizisinin varlig1 goriiliir. Simdi
A = {x eR'-Q: f (x), f(x) fonksiyonuna yakmsamasm}

ve

A, :{XERd —Q:f:(x);to}

kiimeleri tanimlansin. (fi’;) c (fi*) dizisi f fonksiyonuna R® kiimesinde, dolayisiyla
R?-Q kiimesinde (noktasal) (p(.),S) -g.e. yakinsadigindan Cp(.),s (A,)=0 bulunur. Yine
R*~Q kiimesinde fi =0 (p(.),9)-g.e. oldugundan Cyps (A;)=0 saglanir. Boylece

A=A UA, icin herhangi bir xeR®—(A UA,) verildiginde xeR'-A, ve

xeR*—A, olup

£ ()= (x)+

f (x)| < £ (x)
ifadesinden f(x)=0 bulunur. Ayrica

Cp(.),S (Al Y AZ) < Cp(.),s (Al) + Cp(.),S (AZ) =0

esitsizliginden sifir Sobolev (p(.),S)-kapasiteli A, UA, kiimesinin disinda f=0 olup
R’ -Q kiimesinde f=0 (p(.),S)-q.e. bulunur. O halde W&’g(')(Q) Uzaymin taniminda

yer alan f fonksiyonu temsilcisi kendisi olarak alindiginda f Wg:g(') () elde edilir.
Teorem 4.2.9: W, (Q) uzay1 yansimali bir uzaydir,

Ispat: W;'p(') (Rd) uzaymin yansimali bir Banach uzay oldugu biliniyor (Aydin, 2012b).

Ayrica, Teorem 4.2.8'den ngg(‘) (Q) uzayr kapalidir. Yansimali bir uzayin kapali bir alt

uzayi1 da yansimali oldugundan istenen elde edilir (Dunford ve Schwartz, 1958).
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Simdi, H%'(Q) olarak C7 (Q) uzaymnin W, (Q) uzaymndaki kapanisi gosterilsin.
Boylece, f e H?)(Q) olmas igin gerek ve yeter kosul I —f||W§,,(,) (o 0 olacak sekilde
C; (Q) uzayinda bir (f, )ieN dizisi vardir. WV (Q) uzaymin bir Banach uzay olmasi ve
HY (Q)c WP (Q)  saglanmasi, HEY)(Q) uzaymim da bir Banach uzay oldugu
gosterir.

Sonu¢  4.2.10:  Herhangi xeR® i¢in  9(x)=1 olsun. O  halde,

Ht’,%(') (Q)c W;fg(') (Q)c w0 (Q) kapsamast saglanir.

Ispat: C;(Q)cC”(Q) oldugundan herhangi bir feC;(Q) i¢in feC”(Q) olup f
stireklidir, dolayisiyla, (p(.),S)-q.C. fonksiyondur. Ayrica Q kiimesinde h.h.h. f =f

yazilabilir. Yine, f kompakt destekli oldugundan R? —Q kiimesindeki destekte f =0 olup

W, (Q) uzaymin taniminda yer alan f* kanonik temsilci f fonksiyonunun kendisidir.
Bu ise feW " (Q) oldugunu gosterir. O halde C(Q)c W, (Q) saglanir. Yine
W,?(Q) Banach uzayr olup kapal oldugundan Hi%(Q)cW;?(Q) elde edilir.
Ispatin kalan kismu igin herhangi bir f e Wéjg(') (Q) alnsm. O halde, Q'da h.h.h. f=f" ve
R?—-Q kiimesinde f" =0 (p(.),S)-q.e. olacak sekilde f*eW;’p(') (]Rd) (p(.),S)-q.C.
fonksiyonu vardir. Ayrica, 9(x)>1 i¢in herhangi bir AcR" verildiginde |A|< Cois (A)

oldugu biliniyor (Aydin, 2012b). O halde

(1 G+ ]ve ()™ 8(x)dx + ] (1 o) ]ve ()™ 8(x) dx

olup f € W, () bulunur. Bsylece W, (Q) = WP (Q) kapsamas elde edilir.

Teorem 4.2.11: Herhangi x e R® igin 9(x)>1 olsun. Eger C"(Q)nW;*(Q) uzay

W) (€2) uzaymnda yogun ise, ng}(-) (Q)= Wgzg(-) (Q) olur.
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ispat: Sonug 4.2.10'dan ispati bitirmek icin W, (Q)c H;"(Q) kapsamasinin
saglanmas yeterlidir. O halde herhangi bir f € W2 (Q) verilsin. ispatin tamamlanmas
icin Hf*_q’i”l,p(,),g_)o olacak sekilde Cj(Q) uzaymmn bir (¢;)_, dizisi bulunmalidir.
Simdi f; :maks{f*,o} ve ff:min{f*,o} olsun. Bu takdirde f*=f +f" olur. O halde,
f* pozitiftir. Ayrica, f* fonksiyonuna f; :min{f*,j} ile yaklasilabildiginden f*, smirl

bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir. Benzer sekilde, f~ fonksiyonunun kompakt destege

sahip oldugu varsayilabilir.

Simdi §>0 olsun ve f*, R? — A kiimesinde siirekli ve Coivs (A) <38 olacak sekilde bir A
agitk kiimesi alinsin. Ayrica, 0< o, <1, ”(’35”1,,)(_),9 <3 ve A kiimesinde o, =1 olacak
sekilde @, eWé’p(')(]Rd) almsm. O halde f* fonksiyonu, R®—A kiimesinde siirekli ve
R*—-Q'da h.h.h. sifira esit oldugundan, her X € R* —(QUA) icin f*(x)zO olacaktir.
Simdi 0<e<1 olmak iizere f, =max {f* —8,0} tanimlansin. Boylece f., R¢ —(Au B)
kiimesinde sifira esit olacak sekilde R? — A kiimesinde (dolayisiyla R kiimesinde) kapali
olan bir Bc Q—A smirli kiimesi bulunabilir. Buradan R? —B kiimesinde (1—0)5)f: =0
saglanir ve B kapali oldugundan (1—w5)f: fonksiyonunun destegi B kiimesini igerir, bu

yiizden de Q kiimesinde kompakt desteklidir. Ayrica,

<
1p().8

f —(1-o,)f,

-1 Hl,p(.),S + Hmﬁf;

1p(.).9

esitsizligi saglanir. Simdi, T={X€Q:f*(X)<8} olarak tanimlansm. O halde f* ve f

fonksiyonlarimin tanimlarindan

f -1 =|f"-f, o) T f -1 )
p(.),S Ly (T) Ly (Q_T)
<& Bl + ol |
ve
HVf*—Vf: s =HVf*—Vf: L%)(T)JrHVf*—Vf: Han
<HXTVf* p().9
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esitsizlikleri elde edilir. Buradan & —0 igin |[f*—f;

— 0 bulunur. Ayrica
1p(.),9

pusino (@5F) < [0y ()T ()" 8(x)dx+ 27 [ (a0, (%)) ()

RY RY

£ (x)" 9 (x)dx

Vi (x)

9(x)dx

o G G 0y 27 [ (vaa, ()7 () 9(x) i
(0o 00 2 (00 o)

olur. Boylece

Prp().e ((Dsf*) = (2p+7l +1)83up (f* (x))p(x) L or J' (0)6 (X))p(x) Vi (x)

xeRY RY

elde edilir. Ayrica, d >0 igin L‘)S(')(Rd) uzaymnda o; — 0 oldugundan h.h.h. (noktasal

olarak) sifira yakinsayan bir (03i )ieN dizisi vardir. Lebesgue sinirli yakinsaklik teoreminden

| — o0 igin J.((oi (X))p(x)

Rd

Vf*(x)‘p(x)S(X)dx — 0 olur. Ayrica p* <o oldugundan § —0

igin H(ogf*ulp()s—>0 elde edilir (Kovacik ve Rakosnik, 1991). Boylece €,8 — 0 igin

(1-w,)f, —f" olur. O halde, W,""(Q)'daki her fonksiyona W;"’(Q) uzaymnda

kompakt destekli fonksiyonlariyla yaklasilabildigi ispatlanmis olur.

Simdi ©=(1-w;)f, fonksiyonu tanimlansim. Ayrica, Wg‘p(') (Rd) uzayinda her 1 €N i¢in

o fonksiyonuna yakinsayan ¢, € C* (Rd) ve suppe kiimesinde 1'e esit olan y e Cj (Q)

fonksiyonlar1 alinsin. O halde

Pras (0=v0) = | |lo()=0, (0" +[¥ ()=, (x)

suppo

v D\V(X)wi(X)\p(x)+\V(‘V(X)‘Pi(X))

RY —suppw

p(x)}c}(x)dx

p(X)}S}(x)dx
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esitsizligi elde edilir. Eger i — o0 i¢in ¢, » ® oldugundan

J [Jo)-060F <[ (a0x) -0, () Js(x)x 0

suppo

bulunur. Ayrica c sabiti y fonksiyonuna bagli olmak tizere

I m[\\v(x) 0, (™ 4|V (w (x) i (x ))p(x)}S(x)dx
<e [ [lo.00r" +fve 0P o) ox

RY—suppe

esitsizligi saglanir. Béylece i — oo icin @, = ® ve R —suppm kiimesinde m=0 olmasi

kullanilirsa,

J [\\v(X)cpi( [V (w (), (x ))‘p(x)}‘}(x)dx 0

RY —suppew

elde edilir. O halde i—>o0 igin plvp(_)ys((;)—\pl(pi)—)o bulunur. p* <o oldugundan

||m—‘|“|)i||l,p(,),9 — 0 saglanir. Boylece

) Wq)i”l,p(),s < 1p().0 Ho-ve ”Lp(-),s —0

elde edilir. O halde ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.12: 1<q ,p" <o ve h.h.h. xeR? igin q(x)<p(x) olmak iizere Q<= R*

siirlt bir kiime olsun. O halde, W2 (Q)GW, Y (Q) gomiilmesi saglanir.

ispat: Herhangi bir f e W2 (Q) fonksiyonu almsmn. W, (Q) c Wi (Q) c LYV (Q)
oldugundan f e L% (Q) ve Vfel?)(Q) bulunur. Ayrica hipotezdeki kosullar altinda
L (Q)GLY (Q) oldugu biliniyor (Liu, 2008). O halde L% (Q) ve Vfely(Q)
olup f e W;%(Q), dolayistyla, kanonik temsilci tanimindan f* e W™ (Rd) elde edilir.

Buradan

£

wiat) ( < C”f”Wlp(
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olacak sekilde c¢ sabiti vardir. Burada Hf*

wie) MOTMUNUN yerine ”f”wg;g(m) normunun

yazilamaz. Ciinkii f € W, (Q) ifadesi bilinmemektedir. Bu yiizden Q kiimesinde h.h.h.
f=f" ve R'-Q kiimesinde f =0 (q(.),S)-q.e. olacak sekilde f*e W (Rd)

(q (), 8) -q.c. oldugu gosterilecektir. Simdi K= {x eR—Q:f"(x) = 0} tanimlansin.

Ayrica OKF\ B(0,r)= KmOB(O, r)=K oldugundan
=1

r=1

o0

0<Cys (K)< ch(.),s (Km B(O, r))

=
esitsizligi bulunur. Eger C, o (K NB(0, r)) =0 saglanirsa RY—Q kiimesinde f" =0
(q(.),S) -q.e. oldugu gosterilmis olur. Hipotezden R?—Q kiimesinde f* =0 (p(.),S)-
g.e. oldugundan Cp(.)y9 (K)=0 saglanir. Sobolev (p(.),S) -kapasitesinin monotonluk

dzelliginden C,, . (KNB(0,r))=0 bulunur. O halde infimum &zelliginden

Proie (91)<Cpis (KnB(0r))+e

veya buna denk olarak

Jlos GO+ 79, () [8(x)ax 0 (42.12.1)

]Rd

olacak sekilde g; € Sp(_)‘9 (Km B(O, r)) alinabilir. Simdi h, fonksiyonu, B(O,Zr) yuvarinda
h,=1 wve B(O, 3r) yuvarmimn diginda  h, =0 olarak tanimlansin. O halde,

h.gi €Sy)s (KN B(0,r)) olur. Gergekten

o) 9(x)dx

Pays (N8 = [ [0 (x)g, ()" 9(x)ex+ |

h, (x)9: (%)
B(0,3r) R?-B(0,3r)
= [ (x)g ()™ 9(x)dx+ h, (x)g, (x)
B(0,2r) B(0,3r)-B(0,2r)

< j)‘gi(x)‘q(x)S(x)dx+ [ o ()" 9 (x)ax

B(0,2r B(0,3r)-B(0,2r)

W) 9(x)dx

j )|gi (x)|q(x) 9(x)dx <oo

B(0,3r
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esitsizligi saglanir. Benzer sekilde, py,(V(hg))<e oldugu gérilir. O halde
hg, eW;*(R?) elde edilir. Diger taraftan, B(0,2r) yuvarmda h, =1 ve
0;€S,)s(KNB(0r)) oldugundan B(0,2r) yuvarmda h,g,>1 saglamir. Buradan
h.g; €Sy,s (KNB(O,r)) olup ||h,gi||Wé,q<.)(Rd)sc(r)||gi||M,p(.)(Rd) esitsizligi  saglanur.

(4.2.12.1) yakinsamasindan p* <o i¢in ||gi||wl‘p(,)(Rd) — 0 olur. O halde ||hrgi||w1‘q(,)(Rd) —0

+

olup p'<oo iken q

+

<o  olacagmdan  p,,,(hg;)—>0  bulunur.  Eger
hg e Sq(.)’S (K N B(0, r)) izerinden infimum alinirsa Cq(.)y9 (K NB(0, r)) =0 elde edilir.
Buradan R?-Q kiimesinde f* =0 (q(.),S) -gq.e. olarak bulunur. Ispat1 tamamlamak igin
f (p(.),S) -g.c. fonksiyonunun (q(.),S) -q.c. oldugu gosterilmelidir. Bunun icin B < R*

yuvarinda saglanmas1 yeterlidir. * (p(.),9)-q.c. oldugundan f* fonksiyonunun B-K,

kiimesine kisitlanist siireklidir ve C, ), (K;) < } olacak sekilde K, = B verilsin. Yine
h |

p(x)}&)(x)dx <% (4.2.12.2)

([ oP a0

e
olacak sekilde g, ESp(,),S(Ki) alinsin. Simdi, h fonksiyonu B(0,2r) yuvarinda h=1 ve
B(O,SI’) yuvarinin disinda h=0 olarak tamimlansin. Ispatin ilk kismindaki teknikle
hg; eSp(.)yS (K;) oldugu goriiliir. O halde (4.2.12.2) ifadesinde, sirastyla, i — oo igin limit

ve hg, €S, (K;) tizerinden infimum alinursa C,) , (K;)—0 olur. Buradan (q(.),S)

-g.c. olup ispat tamamlanur.

Teorem 4.2.13: feW&'g(')(Q) ve geW;’p(')(Rd) sinirli fonksiyonlar olsun. Eger g

fonksiyonu (p(.),9)-q.c. ise, fg e WyE" (©2) olur.

ispat: WP (Q)c W,?(Q) kapsamasindan fge W;*(Q) saglamr. O halde f'g
fonksiyonu R kiimesinde (p(.),9)-g.c. fonksiyondur. Gergekten, f ve g fonksiyonlari
(p(.),9)-g.c. oldugundan f*, fonksiyonu R*—U kiimesinde siireklidir ve Cos(U)<e

olacak sekilde bir U agik kiimesi vardir ve g fonksiyonu R~V kiimesinde siirekli ve
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Chyo(V)<e olacak sekilde bir V  agik kiimesi bulunur. O halde,
R'—(UuV)=(R'-U)(R*-V) ifadesinden f'g siirckli ve Kkapasitesinin alt
toplamsallik 6zelliginden Cp(_)‘9 (U uV) < Cp(_),s (U) + Cp(.)y9 (V) <2¢ olup f'g (p() , 8) -
g.c. olur. Simdi A= {x eR'-Q:f"(x)= O} ve B= {x eR'-Q:g(x)= oo} kiimeleri
tanimlansin. Buradan, f'g, Q kiimesinin disinda sadece A B kiimesinde sifirdan farkli
olur. Ayrica C,),(A)=0 ve C, (B)=0 saglanmir. Ciinkii, ge w0 (Rd) sinirlt
oldugundan her xeR‘-Q i¢in g(X)<oo olup B= olarak bulunur. O halde

C,,,(B)=0 elde edilir. Ote yandan f*eWép(')(]Rd) oldugundan R*—-Q kiimesinde

p().8
stfirdan farkli oldugu noktalarin kiimesinin kapasitesi sifir olup Cp(.)y\9 (A) =0 saglanir.
Sobolev (p() : 8)-kapasitesinin alt toplamsallik 6zelliginden C,,,(AwB)=0 olur.
Sonug olarak R? —Q iizerinde f'g=0 (p(.),S) -g.e. fonksiyondur. Yine f* e W) (Rd)

icin Q kiimesinde h.h.h. f" =f olup g fonksiyonunun sinirli oldugu da dikkate alinirsa Q

kiimesinde h.h.h. f'g=fg olur. O halde fg e W, (€2) elde edilir.

Teorem 4.2.14: AcR" olsun ve 3 aguhk fonksiyonu her xeR® igin 9(x)>1
kosulunu saglasm.  WEY (Q)=W,2) (Q—A) olmasi igin gerek ve yeter kosul

Cp(.),S (A 8 Q) =0 olmasidir.

ispat: Oncelikle C,),(ANQ)=0 olsun. 9 aglik fonksiyonu 8(x)>1 kosulunu
sagladigimdan  [ANQ|<C,  (ANQ)=0 olup |[ANQ[=0 elde edilir. Tammdan
WA (Q-A) WA (Q)  vardir.  Simdi WiE ()« WiV (Q-A)  kapsamast
gosterilsin. O halde, herhangi bir f e Wy3"(Q) almsin. C,,(AnQ)=0 oldugundan
R*—(Q-A) kimesinde f"=0 (p(.),9)-q.e. elde edilir. Boylece feWy5"(Q) icin
Q-A kiimesinde h.h.h. f=f" olur. Gerekten M={xeQ:f(x)=f"(x)} icin [M[=0
oldugu biliniyor. Simdi N={xeQ-A:f(x)#f"(x)} tanmlansm. Yine Q-AcQ

oldugundan Nc M saglanir. O halde, Q—A'da h.h.h. f=f" olarak bulunur. Buradan
floacWoi (@A) olur. Ayrica [l allyuson =[flyn o elde edilin. Bu ise
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f e W2 (Q-A) oldugunu, dolayisiyla, W, (Q) c WiEY (Q— A) kapsamasim gosterir.
Diger taraftan, A < Q oldugu varsayilsin. Yine X, € Q ve i e N igin

Q = B(xo,i)m{x e Q:dist(x, R —Q)>%}
kiimesi tanimlansin. Ayrica f, ‘R >R fonksiyonu f. (x)=maks(O,l—dist(x,Ain))
seklinde tanimlansin. Tanimdan f, fonksiyonu noktaya bagimli olmayip 0 ile 1 arasinda
deger aldigindan f, e W;™ (R?) siireklidir, 0<f, <1 ve ANQ; kiimesinde f, =1 olur.
Simdi g, :Q; > R olmak iizere i€ N igin g;(x)= dist(x,Rd —Qi) tanimlansin. O halde,
her i e N icin g, fonksiyonlari siirekli, dolayisiyla, (p(.),S) -g.c. fonksiyondur. Wé'g(')(Q)
uzaymin tanimindaki kanonik temsilci olarak @, fonksiyonunun kendisi alindiginda
g, € WBY (€;) olarak bulunur. Yine her ieN igin ©Q < Q oldugundan g, € WyE" (Q)
elde edilir. Teorem 4.2.13ten ieN icin fg, e Wy (Q) olup hipotezden
f.0, eWéjg(')(Q—A) yazilir. Simdi 1 tam sayis1 sabitlensin. Eger h fonksiyonu Q-A
kiimesinde h.h.h. h=fg, olacak sekilde bir (p(.),S) -g.c. fonksiyonu ise, |A| =0
oldugundan Q kiimesinde h.h.h. h=f,g, olacaktir. Teorem 4.2.1 (i)'den Q kiimesinde
h =f,0, (p(.),S)-q.e. saglanir. Yine AcQ ve Q, cQ oldugundan AN, Q) icin
h=fg, 0zel olarak ANQ, kimesinde de (p(.),S) -q.e. olacaktir. Ayrica,
f.g; e W," (Q~A) oldugundan tamm geregi R®—(Q—A) kiimesinde h=0 (p(.).9)-
q.e. tanimlanabilir. Benzer sekilde A—-Q, kiimesinde de h=0 (p(.),S)-q.e. olacagi

goriilir. Bu ise her ieN ig¢in C, ) (A-€;)=0 olmast ile miimkiindir. Ayrica

UJana =An|Jo =AnQ=A olup Sobolev (p(.),3)-kapasitesinin alt toplamsallik

i=1 i=1

ozelliginden

o0

Coiro (A)< Zcp(.),g (AnQ,)=0

i=1

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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Tamm 4.2.15: (X,r) topolojik uzayin (Y,r') alt uzayr verilsin. (Y,r') topolojik

uzayinin kapali (sirasiyla, agik) alt kiimeleri Y kiimesinde goreceli (relatively) kapalidir
(sirastyla, agiktir) veya kisaca goreceli kapalidir (sirasiyla, agiktir) denir. Diger bir deyisle
goreceli kapali (sirasiyla, agik) alt kiimeler, X uzaymin kapali (sirasiyla, agik) alt

kiimelerinin Y uzayina kisitlanislaridir. Ornegin; herhangi a,b,c,d e R icin a<b<c<d
kosulunu saglanmak tizere Y=[a,b]u(c,d) tanimlansin. O halde [a,b] kapal1 araligi

hem goreceli acik hem de goreceli kapalidir (Mendelson, 1962).

Teorem 4.2.16: (Y,r'), (X,’E) topolojik uzaymin bir alt uzayr olsun. F'cY alt

kiimesinin Y uzayinda goreceli kapalt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X uzaymin kapali

bazi F kiimeleri i¢in F'=FNY seklinde yazilmasidir (Mendelson, 1962).

Asagidaki teoremin ispat1 Teorem 4.2.14'teki ispat yontemiyle kolaylikla goriiliir.

Teorem 4.2.17: 9 aguwhk fonksiyonu her xeR‘ i¢in 9(x)>1 kosulunu saglasin ve
A c Q goreceli kapali bir kiime olsun. Bu takdirde Wéjg(') (Q)= W;”g(') (Q—A) olmast i¢in
gerek ve yeter kosul C ), (A)=0 olmasidur.

Asagidaki teoremin ispati (Diening ve ark., 2011) calismasindaki Teorem 11.3.2'nin

ispatina benzer olarak gosterilebilir.

Teorem 4.2.18: Ac(Q goreceli kapali bir kiime olsun. Eger Cp(_)VS(A)zo ise,

WP (Q) = Wi (- A) esitligi bulunur.

Teorem 4.2.19: 9 agirlik fonksiyonu her x e R? igin S(X)Zl kosulunu saglasin. Bu

takdirde WV (Q)=W 0 (Q) olmast icin gerek ve yeter kosul C R-Q)=0
9 0,9 p(.).®

()

olmasidir.

ispat: Oncelikle, W™ (Q)=W,""(Q) olsun. Ayrica r>0 ve her xeQ icin
f(x)= maks{O,Zr—|x|} fonksiyonu tanimlansin. O halde, f Wé‘p(') (Q) olur. Gergekten,

maks {O, 2r —|X|} = 2r —|x| oldugu varsayilsin, aksi halde ifade agiktir. Bu durumda
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(1)- or- e )+ )
i dx<maks(( ry ,(4r) )is(x)dx«n

esitsizligi saglanir. Benzer sekilde, Py (Vf) <oo oldugu gorilir. O halde
f e W )(Q) W;g( (Q) elde edilir. Ayrica C; () uzaymmn wirU (Q) uzayinda yogun
oldugu biliniyor (Aydm, 2012b). O halde, W;’p(')(Q) uzaymnda f. —f olan ve Q'da
kompakt  destekli  (f,)_,  dizisi almsm. Buradan her ieN  igin
f-feS,, ((Rd —Q)mB(O, r)) olur. Ayrica p"<oo oldugundan p, ., (f;=f)—>0
bulunur. Eger f-f e So()e ((Rd —Q)m B(O, r)) lzerinden  infimum  almirsa

Cyys (R =©)nB(0,1)) =0 elde edilir. Yine

(R -2)nB(0)) = (R* Q) JB(0.r) =R ~0

r=1 r=1
saglanir. Sobolev (p () , 8) -kapasitesinin alt toplamsallik 6zelliginden

0

0<C, 4 ((R*-Q))<D C, 5 ((R*—Q)~B(0,)) =0

=]
olup ispatin ilk kism1 tamamlanir.
Simdi  C,, (Rd - Q) =0 olsun. Yine W;*(Q) uzaymmn  tammindan
W, (R?) =Wy (R) oldugu biliniyor. Ayrica, R’-Q goreceli kapali kiimedir.
Gergekten, R —QcR*-Q ve R'—Q=R" m(]Rd —Q) olup burada R® hem agik hem

de kapalhdir. Dolayisiyla RY —Q gbreceli kapalhidir. O halde, Teorem 4.2.18 ve Teorem
4.2.17 kullanilirsa

W;'p(-) (Q) = W;'p() (Rd —<Rd _ Q)) _ W;’p() (Rd )
=Wt (RY) = We 3 (R —(R* - ) = Wi (@)

olup istenen elde edilir.
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Simdi W&’g(')(Q) uzayinda Poincaré esitsizligi ispatlanacaktir. Ac R’ olsun. Ayrica

p(.)e P(]Rd) olmak iizere

P, =essinf p(x) ve p; =esssupp(x)

xeAnQ XeANQ

fonksiyonlar1 tanmimlansmn ve p; <o olsun. Eger xeQ igin p;(”)zd veya

pB(x,r)

d-—p,

B(x,r)

Pon) < esitsizlikleri saglaniyorsa, p(.) degisken iissii Q kiimesinde r sabitiyle

sigrama (jump) kosulunu saglar denir. Ayrica,

dpgy )
pB(x,r) =qd- pé(xr)
Paer) Pa(xr 2d

! pé(xr) < d

fonksiyonu tanimlansin (Liu, 2008).
Not 4.2.20: QcR? smirli bir kiime olsun. p() =1 kosulu altinda Teorem 2.1.16 saglanir.

Boylece L% (Q)GL, (Q) bulunur.

Teorem 4.2.21: Q cR" sinirlt bir kiime olmak iizere p(.) degisken iissii Q kiimesinde r

sabitiyle sigrama kosulunu saglasin. O halde herhangi bir f Wé:g(') (Q) i¢in C sabiti p()

degisken iissii, [, diam(Q), r ve d ifadelerine bagl olmak iizere ||f||Lp(_)(Q) < C|vf

(@)

esitsizligi saglanir.

Ispat: Hipotezden Q kiimesi kapal ve siirli oldugundan Q kompakt olarak bulunur. O
_ i

halde, kendisini drten sonlu bir alt agik 6rteni vardir. Buradan Q < Q i¢in Q U B(x;.r)

i=1

olacak sekilde Xpyeees X bulunur. Ayrica Teorem 2.1.16 kullanilirsa
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*

f L’fq(‘)(Rd) < Hf* [XB(XN) toet XB(xj,r):|

”f ”Lfg-)(g:)

(v

(4.2.21.1)

¥

Lp;')(B(Xi )

f _fB(xi,r) L';E(Xi")(B(xi,r))

)(B(Xilr)))

esitsizligi elde edilir. Burada, f;(x_ o= ‘B( ! ) I f"(y)dy seklinde tanimlanan ifade f*
; X, I B(x;.r)

kanonik temsilcisinin her ieN i¢in B(x;,r) iizerindeki ortalamasi gdsterilmistir

(Heinonen ve ark., 1993). Ayrica, her ieN icin pg, < p(.) esitsizligi saglanir. Eger
yuvarlar tizerindeki Poincaré esitsizligi ve Teorem 2.1.16'dan

L°0) ( B(x,, r))C. | "t ( B(x;,r )) olmasi kullanilirsa,

-

B(x;.r)

<o HVf

B0 e, (ei.0)

’ O(R) Cr”Vf ”u;,(-)(g)

LpSB(Xi ") (B(x;.r)) "

esitsizligi bulunur. Ayrica, kanonik temsilci tanimindan B(Xi,l’)CQ icin B(xi,r)

yuvarlarinda h.h.h. f=f" olacaktir. O halde, L, (Q) uzayindaki Poincaré esitsizligi ve

Not 4.2.20'den

) 1

fB<xir)S|B(xi,r) “ x)|9(x dX<_Hf 8(x)ax
s% ﬂVf dx<£dlam( Q)c|VH] g

esitsizligi elde edilir. Ayrica 9 e (Rd) oldugundan

p. ,S(XB(X.J)): I 9(x)dx <o

Petri) B(X, 1)

olup (4.2.21.1) esitsizliginden istenen elde edilir.

55



Sonug 4.2.22: Teorem 4.2.21'den W2 (Q) uzayinda ||Vf|||_p(_)(g) ve ||f||W1,p(_)(Q) normlarinin
denk olduklar goriilir. O halde herhangi bir feW " (Q) verildiginde W% (Q)

uzayinin tizerindeki norm olarak ||f||w§'g(-> @ = ||Vf ||L%(,) @ kullanilabilir.

Calismanin bu boliimiiniin kalan kisminda Dirichlet enerji integrali ele alinacaktir. Simdi
h eW;’p(')(Q) alinsin. Wg:g(')(Q) tizerinde h siir deger fonksiyonuna bagli enerji

operatoru

EN (F)= [VF (x)+Vh(x)"™ 8(x)dx

Q

seklinde tanimlansin.

X kiimesi R? cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Her a € [0,1] ve herhangi f,ge X
igin E(ocf +(1—0L)g) < aE(f)+(l—0c)E(g) esitsizligi saglanirsa, E operatorine X
tizerinde konvekstir denir. Yine, i—o i¢in X wuzaymda f, —f olmak iizere
E(f)< IiriTanf E(f;) gerceklenirse, E operatoriine alttan yari siireklidir denir. Ayrica,
||fi ”x — 0 i¢in E(fi ) — o elde ediliyorsa E operatoriine coercive denir (Kinderlehrer ve

Stampacchia, 1980), (Maso, 1993). Asagidaki teoremin ispati (Kinderlehrer ve

Stampacchia, 1980) ¢alismasindaki Teorem 2.1'de verilmistir.

Teorem 4.2.23: X yansimali bir Banach uzay1 olsun. E: X —R konveks, alttan yari-

stirekli ve coercive ise, X uzayinda E operatoriinii minimize eden bir eleman vardir.

Simdi, Ef)(y',){S enerji operatoriinii Wg:g(') (Q) uzayinda minimize eden elemanlarin varhig

ele aliacaktir.

Teorem 4.2.24: QcR? smurh bir kiime olsun. Eger p(.) degisken iissii Q kiimesinde

sigrama kosulunu saglar ise,

9eWg 5 (@)

olacak sekilde bir f € W, (Q) vardur.
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ispat: W;?"(Q) uzaymin yansimali Banach uzayi oldugu biliniyor. Ayrica, t—t"

déniisimii konveks oldugundan (Diening ve ark., 2011), her f,geW,""(Q) igin

a€(0,1) olmak iizere

EX)° (of +(1-a)g) = [Joe(VF (x)+ Vh(x))+ (1-)(Vg (x)+ VR (x))["

9(x)dx

<aEf)’ (F)+(1-a)ER)" (9)
esitsizligi elde edilir. O halde EX)* enerji operatorii konvekstir,

Simdi W;:g(') (Q) uzayinda f € ngg(') (Q) fonksiyonuna yakinsayan fonksiyonlarin dizisi

(fi )ieN olsun. Sonug 4.2.22'den i — oo i¢in

[V(f,+h)=V(f+h)

ey =M ~Fluggo) =0

bulunur. Ayrica, p“ <o  oldugundan Py (V(fi +h)-V(f+ h)) —0 olup
Puiay (V(f,+h))—> Py (V(f+h)) yakinsamas: elde edilir (Kovacik ve Rékosnik,

V(f+h))<liminfp

(Q)( 0 (V(f,+h)) esitsizligi saglanir. O halde,

1991). Boylece P s
EE};L’S enerji operatorii alttan yari-siireklidir.

Sonug  4.2.22'den  |f;

Wil () — 0 icin ||Vfi||l_p§_)(g) — 00 olur. Yine

IV oy < IV, + Vbl VN ifadesinden i o0 igin [[VF, + Vhijy, , —>o0

Y

bulunur. Ayrica, p* <o oldugundan i — oo igin P (V(fi + h)) —> oo saglanir. Buradan

EE)("?]’S enerji operatdrii coercive olup Teorem 4.2.23'ten ispat tamamlanir.
Simdi, E?z(;zl’s operatoriinii minimize eden elemanlarin tekligi ispatlanacaktir.

Teorem 4.2.25: QcR? smirlt bir kiime olsun ve p(.) degisken iissii Q kiimesinde

sicrama kosulunu saglasin. Bu takdirde (4.2.24.1) esitligindeki f minimize eden
fonksiyonunun f* (p(.),9)-q.c. temsilcisi sifir Sobolev (p(.),)-kapasiteli kiimeye bagls

olarak tektir.

57



ispat: |{x e Q: Vf, (x) # Vf,(x)}|> 0 olmak iizere (4.2.24.1) ifadesinin iki minimize edici
fonksiyonu olarak f, ve f, almsin. O halde, Vf (x)#=Vf,(x) olacak sekilde en az bir

p(.).8

X eQ vardir. E5 ;" enerji operatorii konveks oldugundan

1 1 1 )
£20 (E(fl o, )) <Tee () T (n)= inf ()

fewgi’ (@)

elde edilir. Bu ise minimize edilme tanmmiyla ¢elisirr O  halde

‘{x e Q:Vf (x) =V, (x)}‘ =0 olarak bulunur. Teorem 4.2.21'den
”fl _f2||L”9(')(Q) < C”Vfl + VfZ”L‘g')(Q) =0

saglanir. Bu ise h.h.h. XxeQ i¢in fl(X):f2 (X) oldugunu gosterir. Ayrica,
f.f, e W;:g(') (Q) oldugundan Q kiimesinde h.h.h. f,=f ve f,=f, olacak sekilde
f . f, eWé’p(')(]Rd) (p(.),S) -q.c. fonksiyonlar1 saglandigimdan h.h.h xeQ icin
fl*(x):f;(x) esitligi de saglanir. Bdylece Q kiimesinde f, =f, (p(.),S) -g.e. olur. Bu

ise istenendir.

Tanim 4.2.26: (X||||X) ve (Y||||Y) iki Banach uzay ve xeX olsun. f:X—Y olmak

izere her y € X i¢in

IR

~T,(y) (4.2.26.1)

olacak sekilde bir Te L(X,Y) varsa f fonksiyonuna x e X noktasinda ve y yoniinde

Gateaux tiirevlenebilirdir denir. T operatoriine ise f fonksiyonunun X e X noktasinda
Gateaux tiirevi denir. Eger (4.2.26.1) esitligi her xe X igin saglanirsa f Gateaux

tiirevlenebilirdir denir (Berger, 1977).

Teorem 4.2.27: Herhangi bir f Wé:g(') (Q) verilsin. Asagidaki ifadeler birbirine denktir;
(i) f fonksiyonu EEE(%'9 operatdriinii minimize eder.

(i) f fonksiyonu, g e W, 2" () icin
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i POV (x)+ V() (VF (x)+ VR (x)) (Vg (x) - VF (x)) [3(x)éx = 0

esitsizligi saglanir.

ispat: Oncelikle (iynin (ii)'yi gerektirdigi ispatlanacaktir. Bunun i¢in ge W, (Q)
sabitlensin ve ¢ =g—f ve t=f+h fonksiyonlari tanimlansin. Ayrica 0<g<1 verilsin.
W, 2 (Q) uzayr bir vektor uzayr oldugundan f+edpe Wy (Q) olur. (i) kosulundan

EP)° ()< EX)® (f +2¢) elde edilir. Buradan,

i [evo(x)+ V()" - [¥t(x)

p(X)}S(x)dxzo

yazilir. Bu ise

p(x) p(x)
i [V (%) +Vi(x) —[vi(x)| 5(x)dx >0 (4.2.27.1)
€

Q

oldugunu gésterir. Simdi F: WY (Q) - R, F(f)= |Vf|p(') seklinde tamimlansimn. Gateaux

turevi tanimindan

mF(t+8¢)_F(t):diF(t+a¢)|g=0
€

=i
e—0 €

dF(t;¢)

bulunur (Berger, 1977). Ayrica, h.h.h. x e Q i¢in

P(x)

9 ) d[(a‘<x>+s@¢<qu...+[ﬂ(xng%(x)n2

de T de OX, OX, OX OX

n n

1 p(x)-2

-p(x [(&(X)+86¢(X)j2+._.+{&(X)+Sa¢(x)]2}2

0X, 0X, OX OX

n n

Kat(X) e 6¢(x)] 9 (x) +m+(8t(x) Ve a¢(x)j a¢(x)}

0X, 0X, 0X, OX OX OX

n n n

olup
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p(x) p(x)
i 2V VOO V() =p(x)[Vt(x)"™* vt(x) Vo(x) (4.2.27.2)

e—0 fes

elde edilir. Ortalama deger teoreminden

F(t+e)—F(t)
&d

d .
=—F(t+e
CF(t+e)
olacak sekilde ¢ €(0,¢) sayisi vardir. Benzer sekilde

% F(t+e0)=p(x)[s Vo (x)+ VE(x)[™ (Vo (x)+ VE(x)) Vo (x)

saglandigindan

V(%) + vt (x) <[vt (x)["

= p(x)[e Vo (x)+ V()" (£°V6(x)+ VE(x)) Vo(x)
olacak sekilde & € (0,¢) bulunur. O halde

6V (%) + vt (x)™ = [wt (x)["

: |

=[p(x)[e'Vo(x)+ Vt(x)[" [V (x)

<p 2" {[ve()"" +[vo (x)

" ve(x)

o0+ Vo (0 )=2(x)

—p 2" (\Vt(x)
elde edilir. Simdi, ze Ll (Q) oldugu gosterilsin. W, (Q)c W;*)(Q) oldugundan
f,g,h eW;'p(')(Q) bulunur. Ayrica, d)eW;’p(')(Q) olup pr(_)(Q)(V¢)<oo saglanir. Diger

taraftan 1 + 1 =1 i¢in

p() a()

P ooy (V) = [IVE OO 9 (x) e = [|Ve (x)* 8(x)x < oo

Q Q

olup agirlikli degisken iislii Lebesgue uzaylarinda Holder esitsizligi uygulanabilir. O halde,
L +—==1i¢in

p() a()
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H|Vt|p(-)—1 |V ¢| |Vt|p(-)-l

<Gy ||V¢”LP;-)(Q)

L5(Q) LY (@)

saglanir. Boylece

Px) 9(x)dx

J2(x)9(x)dx = p+2"+£\Vt(X)\p(x)1\V¢(X)\9(X)d><+p+2p*£f2\v¢(><)

Q

v

<p'2°c, ||V¢||Lg<->(g) () w2 Puoa) (V) <o

L

elde edilir. O halde zeL(Q) olur. Sonug olarak, (4.2.27.1) esitsizliginde Lebesgue

sinirl yakinsaklik teoremi kullanilirsa (ii) elde edilir.

Simdi ispatin kalan kismi verilsin. Konvekslik tanimindan 0 <a <1 igin
n, +ou(n, —n, )‘p(') < oc|n1|p(') +(1- oc)|n2|p(') saglanir. Burada n, = Vo +Vt ve n, =Vt icin
v+ Vi - v <o [|v¢ + vt - |Vt|"(')}

() ()
olup v+t —|vt

o
aliir ve (4.2.27.2) kullanilirsa

<|Vg+Vh/") —|vf +Vh[" saglanir. Burada o—0 igin limit

p(X)[VE(x)"™ 7 Vt(x) Vo (x) <[vg (x)+ Vh (x)[* = [VF (x)+ Vh (x)"
bulunur. O halde
IVE (x)+ V(X)) 9(x) < [Vg (x)+ Vh (x)[" 8(x)

olup g e W,?" (Q) igin EX)* ()< EX)* (g) elde edilir. Boylece ispat tamamlanr.

4.3. Agirhikh Degisken Uslii Sobolev Uzaylarinda Iyi Topoloji ve Baz1 Ozellikleri

Bu bolimde agirhikli degisken iislii Sobolev uzaylari igin iyi topoloji kavramindan
bahsedilip bazi 6zellikleri incelenecektir. Bunun igin Oncelikle ince kiime tanimi

verilecektir.
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Tamim 4.3.1: Herhangi A c R? kiimesi

1
1 cap, ), (ANB(X,,1),B(xo,2r)) |70 gy

'f[ cap, )5 (B(Xo:T),B(Xo,2r)) T (4.3.1.1)

kosulunu sagliyorsa X, eR® kiimesinde (p(.),S)-incedir denir. Ayrica, herhangi bir
kiime (p(.),S) -ince degilse, (p(.),S) -ince olmayan kiimedir denir. Literatiirde (4.3.1.1)
tipindeki integral Wiener tipi integral olarak adlandirilir (Heinonen ve ark., 1993). Bu

calismada, Wiener tipi integral

1
L cap, |, (ANB(Xgr),B(Xp,2r)) P2 g

Wp(-),s(A’X‘)):! capp(->,s(B(Xo’f)’B(Xo’zr)) "

olarak gosterilecektir. Yine Wiener toplami da

1

29,00 (A8 {1 2) 810 2)) |
2| .. B2 ) B2 )

olarak tanimlanir. Uygunluk bakimindan cap, (B(XO, r),B(x,, Zr)) =0 olmasi

durumunda (4.3.1.1) ifadesindeki integral 1 alinabilir (Bjorn ve Bjorn, 2011). Simdi,

Wiener integrali ve Wiener toplami arasindaki iligki verilecektir.
Teorem 4.3.2: Teorem 4.1.12 ve Teorem 4.1.13'teki hipotezler saglansin. Bu takdirde

herhangi bir Ac R® ve x, ¢ A igin

CW, s (A, XO) < W:E‘_TS (A, XO) < Csz(.),s (A, XO)

()

olacak sekilde C,,C, pozitif sabitleri vardir.

Ispat: Teorem 4.1.12 ve Teorem 4.1.13'ten r <s<2r igin denklik sabiti r,p~,p*, katlayan

6l¢iim sabiti ve Poincaré esitsizligi sabitine bagli olmak {izere

cap, )5 (ANB (X, 1), B(Xo,2r)) = cap, ), (ANB(X,,),B(X,,25)) (4.3.2.1)

ve
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cap, )5 (B(Xo: 1), B(Xo,2r)) = capy 4 (B(X0,8), B(X,,25)) (4.3.2.2)

bulunur. Gergekten, AcB(X,,r) i¢in ANB(X,,r)=B(Xy,r) oldugundan Teorem

4.1.13'ten (4.3.2.1) elde edilir. Diger taraftan, Teorem 4.1.12'den

Titty (B(Xo:T)) <capy ) (B(X0:T), B(Xo,2)) < Ty (B(X,,1)) (4.3.2.3)
ve
Tatts (B(Xq,8)) < cap, 5 (B(Xo:8), B(X0:25)) < Tpty (B(Xo,5)) (4.3.2.4)

olacak sekilde T, T,, T, ve T, sabitleri vardir. Ayrica, r<s igin

Ky (B(Xo:T)) < pg (B(X,,5)) oldugundan (4.3.2.3) ve (4.3.2.4) esitsizliklerinden

cap, s (B(Xo 1), B(X:2r)) < Topy (B(X 1)) < Toby (B(Xo,5))
sI—icapp(.)ys(B(xo,s),B(XO,ZS)) (4.3.2.5)

C T*capp(.)’S (B(xo,s), B(X,, 25))

esitsizligi elde edilir. Yine, r<s<2r igin p,(B(X,,5))<p,(B(X,.2r)) olup (4.3.2.4) ve
(4.3.2.3) esitsizliklerinden

CaPy 5 (B(Xor8), B(Xo25)) < Tty (B(X,8)) < Tabty (B(x0,21))

T,C
<T,Calty (B(X,,1)) < j‘l_d cap, )5 (B(Xo:T), B(Xo,2r))

1

PR - “ T1,C .
esitsizligi elde edilir. Buradan T~ = —2"% olmak iizere
1

cap, )5 (B(Xo,5),B(X0,25)) < T7cap, 4 (B(X,,r),B(Xo,2r)) (4.3.2.6)

esitsizligi saglanir. (4.3.2.5) ve (4.3.2.6) esitsizliklerinden

1
APy (B(X0:8),B(Xq,28)) <cap, 5 (B(Xo:T), B(Xo,2r))

<Tcap,, (B(X,,5),B(X0,25))
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olacak sekilde T" ve T~ sabitleri bulundugundan (4.3.2.2) denkligi saglanir. Ayrica
2 <r<2” igin 2'<2r<2” olup (43.2.1) ifadesinden ve rolatif (p(.),9)-

kapasitesinin monotonluk 6zelliginden

cap, )5 (AN B(Xo,1), B(Xq,2r)) <Cicapy ) (ANB(xo,1), B(x0,27))
o (Aol 2") Bl 2

olacak sekilde C, >0 sabiti elde edilir. Yine 27" <r<27 i¢in 27" <r<2'<2r<2"

olacagindan (4.3.2.2) denkliginden

a3 (Be,1). B, 2r)) a0y (B2 ) B 2

bulunur. O halde

capy (B(Xo:1): B (o, 20)) 2 CiCapp(_)’S (B(x0 27),B(x,, 2" ))

2

olacak sekilde C, >0 sabiti vardir. Buradan T=C,C, >0 olmak tizere

Capp(-)'S(A“B(Xo’r)'B(Xo’ZV))< Capp(.)vS(AﬁB(Xo,Z_i)’B(Xoazl—i))
caPy o (B (%o 1) B(%020) oo, (B2 ) Bxp 2]

(4.3.2.7)

esitsizligi saglanir. Yine, 27" <r <27 <2r < 2" <4r esitsizliginden

CaPy.0 (A a B<X0’ 2" ) B(XO’ 2" )) <Ccap; o (A N B(Xo’ 2" ) B (X, 4r))
<Cycap, ,, (AN B(Xo,2r),B(%,,4r))

ve
C,cap, )5 (B(Xo:2r), B(Xo,4r)) <cap, (B(X01 27),B(x, 2" ))

olacak sekilde C,C, >0 sabitleri vardir. Boylece T=C,C, >0 olmak iizere (4.3.2.7)

esitsizliginden
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2Py (A0 B(X0,1) B(x0,21) - 20y0 (A0B(x0:2) B0, 2"))

Capp(-)~9(B(X°’r)’B(Xo’Zr)) - capp<.>,s(B(xo,Z’i)1B(xo,2u))
Capp(~)v9(AmB(Xo'2r)’B(X0,4r))
cap, s (B(Xo,2r), B(X,,4r))

elde edilir. Ayrica

1

2J'.‘ (capp(_)vs(Am B(xo,r),B(xo,Zr))Jp(xO)l dr

Capp(l)YS(B(xO,r),B(xO,Zr)) ad

r

1

< Ti[capp(.)s (Aﬁ B(Xm 2_i), B(Xo,zl_i ))}p(xo)l .

ZJ. g
capp(l)’S(B(xo,Z*‘),B(xo,zl*i)) T

ST
=TlIn ZWSF_TS (A X,)

olacak sekilde T =TIn2 >0 sabiti bulunur. Diger taraftan

1

2By (8502 81, 2)) P
9, (30%02 ) B0 2

i=0 o1

2 [capp()9 (Am B(X,,27), B(x0,21“)) Poo)L

<2 cap, )0 (B(%0:2"),B(x0:2)) r

<15 cap, )5 (AN B(X,,2r),B(Xo,4r)) 0o gy
a2 Sl Capy ), (B(XO,ZI’), B(x0,4r)) r

1
Jl.Lcapp(_)9 (ANB(x,.2r), B(x0,4r))]p(Xo)l dr
0

cap, 5 (B(Xo:2r), B(X,,4r)) T

1

1[capp(_)'9 (ANB(x,,2r), B(xo,4r))]p<xf>>l dr

—<2TW,,, . (A,
cap, s (B(Xo,2r),B(X,, 4r)) or 00 (AXo)

olacak sekilde T >0 sabiti bulunur. O halde ispat i¢in istenen esitsizlik elde edilir.

Teorem 4.3.3: Herhangi bir A cR? verilsin ve x, ¢ A olsun.

(@) A kiimesi X, noktasinda (p(.),S)-ince ise, A kiimesinin X, noktasinda (p(.),S)-ince

olan bir U a¢ik komsulugu vardir.
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(b) A bir Borel kiimesi ve X, noktasinda (p(.),S)-ince olmayan bir kiime ise, X,

noktasinda (p(.), 9)-ince olmayan bir K = Au{x,} kompag: vardir.

Ispat: (a) Kolaylik olmasi bakimindan B, = B(XO,ZH) olarak gosterilsin. Ayrica, V, Ve

V,'nin X, noktasinda (p() , 9) -ince oldugu kabul edilsin. Boylece, tanimdan

.
j{capp()s (Vl M B(XO, I‘), B(XO, Zr))]P(xO)l g o

capp(.)YS(B(xo,r),B(x0,2r)) r

0

ve

capy 5 (B(Xo: 1), B(X5,2r)) '

_JC
Jl. cap, )5 (Vo MB(Xo,T), B(Xo, 2r)) |Po)2 ar_
0
saglanir. Rolatif (p () , 8) -kapasitesinin alt toplamsallik 6zelliginden

cap, s (M, UV,)NB(X,.1),B(Xy,2r)) < cap, s (V, nB(Xo.1),B(Xq,2r))
+cap, ) (Vo MB(Xo,1),B(Xq,2r))

olup,

1
i °a"p<>9<<vlwz>f~8<xo,r>,B(xo,zm}“m)1 i

— <0
. capp(.)YS(B(xo,r),B(x0,2r)) r

elde edilir. Boylece, V, UV, kiimesi X, noktasinda (p(.),S)-incedir. Ayrica, X, noktasi,
her ieN igin B, yuvarlarinin merkezi oldugundan, AnéB, =@ olur. Simdi U, =R*

olarak  alinsin.  Rolatif (p () , 8) -kapasitesinin ~ tanimindan  1=1,2,3,... i¢cin

A =ANnB,cU, ve

1

1
[Capp(_)’g (UI , Bil)]P(xo)l S [Capp(.),s (AI ’ Bil)Jp(xo)l

cap,, (B:.Bi,) cap,,s (B;:Bi)

+27
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olacak sekilde U, B, "U, , acik kiimeler verilsin. Yine, U= U(Ui —z) tanimlansin.
i=0

Bu takdirde U agik bir kiime ve A < U olur. Gergekten, her i =1,2,3,... i¢in
A =AnB,cU cBnNnU,_,

saglantyorsa A c U, , kapsamasi bulunur. Ayrica, AnodB, =< ve U kiimesinin

tanimindan, her x e A i¢in Xxe U, ve x¢ 0B, olup xe (U - Bi0+1) olacak sekilde en az

lo

bir i, € N sayis1 bulunur. O halde X e U olup Ac U saglanir. Boylece

i=0

1
N [Capp(-),s (Ui, Bil)]p(x")l

W U, <
p(')'9 ( XO) Z Capp(.),s (B| ’ Bifl)

=W, (A %)+ > S = W,y (A X ) +1< 0

I
o

olup U kiimesinin X, noktasinda (p(.),S)-ince oldugu gorilir. AcU ve U acik

oldugundan komsuluk tanimndan U kiimesi, A kiimesinin ispat i¢in istenilen komsulugu

olur.

(b) B, = B(XO,ZH) olsun. Her ieN i¢in ANB, kiimeleri Borel kiimesi olduklarindan

rolatif (p(.),9)-kapasitesinin tanimi ve Sonug 4.1.8'den

CapPy)s (A NB;, Bi—l) = . SLJPB Cap,).0 (K' Bi—l)
chorgpali«

olur. Yine rolatif (p () , 8) -kapasitesinin tanimindan her i € N igin

1

1
[Capp(-)vS (Ai ’ Bil)}p(m)l < [Capp()s (Ki ' Bil)Jp(XO)l +2°

cap, ) (B..By) cap, ) (B..B,)

olacak sekilde K, =« AnB, kompag: alinsin. Buradan K :UKi u{xo} kiimesi istenilen
i=0

kompakt kiimedir.
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Tamim 4.3.4: Herhangi bir X € A noktasinda R® — A kiimesi (p(.),S)-ince ise A kiimesi
(p(.),S) -fine (iyi) agik olarak adlandirilir. Buna denk olarak, (p(.),S)-ince olmayan tiim
noktalar1 igeren kiimeye (p() , 8)-iyi kapali denir. Ayrica, AcR" i¢in A tarafindan

kapsanan en biiyiik (p(.),S)-iyi acik kiime A kiimesinin iyi i¢i olarak adlandirilir ve
(Ao)p olarak gosterilir. Benzer sekilde A kiimesini igeren en kiigiik (p(.),S)-iyi kapali

kiimeye A kiimesinin iyi kapanigi denir ve (K)p ile gosterilir (Harjulehto ve Latvala,

2008), (Heinonen ve ark., 1993), (Maly ve Ziemer, 1997).

Teorem 4.3.5: R? iizerindeki iyi topoloji, iyi agik kiimeler tarafindan iiretilir.

Ispat: Ispat igin 1. = {A cR’:HerxeAiginR'-A (p(.),9)- ince}u{@} ailesinin R*
tizerinde bir topoloji oldugu gosterilecektir. Tanimdan,

1
Capp(-)’S((Rn_A)mB(X’r)’B(X’zr)) p(X)ilg<oo U{@}

=<AcR":
A cap,,,, (B(x.r),B(x,2r)) :

O Ly

(4.3.5.1)

1
capp(.)YS(B(x,r)—A,B(x,Zr)) p(x)flg«)o Li2)
capp(.)YS(B(x,r),B(x,2r)) r

={AcR":

O ey

bulunur.

(i) Rolatif (p (), 8) -kapasitesinin tanimindan cap,, , (@, B(x,2r))=0 oldugu biliniyor.
Boylece

1

f[ cap,,,, (B(x, r)—Rd,B(x,zr))]p(X)l dr

Capp(l)YS(B(x,r),B(x,Zr)) bl

r

< o

1
ZIL cap,) (2. B(x.2r)) J"‘*“gzo
0

cap, ., (B(x,r),B(x,2r)) r
olup R® € 1. bulunur. Ayrica, 1, kiimesinin tammindan & € 1, olur.

(i) i=12,3,...,n i¢in A, et olsun. O halde, 1. kiimesinin tanimindan i=1,2,3,...,n i¢in
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-

j.[cap )A.'B(Xlzr))Jp(Xl)ld_

cap,, o(B(x.r),B(x,2r)) r

olur. Bu takdirde rdlatif (p () , 8) -kapasitesinin alt toplamsallik 6zelliginden

1

- p(x)-L
capp(,),S(B(x,r)—ﬂAi,B(x,Zr)J N

-([ capp(_)’S(B(x,ri)l,B(x,Zr)) T
. capp(.)]s(g(B(x,r)—Ai),B(x,zr)j p(x)-1 §
_-([ cap, ., (B(x.r),B(x,2r)) 4

1

& CaPy) (B(X’ r)—A; B(x, Zr))Jp(X)l dr

<J|2 cap,,,, (B(x), B(x.2r)) T

N j{capp(.),s (B(x.r)=A;,B(x, Zr))Jp(Xl)l iy
0 Capp(.)vs(B(X’r)’B(X’Zr))

IN

C

-1 r

olacak sekilde n, p~ ve p* ifadelerine bagli C>0 sabiti vardir. Burada C sabiti,

<1 oldugu gbz Oniine alinirsa

1<p(.)£2 icin >1 ve p(.)>2 icin

1 1
p()-1 p()-1

1 1

maks§ ——,——
C=n {p d ‘1} >0 bulunur. Boylece, ﬂA e 7, elde edilir.

i=1

(iii) I indis kiimesi olmak tizere her i €| igin A, € t. olsun. O halde her i | igin

_1
j P (B A B2 P ar (4.35.2)
0

cap ( (x,r),B(x,2r)) r

bulunur. Ayrica, 6zel olarak, jel igin A, CUA olup B X, r UA CB X, r) A,

iel iel

kapsamasi saglanir. Bu takdirde, ﬂ(B(X,r)—Ai)CB(X,r)—Aj olup rolatif (p(.),S)-

iel

kapasitesinin monotonluk 6zelligi ve (4.3.5.2) kullanilirsa
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p()-1
capp(,),S(B(x,r)—UAi,B(x,2r)} N

iel

! cap,,, (B(x.r),B(x,2r)) T

iel

:l cap,,,, (B(x.1),B(x.2r))

Capp(l)’s(ﬂ(B(x,r)—Ai),B(X,Zr)J TRE d

1

cap, )5 (B(X.1)—A;,B(x,2r)) P09 g

<] Capp(_)’S(B(x,r),B(x,Zr))J T

elde edilir. Buradan UAi e 1. olur. Béylece tanimlanan t, kiimesinin R" kiimesinde bir

iel

topoloji oldugu goriiliir.
Sonug 4.3.6: R® kiimesinde her acik kiime, 7, topolojisine gore agik bir kiimedir.

Ispat: Herhangi bir AcR® agik kiimesi verilsin. O halde, her xeA i¢in B(x,t)c A

olacak sekilde en az bir t>0 sayist vardir. Yeterince kiigiik r'ler i¢in r<t olup

B(X,r)c B(X,t)cA elde edilir. Boylece, 1. topolojisine gore acik kiime tanimindaki

integral sifira esit olup A kiimesinin 1. topolojisine gore agik goriiliir.
Sonu¢ 4.3.7: 1, topolojisine gore agik kiimelerin olusturdugu iyi topoloji, Oklid
topolojiden daha incedir.

Sonug 4.3.6'nin tersi genel olarak dogru degildir.

1

Ornek 4.3.8: E= {(X, t) eR*xR:t>0ve |X| <e ‘} seklinde tanimlanan kiime orijinde

1. topolojisine gore agik olup agik bir kiime degildir (Bjorn, 2008), (Bjorn ve Bjorn,
2011).

Teorem 4.3.9: AcR" agik veya 1. topolojisine gore agik kiime olmak iizere rolatif
(p(.),S) -kapasitesi sifir olan herhangi bir E = R" verilsin. Bu takdirde A—E kiimesi 1,
topolojisine gore agik kiimedir.
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Ispat: Sonug 4.3.6'dan agik bir kiimenin t. topolojisine gore acik oldugu bilindiginden

A c R? kiimesi agik olarak segilebilir. Boylece, herhangi bir y € A igin

1
Jl' cap, s (B(Y:r)=AB(Y,2r)) PV gr

—<*® 4391
0 Capp(_),S(B(y,r),B(y,2r)) r < ( )

olur. Ayrica rolatif (p(.),S)-kapaSiteSinin ozelliginden herhangi bir xe A—E ve r>0
icin

cap,,, (B(x,r)—(A-E),B(x,2r))

=cap,,, ((B(x.r)=A)U(B(x,r)nE),B(x,2r)) (4.3.9.2)
<cap,,, ((B(x.r)-A),B(x,2r))+cap, . ((B(x.r)nE),B(x,2r))

esitsizligi saglanir. Ayrica (4.3.9.1) ve (4.3.9.2) ifadelerinden

l

j.[capp()S(B(x, )-(A-E),B(x, 2r))] Tr

(B(x,r),B(x,2r)

. Jl.[capp(')y9 ((B(x r (x, J

cap, ) (B(

2r
+.1[[capp(_)'9 ((B(x r) mE r J
0

cap, s (B( (X, 2
T

x 2r
capp(l)]S(B( (X, 2r

I[ ., (£ (x2r) ))T i

cap, s (B(x.r),B(x,2r T

r

elde edilir. Boylece A—E kiimesi 1, topolojisine gore agik kiime olarak bulunur.

Teorem 4.3.10: AcR? verilsin. A kiimesinin X € R® noktasinda (p(.),S)-ince olmasi
icin gerek ve yeter kosul her >0 igin AN B(X,S) kiimesinin x € R® noktasinda

(p (), 3) -ince olmasidir.
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ispat: AcR’, xeR’ ve A kiimesinin x e R’ noktasinda (p(.),9)-ince olsun. Bu

takdirde

1

j.[capp()s(Am B(x,r),B(X, 2r))]P(X)1 dr

cap, ., (B(x,r),B(x,2r)) T

o r

esitsizligi saglanir. Her 8>0 igin AN B(X,S)CA oldugundan rolatif (p(.),S)-

kapasitesinin monotonluk 6zelliginden

ap (B (X,f)’B( 'Zf)) '
j.(cap o (AnB(x,r), B(X’Zr))]p(;)l dr

cap,, +(B(x.r),B(x,2r)) T

r

elde edilir. Boylece ANB(X,8) kiimesi x e RY noktasinda (p(.),3)-ince olur. Diger
g

taraftan her >0 igin ANB(X,8) kiimesi x € R* noktasinda (p(.),9)-ince olsun. Bu
takdirde

1

j[capp(.),s (ARB(x3)NB(xr). B(x Zr))Jp(X)l e

capp(l)YS(B(X,r),B(X,ZI‘)) r

(4.3.10.1)

0

olur. Simdi, A kiimesi x € R? noktasinda (p() , 9) -ince olmadig1 kabul edilsin. Buradan

o r

j.[capp()S(AmB(x, r),B(x, 2r))]p<xl>1 dr

cap, ) (B(x,r),B(x, 2r))

elde edilir. (4.3.10.1) esitsizligi her 6 >0 i¢in saglandigindan 6zel olarak 0 <r <5 <1 igin
de saglanir. Bu takdirde
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1

j{capp()s (Am B(X’ 8)(\ B(X' r)’ B(X’ Zr))]p(X)l g
0 cap, ) (B(x.r),B(x,2r))

r

1

_ j{capp()S(Am B(x,r), B(x,2r))}ﬂ(x)1 ar_
ol cap, s (B(x.r),B(x,2r))

r

olur. Buise An B(X,S) kiimesinin X € R® noktasinda (p(.),S)-ince olmasi ile geligir. O

halde kabul yanlis olup A kiimesi x € R? noktasinda (p(.),9)-ince olarak bulunur.

Teorem 4.3.11: Teorem 4.3.2'nin ifadesindeki hipotezler saglansin ve E — R® olsun. Eger

RY—E kiimesi (p() , 8)-ince olacak sekilde bir x € E varsa,

cap, ., (B(x,5)~E,B(x,2s)) <cap, ,, (B(x.s),B(x,2s))
kosulunu saglayan s> 0 bulunur.

Ispat: R? —E kiimesi X € E noktasinda (p(.),S)-ince olsun. Teorem 4.3.2'den

1

(ol )
= capp(_)’g(B(x,Z*i),B(x,zlfi))

1

capy, (B(x.2')~E.B(x 2“))TX)1 <ao
| capy0(B(x27),B(x,27))

bulunur. Yakisak bir serinin genel teriminin limitinin, dolayisiyla alt ve st limitlerinin,

sifira esit oldugu biliniyor. O halde,

N
liminf Capp(,)’S(B(X,Z_')._E’B(X’?l—l)) p(x)_1:0
| ol ) 2]

olup liminf cap, o (B(x.2")-E.B(x.2""))

iDyoo cap, ), (B (X, 2_i)’ B (X, o )) =0 bulunur. Limit tanimindan

cap, ., (B(x, 2 ) _E, B(x, . )) <cap, (B(x, 2 ) B(x, oL ))
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elde edilir.

Tanim 4.3.12: f, t_ topolojisine gore agik bir kiime olan U kiimesinde taniml1 reel degerli
bir fonksiyon olsun. Her £>0 igin {x eU:[f(x)—f(x,)|= g} kiimesi X, noktasinda
(p(.),S)-ince ise f fonksiyonu x, € U noktasinda (p(.),S) -fine (iyi) siireklidir denir

(Harjulehto ve Latvala, 2008).

Not 4.3.13: Herhangi bir f:U—R fonksiyonu X, € U noktasinda (p(.),9)-iyi siirekli

ise, 1. topolojisine gore siireklidir. Gergekten, iyi siireklilik tanimindan her €>0 i¢in
X, € U noktasinda {X eU: ‘f (X)—f (XO)‘ > 8} kiimesinin (p(.),S)-ince oldugu biliniyor.
Bu takdirde {X e U:‘f (X)—f(xo)‘<s} kiimesi 1. topolojisine gore agik olarak bulunur.

Boylece f fonksiyonu U kiimesinde t. topolojisine gore de siireklidir. Bu ifadenin tersinin

dogrulugu hala agik bir problemdir (Harjulehto ve Latvala, 2008). Ancak sabit tisler i¢in bu

durumun denkligi (Maly ve Ziemer, 1997) ¢alismasindaki Teorem 2.136'da incelenmistir.

Teorem 4.3.14: EcR® ve cap, ,(EB(X,4r))>1, 0<r<s<2r olmak iizere E
kiimesinin x e E—E noktasinda (p(.),$)-ince olsun. Bu takdirde xG ve G kiimesi x

noktasinda (p () , 9) -ince olmak iizere E kiimesinin bir G ac¢ik komsulugu vardir.

Ispat: Teorem 4.1.12 ve Teorem 4.1.13'ten 0<r <s<2r icin

cap, s (ENB(xr),B(x,2r))~cap, . (ENB(x,r),B(x,2s)) (4.3.14.1)
ve
cap, s (B(x.r),B(x,2r))~cap, ,, (B(x,5),B(x,2s)) (4.3.14.2)

oldugu biliniyor. Ayrica, her je N i¢in En B(X, 2*") cEn B(X, 21*") saglanir. Boylece,

cap, ) (E ~B(x.27),B(x, 2" )) <Teap,,, (E AB(x,27),B(x,2>" ))

<Teap,,,(ENB(x,27),B(x,2°7))

esitsizligi elde edilir. Rolatif (p() , 8)-kapasitesinin tanimindan
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Cap, s (Gj, B(X, 2171)) < cap, o (E A B(x, 271)’ B(x, 21;))+2,-

veya buna denk olarak,

1
capp(_)’S(Gj,B(x,Zl“')) P01
cap, 5 (B(x.27),B(x,2))

B(x,27) T (4.3.14.3)
Capp(')’g (E N B(X, 2l )’ B(X, o] )) p(x)-1

N
capp(.)YS(B(x, 27),B(x, 21"')) "2

olacak sekilde E N B(x, 2*1') <G, agik kiimeleri almabilir. $imdi B, =B(x,27) icin

G=(R'-B,)u(G,~B,)((G,NG,)-B,)u((G,NG,G;)-B,)u..

tanimlansin. Sonlu tane agik kiimenin arakesitinin ve herhangi sayidaki agik kiimenin

birlesiminin de agik oldugundan G agik bir kiimedir. Ayrica E < G saglanir. Yine X € B;

oldugundan G kiimesinin tanimi geregi X ¢ G olur. Diger taraftan, GNB; = G; saglanir.

Gergekten, herhangi bir yeGnNB; i¢in Bjcgj oldugundan yegj bulunur. G

kiimesinin tanimindan yeGj bulunur. Ayrica, her jeN igin B(X,Z’j)CB(X,Z’j)

oldugundan G N B(X, 2‘j) < G, kapsamasi saglanir. (4.3.14.3) esitsizliginden

1

1
capp(.)‘s(GmB(x,zfi),B(x,zlfi)) W< Capp(‘)‘S(Gj,B(X’Zl—i)) p(x)1
cap, s (B(x, 27),B(x, 21-1)) - cap, (B(x, 27),B(x, 21_1))

1

cap, o (ENB(x,27),B(x,27)) |

cap, (B(x, 27),B(x, 21—1))

+27

elde edilir. Ayrica (4.3.14.1)'den

cap, o (ENB(x.27),B(x, 2" )) <Ccap, (E AB(x,27),B(x,2*) a1
<Ceap,, (ENB(x,27),B(x,2°7))

olacak sekilde bir C, >0 vardir. Yine (4.3.14.2)'den
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cap, 5 (B(x.27),B(x,27))= Cicapp(_)vs (B(x.27),B(x.2°7)) (4.3.14.5)

2

olacak sekilde bir C, >0 elde edilir. (4.3.14.4) ve (4.3.14.5) goz 6niine alinirsa

caby o (EPB(027)B(627)) cap,,(EB(x2) B(x,2)
<
5y (B2 BT = oy Bx2 82

olacak sekilde C=C,C,>0 bulunur. Yine, E kiimesi x noktasinda (p(.),S)-ince

oldugundan

1

3 {capp()9 (G nB(x,27),B(x, le))Jp(X)l
29, (3% 27 8,27

1
1

w [Capp()s(EmB(x’z')’B(X’le))}p(m - 1
+z—j<oo

R B Ere ) | R

j=1

elde edilir. Boylece

1

{capp(_)9 (G nB(x,2"),B(x,2" ))]p(x)l
(3002802

_ [Capp()s (GNB(x,1),B(x, 2))]p(x1>1
capy (B(x.1),B(x,2))

} {Capp(,),s (G nB(x,2"),B(x,2"" ))Jp(xl)l .
ca,,, (B(x.27).B(x.2))

+
i=1

olup G kiimesi x noktasinda (p() , 8) -ince olarak bulunur. Boylece ispat icin istenen elde

edilir.
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4.4, Agl'fg’z(') (]Rd) Uzaymin Bazi Ozellikleri ve Gomiilme Teoremleri
Bu bélimde Ly (]Rd) ile ngf(') (]Rd) uzayinin arakesiti olarak tanimlanan

AP (RY) =L, (RT) WA (RY)

9,9,
vektor uzayini uygun bir normla donatilarak bazi 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 4.4.1: K=R veya C olmak lizere Arkp()(Rd) uzayl, K cismi iizerinde bir

vektor uzayidir.

Ispat: Keyfi f geArkp()(Rd) fonksiyonlar1 verilsin. Buradan f,gel’, (Rd) ve
f,geWS'fz’p(') (]Rd) olup L, (]Rd) ve W;z'p(')(Rd) birer vektdr uzayr olduklarindan
f+gel (Rd) ve f+geW§2‘p(')(Rd) yazilir. O halde f+g eArkp()(Rd) elde edilir.
Herhangi bir feAj"V(R") ve LeK verilsin. Yine, L, (R) ve W™ (R) birer
vektdr uzayr olduklarindan Af eLrsl(Rd) ve Af e WP (Rd) olup, Af e AGKPV (Rd)

yazilir.

Yukarida tanimlanan toplama ve skaler ile carpma islemleri kullanilarak vektor uzayi olma

kosullarinin saglandig1 gosterilebilir.

Herhangi bir f eArkp()(Rd) icin ||||;lk:2() fonksiyonu [[f[“*") = |f|

91,9,

i L

r9;

bi¢ciminde tanimlansin. Bu fonksiyon, iki normun toplami oldugundan Ag:’gpz(') (]Rd) vektor

uzayi iizerinde bir normdur. Boylece (Ar k(. (Rd) I || ) uzay1 bir normlu uzaydir.

Teorem 4.4.2: 9,9, aghk fonksiyonlart her xeR’ i¢in 9,(x)=c,>0 ve

9,(x)>c, >0 kosullarini saglasin. O halde (A;kg’ (Rd) I ||rkp ) normlu uzayr bir

Banach uzayidir.

Ispat: A « p() (]Rd) uzayinda bir (f) _ Cauchy dizisi alinsin. Bdylece verilen her &> 0

sayisina karsilik her n,m >n, i¢in
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”fn - ”nk'p(.) = ”fn _fm”

9,.9, +”fn _fm ||k,p(.),92 <€

r9,

olacak sekilde bir n, €N vardir. O halde, (f,) , dizisi hem (L (R’),[],, ) hem de

(ng’(-’ (Rd)’”'”k,p(.),ez) uzaylarinda birer Cauchy dizisi olur. Ote yandan, (L’81 (Rd),”.”rﬂl)

ve (Wsl;(z'p(')(Rd)'”'”k,p(.),sz) uzaylar1 birer Banach uzay1 oldugundan (fn)n dizisi

eN
(Lrsl (Rd)'”'“r,sl) uzaymnda bir f L, (R*) fonksiyonuna, (wgzm (Rd),||.||k’p(l)’92) uzayinda

da bir g e Wy (Rd) fonksiyonuna yakinsar. Bdylece verilen her € >0 sayisina karsilik

her n>n, i¢in

If. —f| <§ (4.4.2.1)

r9

ve her n>n, igin

e
[s =l oy, <5 (4.4.2.2)

olacak sekilde n,,n,eN vardir. Ayrica, her xeR’ icin 9, (x)=¢, >0 icin
L, (Rd )CLr(Rd) oldugundan [[f, —f[ <[[f, —f[  esitsizlii saglamr. O halde, {f.}

neN

dizisi Lr(Rd) uzayinda f fonksiyonuna yakinsar. Buradan f fonksiyonuna h.h.h.

yakinsayan bir {fnk} alt dizisi vardir. Ayrica herhangi bir h e W (]Rd) icin

[All,s, < 2. D

Os‘a‘ﬁk

p(.).9,

esitsizligi saglandigindan Wgz"’(') (Rd )C»L"S(;) (Rd) bulunur. Ote yandan, her x e R? igin
9, (X)ZC2 >0 oldugundan L"S(;) (Rd )GLP(')(Rd) saglanir (Aydm, 2012b). O halde
(4.4.2.2) ifadesinden (f,) . dizisi Wgz’p(')(]Rd) uzayinda dolayisiyla Lp(')(]Rd) uzayinda
geLp(')(]Rd) fonksiyonuna yakmsar. Ayrica p* <o oldugundan LP¥ (Rd) uzayindaki
yakinsamanin 6l¢giim i¢inde yakinsamayi gerektirdigi biliniyor (Kovacik ve Raékosnik,

1991). Dolaysiyla, (fnk) dizisinin g fonksiyonuna h.h.h. yakinsayan bir (fnk,) alt dizisi
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vardir (Royden, 1968). Ote yandan (fnk/’) dizisinin f fonksiyonuna yakinsamadigi

noktalarin kiimesi K, ile gosterilirse, |K,|=0 olur. Béylece her x e R* —K; i¢in >0

sayisina karsilik her n, =n, icin
f, (x)-f(x)|< % (4.4.2.3)

olacak sekilde bir n, e N vardir. Yine (fnk( ), (fnk) dizisinin alt dizisi oldugundan her

n, =n, i¢in
f, () —f(x)‘ <§ (4.4.2.4)

elde edilir. Eger (fnk/) alt dizisinin g fonksiyonuna yakisamadigi noktalarin kiimesi K,

ile gosterilirse |K,|=0 olur. Boylece verilen her £>0 sayisina karsiik X eR®—K,

olmak tizere her n, >n; i¢in

f,, () -g() <§ (4.4.2.5)

olacak sekilde bir n,eN vardir. Eger n,= maks{n 4 n5} olarak secilirse her
xeR"—(K,UK,) i¢in xgK, ve x¢K, oldugundan &>0 sayisma karsilik, her

N, =N, i¢in (4.4.2.4) ve (4.4.2.5) kullanilirsa

[F00-g00|=[f ) 1, (0 +f, () -g(x)|
fo, 0= O|+[f,, () -9(x)|

<

€ €
<—+—-=¢g
2 2

bulunur. Yine |K;|=|K,|=0 i¢in |K, UK,|<|K/|+|K,|=0 olup |K, UK,|=0 bulunur,
Boylece h.h.h. f=g elde edilir. Ly (]Rd) ve Wgz‘p(')(]Rd) uzaylariin elemanlar1 denklik

siniflarmdan olustugundan f =g olur. Buradan fel, (]Rd) ve feWgz’p(') (Rd) olup,
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fe ALY (RY) elde edilir. Eger k,=maks{n,,n;} denirse ve (4.4.2.1), (4.4.2.2)

esitsizlikleri kullanilirsa her n >k, icin

If, =110 =1, ~f]

91,9,

€ €&
ro, T ”fn _f“k,p(.),Sz < 2 + 2 =€

elde edilir. Boylece (f,) . dizisi ||||r91k9pz() normuna gore feAy$"(R?) fonksiyonuna

yakinsadigindan ( AL<PD (]Rd) I ||r9k ; ) bir Banach uzay1 olur.
Teorem 4.4.3: 9, agurlik fonksiyonu her x e R? i¢in 9,(X)>¢>0 kosulunu saglasin. Bu
takdirde Agl'fgjz(') (]Rd) uzay1 bir BF-uzayidir.

Ispat: Normlarinin tanimindan Wgz’p(') (]Rd )CL"{Q (Rd) oldugu goriiliir. Ayrica 3, >¢c>0
i¢in Lpéj (Rd )GLp(')<Rd) siirekli gomiilmesi ve L) (]Rd) uzaymin bir BF-uzay oldugu

biliniyor (Aydin, 2012a). O halde
W™ (RY)GLY) (RY)GLY (RT)GL, (RY)
ifadesinden, herhangi bir f € A5*P"(R?) igin

If

o S 1||f|| <C1C2||f”p(.),92SC102C3”f“k,p(),Sz

olacak sekilde ¢,,c,,c, >0 sayilar1 vardir. O halde C =c,c,C, olmak iizere

rkp
91,9,

#[Flp0, ) = I

I, <c(f

r9 ||k,p(.),9

elde edilir. Boylece Aj" p() (]Rd )C>L1

loc

( d) elde edilir.

Tamim 4.4.4: Q<R olsun. Eger p() fonksiyonu, |X - y| S% olacak sekilde her x,y € Q

i¢cin
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esitsizligini sagliyor ise, yerel log-Holder siireklidir denir (Diening, 2004a). Bu tez

calismasi boyunca tiim yerel log-Hélder siirekli fonksiyonlarm kiimesi P' (]Rd) olarak

gosterilecektir.

Tamm 4.4.5: Herhangi bir f e L, (R?) ve x e R” icin

loc

Mf (x)=sup

r>0

1
B(x,T) B(I’r)“ (y)|dy

olarak tanimlanan Mf :R® —[0,00] fonksiyonuna f fonksiyonunun maksimal fonksiyonu

ad1 verilir. Burada M, Hardy-Littlewood maksimal operatorii olarak adlandirilir (Lu ve
ark., 2007), (Rudin, 1966).

Tamim 4.4.6: 1<r < oo olsun. Herhangi bir B < R? yuvari icin

1 r-1
i_[{)dx ijgfadx <C, 1<r<w
Bz Bl 1
veya
(ﬁi\qujesssupéscz, r=1

olacak sekilde pozitif C, ve C, sabitleri varsa, 3 agirligi Muckenhoupt kosulunu saglar

denir ve 9 € A, seklinde gosterilir. Ayrica 1<r <o olmak iizere 9 € A, olmas igin gerek
ve yeter kosul Hardy-Littlewood maksimal operatériiniin L (Rd) uzayinda sinirh

olmasidir (Muckenhoupt, 1972).

1 1 1 1
Tanmm 4.4.7: p; =| — —dXJ , —+——=1 ve y kiimesi R? kiimesindeki tiim
~{Bltr®) a0

(

yuvarlarin kiimesi olsun. Bu durumda

1

9

a() <®

) (B)

ol =sup 8™ 5,
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kosulunu saglayan $ agirliklarinin kiimesi Ap(_) ile gosterilir. Ayrica, p() e P (Rd) icin
Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin Lpgf') (Rd) uzayinda sinirlt olmasi igin gerek ve

yeter kosul 9 € Ap(.) olmasidir (Aydin, 2012b).

Teorem 4.4.8: p()eP™(R'),9,cA, ve 9, €A, olsun. Bu takdirde, Hardy-

Littlewood maksimal operatdrii M: A" (Rd) — AR (]Rd) simirhidir.

ispat: Herhangi bir feA{"s"(R?) verilsin. O halde, fel, (R') ve feW,"(R’)
1

olur.  Ayrica g "0t e Ly, (Rd ) icin L (]Rd )C>Lp %2 (]Rd )C» L. (Rd ) ve

loc

WP (RT)GWE% (R )GWir (R?) saglanir (Aydm, 2012b). Béylece, fe Wi (R?)
icin h.h.h. xeR® verildiginde ‘VI\/If (X)‘SM‘Vf (X)‘ esitsizligi saglanir (Hajtasz ve
Onninen, 2004). Ayrica tanimdan f,|Vf|eLpS(;) (Rd) olup 9, eAp(.) igin L%;)(Rd)

uzayinda maksimal operatdr sinirl oldugundan

IMFl s, < CulIFl) o, ve IMVELL,, <calVE]

bulunur. Bu ise, Mf,|[VMf|e Lps(j (Rd) oldugunu gosterir. Boylece Mf eW;'Zp(') (Rd) olur.

Ohalde 9, €A, ve 9, €A icin

Ml =[]

91,9,

FHMEl g, = Calfll s, + 4l

r9, r9;

9 9,,9,

< maks (.} ([f], o, +1fl,0, ) = maks{cs,c el

elde edilir. Sonug olarak, M: A{™ )(Rd) — A (]Rd) maksimal operatdrii simirlidir.

Sonug 4.4.9: p()eP*”(R?), 9,€A,, 9,€A, ve 1<s<w olsun. Bu takdirde

M: Agj;;‘j-) (]Rd ) - Agj;;2<-> (Rd ) maksimal operatdrii sinirlidir,

ispat: Herhangi bir feA{$"(R") verilsin. O halde, f L, (R’) ve feW;"(R")
olur. Ayrica, WlSp()(]Rd)c Lsgi')(]Rd) oldugundan f e L% (Rd) bulunur. Yine agirhikh
degisken tslii Lebesgue uzayinin normunun tanimindan
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1
s

[Fl0, =|

olup |f|seLp§2(Rd) bulunur. Buradan 9, €A i¢in maksimal operatdriin L@;)(Rd)
uzayindaki siirliligindan

1

[MFl., \KMf) <c||ff

().9, ‘

HM 1)

1
p(.),9; - C”f ||Sp(.),92 (4.49.1)

esitsizligi elde edilir. Ayrica feW,™ (R?) oldugundan f,[Vf|leL5Y(R’) bulunur.

(4.4.9.1) esitsizliginden

M, H<Mf>

H|VMf|s

: WMU

()9,

} 1
<[m(1ef ) HM (veF)l
<H (| | )p(.ys FM{vr] ) )9, P()-9, &
< maks {Cl’ C, }( J maks {Cl’ CZ} ”f ||1,sp(.),82
esitsizligi elde edilir. O halde
IME[ = [ME  +IMEL <], + ol
< maks{c?,,c4}(||f||nSl s LI N ) maks {C;, }”f”\:z

olacak sekilde C=maks{c,,c,}>0 bulunur. Boylece, M:Ay"TV(R?)—AFPY (R?)

siirlidir.

Tamm 4.4.10: ¢: R’ >R negatif olmayan, radyal, azalan, C; (R") uzayina ait ve
(1) |X| >1 igin (p(X)=0

(i) j dx 1

kosullarin1 saglayan bir fonksiyon olsun. $imdi € >0 alinsin. Negatif olmayan, C; (Rd)

uzayina ait ve
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(i) x| > ¢ i¢in ¢, (x)=0

(i) I (pg dx 1
kosullarini saglayan ¢, (X) = z—:"d(p(zj fonksiyonuna mollifier denir ve girisim islemi
€

(0. *)( jch (x=y)f (y)dy

seklinde gosterilir (Adams ve Fournier, 2003), (Aydin, 2012b).

Teorem 4.4.11: <A, olsun ve herhangi bir feL’(R") fonksiyonu verilsin. Bu

takdirde € —» 0" i¢in L'g') (Rd) uzayinda @_*f — f yakinsamasi vardir (Aydin, 2012b).
Sonug 4.4.12: p(.)eP(R") ve 9€ A, olsun. Bu takdirde C7(R?) uzayr W, ™" (R")
uzayinda yogundur (Aydin, 2012b).

Asagidaki teorem, Teorem 4.4.11 ve Sonug 4.4.12 yardimiyla kolayca ispatlanir.

Teorem 4.4.13: Eger 8, €A, ve 9, €A, ise, herhangi bir f e Aj!" (R?) verildiginde

e—>0" icin A « p() (]Rd) uzayinda ¢, *f — f yakinsamasi vardir.

Ispat: Herhangi bir f e AJ“}"(R?) fonksiyonu ve &>0 almsm. 9, €A, ve 8, A

oldugundan
”f —Q, *f :;sz - ”f ?, *f| r9, + ”f — Q. *f ”kp() 9,
€ ¢
<—+—=¢
2 2

elde edilir. Bu ise istenendir.

Sonug¢ 4.4.14: 9, €A, ve 9,€A  olsun. Bu takdirde C7(R") uzayr A<IV(RY)

p()
uzayinda yogundur.

Agirlikli degisken iislii Lebesgue uzaylari i¢in Holder esitsizligi biliniyor. Simdi
Ay () (Rd ) uzay! igin bu esitsizlik ispatlanacaktir.
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Teorem 4.4.15: p(.), q(.) ve r(.) fonksiyonlar: t 1.1 kosulunu saglayan

r() p() a()

degisken iisler olsun. Bu takdirde herhangi f e W;™ (R) ve g e W, (R") icin

[9l.¢1 = Co [Fll .0 100

olacak sekilde f ve g fonksiyonlarindan bagimsiz bir C, >0 vardir.

ispat: — = ——+ = olmak iizere herhangi f e W™ (R?) ve g e W;* (R) verilsin.

() p() al)

O halde f,|Vf|e L) (Rd) ve g,|Vg|e L% (Rd) saglanir. Degisken iislii Lebesgue uzaylari

icin Holder esitsizligi kullanilirsa

f8 P(-)g\(}Q(-)

1 11
||fg||r()9 = fggr() = fggp() a() _

() () ()

1

f 8 p(.)

1

<c g9t

=C, “f ”p(.),g ”g”fl(-)v8
a()

p(-)

ve

[V(fa),,, =lfva+avi], , <[tVal,,, +laVil,,
<G [ffly6 IVl o + IV E D o Il o
<G[0 1Vl 5 €5 IV Fl o 906 TVl 6 VOl

< maks {1’ C2 ' C3} [”f ||p()9 ”vg”q()s + ||Vf ”p()S ”g”q()s + ||Vf ”p()s ||vg||q()9:|

bulunur. Bdylece C, =maks{l,c,,c,,C,} olmak iizere

[79l.(,., =lfol,s [V (FO)],,.
<, f[fl 61900
+maks {16, ¢} ) V0l +19F s 0y IV V0|
< Co (5100 #1900y +I9F gy T8l + 19 IV )

=y (I#h0 19 (I #1900 ) = ol ol

esitsizligi elde edilir.
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Teorem 4.4.16: p(.), q(.), r(.) fonksiyonlar: t 1.1 kosulunu saglayan

1 11 . :
degisken isler ve i F+§ icin 1<r,s,t <oo olsun. Bu takdirde herhangi f eAgj;gg-> (Rd)

ve ge ALY (R?) igin

tlr rlp slq
Ifalls.' < Gl 5, ol

91,9, 91,9,
olacak sekilde f ve g fonksiyonlarindan bagimsiz bir C; >0 vardur.

Ispat: 1 _ 1 + 1 olmak iizere herhangi feArlp()(Rd) ve geASlq()(Rd) almsin.

r() p() a()

Buradan fel| (RY), feW;”"(R") ve gel, (R’), geW;" (R") olur. Holder

esitsizligi ve Teorem 4.4.15 kullanilirsa C; = maks {1, C» CH} >0 olmak uzere

t1r

Ifalls” <ol 10l s, +Collf g0, Il
< o [Fl o, 190, +1Fl o, 1905, +1Flhogy o, 190k, + Con IFlh %mmq

<C; (171, , +1 Ly, ) (I, + 18l y, )= C

rlp ||
9192

91 92

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.17: Arkp()(Rd) A'kp()(Rd) olmas1 igin gerek ve yeter kosul

A fopl (Rd )C»Ar ol (Rd) kapsamasinin saglanmasidur.

Ispat: Gomiilme tanimindan A fopl (Rd )CpAr opl (Rd) igin A % p() (Rd ) c Ag;'&f’f') (Rd)
saglanir.  Simdi A;‘l'fépz(') (Rd ) - Ag;’spf') (Rd ) olsun. Ayrica Ay onl. (Rd ) uzayl igin
||| ||| ¥ ||;1k;2 +] ||r93k 54 normu tanimlansin. (Ar onl. (Rd ) H| ”D bir Banach uzayidir.

Gergekten, Arkp (Rd) uzaynda herhangi bir (f,) . Cauchy dizisi alism. O halde her

€>0 sayisina karsilik her n,

[f,—f, || <& olacak sekilde bir NeN sayisi

r.k,p()
milg,,9,

T

8ZL ‘92 n

o= full =1, -,

<¢ olup, |f,—f || '<e ve

If, —f ||rkp <g elde edili. Boylece (f,) dizisi (Afkp (Rd)””rkp) ve

neN 91,9,
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(Ark" (R).]. || ) uzaylarinda bir Cauchy dizisidir. Yine AyS" (R?) ve AZ<H0(RY)

95,9,
uzaylari Banach uzayr olduklarindan (f) = dizisi Arkp()(]Rd) uzayinda bir

fe ALY (RY) fonksiyonuna ve AG¥PY(RY) uzayinda da bir geAf<Y(RY)

9,.9,

fonksiyonuna yakinsar. Boylece € >0 sayisina karsilik her n>n, icin

[f, [ 2 (4.4.17.2)

91,9,

r.k,p(.)

olacak sekilde bir n; e N vardir. Ote yandan || || <|| ||r 5 <|| ||91 5,

oldugundan n, e N igin
her n>n, oldugunda |f, —f||r <§ bulunur. Boylece f fonksiyonuna h.h.h. yakinsayan bir

(fnk) alt dizisi vardir. Eger (fnk) alt dizisinin f fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin

kiimesini K, ile gosterilirse, K1|=O olur. Béylece her x e R —K, i¢in £>0 igin her

n, =n, oldugunda

f, () F(x) <% (4.4.17.2)

olacak sekilde bir n,eN vardir. Yine, (f,) . dizisi Arkp()(Rd) uzayinda

geA; “?0)(R?) fonksiyonuna yakimsadigindan, &> 0 sayisina karsilik her n > n, icin
Y 3

If, -gfl;"s" 2 (4.4.17.3)

95,9,

olacak sekilde bir n, e N vardir. Ayrica, (f alt dizisi de g fonksiyonuna [|]"*""
8 N g y 95,9,

normuna gore yakinsar. Boylece, ayn1 € >0 sayisina karsilik her n, >n, icin

rkp() €
< —_
93,9, 2

fnk -g

r.k,p(.)
9.9,

olacak sekilde bir n,eN vardir. Eger || </

o _|| esitsizligi kullanilirsa ayni

f, -] <— bulunur. Béylece (f, ) dizisinin g

fonksiyonuna h.h.h yakinsayan bir (fnkt) alt dizisi vardir. Eger (fnk ) alt dizisinin g
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fonksiyonuna yakinsamadigi noktalarin kiimesini K, ile gosterilirse |K2|:0 olur.

Boylece, her x e R —K, ve n, >n; igin
f, (x)-g(x)|< % (4.4.17.4)

olacak sekilde bir n, € N vardir. Yine (4.4.17.2) esitsizliginden (fnk! ) alt dizisi de h.h.h. f

fonksiyonuna yakinsar. Bdylece her x e R" —K, igin €>0 sayisina karsilik her n, =n,

icin

£, ()= (x) <§ (4.4.17.5)

yazilir. Eger k, =maks{n,,n;} denirse her x e R’ —(K, UK,) i¢in x¢ K, ve xgK,

olup, (4.4.17.4) ve (4.4.17.5) kullanilirsa her n, >k, igin

[F00-g00| = [f ) =T, ()+f, () =g(x)

bulunur. Yine |K|=|K,|=0 igin |K, UK,|<|K |+|K,|=0 olup, |K,UK,|=0 bulunur.
Boylece h.h.h. f =g elde edilir. Ayrica, Agl'fg)z(') (Rd) uzyainin elemanlarinin denklik sinifi

oldugu diisiiniilirse f =g olur. Simdi, n, = maks{n,,n,} olarak tanimlanir ve (4.4.17.1),

(4.4.17.3) de kullanilirsa her n >n, igin

f—f[|=[F, —F"C" ]l —FPY < E4 22
o=l =l =L =0 <242 e

9,,9, 93,9,

elde edilir. O halde (f,) ., ||| normuna gore feAS*?"(R") fonksiyonuna

yakinsadigindan Agllféf’z(') (Rd) bir Banach uzay1 olur. Simdi
(A (R, ) > (et (). B

88



birim fonksiyonu tanimlansin. I birim fonksiyonu dogrusal, birebir ve Ortendir. Ayrica
herhangi bir f e A2 (R) igin

o =l < e

9,9, 91,9,

()

saglandigindan I fonksiyonu siirekli olup, Banach Teoreminden bir homeomorfizmdir. Bu

r.k,p(.)

ise (|| ve I

normlarinin birbirine denk olduklarini gosterir. Buradan, herhangi bir

fe Agllf’spz(') (Rd) icin

rhe) (4.4.17.6)

91,9,

] < k|

olacak sekilde bir k >0 vardir. Boylece (4.4.17.6) ve HHH normunun tanimindan

K, K,
I#ls <[l < kG
elde edilir.

Teorem 4.4.18: Eger 9, < 9, ise, Ay’ fol (]Rd )C>Ar (. (Rd) gomiilmesi saglanur.

Ispat: 9, <9, oldufundan her xeR? i¢in 9,(x)<c9 (x) olacak sekilde bir ¢>0

vardir. Herhangi bir f € Ay?Y (R?) igin

1
I =080, g <7 1l + 1l

r9;
1

SInaks{Lc'}UH”n%4{ﬁ”KN% B lnaks{lcf}”fwkp

oldugundan AZ?V(R*)GAL SV (RY) elde edilir.
Teorem 4.4.19: Eger 9, < 9, ise, AP (Rd)QArSkSp (R") gomiilmesi saglanir.

Ispat: 9, <9, oldugundan her xeR" i¢in 9,(x)<c9 (x) olacak sekilde bir ¢>0

vardir. Buradan 0< |oc| <K i¢in

D*f(x)9, (x)‘ <c|D*f (X)Sl(X)‘
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esitsizligi saglanir. Degisken iislii Lebesgue uzayinin normunun tanimindan herhangi bir

f e W™ (R?) igin

e, = 31011, =0 3 (078, =0l

0<laj<k

esitsizligi elde edilir. Arkp()(Rd) ve Ag;‘f(') (Rd) uzaylarinin norm tanimlarindan ispat

tamamlanir.

Teorem 4.4.20: Eger p,(.) < p, (.) ise, Argksp2 (Rd )CpA;kgpl (Rd) gomiilmesi saglanir.

ispat: p,(.)=<p,(.) igin L% (R*)GLEY(R) oldugu biliniyor (Aydm, 2012b). Benzer

sekilde, p,(.)=p,(.) icin W Pal: (Rd)GWk Pl (Rd) saglanir. O halde A'kp2 (Rd)

r.k,py()

9.5, (]R ) uzaylarinin normlarinin tanimindan herhangi bir f Ar “ pZ( (]Rd) icin

[ =00, + o, <UL+l

<maks{L,} ([, +[fl, s, ) = maks {1 cIffs

91,9,

esitsizligi elde edilir. Bu ise istenendir.

i <o olsun. Bu takdirde,
1 pli(')g
()P ()

Teorem 4.4.21: 1<p, <p,(.)<p,(.)<p; <o Ve

AL pl (Rd )C»Ar opa(. (Rd) gomiilmesi saglanir.

ispat: Herhangi bir f A" (R?) verilsin. Buradan feL,(R’) ve feW;™"(R")

% <o
pl(')
AT wat

olur. Ayrica (Edmunds ve ark., 2006) calismasindaki Teorem 5.1'den

kosulu igin L% (Rd )GL”;Z(')(R") saglanir. O halde,

D*f D*f

IfI

K.p,(.).9, Z

<)2<CZ

L =clfl,

() k.py(-)

olacak sekilde bir ¢ >0 vardir. Buradan
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[#l," =], +[]

9,9,

1, [l + €Il

e+l

K.p,(.) K.ps()

< maks{1,c} (|

)= maks{lc}nfn““

elde edilir. Bu ise Ay™" (RY)GALS™" (R") oldugunu gosterir.

Teorem 4.4.22: 9,<9, ve 9,<9, olsun. Bu takdirde k>t olacak sekilde herhangi

k,teZ" igin Ay “ p() (Rd )GA;::SS) (]Rd ) gomiilmesi saglanir.

ispat: Herhangi bir f e A" (R?) fonksiyonu verilsin. Bu durumda f <L, (R") ve

f e WO (RY) olur. Ayrica, 9, <9, icin L', (RY)GL', (R?) saglandig: gbriiliir. O halde
9, 3 1 9 93

If],,, <cufll (4.4.22.1)
olacak sekilde bir ¢, >0 vardir. Yine 9, <9, ve k>t i¢in
||f||t,p(.),94 = Z Df p(). 9,
Z Df| ., *+ 2 |Df| ., = 2 [D°f (4.4.22.2)
94 t+1<of<k 0<Jaf<k P(-):%
< Czo«;k Dt =C. [l s,

olacak sekilde bir ¢, >0 bulunur. Simdi C=maks{c,,c,} olsun. O halde, (4.4.22.1) ve

(4.4.22.2) ifadelerinden f  As™"(R") fonksiyonu igin

[F,” =[], + 1, <]

e T L

r9

r.k,p()
‘91‘92

<c(|f

#fl, 0, ) = CIf

e,

esitsizligi elde edilir. Buradan Arkp()(]Rd )CA;;QS')(R") gdémiilmesi bulunur.

Teorem 4.4.23: 9,<9,, 9,<9,, r,<r, p,(.)<p,(.) ve k,teZ"i¢in k>t olsun. Eger

QcR? igin |Q <o ise, Arlkpl (Q)GAY tspz (Q) vardir.
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ispat: Herhangi bir feAi»"(Q) fonksiyonu verilsin. O halde fel% (Q) ve

fe W;;z'“(') (Q) olur. Simdi r, <1, olmak iizere o = % olarak tanimlansin. O halde, Holder
r2

esitsizliginden 1 + 1 =1 i¢in
o B

I71 ., = ﬂ ()|

[ fireor

bulunur. O halde, || <o ve feL’ (Q) oldugundan, f € L% (Q) bulunur. Ayrica 9, < 9,

Q

(X)dx<{ [ (‘f (X[ 95 (x)T dx

} o =

Qp

.9

igin fel? (Q) olur. WyPY(Q)c L% (Q) ifadesinden f e L% (Q) elde edilir. Yine

Q<0 ve p,(.)<p,() icin LAY (Q)SL%Y(Q) oldugundan

D*f

[0, = 2 [P

O<oi<k

SCZ‘

Oslof<k

P2(-). 9,

D*f

=[fl .
pi(),9, || k.pe(.)

saglanacak sekilde bir C>0 bulunur. Buradan Wy™"(Q)GWy™(Q) elde edilir.
Ayrica, 9,<9, ve k>t oldugundan, Wg Pl (Q)QWtpz (Q) saglanir. Boylece
WP (@)W (Q)GW, ™ (Q) olup WyPY (Q)GW,™1 () elde edilir. O halde,
fe Wskz'pl(') (Q) icin fe W;;pZ(') (Q) saglanir. Boylece

fel? (Q)nW™" (Q)=A%"(Q) oldugu goriiliir. Bu ise ispati tamamlar.

Asagidaki sonug, Teorem 4.4.17, Teorem 4.4.18, Teorem 4.4.19, Teorem 4.4.20, Teorem
4.4.21 ve Teorem 4.4.22 kullanilarak kolayca ispatlanir.

Sonug 4.4.24 (i) Eger 9, ~ 9, ise, AJ5V (RY) = A2V (R) esitligi elde edilir.

(ii) Eger 9, ~ 9, ise, AJ?Y (R?) =AY (R) esitligi saglanir.
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(i) 9,<9, ve 9,<9, olsun. Bu takdirde, AyS"”(R*)GAIV(R?) gomiilmesi

saglanir.

(iv) Eger 9, ~ 9, 9, ~ 9, ise, AySV (R?) = A5V (RY) esitligi bulunur.

v) 9,<9,, 9,<9, ve p,(.)=<p.(.) olsun. Bu takdirde, Agl'f*sp;(')(Rd)C.Ag:g’j(')(Rd)

gomiilmesi saglanir.

S <o ise, ALRU(RY)GAL D (R)
91 pi() . 1192 3194
p()p2)

(vi) Eger 9,<9,, 9,<9, wve

gémiilmesi elde edilir.

(vii) Eger 9,<9;, 9,<9,, p,()=p.() ve k>t ise, APV (RY)GAL L (RT) olarak

bulunur.

9y

<o, 9,<9,, 9,<9, ve k>t olsun.
Pi() s
pu()-P2()

(viii) 1<p, <p,(.)<p,(.)<p; <o,

1
O halde, Aj?"(R*)GAL %Y (R?) gomiilmesi elde edilir.

Asagidaki teoremde, (Kim ve ark., 2010) calismasindaki Teorem 2.11'deki ispat teknigi

kullanilmistir.

Teorem 4.4.25: Q cR? sinirh bir kiime olsun. Eger,

) q()> olmak iizere 9," € L'(Q),

1
p()-1

(i) Her x e Q i¢in 9,(x)>c>0,

kosullart saglaniyorsa p,(.)= pq(())qu(l) olmak iizere Agj;gg) (Q)CWl’pq(') (Q) gdémiilmesi

saglanir.
Ispat: Herhangi bir feAgj;gg->(Q) verilsin. O halde, f el (Q) ve feWé’z"(')(Q) olur.

Buradan
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p()a() )
P [|Vf| o) 90 ] [[vf (x) X)dx < oo
Lq(-)()

yazilir. Ayrica (i) kosulundan

a()
T a()+ - (X)
qu(-)+1(Q) {82 ) 1} - J‘(SZ (X)) q dx <o

Q

saglanir. Degisken iislii Lebesgue uzaylari icin Holder esitsizligi kullanilirsa

X p(x)a(x) p(x)a(x) a(x) A
”Vf(x)p“( dx :_HVf(x)‘ a1 dx:ﬂVf(x) a0 (9, (x))a09+1 (9, (x)) a1 dx
Q Q Q

(o) _
<c, |Vf|% 9w e "0
L%(Q) Lq(-)ﬂ(g)

elde edilir. Teorem 2.1.11 kullanilirsa

1
_ 40 o+ _a0) gt
)+ )+
= maks qu(4)+1 82 1 1 qu(.)+1 8‘2 0 L Cl
Lq(.)+1(Q)

esitsizligi saglanir. Boylece

_ a0
S‘ q()+1

2

p()a) IV

™ dx <c,c, [[VE[ a0 9307 (4.4.25.1)

yvf(x)p

LI
L0 (@)

X)"* dx >1 oldugu kabul edilebilir. Aksi halde,

olur. Genelligi bozmadan HVf(

<

J.|Vf dx <1 igin Vf e L™V (Q) olacaktir. Ayrica p,(.)<p(.) oldugundan,

ve (ii)'den L‘l.&) (Q)C.L"gz(') (Q)C»Lp“(') () saglanir. Buradan f € W;'Zp(') (Q) i¢in f e L‘;(;) (Q),
dolayisiyla, f e L™V (Q) olur. Bu ise f e W (Q) oldugunu gosterir. Bu ise ispati

bitirecektir. O halde, “Vf (X)|pQ(X) dx >1 almabilir. Ayrica, “Vf (X)|p(x) 9,(x)dx <1 ise,
Q Q

Teorem 2.1.11'den
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L L
Py (Ve <|VE (VE)r

LPq(-)(Q) S prq(.)(Q)

olup (4.4.25.1) esitsizliginden,

Paq (%) p(Ja() q -)1
[VE[5 e j Ve (x) " dx <c,c, [[VF] a0 95" |
L (@)
q q
()CI() Q(- [o ! ) q ) q +1
<c,c;makss| p 4. (1 930 | P o ggur
L0 L 90
q q
p(x) q*+1 p( ) T+l
= ¢, c,maks U‘Vf(x) SZ(X)dXJ ,U‘Vf(x) 82(x)dx]
Q Q

T

S Chcl(gjz\Vf s, (x)dx]q”

P g

q +1
L5 (<)

<c,C,

g+ g+l

esitsizligi elde edilir. Boylece, C=(c,c,)ra >0 ve B, = olmak iizere

By

||Vf < c ”Vf ()

L

bulunur. Ayrica p* <o Ve pr(_)(Q)(|Vf|)Sl oldugundan ||Vf||L,,(,)(Q)Sl saglanir. Bu

+1 '+
takdirde P, = le>1 igin £||Vf 1@ OlUr. O halde, C=(c,c,)pa >0 olmak
uzere
[V 0 <c:||Vf||Lp( (4.4.25.2)

esitsizligi elde edilir.

Diger taraftan ||V (%) 8, (x)dx >1 oldugu kabul edilsin. Boylece
Q
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Pq

)
q +1 <va p()a()

|Vf | a0+ 9 s

X
" 4x <C,C

pq(

i

a
L (@)

+ et

g4
bulunur. Boylece, C=(c,c,)pa >0 ve B, = p_q_ olmak {izere

|V (4.4.25.3)

L

saglanir. O halde (4.4.25.2) ve (4.4.25.3) ifadelerinden Vf e L™V (©) olur. Ayrica
P, ()<p(.) ve |9 < igin (ii)den L‘;Q(Q)GL"QZ(')(Q)CL"‘*(')(Q) saglanir. Buradan
f e W™ (Q) icin fel®)(Q), dolayisiyla, fel™”(Q) olur. Bu ise feW"™"(Q)
oldugunu gosterir. Boylece W™ (Q)c W™ (Q) saglanir. Banach teoreminden

W;‘Zp(') (Q)C»Wl'p“(') () siirekli gomiilmesi bulunur. O halde f e Arlp (Q) i¢in

[0,y = CU Lo, I, +CUF o,

r9,

rlp
91,9,

< maks{1, C}(||f

#[F],,, ) = maks {2 CH

r9,
elde edilir. Bu ise ispat1 bitirir.

Calisma boyunca, d uzayin boyutu olmak iizere herhangi p(.) degisken iissii i¢in

dp(.) §
o()=lap(y PO

p(.)=d

ifadesi kullanilacaktir.
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Teorem 4.4.26: QcR® acik smirli kiimesi verilsin ve 1<p” <p"<d olmak iizere
p(.)eC (5_)) ve p(.)eP"(Q) olsun. r" >1 olmak iizere r(.)eL” (<) fonksiyonu her
xeQ igin r(x)<p’(x) kosulunu saghiyorsa, W™ (Q)GL™ (Q) vardir. Ayrica, eger
inf (p”(x)—r(x))>0 kosulu da saglamyorsa W' (Q)GGL™ (Q) kompakt gomiilmesi

XeQ

saglanir (Diening, 2004b), (Fan ve ark., 2005), (Kim ve ark., 2010).

Teorem 4.4.25 ve Teorem 4.4.26 yardimiyla asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.4.27: p(.)eC+ (5_2) icin Teorem 4.4.25'teki kosullar saglansin. Ayrica Teorem
4.4.26'daki kosullar p() yerine p, () olacak sekilde gerceklensin. Bu takdirde
r()eC'(Q) ve her xeQ verildiginde 1<r <p;(x) icin A{3(Q)GOLY(Q)

saglanir.

Teorem 4.4.28: p(.)e C(E_z) ve her x € Q igin 1< p(X) olsun. Ayrica

(i) 1<a(x)eC(Q) icin 0< 9L (Q),

(i) Her x Q igin B(x) = (;)8() . olmak iizere 1<s(X) < P (%) ,
a(X)—

kosullart saglantyorsa, W""") (Q)CC»LSé') (©) bulunur (Mashiyev ve ark., 2010).

Sonu¢ 4.4.29: Teorem 4.4.25'teki kosullarin saglandigir kabul edilsin. Ayrica Teorem

4.4.28'de p() yerine p, () alimarak kosullar saglansin. Bu takdirde her xeQ icin

1<s(x)< F;; (x) olmak {izere Aglljgi') (Q)SGLY (Q) gomiilmesi vardir,

ispat:  Teorem 4.4.25ten AP (Q)GW™U(Q) ve Teorem  4.4.28den

WPl (Q)QCLsé') () bulunur. O halde, Agj;gy (Q)SGLY (Q) kompakt gomiilmesi elde

edilir.

Teorem 4.4.30: p(.)e C(S_Z), her x e Q igin 1< p(x) olsun ve
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(i) Her x e Q igin 9,(x)=c>0,
(i) 1< a(.)ec(ﬁ) igin 0< 9, e L"V(Q),

)
(iii) t()eC(Q) ve 1<t())<p(.) olmak iizere 9,V e'(Q),

t().. 1 1

kosullar1 saglansin. Bu takdirde, her q(.)eC(ﬁ) ve 1<q(.)<— % igin _()er_
af. .

B()

olmak iizere Arlp (Q )C>C>Lq (Q) saglanir.

Ispat: Oncelikle, Arslg (Q)SW") (Q) ifadesi gosterilsin. Herhangi bir fe A (Q)

fonksiyonu alinsin. O halde, f e Ly, (Q) ve fe Wsl'zp(‘) (Q) olur. Buradan

Py (|Vf| SPJ [Ivf (x) X ) dx < o0
(©

L)

oldugu goriiliir. Ayrica (iii)'den

=
Na%
= =
x | X
Nas

v (o™

.
t() |[p—t

g, "

0]
LPO-t0) (@)

ve
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bulunur. Buradan

t(.

9, p(-)

e Q(SZ(X))W‘“}D’U@z(x))waxjpj

LPO-10) (@)

(9 o (x o
< maks U (8,(x)) o160 dx+1J p (j (8,(x)) 560160 dx+1j p
Q Q

(x) -
=1 1(9,(x _p(xt)—t(X) dx +1 ’ <c
[(9.(x)) s
Q

esitsizligi elde edilir. O halde
t()

e[ g2t

[Ive ()™ dx <c,e, (4.430.1)
Q

pL)
L0 (@)

olur. Genelligi bozmadan [|VF (x)|" dx > 1 oldugu kabul edilebilir. Aksi halde,
Q

“Vf (X)|t(x) dx <1 icin Vf e L' (Q) olacaktir. Ayrica t(.)<p(.) ve |Q|<oooldugundan
Q

Lpé;) (Q)G Lté'z) (Q)SLY (Q) saglanir. Buradan f e W;'zp(') (Q) i¢in f e Lps(j (), dolayistyla,

f L' (Q) olur. Bu ise feW""(Q) oldugunu gésterir. Bu ise ispati bitirecektir. O

halde [|Vf(x)|" dx >1 alnabilir. Yine, [|Vf(x)" 9, (x)dx<1 ise, [|Vf(x)" dx>1
Q Q Q

icin Teorem 2.1.11 ve (4.4.30.1) esitsizliginden
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1)

[Vf ||E()(Q) < ”Vf (x)|t(x) dx <c,c, [|vF[" 9Pt
Q

p()

L9(@)
t t
0\~ 0\ \p*
< c,c,maks [p . [|Vf|t(') 9, B ,[p 0 [|Vf|t(') 9. B
LT') LT
v S
= ¢, c,maks (“Vf(x)p(x) 9, (x)dx p ,[“Vf(x)p(x)Sz(x)dxjp
Q Q

- chcl(i\w )" s, (x)dxj

p
p+
L3 (@)

<c,c, V|

1

olup C=(c,c;)r >0 igin
L
||Vf ”L‘(-)(Q) = C”Vf”&;g(g) (4.4.30.2)

esitsizligi elde edilir. Diger taraftan, HVf (x) i) 9,(x)dx>1 oldugu kabul edilsin.

Q
Boylece
t t(x) t(.) %
||Vf||L1(‘)(Q) sﬂVf(x)‘ dx <c,c, |[VF|" 95 .
. L ()
v r
Al 0an ||
<c,c;maksq| p | [VF] 9, Jp | VIS,
L0 L0
v ©
= ¢, c,maks U‘Vf(x)p(x) 9, (x)dx p ,U‘Vf(x)p(x)Sz(x)dxjp
Q Q

e [I71(0)

Q

"y, (x)dxj

p+t+

< ChCy ||Vf ||L%;)(Q)
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1 p+t+
olup C=(c,c,)r >0 ve B=

igin

[V ]y < CIVE (4.4.30.3)

bulunur. O halde (4.4.30.2) ve (4.4.30.3) esitsizliklerinden Vf e L' (Q) oldugu gériiliir.
Ayrica, t(.)<p(.) ve |Q<o oldugundan L%;)(Q)GL%'Z) (Q)SLY (Q) saglanir. Buradan
feW;'zp(')(Q) igin feL‘z.g)(Q), dolayisiyla, feL(Q) olur. Bu ise, feW""(Q)
oldugunu gosterir. Boylece Wg’zp(')(Q)CWl’t(')(Q) kapsamas1 elde edilir. Banach

teoreminden Wsl,’zp(') (Q)SW(Q) oldugu gériiliir. O halde f e A;lljgg') (Q) i¢in

[Fliy < ClFlLagyo, <UL, +C Il

<maks{L, C}([f], , +Ifl,y s, ) = maks L Cf [

9,9,
saglanir. Boylece
AL (@)W (@) (4.4.30.4)

gomiilmesi elde edilir.

Simdi Q, R%nin smirli bir bolgesi olmak iizere t(.)eC(Q) almsmn. t™>1 ve
essinf (t'(x)—s(x))=0 olan her s(.)el”(Q) isin W"(Q)GGLY(Q) oldugu

XeQ)

biliniyor (Diening, 2004b), (Saiedinezhad ve Ghaemi, 2015). Buradan s(.) <t (.) i¢in

wH (@) oL () (4.4.30.5)

elde edilir. Simdi s(.)=q(.)B(.) olsun. O halde, f € Wy (Q) icin 2 toimak

() B()

tizere degisken lislii Lebesgue uzaylarinda Holder esitsizliginden

1) 9,(x)dx <c,

<

frco

a()
|f| HL“U(Q) ”83

Lu(.)(Q)
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saglanir. O halde feL%’(Q) olur. Buradan W;"(Q)c LY (Q) elde edilir. Banach

teoreminden W;’Z”(')(Q)C»Lqég( ) saglandig1 goriiliir. O halde f eArlp()(Q) icin

[lay5, < iy, <IFDs, +CUF N,

rip(.)
91,9,

< maks{1,C} (||f

#[Fl,y,, ) = maks {2 CH

r9;
esitsizligi saglanir. O halde

Aglgz (Q)C.l_q (Q)

gomiilmesi elde edilir. Simdi A;’i’gg)(Q) uzaymda f —0 olacak sekilde

n

(fn)neN c Agl g (Q) dizisi alinsin. (4.4.30.4) gdmiilmesinden wH )(Q) uzayinda f, =0

yakinsamast ve (4.4.30.5) kompakt gomiilmesinden LS(')(Q) uzaymmda f, — 0 oldugu

goriiliir. Buradan

J

-0

(%)
f (x)|q 9,(x)dx <c, ||83||Lﬂ(_>(9) o

|Q(-)

olup, qu(;) (Q) uzayinda f, — 0 elde edilir. Sonug olarak, Agj;gg) (Q)C»CLng) (Q) saglanir.

Sonu¢ 4.4.31: Teorem 4.4.30'daki hipotezlerin saglandigi kabul edilsin. Bu takdirde
herhangi bir f € A" (Q) igin

rl, rl,
o s, s | ) g1
3 >
Q ) <

olacak sekilde C;,C, >0 sayilar1 vardur.

Ispat: Teorem 4.4.30'dan 1<q~ <q(.)<q" < 50 icin

B()
AL (Q)GGL, (@) ve AT (Q)GGLY, (Q)
bulunur. O halde, herhangi bir f € AF*" (Q) igin
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1

o= T s e[ <l

1

] T )
||f||L%3(Q)=(J (o ss<x>dx] <o,
Q

rp()
9182

”f L% (

ve

olacak sekilde c,,c, >0 sayilar1 vardir. Buradan

)’ +‘f )8( )dx <c¥ (||f

X < j \f
Q
{ ||f||;fzz ||f||;f§2

rip(.) r.Lp(.)
(i Ifl

91,9,

SR

rip()\*
91,9, 91,9,

JIf (%)

Q

S, 92

esitsizligi elde edilir.
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5. TARTISMA

Potansiyel teoride onemli bir kavram olan kapasite ifadesi bu doktora g¢aligmasinin
bulgular boliimiiniin birinci kisminda incelenmistir. Ayrica, sifir sinir degerli degisken iislii
Sobolev uzaylari, agirlikli olarak ¢alisilmistir ve iizerinde diger kapasitelerle iliskili bir

baska kapasite bulgular béliimiiniin ikinci kisminda tanimlanmistir. Uciincii kisimda ise

caligmanin ilk kisminda tanitilan rolatif (p () : 8) -kapasite yardimiyla olusturulan fine (iyi)

topolojinin temel 6zellikleri ¢aligilmistir. Calismanin son kisminda ise bir arakesit uzayinin
isler ve agirliklarina goére uygun kosullar altinda siirekli ve kompakt gomiilmeleri

incelenmistir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez galigmasinin biiyiik bir kismin1 olusturan W;; L) (]Rd) uzayinin bazi kosullar altinda

siirekli ve kompakt gdmiilmeleri incelenebilir. Ayrica, rolatif (p(.),$)-kapasitesi

yardimiyla elliptik ve parabolik siir-deger problemlerinin ¢oziimleri arastirilabilir. Oklid
topolojisinden daha ince olan fine (iyi) topoloji daha genis kapsamli ele alimip Oklid

topolojisi ile arasindaki benzerlik ve farkliliklar gosterilebilir. Yine, tanimlanan

Agﬁ’gpz(')(Rd) uzaymin agirlikli degisken {islii Lebesgue ve Sobolev uzaylariyla uygun

kosular altinda kompakt gomiilmeleri incelenip bu gomiilmeler yardimiyla bazi kismi

tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri arastirilabilir.
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