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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LĠSTESĠ 

A  veya  A  : A kümesinin Lebesgue ölçümü 

 dC   : d  üzerinde tanımlı sürekli fonksiyonların uzayı 

 dC   : d  üzerinde her mertebeden sürekli türevlere sahip 

 fonksiyonların uzayı 

 d

cC   : d  üzerinde sürekli ve kompakt destekli fonksiyonları uzayı 

 d

0C   : d  üzerinde her mertebeden sürekli türevlere sahip ve kompakt 

 destekli fonksiyonların uzayı 

1

locL  : Yerel integrallenebilen fonksiyonların uzayı 

*f  : f fonksiyonunun kanonik temsilcisi 

  : Ağırlık fonksiyonu 

 p .
L

 : Ağırlıklı değiĢken üslü Lebesgue uzayı 

 p . ,
.


 :  p .

L
 uzayının Luxemburg normu 

 k,p .
W

 : Ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayları 

 k,p . ,
.


 :  k,p .

W
 uzayının normu 

A  : A kümesinin kapanıĢı 

A B  : A uzayının B uzayına sürekli olarak gömülmesi 

A B  : A uzayının B uzayına kompakt olarak gömülmesi 

f g  : f fonksiyonunun g fonksiyonuna zayıf yakınsak olması 

diam  :   kümesinin çapı 

 B x, r  : x merkezli r yarıçaplı açık yuvar 
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ÖZET 

 

AĞIRLIKLI DEĞĠġKEN ÜSLÜ SOBOLEV UZAYLARI 

VE BAZI UYGULAMALARI 

Bu tez çalıĢması üç temel kısımdan oluĢmaktadır. Ġlk bölüm giriĢ niteliğinde olup, bu 

bölümde değiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylarının tarihçesi ve uygulama alanları ele 

alınmıĢtır. Tezde kullanılan temel tanımlara ve teoremlere ise ikinci bölümde yer 

verilmiĢtir. 

Bulgular bölümünün birinci kısmında kapasite kavramından bahsedilmiĢ olup özel olarak 

ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzaylarında Sobolev   p . , -kapasitesinin yerine 

düĢünülebilecek olan rölatif   p . , -kapasitesi tanımlanıp bazı önemli özellikleri 

incelenmiĢtir. Ġkinci kısımda ise sıfır sınır değerli ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayları 

   1,p .

0,W    tanıtılmıĢ ve bazı temel özellikleri incelenmiĢtir. Ayrıca, bu uzaylarda Poincaré 

eĢitsizliği ispatlanmıĢtır. Yine, 
   1,p .

0,W    uzayının elemanlarından oluĢan yeni bir kapasite 

tanımlanıp Sobolev   p . , -kapasitesi ile arasındaki bazı eĢitsizlikler verilmiĢtir. Üçüncü 

kısımda, rölatif   p . , -kapasitesi yardımıyla tanımlanan   p . , -fine (iyi) açık 

kümeler incelenmiĢtir. Ayrıca, bu kümelerden üretilen ve Öklid topolojisinden daha ince 

olan fine (iyi) topoloji, ağırlıklı değiĢken üslü duruma genelleĢtirilmiĢtir. Dördüncü 

kısımda ise,  
1

r dL   ağırlıklı klasik Lebesgue uzayı ile    
2

k,p . dW   ağırlıklı değiĢken 

üslü Sobolev uzayının arakesiti uygun bir normla donatılmıĢ, bu uzayın bazı temel 

özellikleri incelenmiĢ ve bazı sürekli-kompakt gömülmeleri elde edilmiĢtir. 

 

 

 

 

           Anahtar Kelimeler: Ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayları, Rölatif kapasite, Ġyi 

topoloji, Kompakt gömülme. 
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ABSTRACT 

 

WEIGHTED VARIABLE EXPONENT SOBOLEV SPACES 

AND SOME APPLICATIONS 

 

This thesis study consists of three basic sections. The first part of it has the characteristics 

of introduction, in this section the history of weighted variable exponent Lebesgue and 

Sobolev spaces and some applications. The basic definitions and theorems are given in 

second section. 

The notion of capacity has mentioned in the first part of findings section, in particular, 

relative   p . , -capacity is presented for an alternative of Sobolev   p . , -capacity in 

weighted variable exponent Sobolev spaces. In the second part, weighted variable 

exponent Sobolev spaces with zero boundary values 
   1,p .

0,W    are introduced and 

investigated their some basic properties. Also, the Poincaré inequality is proved in these 

spaces. In addition, a new capacity in 
   1,p .

0,W    is defined and given some inequalities 

between it and Sobolev   p . , -capacity. In the third part,   p . , -finely open sets 

defined by the relative   p . , -capacity are investigated. Moreover, the fine topology, 

which is generated these sets and is finer than Euclidean topology, is extented to weighted 

variable exponent case. In the fourth part, an intersection space between weighted classical 

Lebesgue spaces  
1

r dL   and weighted variable exponent Sobolev spaces    
2

k,p . dW   

has revealed with a suitable norm. Moreover, some properties and continuous-compact 

embeddings of this space are examined. 

 

 

 

 

 

 

 

            Key Words: Weighted variable exponent Sobolev spaces, Relative capacity, Fine 

topology, Compact embedding. 
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1. GĠRĠġ 

Potansiyel teorinin tarihi 17-inci yüzyıla kadar uzanmaktadır. Teorinin geliĢmesinde 

Newton, Euler, Laplace, Lagrange, Fourier, Green, Gauss, Poisson, Dirichlet, Riemann, 

Weierstrass, Poincaré gibi önemli isimlerin katkıları vardır. Potansiyel teorinin tarihi için 

(Kellogg, 1929) ve bu çalıĢmanın kaynakları incelenebilir. 

DeğiĢken üslü Lebesgue uzayları literatürde ilk olarak (Orlicz, 1931) tarafından 

tanımlanmıĢtır. Orlicz kendi adını taĢıyan L  Orlicz uzayları teorisini geliĢtirmiĢtir. Orlicz 

uzaylarının bir genelleĢtirilmesi olan modüler uzaylar düzenli olarak ilk kez (Nakano 

1950), (Nakano, 1951) tarafından çalıĢılmıĢtır. Fakat buna rağmen, modüler uzaylar, Orlicz 

uzayları kadar ilgi görmedi. 1970 ve 1980'li yıllarda, modüler fonksiyon uzayları, (Hudzik, 

1976), (Hudzik, 1983), (Musielak, 1983) baĢta olmak üzere birçok matematikçi tarafından 

çalıĢılmıĢtır. Ayrıca, (Sharapudinov, 1979) çalıĢmasında     p .
L 0,1  uzayı üzerindeki 

topoloji üzerine bazı incelemeler yapılmıĢtır. 

DeğiĢken üslü Lebesgue uzayları ile klasik Lebesgue uzaylarının ortak birçok özellikleri 

olmasına rağmen, ötelemelerin invaryantlığı, ötelemelerin sürekliliği ve giriĢim gibi 

önemli özellikler pL  uzayında sağlanıyorken 
 p .

L  uzayında sağlanmaz (Kováčik ve 

Rákosník, 1991), (Samko, 1998). Ayrıca, (Diening, 2004a) çalıĢmasında sınırlı bölgede 

tanımlı 
 p .

L  uzayında maksimal operatörün sınırlılığı ispatlanmıĢtır. Bu çalıĢmadan sonra 

bu uzaylara olan ilgi artmıĢ ve günümüze kadar çeĢitli konularda makaleler yapılmıĢtır. 

1800'lü yıllarda bilim dünyasındaki en önemli problemlerden birisi Laplace denklemleri ve 

eliptik diferansiyel denklemler için sınır-değer problemlerinin çözümleriydi. Sobolev, bu 

problemin temel zorluğunun üstesinden gelmiĢ ve 1938 yılında yaptığı çalıĢmayla Sobolev 

uzayını tanıtmıĢtır (Sobolev, 1938). Ayrıca, bu uzay Morrey, Besov, Meyers, Hudzik gibi 

birçok matematikçi tarafından da çalıĢılmıĢtır.  

Literatürde değiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylarındaki en önemli çalıĢma 1991 

yılında Kováčik ve Rákosník tarafından yapılmıĢtır (Kováčik ve Rákosník, 1991). Bu 

çalıĢmada, en genel durumda değiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylarının birçok temel 

özellikleri verilmiĢtir. 

DeğiĢken üslü fonksiyon uzayları teorisi son yıllarda, elastik mekanik, akıĢkanlar dinamiği, 

varyasyonel hesap ve bazı özel diferansiyel denklemler ile ilgili problemler üzerine 

çalıĢılmıĢtır. Elektroreolojik akıĢkanlar (EA) ile ilgili ilk önemli bilgiler (Winslow, 1949) 
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çalıĢmasında ifade edilmiĢtir. (Růžička, 2000) katsayıları değiĢken büyüme oranlı doğrusal 

olmayan sistem içeren EA için matematiksel model üzerinde çalıĢmıĢtır. EA, robot bilimi 

ve uzay teknolojisinde kullanılmakta olup deneysel araĢtırmalar Nasa laboratuarlarında 

yapılmaktadır. Ayrıca EA, kumaĢın içine derinlemesine iĢleme ve kumaĢın normal 

durumundan çok daha dayanıklı hale çok hızlı bir Ģekilde dönüĢmesi özelliklerinden 

faydalanarak, günümüzdekilerden çok daha hafif olan kurĢun geçirmez yelekler üretilmesi 

amaçlanmaktadır. 

Sabit üsse göre düĢünüldüğünde değiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylarında çalıĢmak 

teorisi ve uygulamaları açısından bazı zorluklarına rağmen birçok fayda sağlamaktadır. 

Örneğin; EA belirli bir manyetik alanla karĢılaĢtıklarında bu akıĢkanların parçacıkları 

hareket sırasında belli oranda kütle kaybeder. p kuvveti sabit olduğunda dx  için farklı 

noktalardaki kütle kaybının eĢit olduğunu kabul etme zorunluluğu görülür ve bu durumda 

farklı kütle kayıpları hesaba katılamamaktadır. Bu ise fizik, mekanik, mühendislik ve EA 

ile ilgili problemlere karĢılık gelen matematiksel modellerin güvenilirliğinde problemlere 

yol açar. Bu sorunu ortadan kaldırmak için p yerine  p x  Ģeklinde ölçülebilir pozitif reel 

değerli bir fonksiyon seçilebilir ve farklı kütle kayıpları hesaplanabilir. Dolayısıyla, 

EA'dan kaynaklanan standart olmayan büyüme koĢullu doğrusal olmayan eliptik 

denklemler için matematiksel modeller ancak değiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev 

uzaylarında ele alınabilir. 

Ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayları, kısmi türevli denklemlerin çözümü ile ilgili 

çalıĢmalarda önemli bir yer alır. Çözümler, Sobolev uzaylarının bir elemanı olup, kısmi 

türevli diferansiyel denklemler özel olarak eliptik ve parabolik diferansiyel denklemler; 

uygulamalı matematikte, fizikte ve mühendisliğin birçok alanında önemli rol 

oynamaktadır. 

Kapasite kavramı potansiyel teorideki ölçüm kavramıyla bağlantılıdır. Ölçümle birçok 

benzer özelliğe sahiptir. Bu tez çalıĢmasının amaçlarından biri de rölatif   p . , -

kapasiteyi tanımlayarak ölçüme bir alternatif sunmaktır. Sabit üslü uzaylar için Sobolev 

kapasitesi birçok yazar tarafından çalıĢılmıĢtır (Evans ve Gariepy, 1992), (Maz´ja, 1985). 

Ayrıca, (Kilpeläinen, 1994) çalıĢmasında ağırlıklı Sobolev kapasiteyi tanıtmıĢ ve 

(Harjulehto ve ark., 2003b) çalıĢmasında ise bu kapasitenin değiĢken üslü durumu 

   1,p . dW   uzayında ele alınmıĢtır. Ayrıca, (Aydın, 2012b) çalıĢmasında değiĢken üslü 

Sobolev kapasite ağırlıklı değiĢken üslü duruma genellenmiĢtir. 
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Rölatif kapasite, d  üzerinde doğrusal olmayan potansiyel teoride de sıklıkla kullanılır. 

Herhangi bir d  açık bir küme ve K   kompakt kümesi alınsın. Bu takdirde rölatif 

p-kapasite 

   
p

p
f

cap K, inf f x dx


    

olarak tanımlanır. Buradaki infimum K kümesinde f 1  olan düzgün ve sıfır sınır değerli 

fonksiyonlar üzerinden alınmıĢtır. Ayrıca, kapasite için kabul edilebilir fonksiyonların 

kümesi olarak, K kümesinde f 1  olan sürekli birinci mertebeden Sobolev fonksiyonları 

da alınabilir. Rölatif kapasite ile ilgili detaylı bilgiler için (Heinonen ve ark., 1993) 

çalıĢması incelenebilir. (Harjulehto ve ark., 2007) çalıĢmasında da bir rölatif kapasite 

tanımlanmıĢtır. Ayrıca, tanımlanan rölatif kapasitenin özellikleri incelenmiĢ ve Sobolev 

kapasitesi ile karĢılaĢtırması verilmiĢtir. 

(Acerbi ve Mingione, 2001) ve (Coscia ve Mingione, 1999) çalıĢmalarında sınırlı bir 

d  bölgesinde 

 
 p x

f x dx


  

Ģeklinde tanımlı  p . -Dirichlet enerji integralinin bazı özelliklerini, enerji integral 

minimize edicilerinin varlığı, tekliğini ve çokluluğunu ele alınmıĢtır. (Shanmugalingam, 

2001) çalıĢmasında metrik uzaylar üzerinde Dirichlet enerji integrali incelenmiĢtir. Ayrıca, 

Dirichlet sınır-değer problemlerinin çözümleriyle ilgili bilgiler verilmiĢtir. 

Fine (iyi) topoloji ilk defa Cartan tarafından 1946 yılında ortaya konulmuĢtur (Cartan, 

1946) ve analitik fonksiyonlar teorisi, olasılık dahil olmak üzere birçok alanda uygulaması 

vardır. Bu topolojinin temel özellikleri ve uygulama alanları için (Constantinescu ve 

Cornea, 1972), (Doob, 1984), (Fuglede, 1988), (Helms, 1969) çalıĢmaları örnek olarak 

verilebilir. Ayrıca (Meyers, 1975) çalıĢmasında iyi topoloji için ilk genellemeler 

yapılmıĢtır. Ġyi topoloji ile ilgili tarihsel süreç ve bilimsel bilgiler için (Heinonen ve ark., 

1993) çalıĢması da incelenebilir. 

Bu tez çalıĢmasında, ölçümün yerine düĢünülebilecek olan rölatif   p . , -kapasitesi 

ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzaylarında tanımlanacaktır. Ayrıca, bu kapasitenin birçok 

özelliği ele alınacak, diğer kapasitelerle ve ölçümle iliĢkisi incelenecektir. Yine, ağırlıklı 
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değiĢken üslü Sobolev uzayının bir alt uzayı olan ve kısmi türevli diferansiyel 

denklemlerin çözümünde önemli bir yer alan sıfır sınır değerli ağırlıklı değiĢken üslü 

Sobolev uzayı tanımlanıp bazı sürekli gömülmeler ve eĢitsizlikler verilecektir. Yine, iyi 

topolojinin ağırlıklı değiĢken üslü durumu ele alınıp bazı karĢılaĢtırmalar ve genellemeler 

verilecektir. Tez çalıĢmasının son kısmında ise uygun normla donatılmıĢ bir arakesit uzayı 

tanıtılacak ve temel özellikleri incelenecektir. Ayrıca, bu uzayın bazı sürekli ve kompakt 

gömülmeleri verilip bulunan sonuçların eliptik diferansiyel denklemlerin çözümleri için 

öneminden bahsedilecektir. 
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2. GENEL BĠLGĠLER 

Bu bölümde, tezde kullanılacak tanımlar, teoremler ve simgeler tanıtılacaktır. 

2.1. Bazı Tanım ve Kavramlar 

Tanım 2.1.1: X bir topolojik uzay, E bir vektör uzayı, f fonksiyonu da X uzayından E 

uzayına tanımlı olmak üzere,   x X : f x 0   Ģeklinde tanımlanan kümenin kapanıĢına f 

fonksiyonunun desteği denir ve bu küme suppf ile gösterilir (Treves, 1967). 

Tanım 2.1.2: Her mertebeden sürekli türevlere sahip fonksiyonların oluĢturduğu vektör 

uzayı  dC   ile gösterilir. Bu uzayın elemanları düzgün (smooth) fonksiyon adını da 

alır. Her mertebeden sürekli türevlere sahip kompakt destekli fonksiyonların oluĢturduğu 

vektör uzayı da  d

0C   ile gösterilir. Bu uzayın elemanlarına ise test fonksiyonu denir 

(Rudin, 1973). 

Tanım 2.1.3: f, d  üzerinde tanımlı, karmaĢık değerli ve ölçülebilir bir fonksiyon olsun. 

Eğer her dK   kompakt alt kümesi için 

K

f (x) dx    

koĢulu sağlanıyorsa f fonksiyonuna yerel integrallenebilir fonksiyon denir. Bu 

fonksiyonların uzayı  1 d

locL   ile gösterilir (Rudin, 1973). 

Teorem 2.1.4 (Banach Teoremi): E ve F birer Banach uzayı olsunlar. Eğer E uzayından F 

uzayına giden f fonksiyonu doğrusal, sürekli, birebir ve örtense f fonksiyonuna E 

uzayından F uzayına bir homeomorfizmdir (Cartan, 1971). 

Teorem 2.1.5 Her a, b  ve 0   için 

 
p 1

p pp 1

p

p p

1
1 a 1 b ,     1 p<

a b

a b ,                                    0<p<1


  

       
   




 

eĢitsizliği sağlanır (Maly ve Ziemer, 1997). 

Tanım 2.1.6:  
A

A, . ,  
B

B, .  normlu uzaylar ve A B  olsun. Eğer, herhangi bir f A  

fonksiyonu için 
B A

f c f  olacak Ģekilde bir c 0  varsa A uzayı B uzayına sürekli 

olarak gömülür denir ve A B  ile gösterilir (Kufner ve ark., 1977). 
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Tanım 2.1.7:  
A

A, . ,  
B

B, .  normlu uzayları ve T: A B  operatörü verilsin. Eğer, 

A B  sağlanıyorsa ve her  nx A  sınırlı dizisi için   nT x B  operatör dizisinin 

yakınsak bir alt dizisi bulunuyorsa, A uzayı B uzayına kompakt olarak gömülür denir ve 

A B  olarak gösterilir (Kufner ve ark., 1977). 

Teorem 2.1.8:  
A

A, . ,  
B

B, .  normlu uzaylar ve A yansımalı bir uzay olsun. Ayrıca, 

T: A B  operatörü verilsin. Bu takdirde, A B  olması için gerek ve yeter koĢul, T 

operatörünün A uzayında zayıf yakınsak dizileri B uzayında kuvvetli yakınsak dizilere 

dönüĢtürmesidir (Ciarlet, 2013), (Conway, 1985). 

Tanım 2.1.9:    dp . : 1,   ölçülebilir fonksiyonuna değiĢken üs denir. DeğiĢken üs 

fonksiyonlarının ailesi  dP   ile gösterilsin. Yine    dp . P   olmak üzere 

 
dx

p essinf p x





 

 
dx

p esssup p x






 

biçiminde tanımlansın. Buradan  1 p p . p       yazılır. 

Herhangi    dp . P   ve df :    ölçülebilir fonksiyonları verilsin. Bu takdirde 

konveks modüler fonksiyon 

     
 

d

p x

p .
f f x dx  



 

biçiminde tanımlanır. DeğiĢken üslü Lebesgue uzayları  

        p . d

p .
L f : f , 0       

Ģeklinde tanımlanıp üzerindeki 

   p .p .

f
f inf 0 : 1

  
      

  
 

Luxemburg normu ile bir Banach uzayıdır. Özel olarak  p . p  sabit ise    p . dL   uzayı 

ile  p dL   uzayı çakıĢır (Kováčik ve Rákosník, 1991). 

Tanım 2.1.10: Herhangi bir  d: 0,   ölçülebilir ve yerel integrallenebilen 

fonksiyona bir ağırlık fonksiyonu denir. Ayrıca, ağırlıklı modüler fonksiyonu 

   
d

p(x)

p . ,
(f ) f (x) x dx


  


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Ģeklinde tanımlanır. Yine    p . dL   ağırlıklı değiĢken üslü Lebesgue uzayları, 

 

 

 

1

p .

p . ,

p .

f f

     olan d  kümesindeki ölçülebilir fonksiyonlardan oluĢur (Aydın, 

2012b). 

Teorem 2.1.11: p    olsun. Eğer herhangi bir    p . df L   için    p . ,
f 0


   veya 

p    ise, 

       
         

1 1 1 1

p p p p
p . , p . , p . , p . ,p . ,

min f , f f maks f , f   

   

   
        
   

 

eĢitsizliği sağlanır (Kováčik ve Rákosník, 1991). 

Tanım 2.1.12: Herhangi j  için  j 0 0      ve d  olmak üzere 

 1 2 d, ,...,      Ģeklinde tanımlanan   sayısına çoklu-indis denir ve tüm çoklu 

indislerin kümesi d

0  ile gösterilir. Ayrıca 
d

j

j 1

    olmak üzere 1 j d   için 

j

j

j
j

j

D
x










 ise, d1 2

1 2 dD D D ...D
    ifadesi  -ıncı mertebeden bir diferansiyel operatör 

belirtir. ġimdi herhangi  1 d

locf L   verilsin. Herhangi bir  d

0C   için 

         
d d

f x D x dx 1 g x x dx


    
 

 

olacak Ģekilde bir  1 d

locg L    bulunuyor ise g  fonksiyonuna f fonksiyonunun  -ıncı 

zayıf türevi denir. Eğer f fonksiyonu, klasik anlamda D f  sürekli kısmi türevlere sahip 

olacak Ģekilde yeterince düzgün ise, D f  aynı zamanda f fonksiyonunun zayıf türevidir. 

Bunun ispatı herhangi  d

0C   için 

         
d d

f x D x dx 1 D f x x dx
     

 

 

eĢitliğinde j 1, 2,...,d  için 
jx  değiĢkenlerine göre 

j -kez kısmi integrasyon yapılırsa 

kolaylıkla görülür. Böylece f fonksiyonunun  -ıncı zayıf türevi D f g

  olarak gösterilir 

(Adams ve Fournier, 2003), (Burenkov, 1998). 
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Bir fonksiyonun klasik türevinin olması zayıf türevinin de olacağı anlamına gelir. Fakat 

tersi genel olarak doğru değildir. 

Örnek 2.1.13: f :    olmak üzere  f x x  Ģeklinde tanımlanan fonksiyonun zayıf 

türevi  sgn x  fonksiyonudur (Burenkov, 1998). 

Çözüm: Fonksiyonun tanımından  1

locf L   olduğu görülür. Ayrıca herhangi 

 0C   için 

       
0

0

f x ' x dx x ' x dx x ' x dx





       


 

yazılır. Ġntegrallerde ayrı ayrı kısmi integrasyon uygulanırsa 

       

   

0

0

f x ' x dx x dx x dx

sgn x x dx





    

  

  







 

elde edilir. Ayrıca    1

locsgn x L   olduğundan  1D f sgn x  olarak bulunur. 

Önerme 2.1.14: Herhangi bir  0k 0     olmak üzere 
   
1

 
p . 1 1 d

locL



    olsun. Bu 

takdirde    p . dL   bir Banach fonksiyon uzayıdır. Diğer bir ifadeyle,      p . d 1 d

locL L    

gömülmesi vardır (Aydın, 2012b), (Kokilashvili ve Samko, 2003). 

Önerme 2.1.14'ten dolayı    p . dL   uzayının her elemanının zayıf türevi vardır. Böylece 

ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayı iyi tanımlıdır. 

Tanım 2.1.15: Ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayı  

            k,p . p . p .d d d d

0W f L : ,0 k,D f L

             

Ģeklinde tanımlanır. Ayrıca herhangi bir    k,p . df W   için 

   k,p . , p . ,
0 k

f D f
 

 

   
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biçiminde tanımlanan fonksiyon ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayı    k,p . dW   

üzerinde bir norm belirtir ve bu norma göre bir Banach uzayıdır (Diening ve ark., 2011). 

Eğer   dk 0,0,...,0 0    ise herhangi bir    p . df L   için 
 0,0,...,0

D f f  olup 

       0,p . p .d dW L    olduğu görülür. Özel olarak  p . p  sabit ise    k,p . dW   ile 

klasik ağırlıklı Sobolev uzayı  k,p dW   çakıĢır. Ayrıca    k,p . dW   uzayı 

 1 p p . p       koĢulu altında ayrılabilir olup  1 p p . p       koĢulu için de 

yansımalıdır (Diening ve ark., 2011). Yine  d

0C   uzayı    k,p . dW   uzayında yoğundur 

(Aydın, 2012b), (Diening, 2004a), (Kokilashvili ve Samko, 2003). Yine,    k,p . dW   

uzayının normunun tanımından        k,p . p .d dW L    bulunur. 

Teorem 2.1.16: Eğer    1 p . q .    , h.h.h. x  için    0 x x     ve     

ise, her    q . df L   için        
q .p .

L L
f C f

  
  olacak Ģekilde f fonksiyonundan bağımsız 

bir C 0  sayısı vardır (Liu, 2008). 

Tanım 2.1.17: Her dx  için    1 2x c x    olacak Ģekilde en az bir c 0  varsa 

1 2   biçiminde gösterilir. Eğer 1 2   ve 2 1   ifadeleri sağlanıyor ise, 1  ve 2  

olarak ifade edilen ağırlık fonksiyonları denktirler denir ve 1 2    ifadesi ile gösterilir. 

(Aydın, 2012a), (Feichtinger ve Gürkanlı, 1990), (Fischer ve ark., 1996). 

Tanım 2.1.18: Her t 0  ve h.h.h. dx  için 

     
 

   21
p .p .

1 1 2 2t x K K t x h x     

olacak Ģekilde pozitif 1 2K , K  sabitleri ve  1 dh L ,h 0   varsa,  1p .  değiĢken üssü 

 2p .  değiĢken üssünden daha güçlüdür denir ve    1 2p . p .  Ģeklinde gösterilir (Aydın, 

2012a), (Diening, 2004a), (Musielak, 1983). 

Tanım 2.1.19: 
d  sınırlı bir küme ve   bir ağırlık fonksiyonu olsun. Eğer bir 

 0f C   için 

         f x x dx c diam f x x dx
 

       
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eĢitsizliği sağlanııyor ise, f fonksiyonu  1L   uzayında Poincaré eĢitsizliğini sağlar denir 

(Heinonen ve ark., 1993). 

Tanım 2.1.20: dA   açık küme ve E A  olmak üzere 

          1,p . d

p . ,
S E f W : Her x A için f x 1

     

kümesi verilsin. Bu takdirde E kümesinin Sobolev   p . , -kapasitesi 

   
       

   
 

 
 

    
p . , p . , d

p x p x

p . , 1,p . ,
f S E f S E

C E inf f inf f x f x x dx
 

 
 

     


 

Ģeklinde tanımlanır. Eğer    p . ,
S E


  ise, infimum özelliğinden    p . ,

C E


   olur 

(Aydın, 2012b). 

Yukarıdaki tanım göz önünde bulundurulursa herhangi bir dE   için    p . ,
f S E


  

verildiğinde,      p . ,
min 1,f S E


  olup         1,p . , 1,p . ,

min 1, f f
 

    eĢitsizliği sağlanır. 

Bu ise Sobolev   p . , -kapasiteyi test için 0 f 1   olmak üzere    p . ,
f S E


  

fonksiyonunun seçilmesinin yeterli olacağını gösterir. 

Tanım 2.1.21: Eğer bir özellik kapasitesi sıfır olan kümenin dıĢında sağlanıyorsa   p . ,

-quasi her yerde sağlanır denir. Ayrıca her 0   için herhangi bir f fonksiyonu d A  

kümesinde sürekli olacak Ģekilde    p . ,
C A


   koĢulunu sağlayan açık bir A kümesi varsa 

f fonksiyonuna d  kümesinde   p . , -quasi sürekli denir (Aydın, 2012b). 

Bu tez çalıĢmasında  1 p p . p       ve 
   
1

 
p . 1 1 d

locL



    koĢullarının varlığı kabul 

edilecektir. Yine d  açık küme olarak alınacaktır. Ayrıca "hemen hemen her yerde", 

"quasi her yerde" ve "quasi sürekli" sözcükleri yerine, sırasıyla, "h.h.h.", "q.e." ve "q.c." 

kısaltmaları kullanılacaktır. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bulgular bölümünde, ölçümün yerine düĢünülebilecek olan rölatif   p . , -kapasitesi 

tanımlanıp (Aydın, 2012b), (Harjulehto ve ark., 2003b), (Harjulehto ve ark., 2007) 

çalıĢmalarındaki yöntemler kullanılarak bu kapasitenin özellikleri incelendi. 

Kısmi türevli diferansiyel denklemlerin çözümlerinin de arandığı (Harjulehto ve ark., 

2003a) çalıĢmasında yer alan sıfır sınır değerli değiĢken üslü Sobolev uzaylarının ağırlıklı 

durumu ele alındı. Ayrıca, Poincaré eĢitsizliği ispatlanarak bu uzaylarda denk bir nom elde  

edildi. 

Yine,   p . , -fine (iyi) açık kümelerden oluĢan fine (iyi) topoloji tanımlandı ve Öklid 

topoloji ile arasındaki iliĢki verildi.   p . , -iyi açık kümeler, çalıĢmanın ilk kısmında 

tanımlanan rölatif   p . , -kapasitesi yardımıyla tanımlandığından literatürde çalıĢılan ve 

(Harjulehto ve Latvala, 2008) çalıĢmasındaki iyi topoloji kavramından farklıdır. 

Son olarak, ağırlıklı klasik Lebesgue uzayı ve ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayının 

arakesiti olarak tanımlanan uzayın temel özellikleri ele alındı. Ayrıca, bu arakesit uzayının 

diğer uzaylarla arasındaki sürekli ve kompakt gömülmeleri (Kim ve ark., 2010), (Mashiyev 

ve ark., 2010), (Saiedinezhad ve Ghaemi, 2015) çalıĢmaları göz önüne alınarak incelendi. 
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4. BULGULAR 

4.1. Rölatif   p . , -Kapasitesi ve Bazı Özellikleri 

Bu bölümde, Sobolev   p . , -kapasitesinin bazı özellikleri verilecektir. Ayrıca bu 

kapasitenin yerine düĢünülebilecek olan, ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzaylarında rölatif 

  p . , -kapasitesi tanımlanıp bazı önemli özellikleri incelenecektir. 

Teorem 4.1.1: Herhangi   d

i i
E





  kümeler ailesi verilsin. Eğer her i  için 

   ip . ,
C E 0


  ise, 

  ip . ,

i 1

C E 0






 
 

 
  eĢitliği sağlanır. 

Ġspat: Herhangi 0 1    sayısı verilsin. Ayrıca p    olduğundan modüler ve norm 

yakınsamanın birbirine denk olduğu biliniyor. O halde, 
 i i1,p . ,

f
2


  olacak Ģekilde 

   i ip . ,
f S E


  fonksiyonları bulunabilir. ġimdi i 1 2 ig f f ... f     fonksiyonu tanımlansın. 

 i i
g


 dizisinin bir Cauchy dizisi olduğu ve    1,p . dW   uzayının Banach uzay olduğu 

dikkate alınırsa h.h.h. ig g  olacak Ģekilde bir  i i
g


 dizisi bulunur. Yine 

  1

i iU f 1,   olarak tanımlansın. Buradan her ix U  ve j i  için 

       j 1 2 jg x f x f x ... f x 1      yani h.h.h. 
ij Ug | 1  olur. Bu ise h.h.h. 

iUg | 1  

olduğunu gösterir. Bunu ispatlamak için ifadenin doğru olmadığı kabul edilsin. O halde 

iUg | 1  ve 
iN U 0   olacak Ģekilde bir N kümesi ve i indisi vardır. Ayrıca her i  

için i iE U  olduğundan 
i i

i 1 i 1

E U
 

 

   kapsaması sağlanır. Yine    i ip . ,
f S E


  

olduğundan   1

i iU f 1,  , dolayısıyla, 
i

i 1

U




  açık küme olur. Buradan 
  ip . ,

i 1

g S E






 
  

 
  

elde edilir. Ayrıca 

   n n1,p . , 1,p . ,
n 1 n 1

g f
2

 

 
 


      

eĢitsizliği sağlanır. Eğer Teorem 2.1.11 kullanılırsa 

 

 

       
 

ip . ,

i 1

ip . , 1,p . , 1,p . , 1,p . ,
i 1 g S E

0 C E inf g g g








    
  

 
 

 
        

  
  
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olup 
  ip . ,

i 1

C E 0






 
 

 
  elde edilir. 

Uyarı 4.1.2: Genel olarak      1,p .d dC W

   uzayının    1,p . dW   uzayında yoğun 

olmadığı biliniyor (Samko, 2005). Ancak Zhikov ve Surnachev bazı koĢullar altında bu 

yoğunluğun varlığını ispatladı (Zhikov ve Surnachev, 2016). ÇalıĢma boyunca 

     1,p .d dC W

   uzayının    1,p . dW   uzayında yoğun olduğu kabul edilecektir. 

Teorem 4.1.3: Herhangi bir dK   kompakt kümesi verilsin. Eğer 

         d

p . , p . ,
S K S K C 

 
    kümesi tanımlanırsa, 

   
       

p . ,

p . , 1,p . ,
f S K

C K inf f




 


   elde 

edilir. 

Ġspat: Herhangi bir    p . ,
f S K


  fonksiyonu için 0 f 1   olduğu kabul edilsin. 

     1,p .n dC W

   uzayı    1,p . dW   uzayında yoğun olduğundan    1,p . dW   

uzayında n f   olacak Ģekilde bir        1,p .d d

n n
C W


  


   dizisi vardır. ġimdi, 

U kümesinde f 1  olacak Ģekilde K U  açık sınırlı bir küme seçilsin. Ayrıca K 

kümesinin açık komĢuluğunda 0   ve 
d U  kümesinde 1   olan bir  dC  , 

0 1  fonksiyonu alınsın. O halde  n n1 1      olmak üzere 

 

    

 

n n

n

n

f f 1 1 f f

f 1 f 1

f

       

     

  

 

bulunur. Fonksiyonların tanımları kullanılırsa 

    

      
 

        
 

 

   
 

     
 

 

   

d

d d

np . ,

p x p x

n n

U U

p x p x

n n

U

np . ,

f

f x x x x dx f x x x x dx

f x x x dx f x x x dx

f 0









  

       

     

   

 

 



 

 

elde edilir. Ayrıca       n n nf f f        eĢitliği göz önüne alınırsa, 
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    

      
 

        
 

 

      
 

        
 

 

      
 

        
 

 

    
 

      
 

 

    

d d

d

d

d d

np . ,

p x p x

n n

p x p x

n n

U U

p x p x

n n

U U

p x p x

n n

U

np . ,

f

f x x x x dx x f x x x dx

f x x x x dx f x x x x dx

x f x x x dx x f x x x dx

f x x x dx f x x x dx

f 0











   

        

       

         

       

    

 

 

 

 

 





 

 

elde edilir. Yine, p    olduğundan 

 
 

 

 
 

  
 

n n1,p . , 1,p . ,

n np . , p . ,

f f

f f 0

 

 

   

       
 

bulunur. O halde    1,p . dW   uzayında n f   yakınsaması elde edilir. Son olarak 

     n n p . ,
1 1 S K


      olduğundan, tanımlanan    p . ,

S K


 kümesinden    p . ,

S K


 

kümesine yoğun olduğu gösterilmiĢ olur. Bu ise ispatı bitirir. 

Teorem 4.1.4: dA   olmak üzere    q . p .  koĢulu verilsin. Eğer    p . ,
C A 0


  ise, 

   q . ,
C A 0


  olur. 

Ġspat: Herhangi bir   0g C B 0, r 1   fonksiyonu için 0 g 1  , g 2   ve  B 0, r  de 

g 1  olsun. Yine     p . ,
f S A B 0, r


   alınsın. Eğer    q . p .  ise   sınırlı bir küme 

olmak üzere 
       p . q .

L L    gömülmesinin sağlandığı ve bu gömülme operatörünün 

normunun 1  'yı geçemediği biliniyor (Kováčik ve Rákosník, 1991). Buradan 

        

       

q . q .d

p .

L L B 0,r 1

L B 0,r 1

fg fg

1 B 0, r 1 f

 









  



 

olup    q . dfg L   elde edilir. Ayrıca,      fg f g g f      olması kullanılırsa 
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     
      

      
      

           

              

      

q . q .d

q . q .

q . q .

p . p .

1,p . d

L L B 0,r 1

L B 0,r 1 L B 0,r 1

L B 0,r 1 L B 0,r 1

L B 0,r 1 L B 0,r 1

W

fg fg

f g g f

2 f f

2 1 B 0, r 1 f f

2 1 B 0, r 1 f

 

 

 

 





 

 

 

  

   

  

     
  

  





 

eĢitsizliği bulunur. Böylece    1,q . dfg W   olur. Ayrıca     p . ,
f S A B 0, r


   ve  B 0, r  

kümesi üzerinde g 1  olduğundan     q . ,
fg S A B 0, r


   elde edilir. Eğer 

    p . ,
C A B 0, r 0


   olduğu ve infimum özelliği kullanılırsa, herhangi 0   için nh    

olacak Ģekilde bir       n p . ,n
h S A B 0, r


 


 dizisi vardır. O halde her 0   ve n  

için     n q . ,
h g S A B 0, r


   yazılır. Böylece, herhangi r 0  için     q . ,

C A B 0, r 0


   

sağlanır. Ayrıca     
r 1 r 1

A B 0,r A B 0, r A
 

 

      olup buradan 

             q . , q . , q . ,
r 1r 1

0 C A C A B 0,r C A B 0,r 0
 

  


 
      

 
  

elde edilir. 

ġimdi rölatif   p . , -kapasitesinin tanımı verilsin. 

Tanım 4.1.5: Bir K   kompakt alt kümesi alınsın. Yine 

          1,p .

cp . ,
R K, f W C : f 0 ve K kümesinde f 1

         

kümesi verilsin. Ayrıca 

   
   

 
 

 
       

p . , p . ,

p x*

p . , p . ,
f R K, f R K,

cap K, inf f x x dx inf f
 

 
   



        

olarak tanımlansın. Eğer U  açık küme ise, 

       *

p . , p . ,
K U
K kompakt

cap U, sup cap K,
 



    

ve her A   kümesi için de 

       p . , p . ,
A U
U açık

cap A, inf cap U,
 

 
    
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ifadeleri tanımlansın. Buradaki    p . ,
cap A,


  sayısı A kümesinin   kümesine bağlı 

varyasyonel   p . , -kapasitesi olarak adlandırılır. ÇalıĢma boyunca bu kapasite kısaca 

rölatif   p . , -kapasitesi olarak ifade edilecektir. Ayrıca rölatif   p . , -kapasitesi 

tanımında yer alan    p . ,
f R K,


   üzerinden alınan infimum 0 f 1   için de 

sağlanacağından bu doktora tez çalıĢmasının uygun yerlerinde bu ek koĢuldan da 

faydalanılacaktır. 

Teorem 4.1.6: Herhangi bir K   kompakt alt kümesi verilsin ve  

          1,p .*

cp . ,
R K, f W C : K da f 1

        

kümesi tanımlansın. O halde    
       

*
p . ,

*

p . , p . ,
f R K,

cap K, inf f


 
 

     eĢitsizliği sağlanır. 

Ġspat: Tanımlar karĢılaĢtırıldığında        *

p . , p . ,
R K, R K,

 
    olup 

           
*
p . ,

*

p . , p . ,
f R K,

inf f cap K,


 
 

     eĢitsizliği sağlanır. KarĢı eĢitsizlik için herhangi 

0   sayısı verilsin ve 
   

       
*
p . ,

p . , p . ,
f R K,

f inf f


 
 

        olacak Ģekilde 

   *

p . ,
f R K,


   fonksiyonu alınsın. ġimdi  g 1 f    fonksiyonu tanımlansın. Yine 

   *

p . ,
R K,


  kümesinin tanımından K'da f 1  olup g 1  sağlanır. Böylece 

   
   

 
 

      
 

 

 
 

 
 

       

 
       

p . ,

*
p . ,

p xp x*

p . ,
g R K,

p xp x p

p . ,

p

p . ,
f R K,

cap K, inf g x x dx 1 f x x dx

1 f x x dx 1 f

1 inf f










 

 






 

        

         

 
       

 

 

  

olup 0  için limit alınırsa 
   

       
*
p . ,

*

p . , p . ,
f R K,

cap K, inf f


 
 

     eĢitsizliği elde edilir. 

Bu ise istenendir. 

Teorem 4.1.7: Herhangi bir K   kompakt alt kümesi verilsin. Bu takdirde 

       *

p . , p . ,
cap K, cap K,

 
    eĢitliği bulunur. 

Ġspat: Rölatif   p . , -kapasitesi tanımından 
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       *

p . , p . ,
K U K U
U açık K kompakt

cap K, inf sup cap K,
 

  

 
   
 
 

 

eĢitliği sağlanır. Buradan        *

p . , p . ,
cap K, cap K,

 
    olduğu görülür. KarĢı eĢitsizlik 

için herhangi bir 0   sayısı verilsin ve 
       *

p . , p . ,
f cap K,

 
      olacak Ģekilde 

   p . ,
f R K,


   fonksiyonu alınsın. Ayrıca sürekli bir fonksiyonun açık küme üzerindeki 

ters görüntüsünün de açık olduğu bilindiğinden    p . ,
f R K,


   için   1U f 1,   

kümesi açıktır. Yine, f fonksiyonu kompakt desteğe sahip olduğundan U kümesinde f 1  

ve K U  kapsaması bulunur. Böylece her T U  kompağı üzerinde f 1  olup 

   p . ,
f R T,


   yazılır. Tanımdan 

   
       

p . ,
p . , p . ,

f R T,T U
T kompakt

cap U, sup inf f


 
 

 
    

 
 

olup 
       p . , p . ,

cap U, f
 

    eĢitsizliği sağlanır. O halde 

           

   

p . , p . , p . ,

*

p . ,

cap K, cap U, f

cap K,

  



     

  
 

olup 0  için        *

p . , p . ,
cap K, cap K,

 
    eĢitsizliği elde edilir. 

ġimdi rölatif   p . , -kapasitesinin bazı temel özellikleri verilsin. 

P1.    p . ,
cap , 0


   . 

P2. Eğer 1 2 2 1A A    sağlanıyorsa        1 1 2 2p . , p . ,
cap A , cap A ,

 
    bulunur. 

P3. Herhangi bir dA   kümesi için        p . , p . ,
A U
U açık

cap A, inf cap U,
 

 
    sağlanır. 

P4.  'nın herhangi 1K  ve 2K  kompakt alt kümeleri için 

               1 2 1 2 1 2p . , p . , p . , p . ,
cap K K , cap K K , cap K , cap K ,

   
          

ifadesi doğrudur. 

P5. Herhangi n  için nK ,   kümesinin kompakt alt kümelerinden oluĢan azalan bir 

dizi olsun. O halde 
     n np . , p . ,

n
n 1

limcap K , cap K ,


 




 
   

 
  eĢitliği sağlanır. 

P6. Her n  için nA ,   kümesinin alt kümelerinden oluĢan artan bir dizi olsun. O 

halde 
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     n np . , p . ,
n

n 1

limcap A , cap A ,


 




 
   

 
  eĢitliği vardır. 

P7. Her n  için nA   ise, 
     n np . , p . ,

n 1n 1

cap A , cap A ,
 

 


 
   

 
  eĢitsizliği 

sağlanır. 

(P1)-(P7) özelliklerinin ispatları (Diening ve ark., 2011), (Harjulehto ve ark., 2007) ve 

(Heinonen ve ark., 1993) çalıĢmalarındaki benzer tekniklerle gösterilebilir. Buradan rölatif 

  p . , -kapasitesinin bir dıĢ ölçü olduğu görülür. Ayrıca (P1), (P2), (P5) ve (P6) kapasite 

özelliklerini sağlayan bir küme fonksiyonunun Choquet kapasite olarak adlandırıldığı 

biliniyor (Choquet, 1954). Böylece aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.1.8: Herhangi bir A   için    p . ,
A cap A,


   fonksiyonu bir Choquet 

kapasitedir. Özel olarak, tüm A   Borel kümelerinin de kapasitesi vardır, yani 

           p . , p . , p . ,
A U K A
U açık K kompakt

cap A, inf cap U, sup cap K,
  

  

      

eĢitliği sağlanır (Choquet, 1954). 

Teorem 4.1.9: Herhangi 1 2 mA ,A ,...,A   kümeleri verilsin. Ayrıca her n 1,2,...,m  

için n nB A  ve 
 

m

np . ,

n 1

cap A ,




 
  

 
  olsun. O halde, 

           
m m m

n n n np . , p . , p . , p . ,
n 1n 1 n 1

cap A , cap B , cap A , cap B ,
   

 

   
            

   
   

bulunur. 

Ġspat: Ġspat için üç farklı durum mevcuttur. Ġlk olarak, her nA  ve nB  kümeleri kompakt 

olsun. Ayrıca T K  ve C kümeleri   kümesinin kompakt alt kümeleri olarak verilsin. 

Eğer (P2) ve (P4) özellikleri kullanılırsa 

       

        

           

         

       

p . , p . ,

p . , p . ,

p . , p . ,

p . , p . ,

p . , p . ,

cap K C, cap T,

cap K T C, cap K T,

cap K T C , cap K T K C ,

cap K T C , cap K T C ,

cap K, cap T C,

 

 

 

 

 

   

      

        

       

    

 

olup 

               p . , p . , p . , p . ,
cap K C, cap T, cap K, cap T C,

   
          
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elde edilir. Son eĢitsizlik, 1A K  ve 1B T C   olmak üzere ispatın m=1 için 

sağlandığını gösterir. ġimdi ispat edilecek eĢitsizliğin m-1 için doğru olduğu kabul edilsin. 

O halde  

           
m 1 m 1 m 1

n n n np . , p . , p . , p . ,
n 1n 1 n 1

cap A , cap B , cap A , cap B ,
  

   
 

   
            

   
   

olur. Buradan 

   

   

   

 

m m

n np . , p . ,

n 1 n 1

m 1 m 1

n m n mp . , p . ,

n 1 n 1

m 1 m 1

n m m np . , p . ,

n 1 n 1

m 1

np . ,

n 1

cap A , cap B ,

cap A A , cap B A ,

cap B A , cap B B ,

cap A ,

 

 

 

 

 

 

 

 







   
     

   

      
           

      

      
           

      

 

 

 

 

  

       

       

m 1

np . ,

n 1

m mp . , p . ,

m

n np . , p . ,
n 1

cap B ,

cap A , cap B ,

cap A , cap B ,







 

 


   
    

   

   

    
 



 

olup tümevarımdan ispat kompakt kümeler için sağlanır. ġimdi ispatın açık kümeler 

üzerindeki durumu ifade edilsin. Bunun için nA  ve nB  açık kümeler olsun. Yine 0   

sayısı verilsin. Ayrıca supremum özelliğinden her n 1,2,...,m  için n nC B  ve  

       n np . , p . ,
cap B , cap C ,

 
                                                                               (4.1.9.1) 

olacak Ģekilde n nC B  kompakt kümeleri alınsın. Yine her n 1,2,...,m  için n nB A  

kapsaması sağlandığından nC K  ve 

     
m

np . , p . ,

n 1

cap A , cap K,
 



 
    

 
                                                                       (4.1.9.2) 

olacak Ģekilde bir 
m

n

n 1

K A


  kompakt kümesi alınabilir. ġimdi   kümesindeki X ve Y 

kümelerinin arasındaki uzaklık    dist X,Y inf x y : x X, y Y     ile göstermek üzere 

ve    
m

n 1 1 n n

n 1

min dist K, A ,dist C , A ,...,dist C , A


  
      

  
  için 

  n n nK x K A : dist x, A       kümesi tanımlansın. O halde her n 1,2,...,m  için 
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n nC K  ve 
m

n

n 1

K K


  olur (Diening ve ark., 2011), (Heinonen ve ark., 1993). Yine 

kompakt kümelerin sonlu birleĢimleri de kompakt olduğundan 
m m

n n

n 1 n 1

C B
 

   kompakttır. 

Böylece, rölatif   p . , -kapasitesi tanımından 

     
m m

n n

n 1 n 1
m

n

n 1

m m m

n n np . , p . , p . ,

n 1 n 1 n 1
C B

C  kompakt

cap C , sup cap C , cap B ,

 



  

  


     
         

      



    

eĢitsizliği sağlanır. Son eĢitsizlik ve (4.1.9.2)'den 

       

m m m m

n n n np . , p . , p . , p . ,

n 1 n 1 n 1 n 1

cap A , cap B , cap K , cap C ,
   

   

       
              

       
     

olduğu görülür. Ayrıca 
m

n

n 1

K


  ve 
m

n

n 1

C


  kompakt olduklarından ispatlanan ilk durum 

kullanılabilir. O halde 

           
m m m

n n n np . , p . , p . , p . ,
n 1n 1 n 1

cap A , cap B , cap K , cap C ,
   

 

   
             

   
   

yazılır. Yine, her n 1,2,...,m  için n nK A  kapsaması ve rölatif   p . , -kapasitesi 

tanımı kullanılırsa 

           
n n

n

n n np . , p . , p . ,
K A
K  kompakt

cap K , sup cap K , cap A ,
  



      

eĢitsizliği sağlanır. Son eĢitsizlik ve (4.1.9.1)'den 

           

         

m m m

n n n np . , p . , p . , p . ,
n 1n 1 n 1

m

n np . , p . ,
n 1

cap A , cap B , cap A , cap B ,

m 1 cap A , cap B ,

   
 

 


   
                

   

       
 





 

elde edilir. Burada 0  için limit göz önüne alınırsa ispat kompakt kümeler için de 

sağlanır. Son olarak nA  ve nB  keyfi kümeler olsun. Yine 0   sayısı verilsin. Ayrıca 

infimum özelliğinden tüm n 1,2,...,m  için n nA U  ve  

       n np . , p . ,
cap U , cap A ,

 
                                                                              (4.1.9.3) 

olacak Ģekilde nU  açık kümeleri alınsın. Yine n n nB V U   için 
m m m

n n n

n 1 n 1 n 1

B V U
  

     

olup infimum özelliğinden her n 1,2,...,m  için  
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   

m m

n np . , p . ,

n 1 n 1

cap V , cap B ,
 

 

   
      

   
                                                                  (4.1.9.4) 

olacak Ģekilde nV  kümeleri seçilsin. Her n 1,2,...,m  için n nA U  kapsamasından 

m m

n n

n 1 n 1

A U
 

   olup sonlu açıkların birleĢimi de açık olacağından rölatif   p . , -

kapasitesi tanımı gereği 

     m m

n n

n 1 n 1
m

n

n 1

m m m

n n np . , p . , p . ,

n 1 n 1 n 1A U

A  açık

cap A , inf cap U , cap U ,

 



  

   

     
         

      



    

bulunur. Son eĢitsizlik ve (4.1.9.4) göz önüne alınırsa 

       

m m m m

n n n np . , p . , p . , p . ,

n 1 n 1 n 1 n 1

cap A , cap B , cap U , cap V ,
   

   

       
              

       
     

eĢitsizliği sağlanır. Burada 
m

n

n 1

U


  ve 
m

n

n 1

V


  birleĢimleri açık ve açık kümeler için 

ispatlanacak eĢitsizlik geçerli olduğundan 

           
m m m

n n n np . , p . , p . , p . ,
n 1n 1 n 1

cap A , cap B , cap U , cap V ,
   

 

   
             

   
   

elde edilir. Ayrıca her n 1,2,...,m  için n nB V  sağlandığından rölatif   p . , -

kapasitesi tanımından            
n n n

n

n n np . , p . , p . ,
B V U
B  açık

cap B , inf cap V , cap V ,
  

  
      

bulunur. Son eĢitsizlik ve (4.1.9.3) göz önünde bulundurulursa 

           

         

m m m

n n n np . , p . , p . , p . ,
n 1n 1 n 1

m

n np . , p . ,
n 1

cap A , cap B , cap A , cap B ,

m 1 cap A , cap B ,

   
 

 


   
                

   

       
 





 

olup 0  için  

           
m m m

n n n np . , p . , p . , p . ,
n 1n 1 n 1

cap A , cap B , cap A , cap B ,
   

 

   
            

   
   

elde edilir. 

Teorem 4.1.10: 
1 1 2 2 n

n 1

A A ...




        olduğu kabul edilsin. Bu takdirde 

       

1 p
1

1 p
1 n np . , p . ,

n 1

cap A , cap A ,









 



 
      

 
  eĢitsizliği sağlanır. 
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Ġspat:    1 1p . ,
cap A ,


    kabul edilebilir, aksi halde ispat açıktır. Ayrıca bir m tam 

sayısı ve 0   verilsin. Yine infimum özelliğinden 1A U  ve  

       1 1 1p . , p . ,
cap U, cap A ,

 
                                                                            (4.1.10.1) 

olacak Ģekilde 1U    açık kümesi bulunur. ġimdi 1K U  kompağı ve 

 
 

     
1

p x

1 1 1p . ,
f x x dx cap K ,





       olacak Ģekilde    1 1 1p . ,
f R K ,


   fonksiyonu 

alınsın. Tümevarımdan her n 2,3,..., m  için 
     1,p .

n cf W C     fonksiyonlarını 

   n n np . ,
f R K ,


   ve n n 1K suppf   olarak tanımlanmak üzere 

 
 

     
n

p x

n n np . ,
f x x dx cap K ,





       Ģeklinde seçilebilir. ġimdi, 
m

n

n 1

a 1


  olacak 

Ģekilde negatif olmayan sayıların bir dizisi  n n
a


 olsun ve 

m

n n

n 1

g a f


  olarak 

tanımlansın. Eğer 
     1,p .

cW C     uzayının vektör uzayı olduğu dikkate alınırsa 

     1,p .

cg W C     olup    1p . ,
g R K ,


   sağlanır. Ayrıca, n 2  için 

n n 1 nK A   kapsaması sağlanır. Gerçekten, 
1 1 2 2 n

n 1

A A ...




        

olduğu bilindiğinden n 2  için n 1 nA   kapsaması görülür. Yine n n 1K suppf   için 

   n n np . ,
f R K ,


   olduğundan 2 1K suppf  için    1 1 1p . ,

f R K ,


  , 3 2K suppf  için 

   2 2 2p . ,
f R K ,


   ve benzer Ģekilde devam edilip n n 1K suppf   için    n n np . ,

f R K ,


   

bulunur. O halde, n 2  verildiğinde sırasıyla 2 1K   , 3 2K  ,..., n n 1K    elde 

edilir. Buradan n 2  için n n 1 nK A   kapsaması sağlanır. Böylece nf 0   ikili 

olarak ayrık olmak üzere rölatif   p . , -kapasitesi tanımından 

     
 

   
 

 

 
 

     
 

 

   
 

     
 

 

   
 

 

n

n 1

n 1

2 m

m 1

p x
m

p x

1 n np . ,
n 1

p x
m

p x

n n 1 1 m m

n 1 n 1

p x p x

1 1 m m 1 1 m m

p x

1 1 m m

cap K , g x x dx a f x x dx

a f x x dx a f x ... a f x x dx

a f x ... a f x x dx ... a f x ... a f x x dx

a f x ... a f x x dx ...














  

 



      

        

            

      

 

  

 




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 
 

   
 

   
 

 

 
 

   
 

 

1 2 m

n n

p x p x p x

1 1 2 2 m m

m m
p x p xp

n n n n

n 1 n 1

a f x x dx a f x x dx ... a f x x dx

a f x x dx a f x x dx


  

  

         

     

  

  
 

eĢitsizliği elde edilir. O halde 
m

* p

n

n 1

a




    olmak üzere 

        

       

m
p

1 n n np . , p . ,
n 1

m
p p *

1 1 1 n n np . , p . ,
n 2

cap K , a cap K ,

a cap K , a cap K ,



 

 


 


    

 
      
 




 

bulunur. Ayrıca 1K U  olduğundan rölatif   p . , -kapasitesi tanımından  

           
1

1

1 1 1 1 1p . p . p .
K U
K  kompakt

cap K , sup cap K , cap U,


      

eĢitsizliği sağlanır. Yine        n n n np . p .
cap K , cap A ,    olup 

       
m m

p p

n n n n n np . , p .
n 2 n 2

a cap K , a cap A ,
 


 

     elde edilir. Böylece 

           
m

p p *

1 1 1 n n np . , p . , p . ,
n 2

cap K , a cap U, a cap A ,
 

  


                                 (4.1.10.2) 

olur. Eğer (4.1.10.1) eĢitsizliği (4.1.10.2) eĢitsizliğinde kullanılırsa ** p *

1a


      olmak 

üzere 

           

   

m
p p p *

1 1 1 1 n n n 1p . , p . , p . ,
n 2

m
p **

n n np . ,
n 1

cap K , a cap A , a cap A , a

a cap A ,

  



  





 
         

 

   





 

elde edilir. Son eĢitsizlikte 
** 0   için limit alınırsa 

       
m

p

1 n n np . , p . ,
n 1

cap K , a cap A ,


 


    

eĢitsizliği sağlanır. Böylece 

           
m

p

1 n n np . , p . , p . ,
n 1

cap A , cap U, a cap A ,


  


                                            (4.1.10.3) 

eĢitsizliği elde edilir. Ayrıca 
       

1
1m1

1 p1 p
n n n k kp . , p . ,

k 1

a cap A , cap A ,







 



 
      

 
  için 
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       

       

       

1
1 1m m m

1 p 1 p
n n n k kp . , p . ,

n 1 n 1 k 1

1 1

1 p 1 p
1 1 m mp . , p . ,

1 1

1 p 1 p
1 1 m mp . , p . ,

a cap A , cap A ,

cap A , ... cap A ,
1

cap A , ... cap A ,

 

 

 



 
 

  

 
 

 
 

  
              

   
 

   

  

 

olduğu görülür. Eğer her n 1,2,...,m  için    n np . ,
cap A , 0


   ise, 

           

       

   

p
p 1m m1

1 p 1 p
1 n n k kp . , p . , p . ,

n 1 k 1

p
1 1m m

1 p 1 p
n n k kp . , p . ,

n 1 k 1

1 p
1m

1 p
n np . ,

n 1

cap A , cap A , cap A ,

cap A , cap A ,

cap A ,




 



 







 

  
 



 
 

 








 
           

 

 
          

 

 
     

 

 

 



 

eĢitsizliği sağlanır. Diğer taraftan bazı n'ler için    n np . ,
cap A , 0


   olduğunda (4.1.10.3) 

eĢitsizliğinden    1p . ,
cap A , 0


   olup ispatın açık olacağı görülür. Son eĢitsizlikte 

m   için limit hali için istenen elde edilir. 

Tanım 4.1.11: d  kümesindeki her  0B x , r  yuvarı için      0 d 0B x ,2r c B x , r    

olacak Ģekilde dc 1  sabiti mevcut ise,   ölçümüne katlayan (doubling) özelliğine sahiptir 

ve bu koĢulu sağlayan   ölçümüne katlayan ölçüm denir. Burada dc 1  katlayan sabiti 

olarak adlandırılır. ġimdi katlayan ölçü ile rölatif   p . , -kapasitesi arasındaki iliĢki 

verilsin. 

Teorem 4.1.12:   bir katlayan ölçüm ve       0 0p . ,
cap B x , r ,B x ,2r 1


  olsun. Bu 

takdirde 1T  ve 2T  sabitleri p , p , Poincaré eĢitsizliği sabitine, katlayan sabiti dc 'ye ve r 

yarıçapına bağlı olmak üzere 

            1 0 0 0 2 0p . ,
T B x , r cap B x , r ,B x ,2r T B x , r 
     

eĢitsizliği sağlanır. 

Ġspat: Herhangi bir   0 0f C B x ,2r  fonksiyonu 
2

f
r

   ve  0B x , r  yuvarında f 1  

olacak Ģekilde alınsın.   bir katlayan ölçüm olduğundan 
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        
 

 
 

    

    

0

p x

0 0p . ,

B x ,2r

p p p

0

p p p

d 0

cap B x , r ,B x ,2r f x x dx

2 maks r , r B x ,2r

2 c maks r , r B x , r

  

  



 



 



  

 

 



 

olup 

           p p p

0 0 d 0p . ,
cap B x , r ,B x ,2r 2 c maks r , r B x , r

   


                           (4.1.12.1) 

elde edilir. Diğer taraftan 0 s r   ve       *

0 0p . ,
f R B x ,s ,B x ,2r


  verilsin. 

      0 0p . ,
cap B x , r ,B x ,2r 1


  olduğundan     

 p .
0L B x ,2r

f 1


    sağlanır. Teorem 

2.1.11'den          
 p . p .

0 0
L B x ,2r L B x ,2r

f f
 

     bulunur. Buradan,   1

0L B x ,2r  uzayındaki 

Poincaré eĢitsizliği ve 
       p . 1

0 0L B x ,2r L B x ,2r   olması da kullanılırsa (Liu, 2008), 

    
 

   
 

   
 

   
 

       

    
 

 
 

0 0 0

0

p .
0

0

0

B x ,s B x ,s B x ,2r

B x ,2r

0 L B x ,2r

p x

0

B x ,2r

B x ,s x dx f x x dx f x x dx

rc f x x dx

rc 1 B x ,2r f

rc 1 B x ,2r f x x dx



      

  

  

   

  





 

olup 

       
 

 
 0

p x

0 0

B x ,2r

B x ,s rc 1 B x ,2r f x x dx                                     (4.1.12.2) 

elde edilir. Burada  0B x ,2r    olduğundan 
       p . 1

0 0L B x ,2r L B x ,2r   gömülme 

normu  01 B x ,2r  ifadesini geçemez. Eğer (4.1.12.2) eĢitsizliğinde 

      *

0 0p . ,
f R B x ,s ,B x ,2r


  üzerinden infimum ve s r  için limit alınırsa 

            0 0 0 0p . ,
B x ,r rc 1 B x ,2r cap B x ,r ,B x ,2r 

                                  (4.1.12.3) 

elde edilir. (4.1.12.1) ve (4.1.12.3) eĢitsizliklerinden    
1

1 0T rc 1 B x ,2r


   ve 

 p p p

2 dT 2 c maks r , r
     için ispatlanması gereken ifade bulunur. 
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ġimdi yuvarlar üzerinde tanımlı rölatif   p . , -kapasitelerin karĢılaĢtırılması verilecektir. 

Ayrıca, birim kürenin  d 1 -boyutlu ölçümü olarak ifade edilen d 1  ile kapasite 

arasındaki iliĢki verilecektir. 

Teorem 4.1.13: Herhangi bir  0A B x ,r  verilsin. Ayrıca     0p . ,
cap A,B x ,4r 1


  ve 

0 r s 2r    olsun. Bu takdirde  

              0 0 0p . , p . , p . ,

1
cap A,B x ,2r cap A,B x ,2s cap A,B x ,2r

T
  

   

olacak Ģekilde bir T 0  sayısı vardır. 

Ġspat: Hipotezden 2r 2s  olup    0 0B x ,2r B x ,2s  kapsaması gerçeklenir. Rölatif 

  p . , -kapasitesinin monotonluk özelliğinden 

         0 0p . , p . ,
cap A,B x ,2s cap A,B x ,2r

 
  

bulunur. Ġlk eĢitsizliği ispatlamak için s 2r  durumu olan  

         0 0p . , p . ,
cap A, B x ,2r Tcap A,B x ,4r

 
                                                      (4.1.13.1) 

eĢitsizliğini ispatlamak yeterlidir. Rölatif   p . , -kapasitesi bir Choquet kapasite 

olduğundan, A kompakt bir küme olarak kabul edilebilir. ġimdi 0 g 1   olmak üzere bir 

  0 0g C B x ,2r  fonksiyonu 
2

g
r

   ve  0B x , r  yuvarında g 1  olacak Ģekilde 

seçilsin. Ayrıca 0 f 1   olmak üzere     *

0p . ,
f R A,B x , 4r


  fonksiyonu alınsın. Eğer 

    *

0p . ,
R A, B x ,4r


 kümesi ve g fonksiyonunun tanımları ve   0 0C B x ,2r  uzayının 

    1,p .

0W B x ,2r  uzayında yoğunluğu kullanılırsa, 

       1,p .

0 c 0gf W B x ,2r C B x ,2r   ve A kümesi üzerinde gf 1  bulunur. Böylece 

    0p . ,
gf R A,B x ,2r


  olur. O halde 

    

       
 

 
 

   
 

 
 

   
 

 
 

0

0 0

0p . ,

p x

B x ,2r

p x p xp p

B x ,2r B x ,2r

cap A,B x ,2r

g x f x f x g x x dx

2 g x f x x dx 2 f x g x x dx
 



    

     



 
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 
 

 
 

   
 

 
 

 
 

 
 

   
 

 
 

0 0

0 0

p x p xp 2p p p

B x ,2r B x ,2r

p x p xp 2p p p

B x ,4r B x ,4r

2 f x x dx 2 maks r , r f x x dx

2 f x x dx 2 maks r , r f x x dx

   

   

 

 

    

    

 

 
 

eĢitsizliği elde edilir. Ayrıca,     0p . ,
cap A,B x ,4r 1


  olduğundan     

 p .
0L B x ,4r

f 1


    

sağlanır. Yine, Teorem 2.1.11'den          
 p . p .

0 0
L B x ,4r L B x ,4r

f f
 

     bulunur. Buradan, f 

fonksiyonunun tanımı,   1

0L B x ,4r
 uzayındaki Poincaré eĢitsizliği ve 

       p . 1

0 0L B x ,4r L B x ,4r   gömülmesi kullanılırsa, 

 
 

 
 

   
 

   
 

       

    
 

 
 

0 0 0

p .
0

0

p x

B x ,4r B x ,4r B x ,4r

0 L B x ,4r

p x

0

B x ,4r

f x x dx f x x dx 2rc f x x dx

2rc 1 B x ,4r f

2rc 1 B x ,4r f x x dx



     

  

   

  



 

eĢitsizliği elde edilir. Burada  0B x ,4r    olduğundan 
       p . 1

0 0L B x ,4r L B x ,4r   

gömülme normu  01 B x ,4r  ifadesini geçemez. O halde 

    p 2p 1 p p

0T 2 2 rc ma ks r , r 1 B x ,4r
         olmak üzere 

      
 

 
 

      
 

 
 

 
 

 
 

0

0

0

p xp

0p . ,

B x ,4r

p x2p p p

0

B x ,4r

p x

B x ,4r

cap A,B x ,2r 2 f x x dx

2 maks r , r 2rc 1 B x ,4r f x x dx

T f x x dx



  



 

  

   

  







 

eĢitsizliği sağlanır. Burada     *

0p . ,
f R A,B x ,4r


  üzerinden infimum alınırsa (4.1.13.1) 

elde edilir. O halde ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.14: Herhangi  p .  ve  q .  değiĢken üsleri için 
   
1 1

1
p . q .

   olsun. Ayrıca 

  ağırlık fonksiyonu her dx  için  x 1   koĢulunu sağlasın ve 1 20 r r     olmak 
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üzere  0 1 2A x ;r , r  ile    0 2 0 1B x ,r B x , r  Ģeklindeki bir halka gösterilsin. Eğer 

      0 1 2 0 2p . ,
cap A x ;r , r ,B x , r 1


  ise, 

      d 1 0 1 0 2p . ,
Tcap B x , r ,B x , r 

   

eĢitsizliği sağlanır. Burada hc , değiĢken üslü Lebesgue uzayları için Hölder eĢitsizliğinin 

sabiti olmak üzere 

             
1 1

1 d q 1 n q 1 d q 1 d qq q

h 2 2 0 1 2 2 2 0 1 2T c maks maks r , r A x ;r , r , maks r , r A x ;r , r
       

             
  

Ģeklindedir. 

Ġspat: Herhangi bir   0 0 2f C B x , r  fonksiyonu 
2

f
r

   ve  0 1B x , r  yuvarında f 1  

koĢullarını sağlayacak Ģekilde seçilsin. Bu takdirde       *

0 1 0 2p . ,
f R B x , r ,B x , r


  olur. 

Ayrıca her dy  için standart temsil teoreminden 

 
  

d

d

d 1

f x y x1
f y dx

x y

 

 




 

olur (Gilbarg ve Trudinger, 1983). Yine       0 1 2 0 2p . ,
cap A x ;r , r ,B x , r 1


  olduğundan 

    
 p .

0 1 2L A x ;r ,r
f 1



    sağlanır. Eğer, Teorem 2.1.11 kullanılırsa 

         
 p . p .

0 1 2 0 1 2
L A x ;r ,r L A x ;r ,r

f f
 

     

bulunur. Ayrıca, f fonksiyonunun tanımından 
   
1 1

1
p . q .

   olmak üzere hc 0  için 

 
  

  
       

 

     

    

   

    

d

0 1 2

p . q .
0 1 2 0 1 2

0

d 1 d 1 0 d

0

1 1
0

p x p x
d

A x ;r ,r 0

1 1
1 d

p . p .
h 0

L A x ;r ,r L A x ;r ,r

f x x x
f x dx

x x

f x x x
x x dx

x x

c f x x x x x

 



 

 
   



 
  



    






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            

    

 
 

 
 

q .
0 1 2 0 2

1
p x1 d

p .
h 0

L A x ;r ,r B x ,r

c x x x f x x dx
 

      

eĢitsizliği elde edilir. Teorem 2.1.11'den hc 0  için 

    
   

    
     

 
 

 

   
 

 

 

 

   
 

 

 

q .
0 1 2

q .
0 1 2

0 2

0 1 2

1

1 q1 d
p .

d 1 h 0L A x ;r ,r

1

1 q p x1 d
p .

0L A x ;r ,r
B x ,r

1

qq x
1 d q x

p x
h 0

A x ;r ,r

q x
1 d q x

p x
0

c maks x x x ,

x x x f x x dx

c maks x x x dx ,

x x x dx







 



 

 

 


   

       
  



 
              
 


 
   
 
 


 





 

 
 

 
 0 1 2 0 2

1

q
p x

A x ;r ,r B x ,r

f x x dx




  
   
 

 


 

 

        

      

        
 

 
 0 2

1

1 d q 1 d q q

h 2 2 0 1 2

1

p x1 d q 1 d q q

2 2 0 1 2

B x ,r

c maks maks r , r A x ;r , r ,

maks r , r A x ;r , r f x x dx

  

  

 

 

    


     



 

bulunur. Son eĢitsizlikte       *

0 1 0 2p . ,
f R B x , r ,B x , r


  üzerinden infimum alınırsa istenen 

elde edilir. 

Bu bölümün kalan kısmında, tanıtılan Sobolev   p . , -kapasitesi ve rölatif   p . , -

kapasitesi arasındaki iliĢkiler incelenecektir. 

Teorem 4.1.15: d  sınırlı ve K   kompakt bir küme olsun. Bu takdirde  

           
1

p
p . , p . , p . ,

C K Tmaks cap K, ,cap K,

  

 
   

 
 

olacak Ģekilde bir T 0  sayısı vardır. 

Ġspat: Öncelikle    p . ,
cap K,


    olsun. Aksi halde ispat açıktır. Ayrıca 

       p . , p . ,
f cap K,

 
                                                                                     (4.1.15.1) 
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olacak Ģekilde    *

p . ,
f R K,


   alınsın. ġimdi f fonksiyonu   kümesinin dıĢında sıfır 

olacak Ģekilde geniĢletilsin, yani 

 
 

d

f x ,          x
f x

0,               x

 
 

  
 

olsun ve  g min 1,f  olarak tanımlansın. Sobolev   p . , -kapasitesi ve rölatif   p . ,

-kapasitesinin tanımları göz önüne alınırsa    p . ,
g S K


  olduğu görülür. Böylece 

     
 

 
    

 
 

 
    

d

d

p x p x

p . ,

p x p x

C K g x g x x dx

g x f x x dx


   

   









 

eĢitsizliği sağlanır. Ayrıca, 0 g 1   olduğundan 

 
 

         
p x

g x x dx g x x dx f x x dx
  

                                                 (4.1.15.2) 

eĢitsizliği elde edilir. Eğer  1L   uzayındaki Poincaré eĢitsizliği ve 
     p . 1L L    

gömülmesi kullanılırsa 

      1 1, 1, p . ,
f f cdiam f cdiam 1 f

  
                                           (4.1.15.3) 

bulunur. Teorem 2.1.11 ve (4.1.15.2), (4.1.15.3) eĢitsizliklerinden 

   *T max 1,cdiam 1     olmak üzere 

     
 

   
 

 

     
 

 

     

           

p x p x

p . ,

p x

*

p . ,p . ,

1 1
*

p p
p . , p . , p . ,

C K g x x dx f x x dx

f x x dx f x x dx

T f f

T maks f , f f 



 

 



  

    

    

    
 

  
        

  

 

 

                       (4.1.15.4)

 

eĢitsizliği elde edilir. Ayrıca 1 p p      olduğundan 
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               
1 1 1

p p p
p . , p . , p . , p . ,

maks f , f maks f , f  

   

   
           
   

 

eĢitsizliği sağlanır. Böylece  

                   
1 1

p p
p . , p . , p . , p . , p . ,

maks f , f f 2maks f , f 

    

   
             
   

 

ifadesi bulunur. Gerçekten, 
       

1

p
p . , p . ,

f f

 
      olduğunda, 

               
1

p
p . , p . , p . , p . ,

maks f , f f 2 f

   

 
         
 

                               (4.1.15.5) 

eĢitsizliği sağlanır. Diğer taraftan,        
1

p
p . , p . ,

f f 

 
      olduğunda, 

                   

       

1 1

p p
p . , p . , p . , p . , p . ,

1 1

p p
p . , p . ,

maks f , f f f f

f f

 

 

    

 

 
           
 

    

 

                                                                               
1

p
p . ,

2 f 


                              (4.1.15.6) 

eĢitsizliği elde edilir. O halde, (4.1.15.5) ve (4.1.15.6) ifadelerinden istenilen eĢitsizlik elde 

edilir. Ayrıca, (4.1.15.1) eĢitsizliği, (4.1.15.4) ifadesinde göz önüne alınırsa 

   T 2max 1,cdiam 1     olmak üzere 

               

       

        

1
*

p
p . , p . , p . , p . ,

1

p
p . , p . ,

1

p
p . , p . ,

C K T maks f , f f

Tmaks f , f

Tmaks cap K, , cap K,







   

 

 

  
        

  

 
     

 

  
       

  

 

elde edilir. Burada 0  için limit alınırsa ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.16: 
d  sınırlı ve A   olsun. Bu takdirde  
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           
1

p
p . , p . , p . ,

C A Tmaks cap A, ,cap A,

  

 
   

 
 

olacak Ģekilde bir T 0  sayısı vardır. 

Ġspat: Öncelikle    p . ,
cap A,


    olduğu kabul edilsin. Aksi halde ispat açıktır. Rölatif 

  p . , -kapasitesinin tanımından m   için        mp . , p . ,
cap U , cap A,

 
    olacak 

Ģekilde mU A  açık kümeleri vardır. ġimdi 
m

m 1

U U




  Ģeklinde tanımlansın. O halde, U 

bir Borel kümesidir. Ayrıca A U  olduğundan 

           p . , p . , p . ,
K U
K kompakt

C A C U sup C K
  



   

bulunur. Teorem 4.1.15'ten 

           

         

1

p
p . , p . , p . ,

K U
K kompakt

1

p

p . , p . ,
K U K U
K kompakt K kompakt

C A T sup maks cap K, ,cap K,

Tmaks sup cap K, , sup cap K,





  


 
 

  
    

  

 
       
   
  

 

                
       

1

p
p . , p . ,

Tmaks cap U, ,cap U,

 

 
   

 
                                            (4.1.16.1) 

eĢitsizliği elde edilir. Rölatif   p . , -kapasitesinin monotonluk özelliğinden 

       p . , p . ,
cap A, cap U,

 
                                                                                   (4.1.16.2) 

bulunur. Diğer taraftan, her bir s 1,2,...  verildiğinde 
m s

m 1

U U




  için 

             m sp . , p . , p . , p . ,
s

m 1

cap U, cap U , limcap U , cap A,


   




 
       

 
             (4.1.16.3) 

ifadesinde sağlanır. Ayrıca (4.1.16.2) ve (4.1.16.3) eĢitsizliklerinden 

       p . , p . ,
cap U, cap A,

 
    eĢitliği elde edilir. O halde (4.1.16.1) eĢitsizliğinden ispat 

tamamlanır. 
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AĢağıdaki sonuç, Teorem 4.1.16'dan kolaylıkla görülür.  

Sonuç 4.1.17: d  sınırlı bir küme ve    p . ,
cap A, 0


   olsun. Bu takdirde 

   p . ,
C A 0


  sağlanır. 

Sonuç 4.1.17'nin tersi her zaman doğru değildir. Tersinin doğruluğu için aĢağıdaki teorem 

verilsin. 

Teorem 4.1.18: Herhangi bir A   kümesi verilsin. Ayrıca,      1,p . d dW C    uzayı 

   1,p . dW   uzayında yoğun olsun. Eğer    p . ,
C A 0


  ise,    p . ,

cap A, 0


   sağlanır. 

Ġspat: Öncelikle,    p . ,
C K 0


  olacak Ģekilde K   kompakt kümesi alınsın. 

     1,p . d dW C    uzayı    1,p . dW   uzayında yoğun olduğundan ve    d dC C    

kapsamasından tanımdaki kabul edilebilir fonksiyonların kümesi yerine 

         * d

p . , p . ,
S K S K C

 
    alınabilir. Böylece 

 m 1,p . ,
f 0


  olacak Ģekilde 

     *

m p . ,m
f S K





 dizisi vardır. Yine K kümesinde g 1  olan  0g C   alınsın. O 

halde,    p . ,
S K


 kümesinin tanımı ve  0C   uzayının    1,p . dW   uzayında yoğunluğu 

kullanılırsa    m p . ,
gf R K,


   bulunur. Ayrıca, g fonksiyonunun tanımından ve 

 m 1,p . ,
f 0


  yakınsamasından 

        
 

 

    
 

      
 

 

 
 

 

 
 

   
 

 

   

d d

p x

mp . ,

p x p x

m m

K K

p x

m

K

p x p x

m m

m1,p . ,

cap K, g x f x x dx

g x f x x dx g x f x x dx

f x x dx

f x x dx f x x dx

f









   

     

  

    

 



 



 
 

 

olup        mp . , 1,p . ,
cap K, f

 
    elde edilir. Burada m   için limit alınır ve p    

olduğundan 
 m 1,p . ,

f 0

  olması için gerek ve yeter koĢulun    m1,p . ,

f 0


   olduğu da 

göz önüne bulundurulursa    p . ,
cap K, 0


   elde edilir. ġimdi    p . ,

C A 0


  olacak 
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Ģekilde A   kümesi alınsın. Sobolev   p . , -kapasitesinin tanımından m   için 

   mp . ,
C U 0


  olacak Ģekilde mU A  açık kümeleri mevcuttur. Ayrıca, 

m

m 1

U U




   

olarak tanımlansın. O halde U, A U  kapsamasını sağlayan bir Borel kümesidir. Ayrıca, 

her s 1,2,...  verildiğinde 
m s

m 1

U U




  için Sobolev   p . , -kapasitesinin monotonluk 

özelliğinden 

             m sp . , p . , p . , p . ,
s

m 1

C U C U limC U C A 0


   




 
     

 
  

olup    p . ,
C U 0


  sağlanır. Yine, rölatif   p . , -kapasitesinin özelliğinden 

           p . , p . , p . ,
K U
K kompakt

cap A, cap U, sup cap K,
  



      

elde edilir. Son eĢitlikte, ispatın ilk kısmından    p . ,
cap K, 0


   olduğu göz önüne 

alındığında    p . ,
cap A, 0


   olarak elde edilir. 

Teorem 4.1.19:  0A B x ,r  için     0p . ,
cap A,B x ,2r 1


  olsun. Bu takdirde, 

            0 2p . , p . , p . ,

1

1
C A cap A,B x ,2r T C A

T
  

   

olacak Ģekilde 1 2T ,T 0  sayıları vardır. 

Ġspat: Öncelikle ispat, kompakt kümeler için gösterilsin. Bunun için  0K B x ,r  

kompakt kümesi alınsın. ġimdi   0 0g C B x ,2r , 0 g 1   fonksiyonu 
2

g
r

   ve 

 0B x , r  yuvarında g 1  olacak Ģekilde tanımlansın. Ayrıca    p . ,
f S K


  alınsın. Eğer 

   p . ,
S K


 kümesi ve g fonksiyonunun tanımları,   0 0C B x ,2r  uzayının 

    1,p .

0W B x ,2r  uzayında yoğunluğu kullanılırsa, 

       1,p .

0 c 0gf W B x ,2r C B x ,2r   ve K kümesinde gf 1  olarak bulunur. Böylece 

    *

0p . ,
gf R K,B x ,2r


  olur. O halde 
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            
 

 
 

   
 

 
 

   
 

 
 

 
 

 
 

   
 

 
 

    
 

 
    

0

0

0

0

0

d

p x

0p . ,

B x ,2r

p xp

B x ,2r

p xp

B x ,2r

p xp

B x ,2r

p x2p p p

B x ,2r

p x p x2p p p

cap A,B x ,2r g x f x f x g x x dx

2 g x f x x dx

2 f x g x x dx

2 f x x dx

2 maks r , r f x x dx

2 1 maks r , r f x f x x dx







  

  



 

 

    

  

  

  

 

    














 

eĢitsizliği sağlanır. Burada,    p . ,
f S K


  üzerinden infimum alınırsa 

  2p p p

2T 2 1 maks r , r
      olmak üzere 

        0 2p . , p . ,
cap K,B x ,2r T C K

 
                                                                         (4.1.19.1) 

eĢitsizliği elde edilir. ġimdi, 0 f 1   olmak üzere   0 0f C B x ,2r  fonksiyonu K 

kümesini içeren bir açık kümede f 1  olacak Ģekilde tanımlansın. O halde 

    *

0p . ,
f R K,B x ,2r


  olur. Hipotezden     0p . ,

cap A,B x ,2r 1


  olduğundan 

    
 p .

0L B x ,2r
f 1



    bulunur. Ayrıca, Teorem 2.1.11 kullanılırsa 

         
 p . p .

0 0
L B x ,2r L B x ,2r

f f
 

     bulunur. O halde, 0 f 1  ,   1

0L B x ,2r
 uzayındaki 

Poincaré eĢitsizliği, 
       p . 1

0 0L B x , 2r L B x , 2r   olması kullanılırsa, 

 
 

     

   
 

   
 

   
 

   
 

       

    
 

 
 

d d

d
0 0

0

0

p .
0

0

p x

B x ,2r B x ,2r

B x ,2r

B x ,2r

0 L B x ,2r

p x

0

B x ,2r

f x x dx f x x dx

f x x dx f x x dx

f x x dx

cr f x x dx

cr 1 B x ,2r f

cr 1 B x ,2r f x x dx





  

   

 

  

  

   

 

 







 


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eĢitsizliği elde edilir. Burada 
       p . 1

0 0L B x ,2r L B x ,2r   gömülme normu 

 01 B x ,2r  ifadesini geçemez. Böylece   1 0T 1 cr 1 B x ,2r    olmak üzere 

     
 

 
    

    
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

d

0 0

0

p x p x

p . ,

p x p x

0

B x ,2r B x ,2r

p x

1

B x ,2r

C K f x f x x dx

cr 1 B x ,2r f x x dx f x x dx

T f x x dx


   

      

  



 





 

eĢitsizliği elde edilir. Burada     *

0p . ,
f R K, B x , 2r


  üzerinden infimum alınırsa 

  1 0T 1 cr 1 B x ,2r    için 

        0p . , p . ,

1

1
C K cap K,B x ,2r

T
 

                                                                        (4.1.19.2) 

eĢitsizliği sağlanır. (4.1.19.1) ve (4.1.19.2) eĢitsizliklerinden kompakt kümeler için ispat 

tamamlanır. ġimdi  0A B x ,r  kümesi alınsın. Sobolev   p . , -kapasitesinin 

tanımından m   için        mp . , p . ,
C E C A

 
  olan  m 0A E B x ,2r   Ģeklindeki 

 m m
E


 açık kümeleri vardır. Ayrıca 

m

m 1

E E




  olsun. O halde E, A E  kapsamasını 

sağlayan bir Borel kümesidir. Buradan 

       p . , p . ,
C A C E

 
                                                                                                (4.1.19.3) 

eĢitsizliğinin sağlandığı görülür. Böylece her s 1,2,...  verildiğinde 
m s

m 1

U U




  için 

Sobolev   p . , -kapasitesinin özelliğinden 

             m sp . , p . , p . , p . ,
s

m 1

C E C E limC E C A


   




 
   

 
                                            (4.1.19.4) 

eĢitsizliği sağlanır. O halde (4.1.19.3) ve (4.1.19.4) ifadelerinden        p . , p . ,
C E C A

 
  

elde edilir. Rölatif   p . , -kapasitesinin Choquet kapasite olması kullanılırsa 

    
      

         

0
0 0p . , p . ,

A E B x ,2r
     E açık

0 0p . , p . ,
    K E
K kompakt

cap A,B x ,2r inf cap E,B x ,2r

cap E,B x ,2r sup cap K,B x ,2r

 
 

 




 
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bulunur. Ayrıca kompakt kümeler için ispatın ilk kısmı göz önüne alınırsa 

  2p p p

2T 2 1 max r , r
      olmak üzere 

        0 2p . , p . ,
    K E
K kompakt

cap A,B x ,2r T sup C K
 



  

                                          2 2p . , p . ,
T C E T C A

 
                                                    (4.1.19.5) 

eĢitsizliği elde edilir. Diğer taraftan, benzer teknikle   1 0T 1 cr 1 B x ,2r    olmak 

üzere 

        0p . , p . ,

1

1
C A cap A,B x ,2r

T
 

                                                                        (4.1.19.6) 

ifadesinin sağlandığı görülür. Böylece (4.1.19.5) ve (4.1.19.6) eĢitsizliklerinden ispat 

tamamlanır. 

 

4.2. Sıfır Sınır Değerli Ağırlıklı DeğiĢken Üslü Sobolev Uzayları ve Bazı Özellikleri 

Bu bölümde sıfır sınır değerli ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayları tanıtılacak ve bazı 

temel özellikleri incelenecektir. Ayrıca, bu uzaylar için Poincaré eĢitsizliği ispatlanacaktır. 

Uzayın elemanlarından oluĢan yeni bir kapasite tanımlanıp Sobolev   p . , -kapasitesi ile 

arasındaki bazı eĢitsizlikler verilecektir. 

AĢağıdaki teorem 1998 yılında Kilpeläinen tarafından yapılan (Kilpeläinen, 1998) 

çalıĢması kullanılarak ispatlanabilir. 

Teorem 4.2.1: 
d  üzerinde tanımlı herhangi f ve g fonksiyonları   p . , -q.c. olsun ve  

dU    açık kümesi alınsın. Bu takdirde 

(i) U kümesinde h.h.h. f g  ise, U kümesinde f g    p . , -q.e. olur. 

(ii) U kümesinde h.h.h. f g  ise, U kümesinde f g    p . , -q.e. olur. 

Herhangi dA   için 

              1,p .* d

p . ,
S A f W :  f  fonksiyonu p . , - q.c. ve A kümesinde p . , - q.e.

     
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kümesi verilsin. ġimdi Sobolev   p . , -kapasitesi yerine düĢünülebilecek olan 

   
       

   
 

 
 

    
* *
p . , p . , d

p x p x*

p . , 1,p . ,
f S A f S A

C A inf f inf f x f x x dx
 

 
 

     


 

tanımlansın. 

Teorem 4.2.2: dA   olmak üzere her dx  için  x 1   eĢitsizliği sağlansın. O 

halde        *

p . , p . ,
C A C A

 
  olur. 

Ġspat: Herhangi bir 0 1    sayısı ve 0 f 1   olacak Ģekilde herhangi    *

p . ,
f S A


  

fonksiyonu alınsın. Ayrıca, A V  kümesinde f 1  ve d V  kümesinde f sürekli 

fonksiyon olmak üzere    p . ,
C V


   olan bir V açık kümesi seçilsin. ġimdi, 

  dU x V : f x 1 V       tanımlansın. Buradan A V U V    olur. Yine, 

   p . ,
C V


   olduğundan    1,p . ,

g


    ve 0 g 1   olacak Ģekilde    p . ,
g S V


  alınsın. 

Ayrıca 
f

h g
1

 
 

 fonksiyonu tanımlansın. U kümesinin tanımından V U  olup 

 U V V U    ifadesi bulunur. Ayrıca  x 1   için    p . ,
V C V


  olduğunu biliniyor 

(Aydın, 2012b). O halde,  U V V U    kümesinde h.h.h. h 1  olur. Ayrıca f 

fonksiyonu d V  kümesinde sürekli ve V kümesi açık olduğundan U açık olup A U  

kapsaması sağlanır. O halde,    p . ,
h S A


  olur. Yine, 

 p .
t t  dönüĢümünün konveks 

olduğu biliniyor (Diening ve ark., 2011). Buradan Teorem 2.1.5'teki eĢitsizlik, değiĢken 

üslü durumu için de sağlanır. O halde, her 0   için 

     
   

   

 
 

 

 
 

 

   
 

 

 
 

 

d

d d

d

p x p x 1
p xp x 1

p . ,

p x p 1
p xp 1

p p
p x

f x 1
h 1 1 g x x dx

1

f x 1
1 x dx 1 g x x dx

1

1 1
f x x dx 1

1





 









 
 

        
    

 

 
       

   

    
       

     



 





 


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elde edilir. Burada 

1

2p    olarak seçilirse 0  için 

p
1

1
1



  
 

  
 ve 

p
1 1p

2p p1
1 0




 
  

             

 ifadesi bulunur. O halde 

     
 

     
d

p x

p . , p . ,
h f x x dx f

 
    



 

eĢitsizliği sağlanır. Benzer Ģekilde 
       p . , p . ,

h f
 

      olup        1,p . , 1,p . ,
h f

 
    

eĢitsizliği elde edilir. Eğer    p . ,
h S A


  ve    *

p . ,
f S A


  üzerinden infimum alınırsa 

       *

p . , p . ,
C A C A

 
  bulunur. 

Uyarı 4.2.3: Bu bölümün kalan kısmında      1,p .d dC W

   uzayının    1,p . dW   

uzayında yoğun olması durumunda  p .  değiĢken üssüne yoğunluk koĢulunu sağlar 

denilecektir. AĢağıdaki teorem (Harjulehto ve ark. 2003b) çalıĢmasındaki Teorem 5.2'deki 

ispat yöntemiyle kolaylıkla ispatlanır. 

Teorem 4.2.4:  p .  değiĢken üssü yoğunluk koĢulunu sağlasın. Herhangi bir 

   1,p . df W   için d  kümesinde h.h.h. f g  olacak Ģekilde    1,p . dg W     p . , -

q.c. fonksiyonu vardır. 

Teorem 4.2.5: 
dA   olsun ve  p .  yoğunluk koĢulunu sağlasın. Ayrıca, her dx  için 

 x 1   olsun. Bu takdirde,        *

p . , p . ,
C A C A

 
  eĢitliği vardır. 

Ġspat: Burada ispatın tamamlanması için Teorem 4.2.2'den        *

p . , p . ,
C A C A

 
  

eĢitsizliğinin sağlanması yeterli olacaktır. ġimdi    p . ,
f S A


  fonksiyonu ve B üzerinde 

f 1  olacak Ģekilde bir B A  açık kümesi verilsin. Teorem 4.2.4'ten B kümesinde h.h.h. 

f 1  olacak Ģekilde d  üzerinde tanımlı bir *f ,   p . , -q.c. fonksiyonu vardır. Ayrıca, 

Teorem 4.2.1 (ii)'den ve A B  ifadesinden A kümesinde *f 1    p . , -q.e. olur. 

Böylece    * *

p . ,
f S A


  bulunur. O halde,    p . ,

f S A


  ve    * *

p . ,
f S A


  üzerinden 

infimum alınırsa istenen elde edilir. 
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Teorem 4.2.6:  Her dx  için  x 1   eĢitsizliği sağlansın. Ayrıca, her i  için 

   1,p . dW  uzayında if f  olacak Ģekilde    1,p . d

if W     p . , -q.c. fonksiyonları 

alınsın. O halde f,   p . , -q.c. fonksiyondur ve  i i
f


 dizisinin f fonksiyonuna d  

kümesinde noktasal olarak   p . , -q.e. yakınsayan bir alt dizisi vardır. 

Ġspat: Normlu uzaylarda her yakınsak dizinin bir Cauchy dizisi olduğu biliniyor. O halde, 

 if  dizisinin yine  if  olarak gösterilen ve 
 

ip

i i 1 1,p . ,
i 1

2 f f 1




 


   eĢitsizliğini sağlayan 

bir alt dizisi vardır. ġimdi    d

i i i 1 i

1
A x : f x f x

2


 
    
 

  ve j i

i j

B A




  tanımlansın. 

   1,p . dW  , bir vektör uzayı olduğundan her i  için    1,p .i d

i i 12 f f W     olur. 

Ayrıca, her i  için    1,p . d

if W   fonksiyonları   p . , -q.c. olduğundan 
i

i i 12 f f   

fonksiyonu da   p . , -q.c. olur. iA  kümesinin tanımından  bu kümenin tamamında 

i

i i 12 f f 1   olup iA  kümesinin sıfır kapasiteli bir kümesi üzerinde de 
i

i i 12 f f 1   

sağlanır. O halde    i *

i i 1 ip . ,
2 f f S A 

   olarak bulunur. Teorem 4.2.2'den 

               * i ip

i i i i 1 i i 1p . , p . , 1,p . , 1,p . ,
C A C A 2 f f 2 f f



    
        

eĢitsizliği elde edilir. Herhangi bir    1,p . dh W   için 
 1,p . ,

h 1

  ise, 

   
 1,p . , 1,p . ,

h h
 

   olduğu biliniyor (Kováčik ve Rákosník, 1991). Ayrıca, 

     

ip ip

i i 1 i i 1 i i 11,p . , 1,p . , 1,p . ,
i 1

f f 2 f f 2 f f 1
 



    


       

olup 
   

 i i 1 i i 11,p . , 1,p . ,
f f f f  

     bulunur. Böylece 

           
 

ip ip

j i i i 1 i i 1p . , p . , 1,p . , 1,p . ,
i j i j i j

C B C A 2 f f 2 f f 0
 

  

    
  

          

elde edilir. Tanımından  j j
B


 dizisi azalan olup her j  için j j

j 1

B B




  yazılır. 

Sobolev   p . , -kapasitesinin monotonluk özelliğinden 
     j jp . , p . ,

j 1

C B C B


 



 
 

 
  
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olduğu görülür. Bu ise     jp . ,
j

C B



 dizisinin sınırlı azalan bir aile olduğunu gösterir. 

Ayrıca, alttan sınırlı azalan bir reel sayı dizisinin infimumunun aynı zamanda limiti olduğu 

bilindiğinden 

         j j jp . , p . , p . ,
j j

j 1

C B inf C B limC B 0


  
 



 
   

 


  

elde edilir. Yine, 
d

j

j 1

B




   kümesinde if f  olup 
  jp . ,

j 1

C B 0






 
 

 
  için   p . , -q.e. 

yakınsaması görülür. ġimdi f fonksiyonunun   p . , -q.c. olduğu ispatlanacaktır. 

Herhangi bir 0   verilsin. Ġspatın ilk kısmından    jp . ,
C B

2



  ve 

d

jB  kümesinde 

if f  olacak Ģekilde 
d

jB    kümesi vardır. Ayrıca, d  kümesinde her if    p . , -q.c. 

olduğundan    ip . , i 1
C U

2
 


  ve if  fonksiyonlarının d

iU  kümelerine kısıtlanıĢı sürekli 

olacak Ģekilde d

iU   açık kümeleri seçilebilir. ġimdi 
i

i 1

U U




  Ģeklinde tanımlanmak 

üzere 

         i ip . , p . , p . , i 1
i 1 i 1i 1

C U C U C U
2 2

  

   
 

   
    

 
   

olup            j jp . , p . , p . ,
C B U C B C U

2 2
  

 
        sağlanır. Ayrıca, her 

 d

ix B U    ve t j i   için 

       
t 1 t 1

1 j

j t i i 1 i i
i j i j i j

1 1
f x f x f x f x 2

2 2

  




  

         

bulunur. Bu ise yakınsamanın  d

iB U   kümesinde düzgün sürekli, dolayısıyla 

sürekli olduğunu gösterir. Bu ise ispatı tamamlar. 

ġimdi d  için 
   1,p .

0,W    uzayının tanımı verilsin. 
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Tanım 4.2.7 (Sıfır Sınır Değerli Ağırlıklı DeğiĢken Üslü Sobolev Uzayı): d  açık 

bir küme olsun.   üzerinde tanımlı, ölçülebilir f fonksiyonu için   kümesinde h.h.h. 

*f f  ve d   kümesinde *f 0    p . , -q.e. olan bir    1,p .* df W     p . , -q.c. 

fonksiyonu olsun. Bu özelliği sağlayan f fonksiyonlarının oluĢturduğu uzaya sıfır sınır 

değerli ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayları denir ve 
   1,p .

0,W    ile gösterilir. Burada, 

bu koĢulları sağlayan *f  fonksiyonu f fonksiyonunun kanonik temsilcisi olarak 

adlandırılır. Herhangi bir 
   1,p .

0,f W    için 

       
1,p . 1,p . d
0,

*

W W
f f

 




                                                                                                (4.2.7.1) 

Ģeklinde tanımlı    
1,p .

0,W
.

 
, 

   1,p .

0,W    üzerinde bir normdur. Ayrıca tanımdan 

       1,p . 1,p .d d

0,W W    olduğu görülür. 

ÇalıĢmanın bu bölümü boyunca d  açık bir küme olarak kabul edilecektir. 

Teorem 4.2.8: 
   1,p .

0,W    uzayı    
1,p .

0,W
.

 
 normuna göre bir Banach uzayıdır. 

Ġspat: 
   1,p .

0,W    uzayında herhangi bir  if  Cauchy dizisi alınsın. O halde her i  için 

if  fonksiyonlarının *

if  kanonik temsilcisi vardır. Böylece   kümesinde h.h.h. *

i if f  ve 

d   kümesinde *

if 0    p . , -q.e. olacak Ģekilde    1,p .* d

if W     p . , -q.c. 

fonksiyonu bulunur. (4.2.7.1) eĢitliği kullanılırsa  *

i i
f


,    1,p . dW   uzayında bir Cauchy 

dizisi olur. Yine ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayı Banach uzay olduğundan 

   1,p . dW   uzayında *

if f  olacak Ģekilde bir    1,p . df W   vardır. Ayrıca (4.2.7.1) 

eĢitliğinden 

       
1,p . 1,p . d
0,

*

i iW W
f f f f 0

 


   


 

olup 
   1,p .

0,W    uzayında if f  olduğu görülür. O halde ispatın tamamlanması için 

   1,p .

0,f W    olduğunu göstermek yeterlidir. Eğer Teorem 4.2.6 kullanırsa f 
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fonksiyonunun   p . , -q.c. olduğu ve  *

if  dizisinin de f fonksiyonuna    1,p . dW   

uzayında (noktasal)   p . , -q.e. yakınsayan bir  
j

*

if  alt dizisinin varlığı görülür. ġimdi  

    
j

d *

1 iA x : f x ,  f x  fonksiyonuna yakınsamasın    

ve  

  
j

d *

2 iA x : f x 0     

kümeleri tanımlansın.    
j

* *

i if f  dizisi f fonksiyonuna d  kümesinde, dolayısıyla 

d   kümesinde (noktasal)   p . , -q.e. yakınsadığından    1p . ,
C A 0


  bulunur. Yine 

d   kümesinde 
j

*

if 0    p . , -q.e. olduğundan    2p . ,
C A 0


  sağlanır. Böylece 

1 2A A A   için herhangi bir  d

1 2x A A    verildiğinde d

1x A   ve 

d

2x A   olup 

       
j j

* *

i if x f x f x f x    

ifadesinden  f x 0  bulunur. Ayrıca  

           1 2 1 2p . , p . , p . ,
C A A C A C A 0

  
     

eĢitsizliğinden sıfır Sobolev   p . , -kapasiteli 1 2A A  kümesinin dıĢında f 0  olup 

d   kümesinde f 0    p . , -q.e. bulunur. O halde 
   1,p .

0,W    uzayının tanımında 

yer alan f fonksiyonu temsilcisi kendisi olarak alındığında 
   1,p .

0,f W    elde edilir. 

Teorem 4.2.9: 
   1,p .

0,W    uzayı yansımalı bir uzaydır. 

Ġspat:    1,p . dW   uzayının yansımalı bir Banach uzay olduğu biliniyor (Aydın, 2012b). 

Ayrıca, Teorem 4.2.8'den 
   1,p .

0,W    uzayı kapalıdır. Yansımalı bir uzayın kapalı bir alt 

uzayı da yansımalı olduğundan istenen elde edilir (Dunford ve Schwartz, 1958). 
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ġimdi, 
   1,p .

0,H    olarak  0C   uzayının 
   1,p .

W  uzayındaki kapanıĢı gösterilsin. 

Böylece, 
   1,p .

0,f H    olması için gerek ve yeter koĢul    
1,p .i W

f f 0
 

   olacak Ģekilde 

 0C   uzayında bir  i i
f


 dizisi vardır. 

   1,p .
W   uzayının bir Banach uzay olması ve 

       1,p . 1,p .

0,H W     sağlanması, 
   1,p .

0,H    uzayının da bir Banach uzay olduğu 

gösterir. 

Sonuç 4.2.10: Herhangi dx  için  x 1   olsun. O halde, 

           1,p . 1,p . 1,p .

0, 0,H W W        kapsaması sağlanır. 

Ġspat:    0C C     olduğundan herhangi bir  0f C   için  f C   olup f 

süreklidir, dolayısıyla,   p . , -q.c. fonksiyondur. Ayrıca   kümesinde h.h.h. f f  

yazılabilir. Yine, f kompakt destekli olduğundan d   kümesindeki destekte f 0  olup 

   1,p .

0,W    uzayının tanımında yer alan *f  kanonik temsilci f fonksiyonunun kendisidir. 

Bu ise 
   1,p .

0,f W    olduğunu gösterir. O halde      1,p .

0 0,C W

    sağlanır. Yine 

   1,p .

0,W    Banach uzayı olup kapalı olduğundan 
       1,p . 1,p .

0, 0,H W     elde edilir. 

Ġspatın kalan kısmı için herhangi bir 
   1,p .

0,f W    alınsın. O halde,  'da h.h.h. *f f  ve 

d   kümesinde *f 0    p . , -q.e. olacak Ģekilde    1,p .* df W     p . , -q.c. 

fonksiyonu vardır. Ayrıca,  x 1   için herhangi bir dA   verildiğinde    p . ,
A C A


  

olduğu biliniyor (Aydın, 2012b). O halde 

   
      

 
 

    
 

      
 

 

   
 

1,p .

d

1,p .

p x

W

p x p x
* * * *

*

W

f f x f x x dx

f x f x x dx f x f x x dx

f








 



    

       

   



 


 

olup 
   1,p .

f W   bulunur. Böylece 
       1,p . 1,p .

0,W W     kapsaması elde edilir. 

Teorem 4.2.11: Herhangi dx  için  x 1   olsun. Eğer      1,p .
C W

    uzayı 

   1,p .
W   uzayında yoğun ise, 

       1,p . 1,p .

0, 0,H W     olur. 
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Ġspat: Sonuç 4.2.10'dan ispatı bitirmek için 
       1,p . 1,p .

0, 0,W H     kapsamasının 

sağlanması yeterlidir. O halde herhangi bir 
   1,p .

0,f W    verilsin. Ġspatın tamamlanması 

için 
 

*

i 1,p . ,
f 0


   olacak Ģekilde  0C   uzayının bir  i i




 dizisi bulunmalıdır. 

ġimdi  * *f maks f ,0   ve  * *f min f ,0   olsun. Bu takdirde * * *f f f    olur. O halde, 

*f  pozitiftir. Ayrıca, *f  fonksiyonuna  * *

jf min f , j  ile yaklaĢılabildiğinden *f , sınırlı 

bir fonksiyon olarak düĢünülebilir. Benzer Ģekilde, *f  fonksiyonunun kompakt desteğe 

sahip olduğu varsayılabilir. 

ġimdi 0   olsun ve *f , d A  kümesinde sürekli ve    p . ,
C A


   olacak Ģekilde bir A 

açık kümesi alınsın. Ayrıca, 0 1   , 
 1,p . , 

    ve A kümesinde 1   olacak 

Ģekilde    1,p . dW     alınsın. O halde *f  fonksiyonu, d A  kümesinde sürekli ve 

d  'da h.h.h. sıfıra eĢit olduğundan, her  dx A    için  *f x 0  olacaktır. 

ġimdi 0 1    olmak üzere  * *f max f ,0    tanımlansın. Böylece *f ,  d A B   

kümesinde sıfıra eĢit olacak Ģekilde d A  kümesinde (dolayısıyla d  kümesinde) kapalı 

olan bir B A  sınırlı kümesi bulunabilir. Buradan d B  kümesinde   *1 f 0    

sağlanır ve B kapalı olduğundan   *1 f   fonksiyonunun desteği B kümesini içerir, bu 

yüzden de   kümesinde kompakt desteklidir. Ayrıca, 

 
     

* * * * *

1,p . , 1,p . , 1,p . ,
f 1 f f f f      
       

eĢitsizliği sağlanır. ġimdi,   *T x : f x     olarak tanımlansın. O halde *f  ve *f  

fonksiyonlarının tanımlarından 

         

   

p . p .

* * * * * *

p . , L T L T

T Tp . , p . ,

f f f f f f
 

   

 

    

     
 

 

ve 

         

 

p . p .

* * * * * *

p . , L T L T

*

T p . ,

f f f f f f

f

 
   



       

  
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eĢitsizlikleri elde edilir. Buradan 0  için 
 

* *

1,p . ,
f f 0 
   bulunur. Ayrıca 

       
 

    
 

 
 

 

  
 

 
 

 

d d

d

p x p xp x* * p 1 *

1,p . ,

p xp xp 1 *

f x f x x dx 2 x f x x dx

2 x f x x dx







  





        

  

 



 



 

eĢitsizliği sağlanır. Burada *f , sınırlı ve kompakt destekli olduğundan K sup pf  için 

   
 

    
 

 
 

 

  
 

 
 

    
 

 

d d

d
d

p x p xp x* p 1 *

p x p x p x* p 1

x K

x f x x dx 2 x f x x dx

sup f x x x dx 2 x x dx







 



 


    

 
       

 

 

 

 

 

 

olur. Böylece 

        
 

  
 

 
 

 
d

d

p x p xp x* p 1 * p 1 *

1,p . ,
x

f 2 1 sup f x 2 x f x x dx
  

 


        
 

 

elde edilir. Ayrıca, 0  için    p . dL   uzayında 0   olduğundan h.h.h. (noktasal 

olarak) sıfıra yakınsayan bir  i i



 dizisi vardır. Lebesgue sınırlı yakınsaklık teoreminden 

i  için   
 

 
 

 
d

p xp x *

i x f x x dx 0   


 olur. Ayrıca p    olduğundan 0  

için 
 

*

1,p . ,
f 0 

   elde edilir (Kováčik ve Rákosník, 1991). Böylece , 0    için 

  * *1 f f    olur. O halde, 
   1,p .

0,W   'daki her fonksiyona 
   1,p .

W   uzayında 

kompakt destekli fonksiyonlarıyla yaklaĢılabildiği ispatlanmıĢ olur. 

ġimdi   *1 f    fonksiyonu tanımlansın. Ayrıca,    1,p . dW   uzayında her i  için 

  fonksiyonuna yakınsayan  d

i C    ve supp  kümesinde 1'e eĢit olan  0C   

fonksiyonları alınsın. O halde 

       
 

    
 

 

   
 

    
 

 
d

p xp x

i i i1,p . ,

supp

p xp x

i i

supp

x x x x x dx

x x x x x dx





 

          
  

        
  





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eĢitsizliği elde edilir. Eğer i  için i   olduğundan 

   
 

    
 

 
p xp x

i i

supp

x x x x x dx 0


        
    

bulunur. Ayrıca c sabiti   fonksiyonuna bağlı olmak üzere 

   
 

    
 

 

 
 

 
 

 

d

d

p xp x

i i

supp

p x p x

i i

supp

x x x x x dx

c x x x dx

 

 

       
  

     
  









 

eĢitsizliği sağlanır. Böylece i  için i   ve d supp   kümesinde 0  olması 

kullanılırsa, 

   
 

    
 

 
d

p xp x

i i

supp

x x x x x dx 0

 

        
  



 

elde edilir. O halde i  için    i1,p . ,
0


    bulunur. p    olduğundan 

 i 1,p . ,
0


   sağlanır. Böylece 

     

* *

i i 1,p . ,1,p . , 1,p . ,
f f 0

 
       

elde edilir. O halde ispat tamamlanır. 

Teorem 4.2.12: 1 q ,p     ve h.h.h. dx  için    q x p x  olmak üzere d  

sınırlı bir küme olsun. O halde, 
       1,p . 1,q .

0, 0,W W    gömülmesi sağlanır. 

Ġspat: Herhangi bir 
   1,p .

0,f W    fonksiyonu alınsın. 
           1,p . 1,p . p .

0,W W L        

olduğundan 
   p .

f L   ve 
   p .

f L    bulunur. Ayrıca hipotezdeki koĢullar altında 

       p . q .
L L    olduğu biliniyor (Liu, 2008). O halde 

   q .
f L   ve 

   q .
f L    

olup 
   1,q .

f W  , dolayısıyla, kanonik temsilci tanımından    1,q .* df W   elde edilir. 

Buradan 

   
   

1,p .1,q . d
0,

*

WW
f c f






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olacak Ģekilde c sabiti vardır. Burada    1,q . d

*

W
f

 
 normunun yerine    

1,q .

0,W
f

 
 normunun 

yazılamaz. Çünkü 
   1,q .

0,f W    ifadesi bilinmemektedir. Bu yüzden   kümesinde h.h.h. 

*f f  ve d   kümesinde *f 0    q . , -q.e. olacak Ģekilde    1,q .* df W   

  q . , -q.c. olduğu gösterilecektir. ġimdi   d *K x : f x 0     tanımlansın. 

Ayrıca    
r 1 r 1

K B 0,r K B 0, r K
 

 

      olduğundan 

        q . , q . ,
r 1

0 C K C K B 0,r


 


    

eĢitsizliği bulunur. Eğer     q . ,
C K B 0, r 0


   sağlanırsa d   kümesinde *f 0  

  q . , -q.e. olduğu gösterilmiĢ olur. Hipotezden d   kümesinde *f 0    p . , -

q.e. olduğundan    p . ,
C K 0


  sağlanır. Sobolev   p . , -kapasitesinin monotonluk 

özelliğinden     p . ,
C K B 0, r 0


   bulunur. O halde infimum özelliğinden 

        i1,p . , p . ,
g C K B 0, r

 
      

veya buna denk olarak 

 
 

 
 

 
d

p x p x

i ig x g x x dx 0    
  



                                                                (4.2.12.1) 

olacak Ģekilde     i p . ,
g S K B 0, r


   alınabilir. ġimdi rh  fonksiyonu,  B 0,2r  yuvarında 

rh 1  ve  B 0,3r  yuvarının dıĢında rh 0  olarak tanımlansın. O halde, 

    r i q . ,
h g S K B 0, r


   olur. Gerçekten 

       
 

 
 

   
 

 
 

   
 

 
 

   
 

 
   

 
 

 
 

 
 

 
   

 
 

 
 

d

q x q x

r i r i r iq . ,

B 0,3r B 0,3r

q x q x

r i r i

B 0,2r B 0,3r B 0,2r

q x q x

i i

B 0,2r B 0,3r B 0,2r

q x

i

B 0,3r

h g h x g x x dx h x g x x dx

h x g x x dx h x g x x dx

g x x dx g x x dx

g x x dx









    

   

   

   

 

 

 




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eĢitsizliği sağlanır. Benzer Ģekilde,     r iq . ,
h g


     olduğu görülür. O halde 

   1,q . d

r ih g W   elde edilir. Diğer taraftan,  B 0,2r  yuvarında rh 1  ve 

    i p . ,
g S K B 0, r


   olduğundan  B 0,2r  yuvarında r ih g 1  sağlanır. Buradan 

    r i q . ,
h g S K B 0, r


   olup          1,q . 1,p .d dr i iW W

h g C r g
 


 

 eĢitsizliği sağlanır. 

(4.2.12.1) yakınsamasından p    için    1,p . di W
g 0






 olur. O halde    1,q . dr i W
h g 0






 

olup p    iken q    olacağından    r i1,q . ,
h g 0


   bulunur. Eğer 

    r i q . ,
h g S K B 0, r


   üzerinden infimum alınırsa     q . ,

C K B 0, r 0


   elde edilir. 

Buradan d   kümesinde *f 0    q . , -q.e. olarak bulunur. Ġspatı tamamlamak için 

*f    p . , -q.c. fonksiyonunun   q . , -q.c. olduğu gösterilmelidir. Bunun için  dB   

yuvarında sağlanması yeterlidir. *f    p . , -q.c. olduğundan *f  fonksiyonunun iB K  

kümesine kısıtlanıĢı süreklidir ve    ip . ,

1
C K

i


  olacak Ģekilde iK B  verilsin. Yine 

 
 

 
 

 
d

p x p x

i i

1
g x g x x dx

i
    
  



                                                                  (4.2.12.2) 

olacak Ģekilde    i ip . ,
g S K


  alınsın. ġimdi, h fonksiyonu  B 0,2r  yuvarında h 1  ve 

 B 0,3r  yuvarının dıĢında h 0  olarak tanımlansın. Ġspatın ilk kısmındaki teknikle 

   i ip . ,
hg S K


  olduğu görülür. O halde (4.2.12.2) ifadesinde, sırasıyla, i  için limit 

ve    i ip . ,
hg S K


  üzerinden infimum alınırsa    iq . ,

C K 0


  olur. Buradan *f    q . ,

-q.c. olup ispat tamamlanır. 

Teorem 4.2.13: 
   1,p .

0,f W    ve    1,p . dg W   sınırlı fonksiyonlar olsun. Eğer g 

fonksiyonu   p . , -q.c. ise, 
   1,p .

0,fg W    olur. 

Ġspat: 
       1,p . 1,p .

0,W W     kapsamasından 
   1,p .

fg W   sağlanır. O halde *f g  

fonksiyonu d  kümesinde   p . , -q.c. fonksiyondur. Gerçekten, *f  ve g fonksiyonları 

  p . , -q.c. olduğundan *f , fonksiyonu d U  kümesinde süreklidir ve    p . ,
C U


   

olacak Ģekilde bir U açık kümesi vardır ve g fonksiyonu d V  kümesinde sürekli ve 
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   p . ,
C V


   olacak Ģekilde bir V açık kümesi bulunur. O halde, 

     d d dU V U V         ifadesinden *f g  sürekli ve kapasitesinin alt 

toplamsallık özelliğinden            p . , p . , p . ,
C U V C U C V 2

  
      olup *f g    p . , -

q.c. olur. ġimdi   d *A x : f x 0     ve   dB x : g x     kümeleri 

tanımlansın. Buradan, *f g ,   kümesinin dıĢında sadece A B  kümesinde sıfırdan farklı 

olur. Ayrıca    p . ,
C A 0


  ve    p . ,

C B 0


  sağlanır. Çünkü,    1,p . dg W   sınırlı 

olduğundan her dx   için  g x    olup B  olarak bulunur. O halde 

   p . ,
C B 0


  elde edilir. Öte yandan    1,p .* df W   olduğundan d   kümesinde 

sıfırdan farklı olduğu noktaların kümesinin kapasitesi sıfır olup    p . ,
C A 0


  sağlanır. 

Sobolev   p . , -kapasitesinin alt toplamsallık özelliğinden    p . ,
C A B 0


   olur. 

Sonuç olarak d   üzerinde *f g 0    p . , -q.e. fonksiyondur. Yine    1,p .* df W   

için   kümesinde h.h.h. *f f  olup g fonksiyonunun sınırlı olduğu da dikkate alınırsa   

kümesinde h.h.h. *f g fg  olur. O halde 
   1,p .

0,fg W    elde edilir. 

Teorem 4.2.14: dA   olsun ve   ağırlık fonksiyonu her dx  için  x 1   

koĢulunu sağlasın. 
       1,p . 1,p .

0, 0,W W A     olması için gerek ve yeter koĢul 

   p . ,
C A 0


   olmasıdır. 

Ġspat: Öncelikle    p . ,
C A 0


   olsun.   ağırlık fonksiyonu  x 1   koĢulunu 

sağladığından    p . ,
A C A 0


     olup A 0   elde edilir. Tanımdan 

       1,p . 1,p .

0, 0,W A W     vardır. ġimdi 
       1,p . 1,p .

0, 0,W W A     kapsaması 

gösterilsin. O halde, herhangi bir 
   1,p .

0,f W    alınsın.    p . ,
C A 0


   olduğundan 

 d A   kümesinde *f 0    p . , -q.e. elde edilir. Böylece 
   1,p .

0,f W    için 

A  kümesinde h.h.h. *f f  olur. Gerçekten     *M x : f x f x    için M 0  

olduğu biliniyor. ġimdi     *N x A : f x f x    tanımlansın. Yine A   

olduğundan N M  sağlanır. O halde, A 'da h.h.h. *f f  olarak bulunur. Buradan 

   1,p .

A 0,f | W A    olur. Ayrıca        
1,p . 1,p .

0, 0,
A W A W

f | f
 

  
  elde edilir. Bu ise 
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   1,p .

0,f W A   olduğunu, dolayısıyla, 
       1,p . 1,p .

0, 0,W W A     kapsamasını gösterir. 

Diğer taraftan, A   olduğu varsayılsın. Yine 0x   ve i  için 

   d

i 0

1
B x ,i x : dist x,

i

 
      

 
  

kümesi tanımlansın. Ayrıca d

if :    fonksiyonu     i if x maks 0,1 dist x,A    

Ģeklinde tanımlansın. Tanımdan if  fonksiyonu noktaya bağımlı olmayıp 0 ile 1 arasında 

değer aldığından    1,p . d

if W   süreklidir, i0 f 1   ve iA  kümesinde if 1  olur. 

ġimdi i ig :   olmak üzere i  için    d

i ig x dist x,   tanımlansın. O halde, 

her i  için ig  fonksiyonları sürekli, dolayısıyla,   p . , -q.c. fonksiyondur. 
   1,p .

0,W    

uzayının tanımındaki kanonik temsilci olarak ig  fonksiyonunun kendisi alındığında 

   1,p .

i 0, ig W    olarak bulunur. Yine her i  için i    olduğundan 
   1,p .

i 0,g W    

elde edilir. Teorem 4.2.13'ten i  için 
   1,p .

i i 0,f g W    olup hipotezden 

   1,p .

i i 0,f g W A   yazılır. ġimdi i tam sayısı sabitlensin. Eğer h fonksiyonu A  

kümesinde h.h.h. i ih f g  olacak Ģekilde bir   p . , -q.c. fonksiyonu ise, A 0  

olduğundan   kümesinde h.h.h. i ih f g  olacaktır. Teorem 4.2.1 (i)'den   kümesinde 

i ih f g    p . , -q.e. sağlanır. Yine A   ve i    olduğundan iA   için 

i ih f g  özel olarak iA  kümesinde de   p . , -q.e. olacaktır. Ayrıca, 

   1,p .

i i 0,f g W A   olduğundan tanım gereği  d A   kümesinde h 0    p . , -

q.e. tanımlanabilir. Benzer Ģekilde iA   kümesinde de h 0    p . , -q.e. olacağı 

görülür. Bu ise her i  için    ip . ,
C A 0


   olması ile mümkündür. Ayrıca 

i i

i 1 i 1

A A A A
 

 

         olup Sobolev   p . , -kapasitesinin alt toplamsallık 

özelliğinden 

       ip . , p . ,
i 1

C A C A 0


 


    

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 
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Tanım 4.2.15:  X,  topolojik uzayın  Y, '  alt uzayı verilsin.  Y, '  topolojik 

uzayının kapalı (sırasıyla, açık) alt kümeleri Y kümesinde göreceli (relatively) kapalıdır 

(sırasıyla, açıktır) veya kısaca göreceli kapalıdır (sırasıyla, açıktır) denir. Diğer bir deyiĢle 

göreceli kapalı (sırasıyla, açık) alt kümeler, X uzayının kapalı (sırasıyla, açık) alt 

kümelerinin Y uzayına kısıtlanıĢlarıdır. Örneğin; herhangi a,b,c,d  için a b c d    

koĢulunu sağlanmak üzere    Y a,b c,d   tanımlansın. O halde  a,b  kapalı aralığı 

hem göreceli açık hem de göreceli kapalıdır (Mendelson, 1962). 

Teorem 4.2.16:  Y, ' ,  X,  topolojik uzayının bir alt uzayı olsun. F' Y  alt 

kümesinin Y uzayında göreceli kapalı olması için gerek ve yeter koĢul X uzayının kapalı 

bazı F kümeleri için F' F Y   Ģeklinde yazılmasıdır (Mendelson, 1962). 

AĢağıdaki teoremin ispatı Teorem 4.2.14'teki ispat yöntemiyle kolaylıkla görülür. 

Teorem 4.2.17:   ağırlık fonksiyonu her dx  için  x 1   koĢulunu sağlasın ve 

A   göreceli kapalı bir küme olsun. Bu takdirde 
       1,p . 1,p .

0, 0,W W A     olması için 

gerek ve yeter koĢul    p . ,
C A 0


  olmasıdır. 

AĢağıdaki teoremin ispatı (Diening ve ark., 2011) çalıĢmasındaki Teorem 11.3.2'nin 

ispatına benzer olarak gösterilebilir. 

Teorem 4.2.18: A   göreceli kapalı bir küme olsun. Eğer    p . ,
C A 0


  ise, 

       1,p . 1,p .
W W A     eĢitliği bulunur. 

Teorem 4.2.19:   ağırlık fonksiyonu her dx  için  x 1   koĢulunu sağlasın. Bu 

takdirde 
       1,p . 1,p .

0,W W     olması için gerek ve yeter koĢul 
   d

p . ,
C 0


   

olmasıdır. 

Ġspat: Öncelikle, 
       1,p . 1,p .

0,W W     olsun. Ayrıca r 0  ve her x  için 

   f x maks 0,2r x   fonksiyonu tanımlansın. O halde, 
   1,p .

f W   olur. Gerçekten, 

 maks 0,2r x 2r x    olduğu varsayılsın, aksi halde ifade açıktır. Bu durumda 
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   
 

 
   

 
 

 
 

        

p .

p x p x

L

p x p p

f 2r x x dx 2r x x dx

4r x dx maks 4r , 4r x dx



 


 

 

      

     

 

 
 

eĢitsizliği sağlanır. Benzer Ģekilde,    
 p .

L
f

 
    olduğu görülür. O halde 

       1,p . 1,p .

0,f W W      elde edilir. Ayrıca  0C   uzayının 
   1,p .

W   uzayında yoğun 

olduğu biliniyor (Aydın, 2012b). O halde, 
   1,p .

W   uzayında if f  olan ve  'da 

kompakt destekli  i i
f


 dizisi alınsın. Buradan her i  için 

      d

i p . ,
f f S B 0,r


     olur. Ayrıca p    olduğundan    i1,p . ,

f f 0


    

bulunur. Eğer 
      d

i p . ,
f f S B 0,r


     üzerinden infimum alınırsa 

      d

p . ,
C B 0,r 0


    elde edilir. Yine  

        d d d

r 1 r 1

B 0,r B 0, r
 

 

           

sağlanır. Sobolev   p . , -kapasitesinin alt toplamsallık özelliğinden 

           d d

p . , p . ,
r 1

0 C C B 0,r 0


 


        

olup ispatın ilk kısmı tamamlanır. 

ġimdi 
   d

p . ,
C 0


   olsun. Yine 

   1,p .

0,W    uzayının tanımından 

       1,p . 1,p .d d

0,W W    olduğu biliniyor. Ayrıca, d   göreceli kapalı kümedir. 

Gerçekten, d d    ve  d d d       olup burada d  hem açık hem 

de kapalıdır. Dolayısıyla d   göreceli kapalıdır. O halde, Teorem 4.2.18 ve Teorem 

4.2.17 kullanılırsa 

            
            

1,p . 1,p . 1,p .d d d

1,p . 1,p . 1,p .d d d

0, 0, 0,

W W W

W W W

  

  

    

     

  

  
 

olup istenen elde edilir. 
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ġimdi 
   1,p .

0,W    uzayında Poincaré eĢitsizliği ispatlanacaktır. dA   olsun. Ayrıca 

   dp . P   olmak üzere 

 A
x A

p essinf p x

 
  ve  A

x A

p esssup p x

 

  

fonksiyonları tanımlansın ve p

   olsun. Eğer x  için  B x,r
p d   veya 

 

 

 

B x,r

B x,r

B x,r

dp
p

d p









 eĢitsizlikleri sağlanıyorsa,  p .  değiĢken üssü   kümesinde r sabitiyle 

sıçrama (jump) koĢulunu sağlar denir. Ayrıca, 

 

 

 
 

   

B x,r

B x,r*
B x,rB x,r

B x,r B x,r

dp
,      p d

d pp

p ,            p d







 


  




 

fonksiyonu tanımlansın (Liu, 2008). 

Not 4.2.20: d  sınırlı bir küme olsun.  p . 1  koĢulu altında Teorem 2.1.16 sağlanır. 

Böylece 
     p . 1L L    bulunur. 

Teorem 4.2.21: d  sınırlı bir küme olmak üzere  p .  değiĢken üssü   kümesinde r 

sabitiyle sıçrama koĢulunu sağlasın. O halde herhangi bir 
   1,p .

0,f W    için C sabiti  p .  

değiĢken üssü,  ,  diam  , r ve d ifadelerine bağlı olmak üzere        
p . p .

L L
f C f

  
   

eĢitsizliği sağlanır. 

Ġspat: Hipotezden   kümesi kapalı ve sınırlı olduğundan   kompakt olarak bulunur. O 

halde, kendisini örten sonlu bir alt açık örteni vardır. Buradan   için  
j

i

i 1

B x , r


  

olacak Ģekilde 
1 jx ,..., x  bulunur. Ayrıca Teorem 2.1.16 kullanılırsa 



55 
 

               

         

             

p . p . d
1 j p . d

*pp . B x ,ri
i i

*p* B x ,rp iB x ,rii i i
i

* *

B x ,rL B x ,rL
L

j j
* *

L B x ,r L B x ,r
i 1 i 1

j
* * *

B x ,r B x ,r L B x ,rL B x ,r
i 1

f f f ...

f c f

c f f f 1

 


 






 



      
  

 

 
   

 

 






                                (4.2.21.1) 

eĢitsizliği elde edilir. Burada, 
   

 
 

i

i

* *

B x ,r

i B x ,r

1
f f y dy

B x , r
   Ģeklinde tanımlanan ifade *f  

kanonik temsilcisinin her i  için  iB x ,r  üzerindeki ortalaması gösterilmiĢtir 

(Heinonen ve ark., 1993). Ayrıca, her i  için    
iB x ,r

p p .   eĢitsizliği sağlanır. Eğer 

yuvarlar üzerindeki Poincaré eĢitsizliği ve Teorem 2.1.16'dan 

         B x ,ri
pp .

i iL B x ,r L B x ,r


   olması kullanılırsa,  

      
         

   
   

* pp B x ,r p .B x ,r iii
i ii

p .p . d

* * * *

B x ,r L B x ,r L B x ,rL B x ,r

*

LL

f f cr f cr f

cr f cr f



 




    

   


 

eĢitsizliği bulunur. Ayrıca, kanonik temsilci tanımından  iB x , r   için  iB x ,r  

yuvarlarında h.h.h. *f f  olacaktır. O halde,  1L   uzayındaki Poincaré eĢitsizliği ve 

Not 4.2.20'den 

   
   

 

   

           

i

i

p .

*

B x ,r d

i B x ,r

d d L

1 C
f f x x dx f x x dx

rB x , r

C C
diam f x x dx diam c f

r r 







   

      

 



 

eĢitsizliği elde edilir. Ayrıca  1 d

locL   olduğundan 

 
    

 

*
iB x ,ri

i

B x ,rp ,

B x ,r

x dx


       

olup (4.2.21.1) eĢitsizliğinden istenen elde edilir. 
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Sonuç 4.2.22: Teorem 4.2.21'den 
   1,p .

0,W    uzayında    
p .

L
f

 
  ve    

1,p .
W

f
 

 normlarının 

denk oldukları görülür. O halde herhangi bir 
   1,p .

0,f W    verildiğinde 
   1,p .

0,W    

uzayının üzerindeki norm olarak        
1,p . p .

0,W L
f f

  
   kullanılabilir. 

ÇalıĢmanın bu bölümünün kalan kısmında Dirichlet enerji integrali ele alınacaktır. ġimdi 

   1,p .
h W   alınsın. 

   1,p .

0,W    üzerinde h sınır değer fonksiyonuna bağlı enerji 

operatörü 

       
 

 
p xp . ,

,hE f f x h x x dx






     

Ģeklinde tanımlansın. 

X kümesi d  cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. Her  0,1  ve herhangi f ,g X  

için         E f 1 g E f 1 E g        eĢitsizliği sağlanırsa, E operatörüne X 

üzerinde konvekstir denir. Yine, i  için X uzayında if f  olmak üzere 

   i
i

E f liminf E f


  gerçeklenirse, E operatörüne alttan yarı süreklidir denir. Ayrıca, 

i X
f   için  iE f   elde ediliyorsa E operatörüne coercive denir (Kinderlehrer ve 

Stampacchia, 1980), (Maso, 1993). AĢağıdaki teoremin ispatı (Kinderlehrer ve 

Stampacchia, 1980) çalıĢmasındaki Teorem 2.1'de verilmiĢtir. 

Teorem 4.2.23: X yansımalı bir Banach uzayı olsun. E:X  konveks, alttan yarı-

sürekli ve coercive ise, X uzayında E operatörünü minimize eden bir eleman vardır. 

ġimdi, 
 p . ,

,hE


  enerji operatörünü 
   1,p .

0,W    uzayında minimize eden elemanların varlığı 

ele alınacaktır. 

Teorem 4.2.24: d  sınırlı bir küme olsun. Eğer  p .  değiĢken üssü   kümesinde 

sıçrama koĢulunu sağlar ise, 

   
   

   
1,p .

0,

p . , p . ,

,h ,h
g W

E f inf E g


 

 
 

                                                                                     (4.2.24.1) 

olacak Ģekilde bir 
   1,p .

0,f W    vardır. 
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Ġspat: 
   1,p .

0,W    uzayının yansımalı Banach uzayı olduğu biliniyor. Ayrıca, 
 p .

t t  

dönüĢümü konveks olduğundan (Diening ve ark., 2011), her 
   1,p .

0,f ,g W    için 

 0,1  olmak üzere 

                
 

 

         

p xp . ,

,h

p . , p . ,

,h ,h

E f 1 g f x h x 1 g x h x x dx

E f 1 E g







 

 

           

   


 

eĢitsizliği elde edilir. O halde 
 p . ,

,hE


  enerji operatörü konvekstir. 

ġimdi 
   1,p .

0,W    uzayında 
   1,p .

0,f W    fonksiyonuna yakınsayan fonksiyonların dizisi 

 i i
f


 olsun. Sonuç 4.2.22'den i  için 

       
   

1,p .p .
0,

i i WL
f h f h f f 0




        

bulunur. Ayrıca, p    olduğundan    
    p . iL
f h f h 0

 
       olup 

   
      

  p . p .iL L
f h f h

  
       yakınsaması elde edilir (Kováčik ve Rákosník, 

1991). Böylece    
      

  p . p . iL Li
f h liminf f h

  
        eĢitsizliği sağlanır. O halde, 

 p . ,

,hE


  enerji operatörü alttan yarı-süreklidir. 

Sonuç 4.2.22'den    
1,p .

0,
i W

f
 

  için    
p .i L

f
 

   olur. Yine 

           
p . p . p .i iL L L

f f h h
    

       ifadesinden i  için    
p .i L

f h
 

    

bulunur. Ayrıca, p    olduğundan i  için    
  p . iL
f h

 
     sağlanır. Buradan 

 p . ,

,hE


  enerji operatörü coercive olup Teorem 4.2.23'ten ispat tamamlanır. 

ġimdi, 
 p . ,

,hE


  operatörünü minimize eden elemanların tekliği ispatlanacaktır. 

Teorem 4.2.25: d  sınırlı bir küme olsun ve  p .  değiĢken üssü   kümesinde 

sıçrama koĢulunu sağlasın. Bu takdirde (4.2.24.1) eĢitliğindeki f minimize eden 

fonksiyonunun *f    p . , -q.c. temsilcisi sıfır Sobolev   p . , -kapasiteli kümeye bağlı 

olarak tektir. 
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Ġspat:     1 2x : f x f x 0     olmak üzere (4.2.24.1) ifadesinin iki minimize edici 

fonksiyonu olarak 1f  ve 2f  alınsın. O halde,    1 2f x f x   olacak Ģekilde en az bir 

x  vardır. 
 p . ,

,hE


  enerji operatörü konveks olduğundan 

           
   

   
1,p .

0,

p . , p . , p . , p . ,

,h 1 2 ,h 1 ,h 2 ,h
f W

1 1 1
E f f E f E f inf E f

2 2 2 

   

   
 

 
    

 
 

elde edilir. Bu ise minimize edilme tanımıyla çeliĢir. O halde 

    1 2x : f x f x 0     olarak bulunur. Teorem 4.2.21'den 

       
p . p .1 2 1 2L L

f f C f f 0
  

      

sağlanır. Bu ise h.h.h. x  için    1 2f x f x  olduğunu gösterir. Ayrıca, 

   1,p .

1 2 0,f , f W    olduğundan   kümesinde h.h.h. *

1 1f f  ve *

2 2f f  olacak Ģekilde 

   1,p .* * d

1 2f , f W     p . , -q.c. fonksiyonları sağlandığından h.h.h x  için 

   * *

1 2f x f x  eĢitliği de sağlanır. Böylece   kümesinde * *

1 2f f    p . , -q.e. olur. Bu 

ise istenendir. 

Tanım 4.2.26:  
X

X, .  ve  
Y

Y, .  iki Banach uzay ve x X  olsun. f :X Y  olmak 

üzere her y X  için 

   
 Y

x
h 0

f x hy f x
lim T y

h

 
                                                                               (4.2.26.1) 

olacak Ģekilde bir  T L X,Y  varsa f fonksiyonuna x X  noktasında ve y yönünde 

Gâteaux türevlenebilirdir denir. T operatörüne ise f fonksiyonunun x X  noktasında 

Gâteaux türevi denir. Eğer (4.2.26.1) eĢitliği her x X  için sağlanırsa f Gâteaux 

türevlenebilirdir denir (Berger, 1977). 

Teorem 4.2.27: Herhangi bir 
   1,p .

0,f W    verilsin. AĢağıdaki ifadeler birbirine denktir; 

(i) f fonksiyonu 
 p . ,

,hE


  operatörünü minimize eder. 

(ii) f fonksiyonu, 
   1,p .

0,g W    için 
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     
 

           
p x 2

p x f x h x f x h x g x f x x dx 0




        
    

eĢitsizliği sağlanır. 

Ġspat: Öncelikle (i)'nin (ii)'yi gerektirdiği ispatlanacaktır. Bunun için 
   1,p .

0,g W    

sabitlensin ve g f    ve t f h   fonksiyonları tanımlansın. Ayrıca 0 1    verilsin. 

   1,p .

0,W    uzayı bir vektör uzayı olduğundan 
   1,p .

0,f W     olur. (i) koĢulundan 

       p . , p . ,

,h ,hE f E f
 

     elde edilir. Buradan,  

   
 

 
 

 
p x p x

x t x t x x dx 0


      
    

yazılır. Bu ise 

   
 

 
 

 

p x p x

x t x t x
x dx 0



    
  

 
 
                                                     (4.2.27.1) 

olduğunu gösterir. ġimdi 
   1,p .

0,F : W    ,  
 p .

F f f   Ģeklinde tanımlansın. Gâteaux 

türevi tanımından 

 
   

  0
0

F t F t d
dF t; lim F t |

d




  
    

 
 

bulunur (Berger, 1977). Ayrıca, h.h.h. x  için 

 
       

 

 
       

 

           

p x

2 2 2

1 1 n n

p x 2
1

2 2 2

1 1 n n

1 1 1 n n

t x x t x xd d
F t ...

d d x x x x

t x x t x x
p x ...

x x x x

t x x x t x x x
. ...

x x x x x



       
            
          

 
        
                    
 

        
        

         nx

 
 
  

 

olup 
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   
 

 
 

   
 

   

p x p x

p x 2

0

x t x t x
lim p x t x t x x





   
   


                  (4.2.27.2) 

elde edilir. Ortalama değer teoreminden  

   
 *

F t F t d
F t

d

  
   

 
 

olacak Ģekilde  * 0,    sayısı vardır. Benzer Ģekilde 

       
 

      
p x 2

* * *d
F t p x x t x x t x x

d



          


 

sağlandığından 

   
 

 
 

     
 

      

p x p x

p x 2
* *

x t x t x
p x x t x x t x x

   
       



olacak Ģekilde  * 0,    bulunur. O halde  

   
 

 
 

     
 

 

 
 

 
    

 
 

   
    

p x p x

p x 1
*

p x 1 p x 1p

p x 1 p xp

x t x t x
p x x t x x

p 2 t x x x

p 2 t x x x : z x







 



   
    



    

     

 

elde edilir. ġimdi,  1z L   olduğu gösterilsin. 
       1,p . 1,p .

0,W W     olduğundan 

   1,p .
f ,g, h W   bulunur. Ayrıca, 

   1,p .
W   olup    

 p .
L 
    sağlanır. Diğer 

taraftan 
   
1 1

1
p . q .

   için 

   

    
    

   
 

 q .

p x 1 q x p xp . 1

L
t t x x dx t x x dx






 

           

olup ağırlıklı değiĢken üslü Lebesgue uzaylarında Hölder eĢitsizliği uygulanabilir. O halde, 

   
1 1

1
p . q .

   için 
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 

 
   

 

   
p .

q .1

p . 1 p . 1

h L
L L

t c t


 

 


 

      

sağlanır. Böylece 

     
 

     
 

 

   

 

   
   

 p . p .
q .

p x 1 p xp p

p . 1p p

h L LL

z x x dx p 2 t x x x dx p 2 x x dx

p 2 c t p 2

 

 

 


 

  

 

 

       

       

  
 

elde edilir. O halde  1z L   olur. Sonuç olarak, (4.2.27.1) eĢitsizliğinde Lebesgue 

sınırlı yakınsaklık teoremi kullanılırsa (ii) elde edilir. 

ġimdi ispatın kalan kısmı verilsin. Konvekslik tanımından 0 1  için 

 
   

 
 p . p . p .

2 1 2 1 21          sağlanır. Burada 1 t    ve 2 t    için 

       p . p . p . p .
t t t t        

 
 

olup 

   
   

p . p .

p . p .t t
g h f h

  
     


 sağlanır. Burada 0  için limit 

alınır ve (4.2.27.2) kullanılırsa 

   
 

       
 

   
 p x 2 p x p x

p x t x t x x g x h x f x h x


          

bulunur. O halde 

   
 

     
 

 
p x p x

f x h x x g x h x x        

olup 
   1,p .

0,g W    için 
       p . , p . ,

,h ,hE f E g
 

   elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

4.3. Ağırlıklı DeğiĢken Üslü Sobolev Uzaylarında Ġyi Topoloji ve Bazı Özellikleri 

Bu bölümde ağırlıklı değiĢken üslü Sobolev uzayları için iyi topoloji kavramından 

bahsedilip bazı özellikleri incelenecektir. Bunun için öncelikle ince küme tanımı 

verilecektir. 
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Tanım 4.3.1: Herhangi dA   kümesi 

      

      

 0

1

p x 11
0 0p . ,

0 00 p . ,

cap A B x , r ,B x ,2r dr

rcap B x , r ,B x ,2r






 
   
 
 
                                                     (4.3.1.1) 

koĢulunu sağlıyorsa d

0x   kümesinde   p . , -incedir denir. Ayrıca, herhangi bir 

küme   p . , -ince değilse,   p . , -ince olmayan kümedir denir. Literatürde (4.3.1.1) 

tipindeki integral Wiener tipi integral olarak adlandırılır (Heinonen ve ark., 1993). Bu 

çalıĢmada, Wiener tipi integral 

   
      

      

 0

1

p x 11
0 0p . ,

0p . ,

0 00 p . ,

cap A B x , r ,B x ,2r dr
W A, x

rcap B x , r ,B x ,2r








 
 
 
 
  

olarak gösterilecektir. Yine Wiener toplamı da 

   
      

      

 0

1

i 1 i p x 1

0 0p . ,sum

0p . , i 1 i
i 0 0 0p . ,

cap A B x ,2 ,B x ,2
W A, x

cap B x ,2 ,B x ,2

  




  




 
 
 
 

  

olarak tanımlanır. Uygunluk bakımından       0 0p . ,
cap B x , r ,B x ,2r 0


  olması 

durumunda (4.3.1.1) ifadesindeki integral 1 alınabilir (Björn ve Björn, 2011). ġimdi, 

Wiener integrali ve Wiener toplamı arasındaki iliĢki verilecektir. 

Teorem 4.3.2: Teorem 4.1.12 ve Teorem 4.1.13'teki hipotezler sağlansın. Bu takdirde 

herhangi bir dA   ve 0x A  için 

           sum

1 0 0 2 0p . , p . , p . ,
C W A, x W A, x C W A, x

  
   

olacak Ģekilde 1 2C ,C  pozitif sabitleri vardır. 

Ġspat: Teorem 4.1.12 ve Teorem 4.1.13'ten r s 2r   için denklik sabiti r, p , p  , katlayan 

ölçüm sabiti ve Poincaré eĢitsizliği sabitine bağlı olmak üzere 

             0 0 0 0p . , p . ,
cap A B x , r ,B x ,2r cap A B x , r ,B x ,2s

 
                         (4.3.2.1) 

ve 
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             0 0 0 0p . , p . ,
cap B x , r ,B x ,2r cap B x ,s ,B x , 2s

 
                                      (4.3.2.2) 

bulunur. Gerçekten,  0A B x ,r  için    0 0A B x ,r B x , r   olduğundan Teorem 

4.1.13'ten (4.3.2.1) elde edilir. Diğer taraftan, Teorem 4.1.12'den 

            1 0 0 0 2 0p . ,
T B x , r cap B x , r ,B x , 2r T B x , r 
                                  (4.3.2.3) 

ve 

            3 0 0 0 4 0p . ,
T B x ,s cap B x ,s ,B x ,2s T B x ,s 
                                  (4.3.2.4) 

olacak Ģekilde 1T , 2T , 3T  ve 4T  sabitleri vardır. Ayrıca, r s  için 

     0 0B x , r B x ,s     olduğundan (4.3.2.3) ve (4.3.2.4) eĢitsizliklerinden 

            

      

      

0 0 2 0 2 0p . ,

2
0 0p . ,

3

*

0 0p . ,

cap B x , r ,B x ,2r T B x , r T B x ,s

T
cap B x ,s ,B x ,2s

T

T cap B x ,s ,B x ,2s

 





   





                              (4.3.2.5) 

eĢitsizliği elde edilir. Yine, r s 2r   için      0 0B x ,s B x ,2r     olup (4.3.2.4) ve 

(4.3.2.3) eĢitsizliklerinden 

            

         

0 0 4 0 4 0p . ,

4 d
4 d 0 0 0p . ,

1

cap B x ,s ,B x ,2s T B x ,s T B x ,2r

T c
T c B x , r cap B x , r ,B x ,2r

T

 

 

   

  
 

eĢitsizliği elde edilir. Buradan ** 4 d

1

T c
T

T
  olmak üzere 

             **

0 0 0 0p . , p . ,
cap B x ,s ,B x ,2s T cap B x , r ,B x ,2r

 
                                 (4.3.2.6) 

eĢitsizliği sağlanır. (4.3.2.5) ve (4.3.2.6) eĢitsizliklerinden 

             

      

0 0 0 0p . , p . ,**

*

0 0p . ,

1
cap B x ,s ,B x ,2s cap B x , r ,B x ,2r

T

T cap B x ,s ,B x ,2s

 






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olacak Ģekilde *T  ve **T  sabitleri bulunduğundan (4.3.2.2) denkliği sağlanır. Ayrıca 

1 i i2 r 2     için i 1 i2 2r 2    olup (4.3.2.1) ifadesinden ve rölatif   p . , -

kapasitesinin monotonluk özelliğinden 

             

      

1 i

0 0 1 0 0p . , p . ,

i 1 i

1 0 0p . ,

cap A B x , r ,B x ,2r C cap A B x , r ,B x ,2

C cap A B x ,2 ,B x ,2



 

 



  

 
 

olacak Ģekilde 1C 0  sabiti elde edilir. Yine 1 i i2 r 2     için 1 i i 1 i2 r 2 2r 2        

olacağından (4.3.2.2) denkliğinden 

             i 1 i

0 0 0 0p . , p . ,
cap B x ,r ,B x ,2r cap B x ,2 ,B x ,2 

 
  

bulunur. O halde 

             i 1 i

0 0 0 0p . , p . ,

2

1
cap B x , r ,B x ,2r cap B x ,2 ,B x ,2

C

 

 
  

olacak Ģekilde 2C 0  sabiti vardır. Buradan 1 2T C C 0   olmak üzere 

      

      
      

      

i 1 i

0 0p . ,0 0p . ,

i 1 i
0 0p . , 0 0p . ,

cap A B x ,2 ,B x ,2cap A B x , r ,B x ,2r
T

cap B x , r ,B x ,2r cap B x ,2 ,B x ,2

 



 
 


              (4.3.2.7) 

eĢitsizliği sağlanır. Yine, 1 i i 1 i2 r 2 2r 2 4r         eĢitsizliğinden 

             

      

i 1 i i

0 0 1 0 0p . , p . ,

1 0 0p . ,

cap A B x ,2 ,B x ,2 C cap A B x ,2 ,B x ,4r

C cap A B x ,2r ,B x ,4r

  

 



  

 
 

ve 

             i 1 i

2 0 0 0 0p . , p . ,
C cap B x ,2r ,B x ,4r cap B x ,2 ,B x ,2 

 
  

olacak Ģekilde 1 2C ,C 0  sabitleri vardır. Böylece 1 2T C C 0   olmak üzere (4.3.2.7) 

eĢitsizliğinden 
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      

      
      

      

      

      

i 1 i

0 0p . ,0 0p . ,

i 1 i
0 0p . , 0 0p . ,

0 0p . ,

0 0p . ,

cap A B x ,2 ,B x ,2cap A B x , r ,B x ,2r
T

cap B x , r ,B x ,2r cap B x ,2 ,B x ,2

cap A B x ,2r ,B x ,4r
T

cap B x ,2r ,B x ,4r

 



 
 











 

elde edilir. Ayrıca 

   
      

      

 

      

      

 

   

i
0

1 i

i
0

1 i

1

p x 12
0 0p . ,

0p . ,
i 0 0 0p . ,2

1

i 1 i p x 1 2
0 0p . ,

i 1 i
i 0 20 0p . ,

sum

0p . ,

cap A B x , r ,B x ,2r dr
W A, x

rcap B x , r ,B x ,2r

cap A B x ,2 ,B x ,2 dr
T

rcap B x ,2 ,B x ,2

T ln 2W A, x



 



 





 

  




 






 
 
 
 

 
 
 
 



 

   

olacak Ģekilde 
*T T ln 2 0   sabiti bulunur. Diğer taraftan 

   
      

      

 

      

      

 

      

   

0

i
0

1 i

1

i 1 i p x 1

0 0p . ,sum

0p . , i 1 i
i 0 0 0p . ,

1

i 1 i p x 12
0 0p . ,

i 1 i
i 0 2 0 0p . ,

0 0p . ,

0p . ,

cap A B x ,2 ,B x ,2
W A, x

cap B x ,2 ,B x ,2

cap A B x ,2 ,B x ,2 dr

rcap B x ,2 ,B x ,2

cap A B x ,2r ,B x ,4r
T

cap B x ,2r ,B x



 

  




  




  




 








 
 
 
 

 
 
 
 






 

  

 

      

      

 

      

      

 

   

i
0

1 i

0

0

1

p x 12

i 0 02

1

p x 11
0 0p . ,

0 00 p . ,

1

p x 11
0 0p . ,

0p . ,

0 00 p . ,

dr

r, 4r

cap A B x ,2r ,B x ,4r dr
T

rcap B x ,2r ,B x ,4r

cap A B x ,2r ,B x ,4r dr
2T 2TW A, x

2rcap B x ,2r ,B x ,4r



 

















 
 
 
 

 
 
 
 

 
  
 
 

 





 

olacak Ģekilde T 0  sabiti bulunur. O halde ispat için istenen eĢitsizlik elde edilir. 

Teorem 4.3.3: Herhangi bir dA   verilsin ve 0x A  olsun. 

(a) A kümesi 0x  noktasında   p . , -ince ise, A kümesinin 0x  noktasında   p . , -ince 

olan bir U açık komĢuluğu vardır. 
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(b) A bir Borel kümesi ve 0x  noktasında   p . , -ince olmayan bir küme ise, 0x

noktasında   p . , -ince olmayan bir  0K A x   kompağı vardır. 

Ġspat: (a) Kolaylık olması bakımından  1 i

i 0B B x ,2   olarak gösterilsin. Ayrıca, 1V  ve 

2V 'nin 0x  noktasında   p . , -ince olduğu kabul edilsin. Böylece, tanımdan 

      

      

 0

1

p x 11
1 0 0p . ,

0 00 p . ,

cap V B x , r ,B x ,2r dr

rcap B x , r ,B x ,2r






 
   
 
 
  

ve 

      

      

 0

1

p x 11
2 0 0p . ,

0 00 p . ,

cap V B x , r ,B x ,2r dr

rcap B x , r ,B x ,2r






 
   
 
 
  

sağlanır. Rölatif   p . , -kapasitesinin alt toplamsallık özelliğinden 

               

      

1 2 0 0 1 0 0p . , p . ,

2 0 0p . ,

cap V V B x , r ,B x ,2r cap V B x , r ,B x ,2r

cap V B x , r ,B x ,2r

 



   

 
 

olup, 

        

      

 0

1

p x 11
1 2 0 0p . ,

0 00 p . ,

cap V V B x , r ,B x ,2r dr

rcap B x , r ,B x ,2r






  
   
 
 
  

elde edilir. Böylece, 1 2V V  kümesi 0x  noktasında   p . , -incedir. Ayrıca, 0x  noktası, 

her i  için iB  yuvarlarının merkezi olduğundan, iA B   olur. ġimdi d

0U   

olarak alınsın. Rölatif   p . , -kapasitesinin tanımından i 1, 2,3,...  için 

i i iA A B U    ve  

   

   

 
   

   

 0 0

1 1

p x 1 p x 1
i i 1 i i 1p . , p . , i 1

i i 1 i i 1p . , p . ,

cap U ,B cap A ,B
2

cap B ,B cap B ,B

 
    

  

   
    
   
   
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olacak Ģekilde i i i 1U B U    açık kümeler verilsin. Yine,  i i 1

i 0

U U B






   tanımlansın. 

Bu takdirde U açık bir küme ve A U  olur. Gerçekten, her i 1, 2,3,...  için 

i i i i i 1A A B U B U       

sağlanıyorsa i 1A U   kapsaması bulunur. Ayrıca, iA B   ve U kümesinin 

tanımından, her x A  için i 1x U   ve ix B  olup  
0 0i i 1x U B    olacak Ģekilde en az 

bir 0i   sayısı bulunur. O halde x U  olup A U  sağlanır. Böylece 

   
   

   

 
   

   

 

       

0 0

1 1

p x 1 p x 1
i i 1 i i 1p . , p . ,sum

0p . , i 1
i 0 i 0i i 1 i i 1p . , p . ,

sum sum

0 0p . , p . ,i 1
i 0

cap U ,B cap A ,B 1
W U, x

cap B ,B cap B ,B 2

1
W A, x W A, x 1

2

  
  

 
   



 


 
    
         

    
 

     

 



 

olup U kümesinin 0x  noktasında   p . , -ince olduğu görülür. A U  ve U açık 

olduğundan komĢuluk tanımndan U kümesi, A kümesinin ispat için istenilen komĢuluğu 

olur. 

(b)  1 i

i 0B B x ,2   olsun. Her i  için iA B  kümeleri Borel kümesi olduklarından 

rölatif   p . , -kapasitesinin tanımı ve Sonuç 4.1.8'den 

       
i

i i 1 i 1p . , p . ,
K A B
K kompakt

cap A B ,B sup cap K,B  
 

   

olur. Yine rölatif   p . , -kapasitesinin tanımından her i  için 

   

   

 
   

   

 0 0

1 1

p x 1 p x 1
i i 1 i i 1p . , p . , i

i i 1 i i 1p . , p . ,

cap A ,B cap K ,B
2

cap B ,B cap B ,B

 
   

  

   
    
   
   

 

olacak Ģekilde i iK A B   kompağı alınsın. Buradan  i 0

i 0

K K x




   kümesi istenilen 

kompakt kümedir. 
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Tanım 4.3.4: Herhangi bir x A  noktasında d A  kümesi   p . , -ince ise A kümesi 

  p . , -fine (iyi) açık olarak adlandırılır. Buna denk olarak,   p . , -ince olmayan tüm 

noktaları içeren kümeye   p . , -iyi kapalı denir. Ayrıca, dA   için A tarafından 

kapsanan en büyük   p . , -iyi açık küme A kümesinin iyi içi olarak adlandırılır ve 

 
p

A  olarak gösterilir. Benzer Ģekilde A kümesini içeren en küçük   p . , -iyi kapalı 

kümeye A kümesinin iyi kapanıĢı denir ve  
p

A  ile gösterilir (Harjulehto ve Latvala, 

2008), (Heinonen ve ark., 1993), (Maly ve Ziemer, 1997). 

Teorem 4.3.5: d  üzerindeki iyi topoloji, iyi açık kümeler tarafından üretilir. 

Ġspat: Ġspat için      d d

F A : Her x A için A p . , - ince          ailesinin d  

üzerinde bir topoloji olduğu gösterilecektir. Tanımdan, 

        
      

 

 

      

      

 

 

1

n p x 11
p . ,n

F

0 p . ,

1

p x 11
p . ,n

0 p . ,

cap A B x, r ,B x,2r dr
A :

rcap B x, r ,B x,2r

cap B x, r A,B x,2r dr
A :

rcap B x, r ,B x,2r












 
            
   

  

 
  
       
 

  
 










        (4.3.5.1) 

bulunur. 

(i) Rölatif   p . , -kapasitesinin tanımından     p . ,
cap ,B x,2r 0


   olduğu biliniyor. 

Böylece 

      

      

 

    

      

 

1

d p x 11
p . ,

0 p . ,

1

p x 11
p . ,

0 p . ,

cap B x, r ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r

cap ,B x,2r dr
0

rcap B x, r ,B x,2r











 
 
 
 

 
    
 
 







 

olup d

F  bulunur. Ayrıca, F  kümesinin tanımından F  olur. 

(ii) i 1,2,3,..., n  için i FA   olsun. O halde, F  kümesinin tanımından i 1,2,3,..., n  için 
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      

      

 
1

p x 11
ip . ,

0 p . ,

cap B x, r A ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r






 
   
 
 
  

olur. Bu takdirde rölatif   p . , -kapasitesinin alt toplamsallık özelliğinden 

     

      

 

      

      

 

      

      

 

1

n p x 1

i1 p . ,

i 1

0 p . ,

1

n p x 1

i1 p . ,

i 1

0 p . ,

1

p x 1n
ip . ,

i 1 p . ,

cap B x, r A ,B x, 2r
dr

rcap B x, r , B x, 2r

cap B x, r A ,B x, 2r
dr

rcap B x, r , B x,2r

cap B x, r A , B x,2r d

cap B x, r ,B x,2r




















 

  
  

  
 
 
 

  
  

  
 
 
 

 
 
 
 











      

      

 

1

0

1

p x 11n
ip . ,

i 1 0 p . ,

r

r

cap B x, r A ,B x, 2r dr
C

rcap B x, r ,B x,2r




 

 
   
 
 




 

olacak Ģekilde n, p  ve p  ifadelerine bağlı C 0  sabiti vardır. Burada C sabiti, 

 1 p . 2   için 
 
1

1
p . 1




 ve  p . 2  için 
 
1

1
p . 1




 olduğu göz önüne alınırsa 

1 1
maks ,

p 1 p 1
C n 0

 

  
 

      bulunur. Böylece, 
n

i F

i 1

A


  elde edilir. 

(iii) I indis kümesi olmak üzere her i I  için i FA   olsun. O halde her i I  için 

      

      

 
1

p x 11
ip . ,

0 p . ,

cap B x, r A ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r






 
   
 
 
                                                         (4.3.5.2) 

bulunur. Ayrıca, özel olarak, j I  için j i

i I

A A


  olup    i j

i I

B x, r A B x, r A


    

kapsaması sağlanır. Bu takdirde,     i j

i I

B x,r A B x, r A


    olup rölatif   p . , -

kapasitesinin monotonluk özelliği ve (4.3.5.2) kullanılırsa 
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     
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 

1

p x 1

i1 p . ,

i I

0 p . ,

1

p x 1

i1 p . ,

i I

0 p . ,

1

p x 11
jp . ,

0 p . ,

cap B x, r A ,B x,2r
dr

rcap B x, r ,B x,2r

cap B x, r A ,B x,2r
dr

rcap B x, r ,B x,2r

cap B x, r A ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r






















  
  

  
 
 
 

  
  

  
 
 
 

 
   
 
 










 

elde edilir. Buradan i F

i I

A


  olur. Böylece tanımlanan F  kümesinin d  kümesinde bir 

topoloji olduğu görülür. 

Sonuç 4.3.6: d  kümesinde her açık küme, F  topolojisine göre açık bir kümedir. 

Ġspat: Herhangi bir dA   açık kümesi verilsin. O halde, her x A  için  B x, t A  

olacak Ģekilde en az bir t 0  sayısı vardır. Yeterince küçük r'ler için r t  olup 

   B x,r B x, t A   elde edilir. Böylece, F  topolojisine göre açık küme tanımındaki 

integral sıfıra eĢit olup A kümesinin F  topolojisine göre açık görülür. 

Sonuç 4.3.7: F  topolojisine göre açık kümelerin oluĢturduğu iyi topoloji, Öklid 

topolojiden daha incedir. 

Sonuç 4.3.6'nın tersi genel olarak doğru değildir. 

Örnek 4.3.8:  
1

 
2 tE x, t : t 0 ve x e

 
     
 

   Ģeklinde tanımlanan küme orijinde 

F  topolojisine göre açık olup açık bir küme değildir (Björn, 2008), (Björn ve Björn, 

2011). 

Teorem 4.3.9: dA   açık veya F  topolojisine göre açık küme olmak üzere rölatif 

  p . , -kapasitesi sıfır olan herhangi bir dE   verilsin. Bu takdirde A E  kümesi F  

topolojisine göre açık kümedir. 
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Ġspat: Sonuç 4.3.6'dan açık bir kümenin F  topolojisine göre açık olduğu bilindiğinden 

dA   kümesi açık olarak seçilebilir. Böylece, herhangi bir y A  için 

      

      

 
1

p y 11
p . ,

0 p . ,

cap B y, r A,B y,2r dr

rcap B y, r ,B y,2r






 
   
 
 
                                                           (4.3.9.1) 

olur. Ayrıca rölatif   p . , -kapasitesinin özelliğinden herhangi bir x A E   ve r 0  

için 

        

          

               

p . ,

p . ,

p . , p . ,

cap B x, r A E ,B x,2r

cap B x, r A B x, r E ,B x,2r

cap B x, r A ,B x,2r cap B x, r E ,B x,2r





 

 

   

   

                      (4.3.9.2) 

eĢitsizliği sağlanır. Ayrıca (4.3.9.1) ve (4.3.9.2) ifadelerinden 

        

      

 

       
      

 

       
      

 

       
   

1

p x 11
p . ,

0 p . ,

1

p x 11
p . ,

0 p . ,

1

p x 11
p . ,

0 p . ,

p . ,

p . ,

cap B x, r A E ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r

cap B x, r A ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r

cap B x, r E ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r

cap B x, r A ,B x,2r

cap B x, r






















  
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 










  

 

    

      

 

1

p x 11

0

1

p x 11
p . ,

0 p . ,

dr

r,B x,2r

cap E,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r








 
 
 
 

 
   
 
 





 

elde edilir. Böylece A E  kümesi F  topolojisine göre açık küme olarak bulunur. 

Teorem 4.3.10: dA   verilsin. A kümesinin dx  noktasında   p . , -ince olması 

için gerek ve yeter koĢul her 0   için  A B x,   kümesinin dx  noktasında 

  p . , -ince olmasıdır. 
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Ġspat: dA  , dx  ve A kümesinin dx  noktasında   p . , -ince olsun. Bu 

takdirde 

      

      

 
1

p x 11
p . ,

0 p . ,

cap A B x, r ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r






 
   
 
 
  

eĢitsizliği sağlanır. Her 0   için  A B x, A    olduğundan rölatif   p . , -

kapasitesinin monotonluk özelliğinden 

        

      

 

      

      

 

1

p x 11
p . ,

0 p . ,

1

p x 11
p . ,

0 p . ,

cap A B x, B x, r ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r

cap A B x, r ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r











   
 
 
 

 
   
 
 





 

elde edilir. Böylece  A B x,   kümesi dx  noktasında   p . , -ince olur. Diğer 

taraftan her 0   için  A B x,   kümesi dx  noktasında   p . , -ince olsun. Bu 

takdirde  

        

      

 
1

p x 11
p . ,

0 p . ,

cap A B x, B x, r ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r






   
   
 
 
                                       (4.3.10.1) 

olur. ġimdi, A kümesi dx  noktasında   p . , -ince olmadığı kabul edilsin. Buradan 

      

      

 
1

p x 11
p . ,

0 p . ,

cap A B x, r ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r






 
   
 
 
  

elde edilir. (4.3.10.1) eĢitsizliği her 0   için sağlandığından özel olarak 0 r 1     için 

de sağlanır. Bu takdirde 
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        

      

 

      

      

 

1

p x 11
p . ,

0 p . ,

1

p x 11
p . ,

0 p . ,

cap A B x, B x, r ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r

cap A B x, r ,B x,2r dr

rcap B x, r ,B x,2r











   
 
 
 

 
   
 
 





 

olur. Bu ise  A B x,   kümesinin dx  noktasında   p . , -ince olması ile çeliĢir. O 

halde kabul yanlıĢ olup A kümesi dx  noktasında   p . , -ince olarak bulunur. 

Teorem 4.3.11: Teorem 4.3.2'nin ifadesindeki hipotezler sağlansın ve dE   olsun. Eğer 

d E  kümesi   p . , -ince olacak Ģekilde bir x E  varsa, 

             p . , p . ,
cap B x,s E,B x,2s cap B x,s ,B x,2s

 
   

koĢulunu sağlayan s 0  bulunur. 

Ġspat: d E  kümesi x E  noktasında   p . , -ince olsun. Teorem 4.3.2'den 

   
        

      

 

      

      

 

1

d i 1 i p x 1

p . ,sum

p . , i 1 i
i 0

p . ,

1

i 1 i p x 1

p . ,

i 1 i
i 0

p . ,

cap E B x,2 ,B x,2
W E, x

cap B x,2 ,B x,2

cap B x,2 E,B x,2

cap B x,2 ,B x,2

  




  




  




 




  
 
 
 

 
   
 
 







 

bulunur. Yakınsak bir serinin genel teriminin limitinin, dolayısıyla alt ve üst limitlerinin, 

sıfıra eĢit olduğu biliniyor. O halde, 

      

      

 
1

i 1 i p x 1

p . ,

i 1 ii
p . ,

cap B x,2 E,B x,2
liminf 0

cap B x,2 ,B x,2

  



 


 
  
 
 

 

olup 
      

      

i 1 i

p . ,

i 1 ii
p . ,

cap B x,2 E,B x,2
liminf 0

cap B x,2 ,B x,2

 



 



  bulunur. Limit tanımından  

             i 1 i i 1 i

p . , p . ,
cap B x,2 E,B x,2 cap B x,2 ,B x,2   

 
   
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elde edilir. 

Tanım 4.3.12: f, F  topolojisine göre açık bir küme olan U kümesinde tanımlı reel değerli 

bir fonksiyon olsun. Her 0   için     0x U : f x f x     kümesi 0x  noktasında 

  p . , -ince ise f fonksiyonu 0x U  noktasında   p . , -fine (iyi) süreklidir denir 

(Harjulehto ve Latvala, 2008). 

Not 4.3.13: Herhangi bir f : U  fonksiyonu 0x U  noktasında   p . , -iyi sürekli 

ise, F  topolojisine göre süreklidir. Gerçekten, iyi süreklilik tanımından her 0   için 

0x U  noktasında     0x U : f x f x     kümesinin   p . , -ince olduğu biliniyor. 

Bu takdirde     0x U : f x f x     kümesi F  topolojisine göre açık olarak bulunur. 

Böylece f fonksiyonu U kümesinde F  topolojisine göre de süreklidir. Bu ifadenin tersinin 

doğruluğu hala açık bir problemdir (Harjulehto ve Latvala, 2008). Ancak sabit üsler için bu 

durumun denkliği (Maly ve Ziemer, 1997) çalıĢmasındaki Teorem 2.136'da incelenmiĢtir. 

Teorem 4.3.14: dE   ve     0p . ,
cap E,B x ,4r 1


 , 0 r s 2r    olmak üzere E 

kümesinin x E E   noktasında   p . , -ince olsun. Bu takdirde x G  ve G kümesi x 

noktasında   p . , -ince olmak üzere E kümesinin bir G açık komĢuluğu vardır. 

Ġspat: Teorem 4.1.12 ve Teorem 4.1.13'ten 0 r s 2r    için 

             p . , p . ,
cap E B x, r ,B x,2r cap E B x, r ,B x,2s

 
                               (4.3.14.1) 

ve 

             p . , p . ,
cap B x, r , B x, 2r cap B x,s ,B x,2s

 
                                           (4.3.14.2) 

olduğu biliniyor. Ayrıca, her j  için    j 1 jE B x,2 E B x,2     sağlanır. Böylece, 

             
      

j 1 j j 2 j

p . , p . ,

1 j 2 j

p . ,

cap E B x,2 ,B x,2 Tcap E B x,2 ,B x,2

Tcap E B x,2 ,B x,2

   

 

 



  

 

 

eĢitsizliği elde edilir. Rölatif   p . , -kapasitesinin tanımından 
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           1 j j 1 j j

jp . , p . ,
cap G ,B x,2 cap E B x,2 ,B x,2 2   

 
    

veya buna denk olarak, 

    

      

 

      
      

 

1

1 j p x 1

jp . ,

j 1 j

p . ,

1

p x 1j 1 j

p . ,
j

j 1 j

p . ,

cap G ,B x,2

cap B x,2 ,B x,2

cap E B x,2 ,B x,2
2

cap B x,2 ,B x,2

 



 



 




 



 
 
 
 

 
 

  
 
 

                                                     (4.3.14.3) 

olacak Ģekilde  j jE B x,2 G   açık kümeleri alınabilir. ġimdi  jjB B x,2  için 

         d

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4G B G B G G B G G G B ...             

tanımlansın. Sonlu tane açık kümenin arakesitinin ve herhangi sayıdaki açık kümenin 

birleĢiminin de açık olduğundan G açık bir kümedir. Ayrıca E G  sağlanır. Yine 
jx B  

olduğundan G kümesinin tanımı gereği x G  olur. Diğer taraftan, 
j jG B G   sağlanır. 

Gerçekten, herhangi bir 
jy G B   için j jB B  olduğundan jy B  bulunur. G 

kümesinin tanımından 
jy G  bulunur. Ayrıca, her j  için    j jB x,2 B x,2   

olduğundan  j jG B x,2 G   kapsaması sağlanır. (4.3.14.3) eĢitsizliğinden 

      

      

 
    

      

 

      
      

 

1 1

j 1 j 1 jp x 1 p x 1

jp . , p . ,

j 1 j j 1 j

p . , p . ,

1

p x 1j 1 j

p . ,
j

j 1 j

p . ,

cap G B x,2 ,B x,2 cap G ,B x,2

cap B x,2 ,B x,2 cap B x,2 ,B x,2

cap E B x,2 ,B x,2
2

cap B x,2 ,B x,2

   

 

   

 

 




 



   
   
   
   

 
 

  
 
 

elde edilir. Ayrıca (4.3.14.1)'den 

             
      

j 1 j j 2 j

1p . , p . ,

1 j 2 j

1 p . ,

cap E B x,2 ,B x,2 C cap E B x,2 ,B x,2

C cap E B x,2 ,B x,2

   

 

 



  

 

             (4.3.14.4) 

olacak Ģekilde bir 1C 0  vardır. Yine (4.3.14.2)'den 
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             j 1 j 1 j 2 j

p . , p . ,

2

1
cap B x,2 ,B x,2 cap B x,2 ,B x,2

C

   

 
                          (4.3.14.5) 

olacak Ģekilde bir 2C 0  elde edilir. (4.3.14.4) ve (4.3.14.5) göz önüne alınırsa 

      
      

      

      

j 1 j 1 j 2 j
p . , p . ,

j 1 j 1 j 2 j

p . , p . ,

cap E B x,2 ,B x,2 cap E B x,2 ,B x,2
C

cap B x,2 ,B x,2 cap B x,2 ,B x,2

   
 

   

 

 
  

olacak Ģekilde 1 2C C C 0   bulunur. Yine, E kümesi x noktasında   p . , -ince 

olduğundan 

      

      

 

      
      

 

1

j 1 j p x 1

p . ,

j 1 j
j 1

p . ,

1

p x 1j 1 j

p . ,

jj 1 j
j 1 j 1

p . ,

cap G B x,2 ,B x,2

cap B x,2 ,B x,2

cap E B x,2 ,B x,2
1

C
2cap B x,2 ,B x,2

  




 




 
 

 
 



 
 
 
 

 
 

    
 
 



 

 

elde edilir. Böylece 

   
      

      

 

      

      

 

      

      

 

1

i 1 i p x 1

p . ,sum

p . , i 1 i
i 0

p . ,

1

p x 1
p . ,

p . ,

1

i 1 i p x 1

p . ,

i 1 i
i 1

p . ,

cap G B x,2 ,B x,2
W G, x

cap B x,2 ,B x,2

cap G B x,1 ,B x,2

cap B x,1 ,B x,2

cap G B x,2 ,B x,2

cap B x,2 ,B x,2

  




  









  




 




 
 
 
 

 
 
 
 

 
   
 
 





 

olup G kümesi x noktasında   p . , -ince olarak bulunur. Böylece ispat için istenen elde 

edilir. 
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4.4.    
1 2

r,k,p . d

,A    Uzayının Bazı Özellikleri ve Gömülme Teoremleri 

           Bu bölümde  
1

r dL   ile    
2

k,p . dW   uzayının arakesiti olarak tanımlanan 

         
1 2 1 2

r,k,p . k,p .d r d d

,A L W        

vektör uzayını uygun bir normla donatılarak bazı özellikleri incelenecektir. 

Teorem 4.4.1: K    veya   olmak üzere    
1 2

r,k,p . d

,A    uzayı, K cismi üzerinde bir 

vektör uzayıdır. 

Ġspat: Keyfi    
1 2

r,k,p . d

,f ,g A    fonksiyonları verilsin. Buradan  
1

r df ,g L   ve 

   
2

k,p . df ,g W   olup  
1

r dL   ve    
2

k,p . dW   birer vektör uzayı olduklarından 

 
1

r df g L    ve    
2

k,p . df g W    yazılır. O halde    
1 2

r,k,p . d

,f g A     elde edilir. 

Herhangi bir    
1 2

r,k,p . d

,f A    ve K  verilsin. Yine,  
1

r dL   ve    
2

k,p . dW   birer 

vektör uzayı olduklarından  
1

r df L    ve    
2

k,p . df W    olup,    
1 2

r,k,p . d

,f A     

yazılır. 

Yukarıda tanımlanan toplama ve skaler ile çarpma iĢlemleri kullanılarak vektör uzayı olma 

koĢullarının sağlandığı gösterilebilir. 

Herhangi bir    
1 2

r,k,p . d

,f A    için 
 

1 2

r,k ,p .

,
.
 

 fonksiyonu 
 

 1 2 1 2

r,k,p .

, r, k,p . ,
f f f

   
    

biçiminde tanımlansın. Bu fonksiyon, iki normun toplamı olduğundan    
1 2

r,k,p . d

,A    vektör 

uzayı üzerinde bir normdur. Böylece       1 2 1 2

r,k,p .r,k,p . d

, ,
A , .   

  uzayı bir normlu uzaydır. 

Teorem 4.4.2: 1 2,   ağırlık fonksiyonları her dx  için  1 1x c 0    ve 

 2 2x c 0    koĢullarını sağlasın. O halde       1 2 1 2

r,k,p .r,k,p . d

, ,
A , .   

  normlu uzayı bir 

Banach uzayıdır. 

Ġspat: 
   

1 2

r,k,p . d

,A    uzayında bir  n n
f


 Cauchy dizisi alınsın. Böylece verilen her 0   

sayısına karĢılık her 1n,m n  için 
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 

 1 2 1 2

r,k,p .

n m n m n m, r, k,p . ,
f f f f f f

   
        

olacak Ģekilde bir 1n   vardır. O halde,  n n
f


 dizisi hem   

1 1

r d

r,
L , . 

  hem de 

  
2 2

k,p(.) d

k,p(.),
W , . 

  uzaylarında birer Cauchy dizisi olur. Öte yandan,   
1 1

r d

r,
L , . 

  

ve     2 2

k,p(.) d

k,p . ,
W , . 

  uzayları birer Banach uzayı olduğundan  n n
f


 dizisi 

  
1 1

r d

r,
L , . 

  uzayında bir  
1

r df L   fonksiyonuna,     2 2

k,p(.) d

k,p . ,
W , . 

  uzayında 

da bir  
2

k,p(.) dg W   fonksiyonuna yakınsar. Böylece verilen her 0   sayısına karĢılık 

her 2n n  için  

1
n r,

f f
2


                                                                                                               (4.4.2.1) 

ve her 3n n  için 

  2
n k,p . ,

f g
2


                                                                                                          (4.4.2.2) 

olacak Ģekilde 2 3n ,n   vardır. Ayrıca, her dx  için  1 1x c 0    için 

   
1

r d r dL L    olduğundan 
1

n nr r,
f f f f


    eĢitsizliği sağlanır. O halde,  n n

f


 

dizisi  r dL   uzayında f fonksiyonuna yakınsar. Buradan f fonksiyonuna h.h.h. 

yakınsayan bir  
knf  alt dizisi vardır. Ayrıca herhangi bir  

2

k,p(.) dh W   için 

   2 2
p . , p . ,

0 k

h D h
 

 

   

eĢitsizliği sağlandığından    
2 2

k,p(.) d p(.) dW L    bulunur. Öte yandan, her dx  için 

 2 2x c 0    olduğundan        
2

p . p .d dL L    sağlanır (Aydın, 2012b). O halde 

(4.4.2.2) ifadesinden  n n
f


 dizisi  

2

k,p(.) dW   uzayında dolayısıyla  p(.) dL   uzayında 

 p(.) dg L   fonksiyonuna yakınsar. Ayrıca p    olduğundan  p(.) dL   uzayındaki 

yakınsamanın ölçüm içinde yakınsamayı gerektirdiği biliniyor (Kováčik ve Rákosník, 

1991). Dolayısıyla,  
knf  dizisinin g fonksiyonuna h.h.h. yakınsayan bir  

knf


 alt dizisi 



79 
 

vardır (Royden, 1968). Öte yandan  
knf


 dizisinin f fonksiyonuna yakınsamadığı 

noktaların kümesi 1K  ile gösterilirse, 1K 0  olur. Böylece her d

1x K   için 0   

sayısına karĢılık her 
k 4n n


 için 

knf (x) f (x)
2


 


                                                                                                      (4.4.2.3) 

olacak Ģekilde bir 4n   vardır. Yine  
knf


,  
knf  dizisinin alt dizisi olduğundan her 

k 4n n


 için 

knf (x) f (x)
2


 


                                                                                                      (4.4.2.4) 

elde edilir. Eğer  
knf


 alt dizisinin g fonksiyonuna yakınsamadığı noktaların kümesi 2K  

ile gösterilirse 2K 0  olur. Böylece verilen her 0   sayısına karĢılık d

2x K   

olmak üzere her 
k 5n n


 için  

knf (x) g(x)
2


 


                                                                                                      (4.4.2.5) 

olacak Ģekilde bir 5n   vardır. Eğer  0 4 5n maks n ,n  olarak seçilirse her 

 d

1 2x K K    için 1x K  ve 2x K  olduğundan 0   sayısına karĢılık, her 

k 0n n


 için (4.4.2.4) ve (4.4.2.5) kullanılırsa  

k k

k k

n n

n n

f (x) g(x) f (x) f (x) f (x) g(x)

f (x) f (x) f (x) g(x)

2 2

    

   

 
   

 

 
 

bulunur. Yine 1 2K K 0   için 1 2 1 2K K K K 0     olup 1 2K K 0   bulunur. 

Böylece h.h.h. f g  elde edilir.  
1

r dL   ve    
2

k,p . dW   uzaylarının elemanları denklik 

sınıflarından oluĢtuğundan f g  olur. Buradan  
1

r df L   ve 
   

2

k,p . df W   olup, 
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   
1 2

r,k,p . d

,f A    elde edilir. Eğer  0 2 3k maks n ,n  denirse ve (4.4.2.1), (4.4.2.2) 

eĢitsizlikleri kullanılırsa her 0n k  için 

 

 1 2 1 2

r,k,p .

n n n, r, k,p . ,
f f f f f f

2 2   

 
          

elde edilir. Böylece  n n
f


 dizisi 

 

1 2

r,k ,p .

,
.
 

 normuna göre    
1 2

r,k,p . d

,f A    fonksiyonuna 

yakınsadığından       1 2 1 2

r,k,p .r,k,p . d

, ,
A , .   

  bir Banach uzayı olur. 

Teorem 4.4.3: 2  ağırlık fonksiyonu her dx  için  2 x c 0    koĢulunu sağlasın. Bu 

takdirde    
1 2

r,k,p . d

,A    uzayı bir BF-uzayıdır. 

Ġspat: Normlarının tanımından        
2 2

k,p . p .d dW L    olduğu görülür. Ayrıca 2 c 0    

için        
2

p . p .d dL L    sürekli gömülmesi ve    p . dL   uzayının bir BF-uzay olduğu 

biliniyor (Aydın, 2012a). O halde  

             
2 2

k,p . p . p .d d d 1 d

locW L L L        

ifadesinden, herhangi bir    
1 2

r,k,p . d

,f A    için 

     1
loc 2 2

1 1 2 1 2 3L p . p . , k,p . ,
f c f c c f c c c f

 
    

olacak Ģekilde 1 2 3c ,c ,c 0  sayıları vardır. O halde 1 2 3C c c c  olmak üzere 

    
1
loc 1 2 1 2

r,k,p .

L r, k,p . , ,
f C f f C f

   
    

elde edilir. Böylece      
1 2

r,k,p . d 1 d

, locA L     elde edilir. 

Tanım 4.4.4: d  olsun. Eğer  p .  fonksiyonu, 
1

x y
2

   olacak Ģekilde her x, y  

için 

   
C

p x p y
ln x y

 
 
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eĢitsizliğini sağlıyor ise, yerel log-Hölder süreklidir denir (Diening, 2004a). Bu tez 

çalıĢması boyunca tüm yerel log-Hölder sürekli fonksiyonların kümesi  log dP   olarak 

gösterilecektir. 

Tanım 4.4.5: Herhangi bir  1 d

locf L   ve dx  için  

 
 

 
 r 0

B x,r

1
Mf x sup f y dy

B x, r

   

olarak tanımlanan  dMf : 0,   fonksiyonuna f fonksiyonunun maksimal fonksiyonu 

adı verilir. Burada M, Hardy-Littlewood maksimal operatörü olarak adlandırılır (Lu ve 

ark., 2007), (Rudin, 1966). 

Tanım 4.4.6: 1 r    olsun. Herhangi bir dB   yuvarı için 

r 1
1

r 1
1

B B

1 1
dx dx C ,      1<r<

B B






  
       

  
   

veya 

2
B

B

1 1
dx esssup C ,      r 1

B

 
      
  

olacak Ģekilde pozitif 1C  ve 2C  sabitleri varsa,   ağırlığı Muckenhoupt koĢulunu sağlar 

denir ve rA  Ģeklinde gösterilir. Ayrıca 1 r    olmak üzere rA  olması için gerek 

ve yeter koĢul Hardy-Littlewood maksimal operatörünün  r dL   uzayında sınırlı 

olmasıdır (Muckenhoupt, 1972). 

Tanım 4.4.7: 
 

1

B

B

1 1
p dx

B p x



 
   
 

 , 
   
1 1

1
p . q .

   ve   kümesi d  kümesindeki tüm 

yuvarların kümesi olsun. Bu durumda 

     

   

B

q .1
p . p .

p

A L B
B L B

1
sup B





    

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koĢulunu sağlayan   ağırlıklarının kümesi  p .
A  ile gösterilir. Ayrıca,    log dp . P   için 

Hardy-Littlewood maksimal operatörünün    p . dL   uzayında sınırlı olması için gerek ve 

yeter koĢul  p .
A  olmasıdır (Aydın, 2012b). 

Teorem 4.4.8:    log dp . P  , 1 rA   ve  2 p .
A   olsun. Bu takdirde, Hardy-

Littlewood maksimal operatörü        
1 2 1 2

r,1,p . r,1,p .d d

, ,M : A A      sınırlıdır. 

Ġspat: Herhangi bir    
1 2

r,1,p . d

,f A    verilsin. O halde,  
1

r df L   ve    
2

1,p . df W   

olur. Ayrıca 
   
1

 
p . 1 1 d

locL



    için          2

2

p . p . ,d d 1 d

loc locL L L


      ve 

         2

2

1,p . 1,p . ,d d 1,1 d

loc locW W W


      sağlanır (Aydın, 2012b). Böylece,  1,1 d

locf W   

için h.h.h. dx  verildiğinde    Mf x M f x    eĢitsizliği sağlanır (Hajłasz ve 

Onninen, 2004). Ayrıca tanımdan    
2

p . df , f L    olup  2 p .
A   için    

2

p . dL   

uzayında maksimal operatör sınırlı olduğundan  

   2 2
1p . , p . ,

Mf c f
 
  ve 

   2 2
2p . , p . ,

M f c f
 

    

bulunur. Bu ise,    
2

p . dMf, Mf L    olduğunu gösterir. Böylece    
2

1,p . dMf W   olur. 

O halde 1 rA   ve  2 p .
A   için 

 

   

 
    

 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

r,1,p .

3 4, r, 1,p . , r, 1,p . ,

r,1,p .

3 4 3 4r, 1,p . , ,

Mf Mf Mf c f c f

maks c ,c f f maks c ,c f

     

   

   

  
 

elde edilir. Sonuç olarak,        
1 2 1 2

r,1,p . r,1,p .d d

, ,M : A A      maksimal operatörü sınırlıdır. 

Sonuç 4.4.9:    log dp . P  , 1 rA  ,  2 p .
A   ve 1 s   olsun. Bu takdirde 

       
1 2 1 2

r,1,sp . r,1,sp .d d

, ,M : A A      maksimal operatörü sınırlıdır. 

Ġspat: Herhangi bir    
1 2

r,1,sp . d

,f A    verilsin. O halde,  
1

r df L   ve    
2

1,sp . df W   

olur. Ayrıca,        
2 2

1,sp . sp .d dW L    olduğundan    
2

sp . df L   bulunur. Yine ağırlıklı 

değiĢken üslü Lebesgue uzayının normunun tanımından 
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   2
2

1
s s

sp . ,
p . ,

f f




  

olup 
   
2

s p . df L   bulunur. Buradan  2 p .
A   için maksimal operatörün    

2

p . dL   

uzayındaki sınırlılığından 

 
 

 
 

     2 2
2 22

1 11
s ss s ss

sp . , sp . ,
p . , p . ,p . ,

Mf Mf M f c f c f
 

 

                                (4.4.9.1) 

eĢitsizliği elde edilir. Ayrıca    
2

1,sp . df W   olduğundan    
2

sp . df , f L    bulunur. 

(4.4.9.1) eĢitsizliğinden 

 
 

   
 

 
 

 

 
 

 
     

 
   

 
 

2
2 22 2

2 22 2

2
2 2

111 1
sss s sss s

1,sp . ,
p . , p . ,p . , p . ,

1 1 1 1
s s s ss s s s

1 2
p . , p . ,p . , p . ,

1 1
s ss s

1 2 1 2 1,sp . ,
p . , p . ,

Mf Mf Mf Mf M f

M f M f c f c f

maks c ,c f f maks c ,c f


  

  


 

     

     

 
    

 
 

 

eĢitsizliği elde edilir. O halde 

 

   

 
    

 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

r,1,sp .

3 4, r, 1,sp . , r, 1,sp . ,

r,1,sp .

3 4 3 4r, 1,sp . , ,

Mf Mf Mf c f c f

maks c ,c f f maks c ,c f

     

   

   

  
 

olacak Ģekilde  3 4C maks c ,c 0   bulunur. Böylece,        
1 2 1 2

r,1,sp . r,1,sp .d d

, ,M : A A      

sınırlıdır. 

Tanım 4.4.10: d:    negatif olmayan, radyal, azalan,  d

0C   uzayına ait ve 

(i) x 1  için  x 0   

(ii)  
d

x dx 1 


 

koĢullarını sağlayan bir fonksiyon olsun. ġimdi 0   alınsın. Negatif olmayan,  d

0C   

uzayına ait ve 
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(i) x    için  x 0   

(ii)  
d

x dx 1 


 

koĢullarını sağlayan   d x
x 



 
    

 
 fonksiyonuna mollifier denir ve giriĢim iĢlemi 

      
d

*f x x y f y dy    


 

Ģeklinde gösterilir (Adams ve Fournier, 2003), (Aydın, 2012b). 

Teorem 4.4.11:  p .
A  olsun ve herhangi bir    p . df L   fonksiyonu verilsin. Bu 

takdirde 0   için    p . dL   uzayında *f f   yakınsaması vardır (Aydın, 2012b). 

Sonuç 4.4.12:    log dp . P   ve  p .
A  olsun. Bu takdirde  d

0C   uzayı    k,p . dW 
 

uzayında yoğundur (Aydın, 2012b). 

AĢağıdaki teorem, Teorem 4.4.11 ve Sonuç 4.4.12 yardımıyla kolayca ispatlanır. 

Teorem 4.4.13: Eğer 1 rA   ve  2 p .
A   ise, herhangi bir    

1 2

r,k,p . d

,f A    verildiğinde 

0   için    
1 2

r,k,p . d

,A    uzayında *f f   yakınsaması vardır. 

Ġspat: Herhangi bir    
1 2

r,k,p . d

,f A    fonksiyonu ve 0   alınsın. 1 rA   ve  2 p .
A   

olduğundan 

 

 1 2 1 2

r,k,p .

, r, k,p . ,
f *f f *f f *f

2 2

     
    

 
   

 

elde edilir. Bu ise istenendir. 

Sonuç 4.4.14: 1 rA   ve  2 p .
A   olsun. Bu takdirde  d

0C   uzayı    
1 2

r,k,p . d

,A    

uzayında yoğundur. 

Ağırlıklı değiĢken üslü Lebesgue uzayları için Hölder eĢitsizliği biliniyor. ġimdi 

   
1 2

r,1,p . d

,A    uzayı için bu eĢitsizlik ispatlanacaktır. 
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Teorem 4.4.15:  p . ,  q .  ve  r .  fonksiyonları 
     
1 1 1

r . p . q .
   koĢulunu sağlayan 

değiĢken üsler olsun. Bu takdirde herhangi    1,p . df W   ve    1,q . dg W   için 

     h1,r . , 1,p . , 1,q . ,
fg C f g

  
  

olacak Ģekilde f ve g fonksiyonlarından bağımsız bir hC 0  vardır. 

Ġspat: 
     
1 1 1

r . p . q .
   olmak üzere herhangi    1,p . df W   ve    1,q . dg W   verilsin. 

O halde    p . df , f L    ve    q . dg, g L    sağlanır. DeğiĢken üslü Lebesgue uzayları 

için Hölder eĢitsizliği kullanılırsa 

 

 

 

   

 

   

 

 

 

 

 

   

1 1 1 1 1

r . p . q . p . q .

r . ,

r . r . r .

1 1

p . q .

1 1 p . , q . ,

p . q .

fg fg fg f g

c f g c f g





 

      

   

 

ve 

 
       

       

           

 
           

r . , r . , r . ,r . ,

2 3p . , q . , p . , q . ,

2 3p . , q . , p . , q . , p . , q . ,

2 3 p . , q . , p . , q . , p . , q . ,

fg f g g f f g g f

c f g c f g

c f g c f g f g

maks 1,c ,c f g f g f g

  

   

     

     

        

   

      

       
 

 

bulunur. Böylece  h 1 2 3C maks 1,c ,c ,c  olmak üzere 

   
 

 

   

 
           

                

             

1,r . , r . , r . ,

1 p . , q . ,

2 3 p . , q . , p . , q . , p . , q . ,

h p . , q . , p . , q . , p . , q . , p . , q . ,

h hp . , p . , q . , q . , 1,p . , 1,q . ,

fg fg fg

c f g

maks 1,c ,c f g f g f g

C f g f g f g f g

C f f g g C f g

  

 

     

       

     

  



       
 

       

     

 

eĢitsizliği elde edilir. 



86 
 

Teorem 4.4.16:  p . ,  q . ,  r .  fonksiyonları 
     
1 1 1

r . p . q .
   koĢulunu sağlayan 

değiĢken üsler ve 
1 1 1

t r s
   için 1 r,s, t    olsun. Bu takdirde herhangi    

1 2

r,1,p . d

,f A    

ve    
1 2

s,1,q . d

,g A    için 

     

1 2 1 2 1 2

t ,1,r . r,1,p . s,1,q .*

h, , ,
fg C f g

     
  

olacak Ģekilde f ve g fonksiyonlarından bağımsız bir *

hC 0  vardır. 

Ġspat: 
     
1 1 1

r . p . q .
   olmak üzere herhangi    

1 2

r,1,p . d

,f A    ve    
1 2

s,1,q . d

,g A    alınsın. 

Buradan  
1

r df L  ,    
2

1,p . df W   ve  
1

s dg L  ,    
2

1,q . dg W   olur. Hölder 

eĢitsizliği ve Teorem 4.4.15 kullanılırsa  *

h h HC maks 1,c ,C 0   olmak üzere 

 

   

       

         

1 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

t ,1,r .

h H, r, s, 1,p . , 1,q . ,

h Hr, s, r, 1,q . , 1,p . , s, 1,p . , 1,q . ,

r,1,p . s,1,q .* *

h hr, 1,p . , s, 1,q . , , ,

fg c f g C f g

c f g f g f g C f g

C f f g g C f g

     

       

       

 

   

   

 

eĢitsizliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 4.4.17:        
1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      olması için gerek ve yeter koĢul 

       
1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      kapsamasının sağlanmasıdır. 

Ġspat: Gömülme tanımından        
1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      için        
1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      

sağlanır. ġimdi        
1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      olsun. Ayrıca    
1 2

r,k,p . d

,A    uzayı için 

   

1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .

, ,
. . .

   
   normu tanımlansın.     

1 2

r,k,p . d

,A , .   , bir Banach uzayıdır. 

Gerçekten,    
1 2

r,k,p . d

,A    uzayında herhangi bir  n n
f


 Cauchy dizisi alınsın. O halde her 

0   sayısına karĢılık her n, m N  için n mf f    olacak Ģekilde bir N  sayısı 

vardır. Buradan 
   

1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .

n m n m n m, ,
f f f f f f

   
        olup, 

 

1 2

r,k,p .

n m ,
f f

 
    ve 

 

3 4

r,k,p .

n m ,
f f

 
    elde edilir. Böylece  n n

f


 dizisi       1 2 1 2

r,k,p .r,k,p . d

, ,
A , .   

  ve 
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      3 4 3 4

r,k,p .r,k,p . d

, ,
A , .   

  uzaylarında bir Cauchy dizisidir. Yine    
1 2

r,k,p . d

,A    ve    
3 4

r,k,p . d

,A    

uzayları Banach uzayı olduklarından  n n
f


 dizisi    

1 2

r,k,p . d

,A    uzayında bir 

   
1 2

r,k,p . d

,f A    fonksiyonuna ve    
3 4

r,k,p . d

,A    uzayında da bir    
3 4

r,k,p . d

,g A    

fonksiyonuna yakınsar. Böylece 0   sayısına karĢılık her 1n n  için  

 

1 2

r ,k ,p .

n ,
f f

2 


                                                                                                          (4.4.17.1) 

olacak Ģekilde bir 1n   vardır. Öte yandan 
 

1 1 2

r,k,p .

r r, ,
. . .

  
   olduğundan 1n   için 

her 1n n  olduğunda n r
f f

2


   bulunur. Böylece f fonksiyonuna h.h.h. yakınsayan bir 

 
knf  alt dizisi vardır. Eğer  

knf  alt dizisinin f fonksiyonuna yakınsamadığı noktaların 

kümesini 1K  ile gösterilirse, 1K 0  olur. Böylece her d

1x K   için 0   için her 

k 2n n  olduğunda  

knf (x) f (x)
2


                                                                                                       (4.4.17.2) 

olacak Ģekilde bir 2n   vardır. Yine,  n n
f


 dizisi    

3 4

r,k,p . d

,A    uzayında 

   
3 4

r,k,p . d

,g A    fonksiyonuna yakınsadığından, 0   sayısına karĢılık her 3n n  için  

 

3 4

r,k,p .

n ,
f g

2 


                                                                                                          (4.4.17.3) 

olacak Ģekilde bir 3n   vardır. Ayrıca,  
knf  alt dizisi de g fonksiyonuna 

 

3 4

r,k ,p .

,
.
 

 

normuna göre yakınsar. Böylece, aynı 0   sayısına karĢılık her k 4n n  için 

 

k
3 4

r,k,p .

n
,

f g
2 


   

olacak Ģekilde bir 4n   vardır. Eğer 
 

3 3 4

r,k,p .

r r, ,
. . .

  
   eĢitsizliği kullanılırsa aynı 

4n   sayısı için her 4n n  olduğunda 
kn

r
f g

2


   bulunur. Böylece  

knf  dizisinin g 

fonksiyonuna h.h.h yakınsayan bir  
kt

nf  alt dizisi vardır. Eğer  
kt

nf  alt dizisinin g 
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fonksiyonuna yakınsamadığı noktaların kümesini 2K  ile gösterilirse 2K 0  olur. 

Böylece, her d

2x K   ve 
tk 5n n  için 

kt
nf (x) g(x)

2


                                                                                                      (4.4.17.4) 

olacak Ģekilde bir 5n   vardır. Yine (4.4.17.2) eĢitsizliğinden  
kt

nf  alt dizisi de h.h.h. f 

fonksiyonuna yakınsar. Böylece her d

1x K   için 0   sayısına karĢılık her 
tk 2n n  

için  

   
kt

nf x f x
2


                                                                                                     (4.4.17.5) 

yazılır. Eğer  0 2 5k maks n ,n  denirse her  d

1 2x K K    için 1x K  ve 2x K  

olup, (4.4.17.4) ve (4.4.17.5) kullanılırsa her 
k 0n k


 için 

k kt t

k kt t

n n

n n

f (x) g(x) f (x) f (x) f (x) g(x)

f (x) f (x) f (x) g(x)

2 2

    

   

 
   

 

bulunur. Yine 1 2K K 0   için 1 2 1 2K K K K 0     olup, 1 2K K 0   bulunur. 

Böylece h.h.h. f g  elde edilir. Ayrıca,    
1 2

r,k,p . d

,A    uzyaının elemanlarının denklik sınıfı 

olduğu düĢünülürse f g  olur. ġimdi,  0 1 3n maks n ,n  olarak tanımlanır ve (4.4.17.1), 

(4.4.17.3) de kullanılırsa her 0n n  için 

   

1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .

n n n, ,
f f f f f f

2 2   

 
          

elde edilir. O halde  n n
f


, .  normuna göre    

1 2

r,k,p . d

,f A    fonksiyonuna 

yakınsadığından    
1 2

r,k,p . d

,A    bir Banach uzayı olur. ġimdi  

           1 2 1 2 1 2

1,k,p .r,k,p . r,k,p .d d

, , ,
I : A , . A , .     

   
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birim fonksiyonu tanımlansın. I birim fonksiyonu doğrusal, birebir ve örtendir. Ayrıca 

herhangi bir    
1 2

r,k,p . d

,f A    için 

 
   

1 21 2

r,k,p . r,k,p .

,,
I f f f

  
   

sağlandığından I fonksiyonu sürekli olup, Banach Teoreminden bir homeomorfizmdir. Bu 

ise .  ve 
 

1 2

r,k ,p .

,
.
 

 normlarının birbirine denk olduklarını gösterir. Buradan, herhangi bir 

   
1 2

r,k,p . d

,f A    için 

 

1 2

r,k,p .

,
f k f

 
                                                                                                          (4.4.17.6) 

olacak Ģekilde bir k 0  vardır. Böylece (4.4.17.6) ve .  normunun tanımından 

   

3 4 1 2

r,k,p . r,k,p .

, ,
f f k f

   
   

elde edilir. 

Teorem 4.4.18: Eğer 2 1   ise,        
1 2

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      gömülmesi sağlanır. 

Ġspat: 2 1   olduğundan her dx  için    2 1x c x    olacak Ģekilde bir c 0  

vardır. Herhangi bir    
1

r,k,p . d

,f A    için 

 

   

    

2 2 1

1 1

1
r,k,p .

r

, r, k,p . , r, k,p . ,

1 1
r,k,p .

r r

r, k,p . , ,

f f f c f f

maks 1,c f f maks 1,c f

     

   

   

   
     

   

 

olduğundan        
1 2

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      elde edilir. 

Teorem 4.4.19: Eğer 2 1   ise,        
1 2

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      gömülmesi sağlanır. 

Ġspat: 2 1   olduğundan her dx  için    2 1x c x    olacak Ģekilde bir c 0  

vardır. Buradan 0 k    için 

       2 1D f x x c D f x x     
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eĢitsizliği sağlanır. DeğiĢken üslü Lebesgue uzayının normunun tanımından herhangi bir 

   
1

k,p . df W   için 

       2 12 1
k,p . , k,p . ,p . , p . ,

0 k 0 k

f D f c D f c f 

  
   

     

eĢitsizliği elde edilir.    
1

r,k,p . d

,A    ve    
2

r,k,p . d

,A    uzaylarının norm tanımlarından ispat 

tamamlanır. 

Teorem 4.4.20: Eğer    1 2p . p .  ise,        2 1

1 2 1 2

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      gömülmesi sağlanır. 

Ġspat:    1 2p . p .  için        2 1

2 2

p . p .d dL L    olduğu biliniyor (Aydın, 2012b). Benzer 

Ģekilde,    1 2p . p .  için        2 1

2 2

k,p . k,p .d dW W    sağlanır. O halde    2

1 2

r,k,p . d

,A    ve 

   1

1 2

r,k,p . d

,A    uzaylarının normlarının tanımından herhangi bir    2

1 2

r,k,p . d

,f A    için 

 

   

 
    

 

1

1 2 1 1 2 1 2 2

2

1 2 2 1 2

r,k,p .

, r, k,p . , r, k,p . ,

r,k,p .

r, k,p . , ,

f f f f c f

maks 1,c f f maks 1,c f

     

   

   

  
 

eĢitsizliği elde edilir. Bu ise istenendir. 

Teorem 4.4.21:    2 2 1 11 p p . p . p        ve 
 

   
1

1
1 2

2

p .
1 ,

p . p .





 


 olsun. Bu takdirde, 

       1 2

1 2

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      gömülmesi sağlanır. 

Ġspat: Herhangi bir    1

1

r,k,p . d

,f A    verilsin. Buradan  r df L   ve    1

1

k,p . df W   

olur. Ayrıca (Edmunds ve ark., 2006) çalıĢmasındaki Teorem 5.1'den 
 

   
1

1
1 2

2

p .
1 ,

p . p .





 


 

koĢulu için        1 2

1 2

p . p .d dL L    sağlanır. O halde, 

       2 2 1 12 2 1 1
k,p . , k,p . ,p . , p . ,

0 k 0 k

f D f c D f c f 

  
   

     

olacak Ģekilde bir c 0  vardır. Buradan 
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 

   

 
    

 

2

2 2 2 1 1

1

1 1 1

r,k,p .

, r, k,p . , r, k,p . ,

r,k,p .

r, k,p . , ,

f f f f c f

maks 1,c f f maks 1,c f

     

   

   

  
 

elde edilir. Bu ise        1 2

1 2

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      olduğunu gösterir. 

Teorem 4.4.22: 3 1   ve 4 2   olsun. Bu takdirde k t  olacak Ģekilde herhangi 

k, t   için        
1 2 3 4

r,k,p . r,t,p .d d

, ,A A      gömülmesi sağlanır. 

Ġspat: Herhangi bir    
1 2

r,k,p . d

,f A    fonksiyonu verilsin. Bu durumda  
1

r df L   ve 

   
2

k,p . df W   olur. Ayrıca, 3 1   için    
1 3

r d r dL L    sağlandığı görülür. O halde 

3 1
1r, r,

f c f
 
                                                                                                         (4.4.22.1) 

olacak Ģekilde bir 1c 0  vardır. Yine 4 2   ve k t  için 

   

     

   

4 4

4 4 4

22

t ,p . , p . ,
0 t

p . , p . , p . ,
0 t t 1 k 0 k

2 2 k,p . ,p . ,
0 k

f D f

D f D f D f

c D f c f



 
 

  

  
        




 



  

 



  



                              (4.4.22.2) 

olacak Ģekilde bir 2c 0  bulunur. ġimdi  1 2C maks c ,c  olsun. O halde, (4.4.22.1) ve 

(4.4.22.2) ifadelerinden    1

1

r,k,p . d

,f A    fonksiyonu için  

 

   

    

3 4 3 4 1 2

1 2 1 2

r,t ,p .

1 2, r, t ,p . , r, k,p . ,

r,k,p .

r, k,p . , ,

f f f c f c f

C f f C f

     

   

   

  
 

eĢitsizliği elde edilir. Buradan        
1 2 3 4

r,k,p . r,t,p .d d

, ,A A      gömülmesi bulunur. 

Teorem 4.4.23: 3 1  , 4 2  , 2 1r r ,    2 1p . p .  ve k, t  için k t  olsun. Eğer 

d  için     ise, 
       1 1 2 2

1 2 3 4

r ,k,p . r ,t ,p .

, ,A A      vardır. 
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Ġspat: Herhangi bir 
   1 1

1 2

r ,k,p .

,f A    fonksiyonu verilsin. O halde  1

1

r
f L   ve 

   1

2

k,p .
f W   olur. ġimdi 2 1r r  olmak üzere 1

2

r

r
   olarak tanımlansın. O halde, Hölder 

eĢitsizliğinden 
1 1

1 
 

 için 

         

   

2

1 1
2 2

2 22 1

2 1

2

1
1 2

1 1

r
r 1r

r r
r rr r

1 1r ,

r

r 1 1
r r

1 r ,

f f x x dx f x x dx dx

f x x dx f






  

 




 
    

         
   

 

 
     
 

  



 

bulunur. O halde,     ve  1

1

r
f L   olduğundan,  2

1

r
f L   bulunur. Ayrıca 3 1   

için  2

3

r
f L   olur. 

       1 1

2 2

k,p . p .
W L     ifadesinden 

   1

2

p .
f L   elde edilir. Yine 

    ve    2 1p . p .  için 
       1 2

2 2

p . p .
L L    olduğundan 

   

   

2 2 2 2

1 21 2

k,p . , p . ,
0 k

k,p . ,p . ,
0 k

f D f

C D f f



 
  




  



 




 

sağlanacak Ģekilde bir C 0  bulunur. Buradan 
       1 2

2 2

k,p . k,p .
W W    elde edilir. 

Ayrıca, 4 2   ve k t  olduğundan, 
       2 2

2 4

k,p . t ,p .
W W    sağlanır. Böylece 

           1 2 2

2 2 4

k,p . k,p . t ,p .
W W W       olup 

       1 2

2 4

k,p . t ,p .
W W    elde edilir. O halde, 

   1

2

k,p .
f W   için 

   2

4

t ,p .
f W   sağlanır. Böylece 

         2 2 22

3 4 3 4

t ,p . r ,t ,p .r

,f L W A          olduğu görülür. Bu ise ispatı tamamlar. 

AĢağıdaki sonuç, Teorem 4.4.17, Teorem 4.4.18, Teorem 4.4.19, Teorem 4.4.20, Teorem 

4.4.21 ve Teorem 4.4.22 kullanılarak kolayca ispatlanır. 

Sonuç 4.4.24 (i) Eğer 1 2    ise,        
1 2

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      eĢitliği elde edilir. 

(ii) Eğer 1 2    ise,        
1 2

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      eĢitliği sağlanır. 
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(iii) 3 1   ve 4 2   olsun. Bu takdirde,        
1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      gömülmesi 

sağlanır. 

(iv) Eğer 1 3   , 2 4    ise,        
1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      eĢitliği bulunur. 

(v) 3 1  , 4 2   ve    2 1p . p .  olsun. Bu takdirde,        1 2

1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      

gömülmesi sağlanır. 

(vi) Eğer 3 1  , 4 2   ve 
 

   
1

1
1 2

2

p .
1 ,

p . p .





 


 ise,        1 2

1 2 3 4

r,k,p . r,k,p .d d

, ,A A      

gömülmesi elde edilir. 

(vii) Eğer 3 1  , 4 2  ,    2 1p . p .  ve k t  ise,        1 2

1 2 3 4

r,k,p . r,t,p .d d

, ,A A      olarak 

bulunur. 

(viii)    2 2 1 11 p p . p . p       , 
 

   
1

1
1 2

2

p .
1 ,

p . p .





 


, 3 1  , 4 2   ve k t  olsun. 

O halde,        1 2

1 2 3 4

r,k,p . r,t,p .d d

, ,A A      gömülmesi elde edilir. 

AĢağıdaki teoremde, (Kim ve ark., 2010) çalıĢmasındaki Teorem 2.11'deki ispat tekniği 

kullanılmıĢtır. 

Teorem 4.4.25: d  sınırlı bir küme olsun. Eğer, 

(i)  
 
1

q .
p . 1




 olmak üzere 
   q . 1

2 L


   , 

(ii) Her x  için  2 x c 0   , 

koĢulları sağlanıyorsa  
   

 
q

p . q .
p .

q . 1



 olmak üzere        q

1 2

1,p .r,1,p .

,A W     gömülmesi 

sağlanır. 

Ġspat: Herhangi bir 
   

1 2

r,1,p .

,f A    verilsin. O halde,  
1

rf L   ve 
   

2

1,p .
f W   olur. 

Buradan 
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 
   

   

 

 

   
 

 q . 1

q .

q .
p . q .

p xq . 1
q . 1

2 2

L

f f x x dx






 
       
 
 

  

yazılır. Ayrıca (i) koĢulundan 

   

 

    
 

q . 1

q .
 

q xq . 1

2 2L
x dx







 
      
 
 

  

sağlanır. DeğiĢken üslü Lebesgue uzayları için Hölder eĢitsizliği kullanılırsa 

 
 

 
   

   
   

    
 

    
 

 

   

 

 

 

 
   

 

 

   

q

q . 1

q . q . 1

p x q x p x q x q x q x
p x  

q x 1 q x 1 q x 1 q x 1
2 2

q . q .
p . q .  

q . 1 q . 1
q . 1

h 2 2

L L

f x dx f x dx f x x x dx

c f





   

  


 



 

      

   

  
 

elde edilir. Teorem 2.1.11 kullanılırsa 

 

 

   

 

 

 
 

 

 
q . 1 q . 1

q . 1

q . q . q .1 1
   
q . 1 q . 1 q . 1

2 2 2 1L L

L

1 1

q q

cmaks , 



  
  

  



 
                     

             
  

 

eĢitsizliği sağlanır. Böylece 

 
     

 

 

 

 

   

q

q . 1

q .

q .
p . q .

p x q . 1
q . 1

h 1 2

L

f x dx c c f








                                                               (4.4.25.1) 

olur. Genelliği bozmadan  
 qp x

f x dx 1


   olduğu kabul edilebilir. Aksi halde, 

 
 qp x

f x dx 1


   için 
   qp .

f L    olacaktır. Ayrıca    qp . p .  olduğundan,     

ve (ii)'den            q q

2 2

p . p .p .
L L L      sağlanır. Buradan 

   
2

1,p .
f W   için 

   
2

p .
f L  , 

dolayısıyla, 
   qp .

f L   olur. Bu ise 
   q1,p .

f W   olduğunu gösterir. Bu ise ispatı 

bitirecektir. O halde,  
 qp x

f x dx 1


   alınabilir. Ayrıca,  
 

 
p x

2f x x dx 1


    ise, 

Teorem 2.1.11'den 
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 
 

   
   

 
 q qp .p . p .qq q

1 1

p p
LL L

f ff 

 
       

olup (4.4.25.1) eĢitsizliğinden,  

 
 

 
     

 

 

 

 

   

 

 

   

 

 

 
 

 

   

 

 

 

 
 

 

q

p .q
q . 1

q .

q . 1 q . 1

q . q .

q .p q
p . q .

p x q . 1q 1
q . 1

h 1 2L

L

q . q .1 1p . q . p . q .
q . 1 q . 1

q . 1 q . 1
h 1 2 2

L L

p x

h 1 2

q q

q q

f x dx c c f

c c f f

c c f x x dx

f

maks ,

maks

 





 

 

 









 

 
 



    

 
                     

             
  


  



 

  
 

 

 
 

 

   
p .

2

1 1p x

2

q

q 1p x

h 1 2

p q

q 1

h 1 L

q q

q q

f x x dx

c c f x x dx

c c

,

f

 





 





  











 
   

     
   

 

 
   

 

 





 

eĢitsizliği elde edilir. Böylece,  
q 1

p q
h 1C c c 0



 



   ve 1

q 1

q 1






 


 olmak üzere 

 
     

1

p . p .q

2
L L

Cf f




 
   

bulunur. Ayrıca p    ve    
 p .

2
L

f 1



    olduğundan    

p .

2
L

1f



  sağlanır. Bu 

takdirde 1

q 1
1

q 1






  


 için        

1

p . p .

2 2
L L

f f
 



 
   olur. O halde,  

q 1

p q
h 1C c c 0



 



   olmak 

üzere 

 
     

p . p .q

2
L L

Cf f


 
                                                                                            (4.4.25.2) 

eĢitsizliği elde edilir. 

Diğer taraftan  
 

 
p x

2f x x dx 1


    olduğu kabul edilsin. Böylece  
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 
 

 
     

 

 

 

 

   

 
 

   

 

 

 
 
 

   

 

 

 

 
 

   

 

q

p .q
q . 1

q .

q . 1 q . 1

q . q .

q . 1

q .

q .p q
p . q .

p x q . 1q 1
q . 1

h 1 2L

L

q . q .1 1p . q . p . q .
q . 1 q . 1

q . 1 q . 1
h 1 2 2

L L

p . q .

q . 1
h 1

L

q q

q q

f x dx c c f

c c f f

c c f

f

maks ,

 





 

 



 









 

 
 



    

 
                     

             
  

  

 

 

 

   
p .

2

q

q . q 1

q . 1

2

p q

q 1

h 1 L
c c f





 













  
  

  
  

 

 

bulunur. Böylece,  
q 1

p q
h 1C c c 0



 



   ve 2

p q

p q

 

 
   olmak üzere 

 
     

2

p . p .q

2
L L

Cf f




 
                                                                                            (4.4.25.3) 

sağlanır. O halde (4.4.25.2) ve (4.4.25.3) ifadelerinden 
   qp .

f L    olur. Ayrıca 

   qp . p .  ve     için (ii)'den            q q

2 2

p . p .p .
L L L      sağlanır. Buradan 

   
2

1,p .
f W   için 

   
2

p .
f L  , dolayısıyla, 

   qp .
f L   olur. Bu ise 

   q1,p .
f W   

olduğunu gösterir. Böylece        q

2

1,p .1,p .
W W     sağlanır. Banach teoreminden 

       q

2

1,p .1,p .
W W    sürekli gömülmesi bulunur. O halde 

   
1 2

r,1,p .

,f A    için 

     

 
    

 

q 2 1 2

1 2 1 2

1,p . 1,p . , r, 1,p . ,

r,1,p .

r, 1,p . , ,

f C f f C f

maks 1,C f f maks 1,C f

  

   

  

  
 

elde edilir. Bu ise ispatı bitirir. 

ÇalıĢma boyunca, d uzayın boyutu olmak üzere herhangi  p .  değiĢken üssü için 

 

 

 
 

 

*

dp .
,        p . d

d p .p .

,                     p . d




 

 

 

ifadesi kullanılacaktır. 
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Teorem 4.4.26: d  açık sınırlı kümesi verilsin ve 1 p p d     olmak üzere 

   p . C   ve    logp . P   olsun. r 1   olmak üzere    r . L   fonksiyonu her 

x  için    *r x p x  koĢulunu sağlıyorsa, 
       1,p x r x

W L   vardır. Ayrıca, eğer 

    *

x
inf p x r x 0


   koĢulu da sağlanıyorsa 
       1,p x r x

W L   kompakt gömülmesi 

sağlanır (Diening, 2004b), (Fan ve ark., 2005), (Kim ve ark., 2010). 

Teorem 4.4.25 ve Teorem 4.4.26 yardımıyla aĢağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.4.27:    p . C   için Teorem 4.4.25'teki koĢullar sağlansın. Ayrıca Teorem 

4.4.26'daki koĢullar  p .  yerine  qp .  olacak Ģekilde gerçeklensin. Bu takdirde 

   r . C   ve her x  verildiğinde  *

q1 r p x   için 
       

1 2

r,1,p . r .

,A L     

sağlanır. 

Teorem 4.4.28:    p . C   ve her x  için  1 p x  olsun. Ayrıca 

(i)    1 x C     için 
   x

0 L


   , 

(ii) Her x  için  
 

 

x
x

x 1


 

 
 olmak üzere  

 

 

*p x
1 s x

x
 


, 

koĢulları sağlanıyorsa, 
       1,p . s .

W L   bulunur (Mashiyev ve ark., 2010). 

Sonuç 4.4.29: Teorem 4.4.25'teki koĢulların sağlandığı kabul edilsin. Ayrıca Teorem 

4.4.28'de  p .  yerine  qp .  alınarak koĢullar sağlansın. Bu takdirde her x  için 

 
 

 

*

qp x
1 s x

x
 


 olmak üzere 

       
1 2

r,1,p . s .

,A L     gömülmesi vardır. 

Ġspat: Teorem 4.4.25'ten        q

1 2

1,p .r,1,p .

,A W     ve Teorem 4.4.28'den 

       q1,p . s .
W L   bulunur. O halde, 

       
1 2

r,1,p . s .

,A L     kompakt gömülmesi elde 

edilir. 

Teorem 4.4.30:    p . C  , her x  için  1 p x  olsun ve 
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(i) Her x  için  2 x c 0   , 

(ii)    1 . C     için 
   .

30 L


    , 

(iii)    t . C   ve    1 t . p .   olmak üzere 

 

     
t .

 
p . t . 1

2 L



   , 

koĢulları sağlansın. Bu takdirde, her    q . C   ve  
 

 

*t .
1 q .

.
 


 için 

   
1 1

1
. .
 

 
 

olmak üzere 
       

1 2 3

r,1,p . q .

,A L     sağlanır. 

Ġspat: Öncelikle, 
       

1 2

r,1,p . 1,t .

,A W     ifadesi gösterilsin. Herhangi bir 
   

1 2

r,1,p .

,f A    

fonksiyonu alınsın. O halde,  
1

rf L   ve 
   

2

1,p .
f W   olur. Buradan 

 
   

 
 

   
 

 p .

t .

t .

p xt . p .

2 2

L

f f x x dx


 
       
 
 

  

olduğu görülür. Ayrıca (iii)'den 

 
     

 

    
 

   
p .

p . t .

t .
t x 

 p .
p x t x

2 2

L

x dx









 
      
 
 

  

sağlanır. O halde değiĢken üslü Lebesgue uzayları için Hölder eĢitsizliğinden 

 
 

 
 

  
 

    
 

 

 
 

 

 
   

 

 

 
     

p . p .

t . p . t .

t x t x
t x t x  

p x p x
2 2

t . t .
 

t . p . p .

h 2 2

L L

f x dx f x x x dx

c f





 



 

    

   

 
 

eĢitsizliği elde edilir. Teorem 2.1.11 ve (iii) göz önüne alınırsa  

 

 

 
     

 
     

 

    
 

   
p .

p .
p . t .

p . t .

p

t . t .p t t x  
 p . p .
p x t x

2 2 2

L
L

x dx



 




 







 
        
 
 

  

ve 
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 

 

 
     

 
     

 

    
 

   
p .

p .
p . t .

p . t .

p

t . t .p t t x  
 p . p .
p x t x

2 2 2

L
L

x dx



 




 







 
        
 
 

  

bulunur. Buradan 

 

 

 
     

  
 

      
 

   

  
 

      
 

   

  
 

   

p .

p . t .

p t p t
t .

t x t x p p  p .
p x t x p x t x

2 2 2

L

p t p t

t x t xp p  
p x t x p x t x

2 2

p t

t x p 
p x t x

2

maks x dx , x dx

maks x dx 1 , x dx 1

x dx 1

   

 



   

 

 

 


 

 

 


 

 
 

 








 
    

       
    
 

 
    

        
    
 

 
   
 

 

 

 1c





 

eĢitsizliği elde edilir. O halde 

 
   

 

 

 

   

p .

t .

t .

t x t . p .

h 1 2

L

f x dx c c f




                                                                        (4.4.30.1) 

olur. Genelliği bozmadan  
 t x

f x dx 1


   olduğu kabul edilebilir. Aksi halde,  

 
 t x

f x dx 1


   için 
   t .

f L    olacaktır. Ayrıca    t . p .  ve   olduğundan 

           
2 2

p . t . t .
L L L      sağlanır. Buradan 

   
2

1,p .
f W   için 

   
2

p .
f L  , dolayısıyla, 

   t .
f L   olur. Bu ise 

   1,t .
f W   olduğunu gösterir. Bu ise ispatı bitirecektir. O 

halde  
 t x

f x dx 1


   alınabilir. Yine,  
 

 
p x

2f x x dx 1


    ise,  
 t x

f x dx 1


   

için Teorem 2.1.11 ve (4.4.30.1) eĢitsizliğinden 
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   
 

   
 

 

 
   

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

   
 

 

t .
p .

t .

t . t .

p . p .

p . p .

t . t .

t .

t xt t . p .

h 1 2L

L

t t

p p
t . t .

h 1 2 2

L L

t t

p pp x p x

h 1 2 2

f x dx c c f

c c f f

c c f x x dx f x x dx

f

maks ,

maks ,



 

 

 

 






 

    

 
        
                   
       
  

 
    

        
    
 



 

 

 
 

 

   
p .

2

t

pp x

h 1 2

p t

p

h 1 L

c c f x x dx

c c f





 









 
  

 

 



 

olup  
1

t
h 1C c c 0   için 

       
t . p .

2

p

p

L L
Cf f






 
                                                                                              (4.4.30.2) 

eĢitsizliği elde edilir. Diğer taraftan,  
 

 
p x

2f x x dx 1


    olduğu kabul edilsin. 

Böylece  

   
 

   
 

 

 
   

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

   
 

 

t .
p .

t .

t . t .

p . p .

p . p .

t . t .

t .

t xt t . p .

h 1 2L

L

t t

p p
t . t .

h 1 2 2

L L

t t

p pp x p x

h 1 2 2

f x dx c c f

c c f f

c c f x x dx f x x dx

f

maks ,

maks ,



 

 

 

 






 

    

 
        
                   
       
  

 
    

        
    
 



 

 

 
 

 

   
p .

2

t

pp x

h 1 2

p t

p

h 1 L

c c f x x dx

c c f





 









 
  

 

 



 



101 
 

olup  
1

t
h 1C c c 0   ve 

p t

p t

 

 
   için 

       
p .t .

2
L L

Cf f




 
                                                                                              (4.4.30.3) 

bulunur. O halde (4.4.30.2) ve (4.4.30.3) eĢitsizliklerinden 
   t .

f L    olduğu görülür. 

Ayrıca,    t . p .  ve     olduğundan 
           
2 2

p . t . t .
L L L      sağlanır. Buradan 

   
2

1,p .
f W   için 

   
2

p .
f L  , dolayısıyla, 

   t .
f L   olur. Bu ise, 

   1,t .
f W   

olduğunu gösterir. Böylece 
       

2

1,p . 1,t .
W W     kapsaması elde edilir. Banach 

teoreminden 
       

2

1,p . 1,t .
W W    olduğu görülür. O halde 

   
1 2

r,1,p .

,f A    için 

     

 
    

 

2 1 2

1 2 1 2

1,t . 1,p . , r, 1,p . ,

r,1,p .

r, 1,p . , ,

f C f f C f

maks 1,C f f maks 1,C f

  

   

  

  
 

sağlanır. Böylece  

       
1 2

r,1,p . 1,t .

,A W                                                                                                  (4.4.30.4) 

gömülmesi elde edilir. 

ġimdi  , d 'nin sınırlı bir bölgesi olmak üzere    t . C   alınsın. t 1   ve 

    *

x
essin f t x s x 0


   olan her    s . L   için 

       1,t . s .
W L   olduğu 

biliniyor (Diening, 2004b), (Saiedinezhad ve Ghaemi, 2015). Buradan    *s . t .  için 

       1,t . s .
W L                                                                                                (4.4.30.5) 

elde edilir. ġimdi      s . q . .   olsun. O halde, 
   

2

1,p .
f W   için 

   
1 1

1
. .
 

 
olmak 

üzere değiĢken üslü Lebesgue uzaylarında Hölder eĢitsizliğinden 

 
 

 
 

   
   .

.

q x q .

3 h 3 L
L

f x x dx c f 
 




      
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sağlanır. O halde 
   
3

q .
f L   olur. Buradan 

       
2 3

1,p . q .
W L     elde edilir. Banach 

teoreminden 
       

2 3

1,p . q .
W L    sağlandığı görülür. O halde 

   
1 2

r,1,p .

,f A    için 

     

 
    

 

3 2 1 2

1 2 1 2

q . , 1,p . , r, 1,p . ,

r,1,p .

r, 1,p . , ,

f C f f C f

maks 1,C f f maks 1,C f

   

   

  

  
 

eĢitsizliği sağlanır. O halde  

       
1 2 3

r,1,p . q .

,A L     

gömülmesi elde edilir. ġimdi 
   

1 2

r ,1,p .

,A    uzayında nf 0  olacak Ģekilde 

     
1 2

r,1,p .

n ,n
f A 

 


 dizisi alınsın. (4.4.30.4) gömülmesinden 
   1,t .

W   uzayında nf 0  

yakınsaması ve (4.4.30.5) kompakt gömülmesinden 
   s .

L   uzayında nf 0  olduğu 

görülür. Buradan 

 
 

     

 

   
.

.

q x q .

n 3 h 3 nL
L

f x x dx c f 0





     

olup, 
   
3

q .
L   uzayında nf 0  elde edilir. Sonuç olarak, 

       
1 2 3

r,1,p . q .

,A L     sağlanır. 

Sonuç 4.4.31: Teorem 4.4.30'daki hipotezlerin sağlandığı kabul edilsin. Bu takdirde 

herhangi bir 
   

1 2

r,1,p .

,f A    için 

 
 

 

    

    

1 2 1 2

1 2 1 2

q
r,1,p . r,1,p .

1 , ,q x

3
q

r,1,p . r,1,p .

2 , ,

C f ,    f 1 

f x x dx

C f ,    f 1





   



   




  
 


  

olacak Ģekilde 1 2C ,C 0  sayıları vardır. 

Ġspat: Teorem 4.4.30'dan  
 

 

*t .
1 q q . q

.

    


 için 

     
1 2 3

r,1,p . q

,A L


     ve 
     

1 2 3

r,1,p . q

,A L


     

bulunur. O halde, herhangi bir 
   

1 2

r,1,p .

,f A    için 
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 
   

 
q

1 23

1

qq r,1,p .

3 1L ,
f f x x dx c f







  



 
   
 
  

ve 

 
   

 
q

1 23

1

qq r,1,p .

3 2L ,
f f x x dx c f







  



 
   
 
  

olacak Ģekilde 1 2c ,c 0  sayıları vardır. Buradan 

 
 

        
     

    

    

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

q qq x q q r,1,p . r,1,p .q q

3 3 1 2, ,

q
r,1,p . r,1,p .

1 , ,

q
r,1,p . r,1,p .

2 , ,

f x x dx f x f x x dx c f c f

C f ,    f 1 

C f ,    f 1

 
 

 





   

 

   

   

     




 
 


 

 

eĢitsizliği elde edilir. 
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5. TARTIġMA 

Potansiyel teoride önemli bir kavram olan kapasite ifadesi bu doktora çalıĢmasının 

bulgular bölümünün birinci kısmında incelenmiĢtir. Ayrıca, sıfır sınır değerli değiĢken üslü 

Sobolev uzayları, ağırlıklı olarak çalıĢılmıĢtır ve üzerinde diğer kapasitelerle iliĢkili bir 

baĢka kapasite bulgular bölümünün ikinci kısmında tanımlanmıĢtır. Üçüncü kısımda ise 

çalıĢmanın ilk kısmında tanıtılan rölatif   p . , -kapasite yardımıyla oluĢturulan fine (iyi) 

topolojinin temel özellikleri çalıĢılmıĢtır. ÇalıĢmanın son kısmında ise bir arakesit uzayının 

üsler ve ağırlıklarına göre uygun koĢullar altında sürekli ve kompakt gömülmeleri 

incelenmiĢtir. 
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6. SONUÇ VE ÖNERĠLER 

Bu tez çalıĢmasının büyük bir kısmını oluĢturan    k,p . dW   uzayının bazı koĢullar altında 

sürekli ve kompakt gömülmeleri incelenebilir. Ayrıca, rölatif   p . , -kapasitesi 

yardımıyla elliptik ve parabolik sınır-değer problemlerinin çözümleri araĢtırılabilir. Öklid 

topolojisinden daha ince olan fine (iyi) topoloji daha geniĢ kapsamlı ele alınıp Öklid 

topolojisi ile arasındaki benzerlik ve farklılıklar gösterilebilir. Yine, tanımlanan 

   
1 2

r,k,p . d

,A    uzayının ağırlıklı değiĢken üslü Lebesgue ve Sobolev uzaylarıyla uygun 

koĢular altında kompakt gömülmeleri incelenip bu gömülmeler yardımıyla bazı kısmi 

türevli diferansiyel denklemlerin çözümleri araĢtırılabilir. 
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