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IL’ LORENTZ UZAYINDA BERTRAND REGLE
YUZEY CIFTLERI

OzZET

Bu caligma, temelde bes bolimden olugsmaktadir. Giris boliimiinde konunun ele
alinma nedeni tartisildi. Literatir 6zeti bolimiinde konuya temel olan galigmalara ve
genel bilgiler bolimiinde ise Lorentz uzay: ile ilgili temel kavramlara yer verildi.

Materyal ve Metot boliiminde, E®, 3-boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeyler ve
Bertrand regle yiizey ciftleri tanitildi.

Bulgular bolimi, caliyjmamizin orjinal kismim1 meydana getirmektedir. Bu
boliimde, IL’ Lorentz uzaymnda bir regle yiizey igin Frenet vektorleri elde edilerek bu
vektorler yardimi ile I’ de time-like Bertrand regle yiizey ciftleri tanimlandi ve time-
like Bertrand regle yiizey ¢iftleri ile ilgili teoremlere yer verildi. Time-like Bertrand
regle yiizey ciftlerinin Frenet vektorlerinin striksiyon egrileri boyunca hareketleri
sonucunda olugan regle ylizeylerin dralleri arasindaki bagintilar hesaplanarak yiizeylerin
agilabilirligi ile ilgili sonuglar ifade edildi. Aynca Frenet vektorlerinin H;
yari-hiperbolik uzayt ve S? birim Lorentz kiiresi tizerindeki gosterge egrilerinin
yay-uzunluklart arésmdaki bagintilar hesaplandi Son olarak, time-like Bertrand regle

yizey ¢iftini olusturan regle yiizeylerin agilabilir olmasi durumunda striksiyon

egrilerinin kargilikli noktalarindaki Frenet ani donme vektérleri incelendi.

Anahtar Kelimeler : Lorentz uzayi, regle yiizey, Bertrand regle yiizey ¢ifti
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THE PAIRS OF BERTRAND RULED SURFACES iN
LORENTZ SPACE 1}

ABSTRACT
This study consist of five fundamental chapters. In introduction, It is discussed
why this study is taken into consideration. In literature abstract part, studies which is
main into subject has been presented. In general informations part, fundamental
concepts about Lorentz space has been examined.

In material and method part, ruled surfaces and the pairs of Bertrand ruled surfaces

has been presented in three dimensional Buclid space E’.

Results part is the original part of this study. In this chapter; By obtaining Frenet

vectors for a ruled surface in Lorentz space IL’, the pairs of time-like Bertrand ruled
surfaces has been presented and also theorems related to the pairs of time-like Bertrand
ruled surfaces were expressed. By calculating to equations between the dralls of ruled
surfaces which obtained as a result of the motions along the striction curves of Frenet
vectors of the pairs of time-like Bertrand ruled surfaces, the results related to the

developability of surfaces were expressed. Morever; relations between arc-lenghts of
indicatrixes of Frenet vectors on pseudo-hiperbolic space H; and Lorentz sphere S’

has been calculated. Lastly, Frenet rotation vectors in corresponding points of striction
curves were investigated when the ruled surfaces which formed the pairs of time-like

Bertrand ruled surfaces has been developable

Key words : Lorentz space, ruled surface, the pairs of Bertrand ruled surface
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: n-boyutlu Lorentz uzay:

: Yan-Oklidyen uzay

: Minkowski n-uzay

: Levi-Civita konneksiyonu

: n-boyutlu Lorentz hiperkiiresi

: Birim Lorentz kiiresi

: Yari-hiperbolik uzay

: 3-boyutlu Oklid uzay

: Regle ylizey

: Bertrand regle ytizey ¢ifti

: Gosterge vektori
: Merkez normal
: Asimptotik normal

: Frenet ani dénme vektorii



1. GIRIS

Bu ¢alismanin temelini, Materyal ve Metot bashkli boliimde kisaca Gzetlenen
“Bertrand Offsets of Ruled and Developable Surfaces” adl ¢aliyma,[9],
olugturmaktadir.

Bu ¢alismada ise; E*, 3-boyutlu Oklid uzaymda, tanmimh olan bir regle yiizeyin
geodezik Frenet vektorlerinin IL?, 3-boyutlu Lorentz uzaymdaki kargiliklar: arastirilmg
ve bunun neticesinde IL* de gsterge vektrii space-like olan bir Frenet 3-ayaklisimn
bulunamayacag1 ancak gdsterge vektorii space-like olan bir Frenet 3-ayaklismm IR,
yar-Oklidyen uzaymda tamimlanabilecegi sonucuna varilmstir.

Gosterge vektoriiniin time-like kabul edilmesi halinde bir. Frenet 3-ayaklisi
bulunabilecegi, bu halde elde edilen regle yiizeyin time-like regle yiizey olacag:
gosterilerek, II° de time-like regle yiizey igin H? yar-hiperbolik uzaymna gére Frenet
formiilleri elde edilmistir. Bu formiiller yardum ile IL? de time-like Bertrand regle
yiizey ¢iftleri tammlanarak bu regle yiizey ¢iftleri ile ilgili 6zellikler incelenmistir.



2. LITERATUR OZETI
Literatiirde, [9], E’; 3-boyutlu Oklid uzayinda tammli bir regle yiizey igin

geodezik Frenet vektorleri tammlanarak bu vektorler yardimi ile E® Oklid uzaymnda

Bertrand regle ylizey ¢iftleri tammlanmigtir. E’ de tamimli Bertrand regle ylzey
¢iftlerinin kargiliklt striksiyon noktalan arasindaki uzakligin ve kargilikli dogrultmanlar:
arasindaki aginin sabit oldugu ifade edilerek, Bertrand regle yiizey giftlerinden biri
acilabilir iken digerinin agilabilir olma kogulu aragtirilmigtir.

[10] numarali kaynak olarak verilen ¢aligmada ise, E*; 3-boyutlu Oklid uzaymda
tamimb Bertrand regle yiizey ¢iftlerinin asimptotik ve merkez normallerinin meydana
getirdikleri regle yiizeylerin E3 de birer Bertrand regle yiizey ¢ifti olugturdugu ifade
edilmigtir. Bertrand regle yuzey ¢iftini olusturan regle yiizeylerin agilabilir olmasi
durumunda striksiyon egrilerinin egrilik ve burulmalart arasinda bir baginti elde
edilerek yiizeylerden birinin striksiyon egrisinin bir egilim ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve
yeter sartin, digerinin striksiyon egrisinin egilim ¢izgisi olmasidir sonucu ifade
edilmigtir. Ayrica bu galismada E® de tammh Bertrand regle yiizey ¢iftlerinin geodezik
Frenet vektorlerinin ¢izdikleri regle yizeylerin dralleri arasinda bagintilar elde edilerek,

yiizeylerden biri agilabilir iken digerinin agilabilir olmas: kosullart verilmigtir.



3. GENEL BiLGiLER
3.1. Lorentz Uzay1

Tanmm 3.1.1.

V bir reel vektor uzay: olsun.
(,):VxV>IR

fonksiyonu bilineer ve simetrik ise (, ) fonksiyonuna V iizerinde bir simetrik bilineer
form denir, [1].
Tamm 3.1.2.

V bir reel vektor uzayr ve (,) da V tzerinde simetrik bilineer form olsun. Bu
takdirde,

i) VveV,v#0igin (v,v)>0ise (,) bilineer formuna pozitif definit,

i) VveV,v #0igin (v,v)<0ise (, ) bilineer formuna negatif definit,

iif) Vve Vigin(v,w) = 0 = w = 0 oluyorsa (, ) bilineer formuna non-dejeneredir
denir, [1].
Tanimm 3.1.3.

V bir reel vektor uzay: olsun. V tizerinde,
(,): VxV>IR
doniigiimii bilineer, simetrik ve non-dejenere ise ( , ) ya V lizerinde skalar ¢carpim, V

ye de skalar ¢arpim uzayi denir, [1].
Tanim 3.1.4.
V bir skalar ¢arpim uzay1 ve W — V altuzay olsun. Eger W altuzayi,

()] WxW—IR
kisitlanmig simetrik bilineer formu negatif tamimli olacak sekilde V nin en biytik
boyutlu altuzay1 ise W nin boyutuna (, ) skalar carpiminin indeksi denir ve v ile
gosterilir.
v, (,) mn indeksi olmak izere O<v<boyV dir. Ayrica, V skalar garpim

uzayinin indeksi, iizerinde tanimli ( , ) skalar carpiminin indeksi olarak tamimlanur, {1].



Teorem 3.1.1.
V, n-boyutlu skalar ¢garpim uzay: bir ortonormal baza sahiptir, [1].

{el,ez yeens€p } V nin ortonormal bazi olmak tizere

<ei , ej>=8i8ij

s _[1.i=]
BT lo i

yazilabilir. Burada;

ve
e\ 1,<ei,ei>>0
ei={ei ’e1>_{—1  (e5,e;) <0
dir.
Teorem 3.1.2.

V, n-boyutlu skalar ¢arpim uzayi ve {el,ez ,...,en} de V nin ortonormal bazi olsun.
Bu takdirde, (81, 82,...,8n) isaretindeki negatif terimlerin sayist V nin indeksine
esittir, [1].
Tamm 3.1.5.

V bir skalar ¢arpim uzay1 ve L da V nin indeksi olsun. Eger v=1 ve boyV > 2 ise

V ye bir Lorentz uzay: denir, [1].
Tanim 3.1.6.

IR"; n-boyutlu, standart, reel vektdr uzayr olsun. IR iizerinde VX, Ye IR" ve

X =(x;,%3,5%,) , Y=(y1,¥2,,¥n) olmak tizere,
(,)IR"xIR" >R
n-l
(X,Y)>(X,Y)=Y x;yi-xn v,
=
fonksiyonu bir skalar ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona IR" iizerinde Lorentz
metrigi denir, [1].

IR", iizerinde tanimli Lorentz metrigi ile birlikte bir Lorentz uzayidir. Bu uzay

I’ ile gosterilir.



Tamm 3.1.7.

I, n-boyutlu Lorentz uzay1 ve X e IL" olsun.

i) (X,X)<0 ise X e time-like vektor,

i) (X,X)> 0 veya X = 0 ise X e space-like vektor,

iii) (X, X)= 0 ve X=0 ise X e null (lightlike) vektor denir, [1].
Tanim 3.1.8.

I, n-boyutlu Lorentz uzay olsun. Bir XeIL' vektorinin normu |X| ile
gosterilir ve

Xy (X))

ile tanimlanur, [1].

Teorem 3.1.3.
IT*, n-boyutlu Lorentz uzay1 ve X € IL' olsun. Bu takdirde,
b [} >o,
if) [X]| =0 < X bir null vektsrdir,
i) X time-like vektor ise [|[X]|*=~(X,X) dir.
iv) X space-like vektor ise |X]|*= (X, X) dir, [1].
Tanim 3.1.9. |

IL*, n-boyutlu Lorentz uzayr, M < IL* bir egri ve T de M egrisinin teget vektor

alan1 olsun.
)(T,T) <0 ise o ya time-like egri,
ii)(T,T) >0 ise o ya space-like egri,
i) (T,T) =0 ise o ya null-egri denir, [1].
Tamm 3.1.10.
IL?, n-boyutlu Lorentz uzayi v¢ M c IL" de (I,oc) koordinat komsulugu ile

verilen bir egri olsun. a,b €I olmak iizere M egrisinin o (a)ve ou(b) noktalart arasindaki

yay-uzunlugu,



b
e o]

dir, [1].
Teorem 3.1.4.

I’ ; 3-boyutlu Lorentz uzay, M < IL?, (I,oc) koordinat komgulugu ile verilen bir
time-like egri ve selda M egrisinin yay-parametresi olsun. M nin a(s)eM

noktasindaki egriligi x, burulmas: t ve Frenet 3-ayaklis1 da {T(s),N(s),B(s)} olmak

luzere,
T||0 x O0fT
3.1 Ni=g5x 0 =t|N
B0 -t 0||B
dir, [2].
(3.1) den elde edilen
T'=xN
3G.2) N=xT+tB
B'=-1tN

formiillerine M — I’ time-like egrisi i¢in Frenet Formiilleri ad: verilir.

Tamm 3.1.11.

o, n-boyutlﬁ Lorentz uzayit M,N < IL" de, sirasi ile, (I,oc) ve(LB) koordinat
komsuluklar: ile verilen iki egri olsun. M ve N nin sel ya karsilik gelen a(s)eM ve
B(s)e N noktalarindaki Frenet r-ayaklilar,

OV6),-V, O} ve (V' OV2' @)V, 6)f
olmak tzere Vsel igin

WAONACY
lineer bagimh ise (M,N) egri 2-lisine IL' de bir Bertrand egri ¢ifti denir, [3].
Tamm 3.1.12.

I', n-boyutlu Lorentz uzayt ve McIL® de (I,a) koordinat komsulugu ile
wverilen bir egri olsun. M egrisinin birim teget vektor alam T ve U da sabit bir birim
vektor olmak tizere, Vsel i¢in T ile U arasindaki agt sabit ise M < IL" egrisine bir

egilim cizgisi (helis) denir, [2].



Teorem 3.1.5.
I’ 3-boyutlu Lorent uzay,, M < II?, (I,a) koordinat komsulugu ile verilen bir
egri ve M egrisinin a(s)eM noktasindaki egrilii x , buruimasi da t olsun.

M egrisi egilim ¢izgisidir <> Vsel igin X _sabit
T

dir, [2].
Tanm 3.1.13,

112, 2-boyutlu Lorentz uzay1, w,ve IL? ve u=(uj,up), v=(v1,vz) olsun. udanv ye
olan agmn Lorentz anlamindaki §l¢listi 0 ise,

(3.3) costo st |\t 1
sinh@ coshO || u, v,
dirg [4]’
cf)she sinh6 matrisine IL?de dénme matrisi denir, [4].
sinh® coshO

Tanmm 3,1.14,
I1?, 3-boyutlu Lorent uzay:, M c I, (I,a) koordinat komsulugu ile verilen bir
time-like egri ve M egrisinin a(s)eM noktasindaki egriligi « , burulmasi da t olsun. M

egrisinin Frenet ani d6nme vektorii W ise,

W=-T-xB
dir,{13].
3.2. Yan-Riemann Manifoldlan
Tanim 3.2.1.

M bir diferensiyellenebilir manifold ve M nin vektor alanlar1 uzay: da (M)
olsun. (M) tizerinde,

()M xx (M) »C* (M, IR)
fonksiyonu bilineer, simetrik, non-dejenere ve sabit indeksli ise (,) ya M fizerinde bir
metrik tensdr denir, [1].
Tanim 3.2.2.
IR", n-boyutlu, standart, reel vektdr uzayr ve IR" nin PeIR" noktasmdaki
tanjant uzay1 da Ty (P) olsun.



VX, , Y, eTR«(P) , Xp=(x],x2,...,xn)|p,Yp=(y1,y2,...,yn)|p

olmak tizere,

n-v n

(Xp ’Yp) =D XY~ 2%V,

i=1 i=n-v+l
esitligi ile verilen metrik tensor ile birlikte elde edilen uzaya indeksi v olan
yar-Oklidyen uzay denir ve IR", ile gosterilir, [1].
Tamm 3.2.3.

IR", yari-Oklidyen uzayinda v =1 ven 22 ise IR"; yan-Oklidyen uzaymna

Minkowski n-uzay denir, [1].
Tamm 3.2.4,

M bir diferensiyellenebilir manifold ve ( , ) da M tizerinde sabit indeksli bir metrik

tensor olsun. (M,( , )) ikilisine bir yar-Riemann manifoldu denir. (M(, )) yari-
Riemann manifoldu kisaca M ile gosterilir, [1].
Tanim 3.2.5.

M bir yar-Riemann manifoldu ve (, ) da M iizerinde metrik tensér olsun. (, ) nm

sabit indeksine M yari-Riemann manifoldunun indeksi denir, [1].
Tamm 3.2.6.

M bir yan-Riémann manifoldu olsun. BoyM > 2 ve M nin indeksi 1 ise M ye bir
Lorentz manifoldu denir, [1].

Tanmm 3.2.7.

IL*, n-boyutlu Lorentz uzay1 ve M de IL" de bir Lorentz altmanifoldu olsun. Eger,
boyM =n-1 ise M ye IL" de bir hiperyiizey denir, [1].

Tanmm 3.2.8.

IL*, n-boyutlu Lorentz uzayi, M, IL' de bir hiperyiizey, o:IcIR— M bir egri
ve o egrisinin teget vektor alam T olsun. D ve D sirast ile IU‘ ve M iizerindeki
Levi-Civita konneksiyonlan olmak iizere,

D,T=0
ise o egrisine M iizerinde geodezik egri,

D, T=0



ise a egrisine IL' iizerinde geodezik egri denir.
Tamm 3.2.9.

IL’, 3-boyutlu Lorentz uzayr ve M delIL’de bir yiizey olsun. Eger M iizerine
indirgenmis metrik pozitif tammli ise M ye IL* de bir space-like yiizey denir, [5].
Teorem 3.2.1.

IL?, 3-boyutlu Lorentz uzayi, M, IL* de bir yizey ve N de M nin birim normal
vektor alam olsun. Bu takdirde, M nin bir space-like yiizey olmast igin gerek ve yeter
sart,

(N,N)<0
olmasidir, [5].
Tanim 3.2.10. .

IL’, 3-boyutlu Lorentz uzay1 ve M de IL’ de bir yiizey olsun. Eger M yiizeyi
lizerine indirgenmis metrik Lorentz metrigi ise M ye IL’de bir time-like yiizey
denir, [5].

Teorem 3.2.2.

IL’, 3-boyutlu Lorentz uzayr, M, IL’de bir yiizey ve N de M nin birim normal
vektor alanmi olsun. Bu takdirde, M nin bir time-like yilizey olmasi i¢in gerek ve yeter
sart,

(N,N)>0
olmasidur, [5].

Tanim 3.2.11.
IR"; , Minkowski n-uzayinda,

sp (r)={x eIR™

ile tammli hiperkuadratiSe (m-1)-boyutlu Lorentz hiperkiiresi veya kisaca

(X, X)=r*relR r= sabit}

(n-1)Lorentz hiperkiiresi denir.
n=3 igin
S% (n)= {X GIR31|(X,X) =’ re IR;r= sabit}
nokta kiimesine r-yarigaph Lorentz kiiresi denir.

Lorentz kiiresi parametrik olarak,
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s (r)={<p(u_, v)elR? il(p(u, v) = (rcoshucosv, rcoshusinv, rsinhu), 0<v<2rw,ue IR}

seklindedir, [6].
Tanm 3.2.12.

IR™ , Minkowski n-uzayinda,

H = X e R*|(X,X) =, r > 0f

ile tanimh hiperkuadratige (n-1)-boyutlu yar-hiperbolik uzay denir,[1]
I}, 3-boyutlu Lorentz uzaymda H? yari-hiperbolik uzay: parametrik olarak,
H? ={r|(u, v)elR? 1|n(u, v) = (sinhucosv, sinhusinv, coshu), u # 0}
seklindedir, [11].
3.3. IL? de Vektirel Carpim
Tanim 3.3.1.

I’, 3-boyuttu Lorentz uzayr, X,Y I ve X=(x;,X9,%3) , Y=(¥,¥,,Y5) olsun.
X ile Y nin vektorel garpmm X x Y ile gdsterilir ve

X x Y =(x3y2-X2Y3 » X1¥3-X3Y1 » ¥1¥2-%2¥1)
seklinde tanimlansr, [7].

Bu tanmma gore e; = (3,8;5,8;3), 151 <3, olmak tizere IL’ n {e,,¢,.e,}

standart bazi igin,
—-el -y e3’
(3.4) XxY=det] » x x5
i Y2 Y3
dir.

O halde; e ,e; ve e3 standart baz vektorleri igin (3.6) dan ,
€,X6,=€; ,8,X0,=—€; V€ €;X&=—6,
yazilabilir.
Teorem 3.3.1.
I3, 3-boyutlu Lorentz uzayr, X,Y,Z e I’ ve X=(x1,%,%3) , Y=(¥,,¥3:¥3)>

Z=(z,,Z,,Z,) olsun. Bu durumda,

i) (XxY, Z) =-det (X,Y,Z),

i) (X x Y)x Z= (X, 2)Y +{¥,Z)X,
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i) (X x Y)x Z= (X, Z)Y +(Y,Z)X,

i) (Xx ¥, X) =0 ve (XxY,Y)=0,

2

iv)(Xx Y, Xx Y) = (X, X)Y, Y) + (X, Y))
dir, [8].
Teorem 3.3.2.

IL’, 3-boyutlu Lorentz uzay1 ve X,Ye IL® olsun. Bu takdirde,

i) X ve Y space-like vektor ise Xx Y bir time-like vektordiir.

ii) X ve Y time-like vektorise Xx Y bir space-like vektordiir.

iii) X space-like ve Y time-like vektor ise X x Y space-like vektordiir.

iv) X ve Y null vektor ise X x Y space-like vektordiir.

v) X time-like ve Y null vektor ise X x Y space-like vektordiir.

vi) X space-like ve Y null vektor olmak izere (X,Y)=0 ise Xx Y null vektor,

(X,Y) = 0ise Xx Y space-like vektordiir, [8].
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4. MATERYAL VE METOT

4.1. E’ Oklid Uzayinda Regle Yiizeyler

Tanim 4.1.1.

E’, 3-boyutlu Oklid uzayinda dogrularin 1-parametreli bir ailesine E* de bir regle
yiizey, bu ailedeki her bir dogruya da regle yiizeyin dogrultmam veya anadogrusu

denir.

E’ de bir regle yiizey o ile gosterilirse ¢ regle yiizeyinin parametrik denklemi
4.1) q)(s, v)= oc(s)+ ve(s)
dir. Burada; e, regle yiizeyin dogrultmam dogrultusundaki birim vektor ve o : 1 — E?
egrisi de ylzeyin dogrultman regle yiizeyi olustururken dogrultmaﬁ lizerinde alinan
herhangi bir noktanin ¢izmis oldugu egridir. o egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi
denir.
Tamm 4.1.2.

@, E* de bir regle yiizey ve e de ¢ nin dogrultmam dogrultusundaki birim vektor
olsun. e nin birim kiire yiizeyi izerinde ¢izmis oldufu egriye ¢ regle yiizeyinin
kiiresel gosterge egrisi, e vektorine de kiiresel giosterge vektorii denir. Kiiresel
gosterge egrisi (e) ile gosterilir, [9].

0, E’ de bir.regle yuzey olsun. ¢ yiizeyi tizerindeki s ve v-parametre egrilerinin

hiz vektorleri (4.1) den

oS0, de
S ds ds
oy=¢

olmak tizere @ nin birim normal vektori,

- (ps X (PV
RN ey

doo de
(4.2) —d;""VE X €

UGs,v)= 5 L7172
(&)

b

do de
ds ds

dir, [9].
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Tamm 4.1.3.
¢, E’ de bir regle yiizey ve I = (p(so, v) de ¢ nin herhangi bir dogrultmani olsun.
[ tzerindeki bir Q noktasinin hareketi esnasinda bu noktadaki normal dogrultu /

etrafinda déner. Q noktasi / iizerinde sonsuza yaklastiginda v de sonsuza yaklasir. Bu

durumda v — - iken regle yiizeyin elde edilen birim normal dogrultusuna
asimptotik normal dogrultu denir ve g(s)|s=su ile gosterilir, [9].
Bu tamima gore,

8(6)], = Lim UG, v)
(4.3) exe de
g(s)|s=so = ”eslls ls=so » €= s

dir, [9].
Tanim 4.1.4.

¢, E’de bir regle yizey ve U da ¢ nin birim normal vektéri olsun. U nun /
dogrultmam tizerinde g asimptotik normaline dik oldugu noktaya / iizerinde striksiyon
(merkez) noktasi, bu noktada U nun dogrultusuna da ¢ regle yiizeyinin merkez
normali denir ve t ile gosterilir.

Bu tanima gore, ¢ regle yuzeyinin bir o(s,v,) striksiyon noktasindaki merkez

normali,

(4.4) t= e
Je.]

dir, [9].
Tanim 4.1.5.

o, E’de bir regle yiizey olsun. ¢ regle yiizeyinin dogrultmami dayanak egrisi
boyunca yiizeyi olustururken striksiyon noktalarinin geometrik yerine, regle yiizeyin

striksiyon egrisi denir. Bu tamima gore striksiyon egrisinin denklemi,

(4.5) cfs)=afs)- ((:::::; e(s)

dir, [9].
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Tamm 4.1.6.

¢, E’de bir regle yiizey olsun. @ regle yiizeyinin kiiresel gosterge vektorii e,
merkez normali t ve asimptotik normali de g olmak iizere {e, t,g} ortonormal sistemine
¢ regle yiizeyinin geodezik Fremet 3-ayakhis1 ve sistemin her bir vektoriine de

geodezik Frenet vektorii denir, [9].

Teorem 4.1.1.
¢, E’ de bir regle yiizey ve ¢ nin geodezik Frenet vektorleri de e, t ve g olsun. (e)

kiiresel gosterge egrisinin yay-uzunlugu q olmak tizere,

t=e,
(4.6)
g=exe,
dir.
ispat:
(e) nin yay-uzunlugu q ise,
q= [fe.]ds
dir. Buradan,
dq _
8 el
veya
ds 1
4.7) § =—=-—
todg e
bulunur.
de de ds
eq = — = —— —
dg ds dq

esitligi ve (4.7) bagntisindan,

S

1 e

8

€

elde edilir. Son esitlik ve (4.4) den,
e, =t
dir.

exe, hesaplanirsa,
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exe, = ex ot
e

bulunur. Son egitlik ve (4.3) den,
g=exe,
elde edilir.
Tamm 4.1.7.
¢, E’de bir regle yiizey ve o da ¢ iizerinde bir egri olsun. ¢ nin birim normal
vektoérii N, ve o efrisinin birim teget vektori T, olmak iizere, « min ¢ ye gore

geodezik egriligi,
dT,
kg = <N0 XTO ,d—so>

dir,[12].
Teorem 4.1.2.

¢, E’de bir regle yiizey olsun.@ nin (e) kiiresel gdsterge egrisinin S? birim
kiiresine gore geodezik egriligi v ise,

v=(t,.8)
dir.
Ispat:
¢ nin o dayanak egrisinin yay-parametresi s ve (e) kiiresel gosterge egrisinin
yay-parametresi de q olmak {izere (e) nin denklemi,
o ()= efs)
dir. Burada q parametresine gore tiirev alinirsa,

do, _de ds

(4.8)

dg ds dq
bulunur.
.(e) kiiresel gosterge egrisinin birim teget vektori T, olmak tizere (4.7) ve (4.8)

bagmntilarindan,
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elde edilir.

(4.4) bagintisindan,
(4.9) T =t
dir.

O halde, (e) egrisinin S? birim kiiresine gore geodezik egriligi y ise Tamum 4.1.7

den,
v=(ext,t,),
v=(t,.8)
bulunur.
Teorem 4.1.3

¢, E*de bir regle yiizey olsun. ¢ nin kiiresel gosterge vektorii ve merkez normali,

sirast ile, e ve t olmak iizere,

<tq, e> =-1

ve
(tg,t)=0
dir.
Ispat:
(4.4) bagintisindan,
t =5
Je.]

dir. Burada s-parametresine gore tiirev alinirsa,
<es ,es>ess - <es :eSS>eS
ty = 3
e
elde edilir. Bu son ifade ve (4.7) bagintist

t —-_di—gg..gi—ts
9 dq dsdq °9

esitliginde yerine yazilirsa,
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(4.10) tq = (es »Cs )ess _<435 ’ess>es
[es]

bulunur.(e,e) =1 oldugundan(e, ,e,)=—(e, e )dir. Bu son esitlik (4.10) da yerine
yazilirsa,
<tq s e>=— 1
elde edilir.
Benzer sekilde (4.4) ve (4.10) bagintilarindan
(tq , t>=0
bulunur.

Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 den agagidaki sonug verilebilir:
Sonug 4.1.1.

q
(4.11) tq =18-e
gq =—yt
dir.
Tanmm 4.1.8.

o, E’de bir regle yiizey olsun. (4.11) denklemlerine ¢ regle yiizeyinin geodezik
Frenet denklemleri denir. Bu denklemler matris formunda,
€q 0 1 O‘ e
tq [ - 0 Yy |t
g q 0 =Y 0 g
seklinde ifade edilir.
Geodezik Frenet denklemlerinin ikincisinden,

(e,eS xess)

"l

bulunur, [9].
Tanm 4.1.9.

¢, E® de bir regle yiizey olsun. Eger ¢ nin komsu iki dogrultmam kesisiyorsa ¢
ye agilabilirdir denir, [9].
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Teorem 4.1.4,
0,E’ de agilabilir bir regle yizey, e, ¢ nin kiiresel gosterge vektori ve o da
dayanak egrisi olsun. Bu takdirde,
det(o,, e, e5)=0
dir, [9].
Teorem 4.1.5.
¢, E’ de acilabilir bir regle yizey olsun. Eger ¢ nin dayanak egrisi striksiyon

egrisi olarak alinirsa, ¢ nin kiiresel gosterge vektorii striksiyon egrisinin tegetidir.

Ispat:

¢ nin dayanak egrisi striksiyon egrisi olarak alinirsa (4.5) den,
(4.12) (C.,e)=0
yazilabilir,

Eger ¢ agilabilir ise Teorem 4.1.4 den,

(4.13) (cs,exeg)=0
drr.
(4.12) ve (4.13) bagintilarindan,
c /le
elde edilir.

Caliymamiz boyunca ¢ regle yiizeyinin dayanak egrisini striksiyon egrisi olarak

alacagiz. Bu durumda ¢ nin denklemi
o(s,v) = c(s)+ ve(s)

dir.

Teorem 4.1.6.

@, E’ de bir regle yiizey olsun. Eger ¢ agilabilir ise ¢ nin striksiyon noktasindaki
geodezik Frenet 3-ayaklisi ile striksiyon egrisinin bu noktadaki Frenet 3-ayaklisi
aymdir.
ispat:

¢ nin (c) striksiyon egrisinin tegeti T olsun. ¢ agilabilir oldugundan

Teorem 4.1.5 den,
(4.14) e=c =T

S
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yazilabilir. Burada s, ¢ nin (c) striksiyon egrisinin yay-parametresidir.

(4.6) bagintisindan,
t=e,,
t=egSg,
t=Tssq

bulunur. Frenet formiilleri son esitlikte kullarularak,

(4.15) t=xsqN
elde edilir.
(4.7) bagintisindan,
s =1
T el
g emlem
L
1
Sq = ;

yazilabilir. Bu son bagint1 (4.15) de yerine yazlirsa,
(4.16) t=N
bulunur. Burada N, (c) striksiyon egrisinin c(s) striksiyon noktasindaki asli normalidir.

¢ nin g asimptotik normali i¢in (4.6) dan,

g=exe,,
g=ext ,
g=TxN,

(4.17) g=B

elde edilir. Burada B, (c) striksiyon egrisinin c(s) noktasindaki binormalidir.

(4.14), (4.16) ve (4.17) bagintilarindan,

e=T,t=Nveg=B

dir. Bu ise ispat1 tamamlar.
4.2.E> OKlid Uzayinda Bertrand Regle Yiizey Ciftleri
Tamm 4.2.1.

¢ ve (p*, E’ de iki regle yiizey olsun. Eger ¢ ve (p* in dogrultmanlar arasinda,
kargilikli dogrultmanlarin striksiyon noktalarindaki merkez normalleri ortak olacak
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sekilde bir birebir eglesme varsa (o, (p') ikilisine E’ de bir Bertrand regle yiizey cifti
denir, [9].
Bu tanmima gbre ¢ ve (p* m striksiyon egrilerinin, sirasi ile, c(s) ve O
noktalarmdaki geodezik Frenet 3-ayaklilari,
{e.t.g}

Ve

{e',t* ’g* }

)

lineer bagimhidir. O halde @ ve @ m kargihkh dogrultmanlan arasindaki ag1 6 olmak
tizere karsilikli dogrultmanlarin striksiyon noktalarindaki geodezik Frenet 3-ayaklilari

arasinda,

olmak iizere,

e | [cos8 0 sin@ e
(4.18) t' | 0 1 0 |t
g | |-sin6 0 cosOllg

bagntis1 vardir. Béylece (p* regle ylizeyi @ ye bagh olarak,
@ (s,v)=c"(s)+ve"(s)
4.19) 0" (5,v) = [e(s) + Re(s)]+ v[cosde(s) +sindg(s )]
seklinde ifade edilebili. Burada R, ¢ ve ¢ regle yiizeylerinin karsihkh
dogrultmanlarmmm striksiyon noktalar: arasindaki dogrusal uzakliktir, [9].
Eger 6=01ise (o ,(p*) ikilisine E*de yonlendirilmis (oriented) Bertrand regle
yiizey ¢ifti denir. Bu durumda ¢ m denklemi,
@ (s,v)=c(s)+Rt(s)+ ve(s)
dir.
Eger 0=90° ise (¢,9") ikilisine E*®de dik aqih Bertrand regle yiizey gifti
denir. Bu durumda da ¢° m denklem,

q)* (s,v) = c(s)+ Rt(s) + vg(s)
seklindedir, [9].
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Teorem 4.2.1.

(®,¢"), E*de bir Bertrand regle yiizey ¢ifti olsun. ¢ ve ¢" arasmdaki uzaklik R
ve karsihkh dogrultmanlar arasindaki ag1 0 olmak tizere,

O=sbt. ve R=sbt.

dir.
ispat:

© ve (p* m, smast ile, c(s) ve ¢ (s) striksiyon noktalarindaki geodezik Frenet
3-ayaklilar,

{e.t.g}
ve
{e.’t*’ o }
olsun.
(¢,0") Bertrand regle ylizey ¢ifti oldugundan,
t=t

e-r
*_ s
t =— ,
eS
* =l .
€5 =€ t,
* *
(4.20) es=).,t ,2,= €

yazilabilir.
q, () kuresel gosterge egrisinin yay-uzunlugu olmak iizere (4.18) bagmtis1 ve
tiirevle ilgili zincir kurah kullanilarak,
e, = —sin66,e + cosbe q, +cosHO,g +sinbg q,
elde edilir.
(4.11) geodezik Frenmet denklemleri ve (4.20) bagntis1 son esitlikte yerlerine

yazilirsa,
0, (- sinBe + cosdg) = 0



bulunur. Buradan,
0 =0
0 =sbt.

(pik 1 striksiyon egrisi dayanak egrisi oldugundan (4.5) bagintisindan,

<c: , e;> =0,
<c: , Xt) =0 ,
(+Rt),,1)=0 ,
(cs +Rst+Rtg,t)=0 ,
R,=0,
R =sbt.

bulunur.

Teorem 4.2.2.

(¢,0) , E* de bir Bertrand regle yiizey gifti ve ¢ agilabilir olsun. ¢ m
agiabilir olmas i¢in gerek ve yeter sart, ¢ nin striksiyon egrisinin egriligi, «, ve
burulmasi, T, arasinda

(1-«R )sin6 - tRcosd = 0
bagmtisinin olmasidir,
Ispat:

(=>) ¢ agiabilir oldugundan Teorem 4.1.6 geregince ¢ nin striksiyon
noktasindaki geodezik Frenet 3-ayaklisi ile striksiyon e@risinin bu noktadaki Frenet
3-ayaklis1 aymidir. Yani,

e=T,t=N ve g=B
dir. Buhalde ¢ ve ¢ regle yiizeylerinin parametrik denklemleri,
o(s, v) = c(s) + vT(s)
ve
4.21) @*(s, v) = cfs) + RN(s)+ v[cosd T(s) + sin6 B(s)]
seklinde olur.
Kabul edelimki ¢ agilabilir olsun.O halde Teorem 4.1.5 ve (4.21) bagintisindan,
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%(c+RN)=?\(cos6T+sin9B),l. eR

yazilabilir. Burada s, ¢ nin (c) striksiyon egrisinin yay-parametresidir. Son egitlikte

Frenet formiilleri kullanilirsa,
1-xR _ _T_li
cos® sin®

(1-«R)sin0-tRcosd =0
bulunur.
(<) o nin striksiyon egrisinin egrilik ve burulmas arasinda,
(1-xR)sin@-tRcosd =0
bagntis1 saglansm. c¢+RN ifadesinin s ye gore tlirevi almir ve Frenet formiilleri
kullanilirsa,
%(0+RN)=(1-KR)T+1:RB
bulunur. Burada hipotez kullanilirsa,
%(0+RN)= %(com +sinOB)

elde edilir. Eger,
R

sin@
alirsa,
c: =Ae

bulunur. O halde ¢ agilabilirdir.
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S. BULGULAR

5.1.IL° Lorentz Uzaymnda Regle Yiizeyler Icin Fremet 3-ayaklhlan ve H?

Yari-Hiperbolik Uzayma Gére Frenet Denklemleri
Tamm S.1.1.
I’ Lorentz uzayinda dogrularin 1-parametreli bir ailesine IL’ de bir regle yiizey,
bu ailedeki her bir dogruya da regle yuzeyin dogrultmam veya anadogrusu denir.
I’ de P ve Q noktalarindan gegen bir dogru / ise / nin parametrik denklemi,
I(v)=P+v(Q-P)
seklindedir. (Sekil 5.1)

P Q v
/ ™. 7l ’,ﬂ
\\\\\ /[ ” ,/
\ v’/'
0]
Sekil 5.1
!/ dogrusu tarafindan ¢izilen regle yiizey ¢ ile gosterilirse, ¢ nin parametrik
denklemi igin,
o(u,v) = P(u) + v[Q(u) - P(u)]
veya

0(u,v) =P)+ve(w) , e(w)=Q)-P()
yazilabilir. (Sekil 5.2)

Sekil 5.2
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Caligmamiz boyunca [¢| =1 olarak alacagz.
Tamm 5.1.2.

o, I’ de o(u,v)=P(u)+ve(u) parametrik denklemi ile verilen bir regle yiizey
olsun. ¢ regle yiizeyi olusurken dogrultman iizerinde alinan bir P noktasi u degiskenli
bir egri ¢izer. Bu egriye ¢ nin dayanak egrisi denir. Bu tamma gore, I’ de bir ¢
regle ylizeyinin dayanak egrisi tek degildir. Dayanak egrisi olarak dogrultmanlarin
hepsini kesen ve yiizey tizerinde yatan herhangi bir

a:IcR—1I3
egrisi almabilir. Bu durumda regle ytizeyin denklemi,
(5.1) o(s, v) = a(s) + ve(s)
seklindedir. (Sekil 5.3)

Sekil 5.3

¢ regle yiizeyi uzerindeki s ve v-parametre egrilerinin hiz vektorleri (5.1) den,

Lo de
(5.2) P =4 TV ds
0o, = e(s)

olmak iizere yiizeyin birim normal vektorii U ile gosterilirse

(5.3) UG, v) = 22 ®@v_
"‘Ps X (PVII

dir.

Tamm 5.1.3.

o, I’ de bir regle yiizey olsun. ¢ yiizeyinin herhangi bir /= ¢(s,, v) dogrultman

tzerinde alinan bir Q noktasimin hareketi esnasinda yiizeyin bu noktadaki normal
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dogrultusu dogrultman etrafinda doénme hareketi yapar. Q yu dogrultman izerinde
sonsuza tasidifimizda v de sonsuza taginir. v — - iken /=(s,,v) dogrultmam
boyunca birim normal vektdriin limit dogrultusuna asimptotik normal dogrultu denir

ve g(s)|s=s° ile gosterilir. Bu tamma gore,

8),, = Lim Us,v)
dir.
Tanim 5.1.4.

@, I’ de bir regle yiizey ve U da ¢ nin birim normal vektori olsun. U nun
dogrultman iizerinde g asimptotik normaline dik oldugu noktaya striksiyon(merkez)
noktasi, bu noktada U nun dogrultusuna da ¢ nin merkez mormali denir ve t ile
gosterilir.

Tamm 5.1.5.

¢, I’ de bir regle yiizey olsun. {e, t, g} ortonormal sistemine ¢ regle yiizeyinin
Frenet 3-ayakhsi ve sistemin her bir vektoriine de ¢ yiizeyi i¢in Frenet vektorii denir.
Teorem 5.1.1.

@, I’ de bir regle yiizey olsun. Bu takdirde,

i)Eger e spaqe—like ise ¢ flizerinde bir {e, t, g} Frenet 3-ayaklist kurulamaz. Bu
sekildeki bir 3-ayakl1 IR, yan-bklidyen uzayinda mevcuttur.

ii) Eger e time-like ise ¢ regle yiizeyi I’ de bir time-like regle yiizeydir.

Ispat:

i) e space-like olsun. {e, t, g}, I’ icin ortonormal baz ve IL’ in indeksi 1
oldugundan Teorem 3.1.2 den t ve g vektorlerinden bir tanesi time-like vektor
olmalidr.

Tamm 5.1.3 ve Tamm 5.1.4 den, U vektorii time-like (space-like) ise t ve g
vektorleri de time-like (space-like) olmalidir. Bu ise t ve g den bir tanesinin time-like
olmasi ile geligir. O halde e nin space-like olmast durumunda ¢ iizerinde bir {e, t.g}

Frenet 3-ayaklis1 tammlanamaz.
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e nin space-like, t ve g nin time-like vektorler olmas: durumu indeksi 2 olan uzayda
yani IR?;, yan-Oklidyen uzayinda gegerli olacaindan e nin space-like olmasi
durumunda {e, t, g} Frenet 3-ayaklis1 IR®; yar1-Oklidyen uzayinda kurulabilir.

ii) e time-like ise ¢ nin birim normal vektorii U olmak tizere (5.2) , (5.3) bagimntilan
ve Teorem 3.3.2 den U space-likedir. O halde Teorem 3.2.2 den ¢ bir time-like regle
yizeydir.

e vektoriiniin space-like olmasi durumunda ¢ iizerinde bir {e,t,g} Frenet 3-ayaklist
kurulamayacagindan ¢aligmamiz boyunca e vektorini time-like olarak alacagiz. Bu
durumda Teorem 5.1.1 geregince ¢ bir time-like regle ylizeydir.

e vektori time-like oldugundan, H? yari-hiperbolik uzayi iizerinde bir egri
gizecektir. Bu egrive @ nin H) yar-hiperbolik uzayma gore gosterge egrisi, e
vektoriine de gosterge vektorii denir. Gosterge egrisi (e) ile gosterilir.

¢, IL’ de bir regle yiizey ve (e) de ¢ nin gosterge egrisi olsun. Eger (e) nin yay-
uzunlugu q ise Tamum 3.1.10 dan,

ds

(5.4) a=f|

dir.
Teorem 5.1.2. .
¢, I’ de ¢(s,v) =a(s) + ve(s) parametrik denklemi ile verilen bir time-like regle

yiizey ve U da ¢ nin birim normal vektéri olsun Bu takdirde,

do de
—d— +Vv d_s X e
(5.5) Us,v) = 32 s
<da doo  del?
—.e)| +|—+v—
ds ds ds
dir.
ispat:

¢ time-like regle yiizey oldugundan Teorem 3.2.2 geregince U space-likedir.
O halde, ¢ iizerindeki parametre egrilerinin hiz vektorleri ¢, ve ¢, olmak lizere,
(5.3) den @4 x @, vektori space-likedir.

Teorem 3.1.3 den,
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"(Ps X (Pvnz = <(Ps XQy,05 X (Pv>
dir.
Teorem 3.3.1 ve (5.2) den,

2 do 2
(5-6) los xoy] =(<‘d§’e>j N

elde edilir.

(5.2) ve (5.6) bagntilar (5.3) de yerlerine yazilirsa,

do de 2

__.+V_
ds ds

U(s,v) =

(EDE

bulunur.

Teorem 5.1.3.
@, I’ de bir time-like regle yiizey olsun. ¢ nin bir /= ¢(s,,v) dogrultmanina ait

asimptotik normal dogruitu g(s)ls=s ise,

exe,

B = Te]

_de
$=8, ’ es B .(E

dir.
ispat:
@ nin birim normal vektorii U olmak tizere Tamim 5.1.3 den,

g(s)ls=s° = LimU(s, v)

yazilabilir.

(5.5) bagntist bu son esitlikte yerine yazilirsa,

do de
E+VE Xe
80|, = Lim 5 L2
do > doo  de
—.e)| +|—+v—
ds ds ds

bulunur. Buradan limit hesaplanirsa,
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elde edilir.

v — -0 igin 150 ve [v| = —v oldugundan,
v

de
eX d—
g(s)'s=sn = de > ls:so
ds
bulunur. Eger,
de _
ds °
olarak alinirsa,
.exe
S = 2
g( )s=s° ||es” s=s,
dir.
Teorem 5.1.4.

¢, I’ de bir time-like regle yizey olsun.¢ nin bir o(s,v,) striksiyon

noktasindaki merkez normali t ise,

5
(5.7) t= o
e

dir.
ispat:
¢ nin @(s,v,) striksiyon noktasindaki normal vektériinii n ile gosterelim. O halde

Tanim 5.1.4 den,
(n,e)=0
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ve
(n,exeg)=0
dir. O halde bu son iki bagintidan,
n//e,

bulunur..

Striksiyon noktasindaki birim normal vektdér t oldugundan,

_1 5
Y
dir.
Tanmim 3.3.1 den,
ext=-g
yazilabilir. O halde,
t =S
Je.|
dir.
Tanim 5.1.6.

¢, I’ de bir time-like regle yizey olsun.¢ nin dogrultmam dayanak egrisi
boyunca yiizeyi olustururken striksiyon noktalarinin geometrik yerine, regle yiizeyin

striksiyon egrisi denir ve (c) ile gosterilir.

Sekil 5.4
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¢ time-like regle yiizeyinin striksiyon egrisinin yer vektorii igin Sekil 5.4 den,
(5.8) c(s,u) = ou(s) + ue(s)
yazilabilir.
Striksiyon noktasinda asimptotik normal, yiizeyin normaline dik oldugundan,
(@ x @, , exeg)=0
dir.
Teorem 3.3.1 deki vektorel garpim 6zellikleri kullamilarak,

(ot ,5)

(es.e5)

bulunur.Boylece striksiyon egrisinin yer vektorii igin (5.8) den,

u=-

(5.9) c(s) = os) - (a5, e) e(s)
(es , es)

elde edilir.

Tanmm 5.1.7.

¢, I’ de bir time-like regle yiizey olsun.

(5.10) P, = ____.._deig“s’e e’;s)
§278

degerine ¢ nin e vektorii igin drali (dagilma parametresi) denir,[8].
Teorem 5.1.5.
¢, I’ de bir time-like regle yiizey ve {e, t,g} de ¢ nin Frenet 3-ayaklisi olsun. ¢

nin (e) gosterge egrisinin yay-uzunlugu q olmak tzere,

(5.11) b=t
g=exe,
dir.
Ispat:
(5.4) bagntisindan,
q= [[e]as
veya
(5.12) dq = e, |ds

elde edilir. Ayrica,
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_de deds
€ =——=——
dq dsdgq

yazilabilir.

(5.12) bagntis1 burada yerine yazilirsa,

e
e, =7
el

bulunur. O halde (5.7) den,
(5.13) e, =—t
dir.
(5.13) den,
exe, = ex(-t)
yazilabilir.

Bu bagint1 ve Tanim 3.3.1 den,
(5.14) exe, =g
bulunur.

Teorem 5.1.6.
¢, I’ de bir time-like regle yiizey olsun.¢ nin gosterge vektori ve merkez

normali, sirasi ile, e ve t olmak iizere,

<tq,e>=1

ve
(tq ) =0
dir.
ispat:
Teorem 5.1.4 den,
t=- 5
Je.]

dir. Buradan s-parametresine gore tiirev alinirsa,

_ (esa €s )ess + (es= ess)es

||es|l3

S
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elde edilir. Bu son ifade ve (5.12) bagmtisi

& _dtds
* dq dsdq
esitliginde yerine yazilirsa,
(5.15) tg = ~{es:85)ess +4(es, €4s)€s
[e]
bulunur.

(e,e) =1 oldugundan (e;,e;) = (e ,ey) dir. O halde (5.15) bagintisindan,

(tq,e> =1

elde edilir. Ayrica (5.7) ve (5.15) bagintilarindan,
<tq,t> =0
bulunur.
¢ time-like regle yiizeyinin (e) gosterge egrisinin birim teget vektorii T, ve H;
yari-hiperbolik uzayinin birim normal vektérii de N, olsun.

<N° xT,, di> =y diyelim.
dq

¢ nin o dayanak egrisinin yay-parametresi s olmak iizere, (e) nin denklemi,

% (q) = e(s)
dir. Burada g-parametresine gore tiirev alinirsa,
do, _ de ds
dq dsdq
elde edilir.
O halde, (5.7) ve (5.12) bagintilarindan,
(5.16) d;‘; _
bulunur.

(e) egrisinin birim teget vektorii T, ise (5.16) dan,
(5.17) T, =-t
dir. O halde,
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N, & Spfe.g}

yazilabilir.

N, ile e arasindaki hiperbolik ag1 y,, ise,
(5.18) N, =coshy,e+sinhy, g
dir.

(5.17) ve (5.18) esitlikleri,
y= <No <T, ET—>
dq
ifadesinde yerlerine yazilirsa,
Y= —(cosh\yo<tq ,g) + sinh \y0<tq ,e>)

bulunur.
Teorem 5.1.6 dan,
Y= —(cosh\yo(tq ,g>+ sinh \vo)
veya
(5.19) (ty.g)=- L__(y +sinh )
’ coshy, °
elde edilir.
(to-8)=7
ile gosterilirse,
5.20 y=- inh
(5.20) Y cosh%(m o)
bulunur.

Teorem 5.1.5, Teorem 5.1.6 ve (5.20) bagintisindan asagidaki sonug verilebilir:
Sonug 5.1.1.

@, I’ de bir time-like regle yiizey, {e,t,g}, ¢ nin Frenet 3-ayakhsi ve q da ¢ nin
(¢) gbsterge egrisinin yay-uzunlugu olsun. Bu takdirde,

e, =t
(5.21) t,=12-€
g, =Tt

dir.
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Tanmm S5.1.8.
(5.21) ile verilen denklemlere ¢ time-like regle yiizeyinin H; yan-hiperbolik
uzayma gore Frenet denklemleri denir. Bu denklemler matris formunda,
e 0 -1 0T
(5.22) t |4-1 0 yl|t
84 0 -y 08
seklinde ifade edilir.

¢ nin Frenet denklemlerinin Ugiinciisiinden,
v=—(g,.t)
dir. Teorem 5.1.3 ve (5.12) bagintisindan,

(5.23) _(es,85)(exes) —{es 05 )(exess)

: e

bulunur. O halde, (5.7) ve (5.23) den,

- (e,e xey)
(5.24) y=——"
eS
elde edilir.
Tanim 5.1.9.

@, I’ de bit time-like regle yiizey olsun. Eger ¢ nin komsu iki dogruitman
kesigiyorsa ¢ ye agilabilirdir denir.
Teorem 5.1.7.
¢, I’ de agilabilir time-like regle yizey, e, ¢ nin gosterge vektorii ve o da
dayanak egrisi olsun. Bu takdirde,
det(og,e,e,) =0
dr.
ispat:
¢ nin komsu iki dogrultmam /=¢ ve / ey e ds olsun. @ agilabilir oldugundan
normali,
ex(e+e,ds) =exeds

dogrultusundadir. O halde @ nin a dayanak egrisinin teget vektori a, olmak iizere,
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(o ,exegds) =0
dir.
Teorem 3.3.1 den,
det(ag,e,8,) =0
bulunur.

Teorem 5.1.7 ve Tanim 5.1.7 den asagidaki sonug verilebilir:
Sonug 5.1.2.

@, I’ de bir time-like regle yiizey olsun. @ nin ag1labilir olmas1 i¢in gerek ve yeter

sart, dralinin sifir olmasidir.

Teorem 5.1.8. :
@, I’ de bir time-like regle yiizey olsun. Eger ¢ nin dayanak egrisi striksiyon
egrisi olarak alinirsa, @ nin agilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart, e gosterge

vektoriiniin ylizeyin striksiyon egrisinin tegeti olmastdir.

Ispat:

¢ nin dayanak egrisi striksiyon egrisi olarak alinirsa (5.9) dan,
(5.25) (c,,e,)=0
dur.

(=) ¢ agilabilir olsun. O halde Teorem 5.1.7 den,
(5.26) (c,,exe,)=0
dir. (5.25) ve (5.26) bagintilarindan,

c,/le

bulunur.

(<) c,//e olsun. O halde,
(c,,exe)=0
elde edilir. Buradan, ¢ nin normali,
exe, =ex(e+e.ds)
dogrultusundadir.

¢ nin komgu iki dogrultmani / = e ve / "= e+egds alinirsa- Tamm 5.1.9 den ¢

acilabilirdir.
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Caliymamiz boyunca ¢ time-like regle yiizeyinin dayanak egrisini striksiyon egrisi
olarak alacagiz. Bu durumda ¢ nin parametrik denklemi,
(5.27) o(s,v) = c(s) + ve(s)
dir.

Teorem 5.1.9.

@, I’ de bir time-like regle yiizey olsun. Eger ¢ acilabilir ise @ nin striksiyon
noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {e,t,g} ve striksiyon egrisinin bu noktadaki Frenet
3-ayaklist {T, N,B} olmak Gzere,

e=T,t=-Nveg=-B
dir.
Ispat:

¢ agilabilir oldugundan striksiyon egrisinin tegeti T olmak Gizere Teorem 5.1.8

den,
e=c¢c, =T

alabilir. Burada s, @ nin (c) striksiyon egrisinin yay-parametresidir. Ayrica (5.11)

bagintisindan,
t=-e,
t=-es,,
t=-Ts, .

bulunur. Son egsitlikte (3.2) Frenet formiilleri kullanilarak,

(5.28) t=-xsqN
elde edilir.
(5.12) bagintisindan,
s = L
Ul
1
(5.29) Sq=—
K
bulunur.
(5.28) ve (5.29) dan,

t=-N
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dir. Burada N, (c) striksiyon egrisinin c(s) noktasindaki asli normalidir.
¢ nin g asimptotik normali igin (5.11) den,

g=exe,,
g=ex(-t),
g=-(ext),
g=-[Tx(-N)],
g=TxN

elde edilir. O halde Tanim 3.3.1 den,
g=-B
dir.
Teorem 5.1.10.
@, I’ de bir time-like regle yiizey ve ¢ agilabilir olsun. ¢ nin striksiyon egrisi (c)

olmak iizere y nin sabit olmast igin gerek ve yeter sart, (c) nin bir egilim ¢izgisi
olmasidir.
ispat:

¢ agilabilir oldugundan Teorem 5.1.9 geregince ¢ nin striksiyon noktasindaki
Frenet 3-ayaklis1 {e,t,g} ve striksiyon egrisinin bu noktadaki Frenet 3-ayaklisi {T.N,B}
olmak tizere, .
(5.30) e=T,t=-Nveg=-B
dir.

(=) Kabul edelim ki, y sabit olsun. O zaman (3.2), (5.24) ve (5.30)
bagintilarindan,

(5.31) y==
X

yazilabilir. O halde, Teorem 3.1.5 den (c) bir egilim ¢izgisidir.
(<) Kabul edelim ki, (c) bir egilim ¢izgisi olsun. O halde Teorem 3.1.5 den,
L = sabit
K

dir. Ayrica @ agilabilir oldugundan (5.31) bagintisindan,

- T
y=—
K



yazilabilir. Buradan,

bulunur.

?= sabit

39
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5.2. I’ Lorentz Uzaymda Time-Like Bertrand Regle Yiizey Ciftleri
Tamm 5.2.1.
Q ve (p*, IL’ de iki time-like regle yiizey olsun. ¢ ile (p* in striksiyon egrilerinin,
strast ile, c(s) ve ¢’(s) striksiyon noktalarindaki Frenet-3 ayaklilari,
fe.tg}

ve
{e*, £ g }

e

lineer bagiml ise ((p,(p*) ikilisine, I’ de bir time-like Bertrand regle yiizey cifti

olmak {izere,

denir.

Sekil 5.5

((p,(p*), I’ de bir time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti olsun. ¢ ve @ time-like
regle yiizeyler oldugundan e ve e’ gosterge vekiorleri time-like vektorlerdir. O halde
S, {e.g} diizlemi bir Lorentz diizlemidir. Eger e vektorinden ¢ vektoriine olan

hiperbolik aginin dlgiisii © ise Tamm 3.1.13 den,
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cosh® sinh@ [fe] e’
sinh® coshd | g| |g’

e = cosh@e +sinhOg
g’ =sinhOe + coshOg

yazilabilir. (Sekil 5.6)

veya

(5.32)

g g
Sekil 5.6

(o, (p') time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti oldugundan,
o)
lineer bagimlidir. O halde,
(5.33) t=t
alinabilir. Buradan ¢ ve ¢ 1, sirasi ile, o(s) ve ¢’ (s) striksiyon noktalarindaki Frenet
3-ayaklilar1 arasinda (5.32) ve (5.33) bagmntilarindan,
e = coshfe + sinhOg
(5.34) t"=t
g’ = sinhOe + coshOg
bagmntis1 vardir. Bu son bagint1 matris formunda,

e cosh® 0 sinh6 e

tl=l 0 1 0 |t

»

g sinh®@ O coshO{g
seklinde ifade edilir. O halde Sekil 5.5 ve (5.34) den ¢ time-like regle yizeyi @ ye
bagh olarak,

(p* (s,v)= ¢ (s)+ ve' (s),

@ (s, V) = [c(8) + Ri(s)] + v[coshOe(s) + sinhOg(s)]
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bigiminde ifade edilebilir. Burada R, ¢ ve ¢  regle ylzeylerinin kargilikli striksiyon
noktalan arasindaki dongusal uzaklik, 0 da karsilikli dogrultmanlar arasindaki agidur.

Eger 0 =0 ise, ((p,(p*) ikilisine II’ de yonlendirilmis (oriented) Bertrand regle
yiizey cifti denir. Bu durumda (p* in denklemi,

0 (s, V) = c(s) + Ri(s) + ve(s)

dir.

Tamm 5.2.1 ve Teorem 5.1.1 den agagidaki sonug verilebilir:
Sonug 5.2.1.

(9,0), I’ de bir time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti olsun. @ ve o 1 karsilikl
striksiyon noktalarindaki Frenet 3-ayaklilar, sirasi ile, {e,t,g} {re {e*,t*, g*} olmak

iizere, tile t* ve g ile g vektorleri space-like vektorler oldugundan e ve e” vektorleri
striksiyon egrileri boyunca ¢ ve @ yiizeylerini olustururken bu hareket esnasinda t
ile t* ve g ile g* vektorlerinin cizdikleri regle yiizeyler igin II* de Frenet 3-ayaklilart
tanimlanamaz. O halde ¢ ve ¢~ yiizeyleri olugurken , t ile t* ve g ile g~ vektorlerinin

¢izdikleri regle yiizeyler I’ de Bertrand regle yiizey ¢ifti meydana getirmezler.
Teorem 5.2.1. '

((p,(p*), IL’ de bir time~like'Bertrand regle yluzey ¢ifti olsun. ¢ ve o m kargilikli
striksiyon noktalar1 arasindaki uzaklik R ve karsiliklt dogrultmanlar1 arasindaki ag1 ©
olmak tizere,

R =sbt. ve 6 = sbt.
dir.
Ispat:

@ ve (p* in, sirast ile, c(s) ve ¢”(s) striksiyon noktalarindaki Frenet 3-ayaklilari,

fe.t.g}

ve
{e* g }
olsun.

(p,0") time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti olduguhdan,
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t=t
dir.
Teorem 5.1.4 ve yukaridaki son esitlikten,
o eg ,
es
(5.35) e; =At, h=1e;
elde edilir.
(5.34) bagmntisinda e’ mn s-parametresine gore tiirevi alinirsa,
(5.36) e, = sinh00 e + cosh6B g + coshOe, + sinhg,
bulunur.

q, ¢ nin (¢) gbsterge efrisinin yay-parametresi olmak iizere (5.36) dan,
e, = sinh00,e + cosh6O,g + coshe,q, +sinhBg,q,
elde edilir.
(5.21) H} yar hiperbolik uzayma gére Frenet denklemleri burada kullanilarak,

(5.37) e, =sinh06,e + coshBO,g — (coshd + ysinh6)q, t
bulunur.
(5.35) ve (5.37) bagmtilarindan,
0, (sinhbe + coshOg) =0
olmalidir. Buradan,
6, =0,
0 =sabit
dir.

(p* mn dayanak egrisi striksiyon egrisi oldugundan (5.9) bagmntis: geregince,
(c: , e;> =0
yazilabilir.
Sekil 5.5 ve (5.35) den,
((c+Rt),,t)=0
dir. Burada s-parametresine gore tiirev alinirsa,



(5.38) (cs +Rst+Rtg,t) =0
bulunur.
t birim vektor oldugundan,
(5.39) (t,t,)=0
drr.
¢ nin dayanak egrisi striksiyon egrisi oldugundan (5.9) bagmntis1 geregince,
(c,.e,)=0,
(5.40) (c$ ot ) =0
elde edilir.
(5.39) ve (5.40) bagmntilari (5.38) de yerlerine yazilirsa,
R, =0
R = sabit
bulunur.
Teorem 5.2.2.

(q>,<p*), I’ de bir time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti ve @ acilabilir olsun (p" mn
agilabilir olmas: igin gerek ve yeter sart, @ nin striksiyon egrisinin egrilifi, x, ve
burulmasi, T, arasinda,

a- KR)SighG -TRcosh® =0
bagmtisimimn olmasidir.
Ispat:

@ ve @ m, sirasi ile, c(s) ve ¢'(s) striksiyon noktalarindaki Frenet 3-ayakhlari
le.t,g} ve {e',t',g'}, striksiyon egrilerinin bu noktalardaki Frenet 3-ayaklilar1 da, sirasi
ile, {T,N,B} ve {T",N",B"} olsun.

¢ agilabilir oldugundan Teorem 5.1.9 geregince,

(5.41) e=T, t=-N, g=B
dir.
(=) Kabul edelimki ¢ agilabilir olsun. O halde Teorem 5.1.9 dan,

*

(5.42) e =T",t'=-N"ve g* =-B'
drr.
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(9,0"), time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti oldugundan (5.41) ve (5.42) bagmtilart

(5.34) de yerlerine yazilirsa,
(5.43) T" =cosh® T -sinh6 B
elde edilir.

@ ve @ m karsilikh striksiyon noktalar1 arasindaki sabit uzaklik R olmak iizere
Sekil 5.5 ve (5.41) den,
¢ =c+Rt,
(5.44) ¢ =c-RN
dir.
(p* agilabilir oldugundan Teorem 5.1.8 geregince,
c: =ie"
yazilabilir.
(5.42), (5.43) ve (5.44) bagmntilar1 bu son esitlikte yerlerine yazilirsa,
¢, —RN, = A(coshOT -sinh6B)
bulunur.
s, @ nin (c) striksiyon egrisinin yay-parametresi olmak lizere (3.2) Frenet formiilleri
burada kullamlarak,
 (1-xR)T:7RB = AcoshOT-Asinh6B,

1-xR 1R
cosh® sinh©
(1-«R)sinhO - tRcoshO =0

2

elde edilir.
(<) o nin striksiyon egrisinin egrilik ve burulmasi arasinda,
(1-xR)sinh® - tRcosh0 =0
bagintisi saglansin.
(5.44) bagmtisinda s-parametresine gore tiirev alinir ve (3.2) Frenet formiilleri
kullanihirsa,
¢, =(1-xR)T-tRB

bulunur.
Son iki egitlikten,
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5.4 C =
(5:43) *  sinh®

{coshOT - sinh6B)
elde edilir.
¢ agilabilir oldugundan (5.41) ve (5.34) bagmntilarindan,
" =cosh@T -sinh®B
bulunur. Bu son esitlik (5.45) de yerine yazilirsa,
c.//e"
elde edilir. O halde Teorem 5.1.8'den @ agilabilirdir.

Teorem 5.1.9, Teorem 5.2.2 ve Tanim 3.1.11 den agagidaki sonug verilebilir:
Sonug 5.2.2.

((p,(p*) , I’ de bir time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti ve (c) ile‘ (c’) da, swrasi ile,
Q ve ¢ m striksiyon egrileri olsun. Eger ¢ agilabilir ve- ¢ nin (c) striksiyon egrisinin
egriligi, k , ve burulmasi, t, arasinda
(1-xR)sinh®-1Rcosh® =0

bagntis1 varsa, (c,c’) ikilisi, I’ de bir time-like Bertrand egri ¢iftidir. Ayrica: bu
durumda (c) ve (¢’) n karsihkl noktalarmdaki teget vektorleri arasmdaki agr — 0 dir.
Teorem 5.2.3.

(9,0 ), I’ de bir time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti ve ¢ ile ¢ m striksiyon
egrilerinin egrilikleri siras1 ile k¥ ve x" , burulmalar: da.swras1 ile T ve t" olsun. Eger
@ ve @ agilabilir ise,

t _ ksinh@+7cosh®

*

< 1« coshO + tsinh©

dir. Burada s ve's”, sirasi ile, @ ve @ m striksiyon egrilerinin yay-parametreleridir.
Ispat:

@ ve @ m striksiyon noktalarindaki Frenet 3-ayakhlari, smasi ile, f.t.g} ve
{e',t',g'}, striksiyon egrilerinin bu noktalardaki Frenet 3-ayakllar: da, srasi ile,
{T,N,B} ve {T",N",B"} olsun.

o ve ¢ agilabilir oldugundan Teorem 5.1.9 geregince,
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e=T,t=-N, g=B

Ve

*

e =T",t"=-N"ve g =-B'
yazilabilir.
Bu bagmtilar (5.34) de yerlerine yazilirsa,
T" =cosh@T —-sinh6 B
(5.46) N =N
'B” = —sinhOT +cosh0B
bulunur.
q)‘ n striksiyon egrisinin egriligi i¢in (3.2) Frenet formiillerinden,
(5.47) L=k'N
yazilabilir.

(5.46) bagmtisindan T m s -parametresine gore tlirevi almir ve (3.2) Frenet
formiilleri kullanilirsa,

(5.48) T. = :ss‘ (xccosh® + TsinhO)N
elde edilir.

(5.47) ve (5.48) begmtilarmdan,
(5.49) K = ;ss, (1.( cosh® + Tsinh0)
dir.

Benzer sekilde (p’t m striksiyon egrisinin burulmas: igin (3.2) Frenet

formiillerinden,
Bi=—t N’
yazilabilir.
(5.46) bagmtist ve Frenet formiilleri burada kullamlarak,
(5.50) T = ;:', (xsinh® + tcosh@)
bulunur.

(5.49) ve (5.50) bagmtilarndan,
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t" _ ksinh® +tcosh®

(5.51) _=
k  kcoshO+ tsinhO
elde edilir.
Teorem 3.1.5 ve Teorem 5.2.3 den agagidaki sonug verilebilir:
Sonug¢ 5.2.3.

((p,(p*) , I’ de bir time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti ve ¢ ile (p* agilabilir olsun.
Bu takdirde, ¢ nin striksiyon egrisinin egilim ¢izgisi olmasi igin gerek ve yeter sart,

(p* m striksiyon egrisinin egilim ¢izgisi olmasidir.
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5.3. IL Lorentz Uzaymda Time-Like Bertrand Regle Yiizey Ciftlerinin Frenet
Vektorlerinin Cizdikleri Regle yiizeylerin Dralleri

Teorem 5.3.1.

(9,9°), I’ de bir time-like Bertrand regle ylizey ¢ifti olsun. ¢ nin striksiyon
egrisi boyunca e, t ve g Frenet vektorlerinin ¢izdikleri .regle ylizeylerin dralleri sirasi
ile P,, P, ve P, <p* m striksiyon egrisi boyunca e ,t ve g Frenet vektorlerinin

gizdikleri regle yiizeylerin dralleri de sirasi ile P,., P,: ve P olmak tizere,

. cosh® ysinh © R(sinh 6 + ycosh 6)
)P, = — P + —DP + =
®*  coshO+ysinh O cosh O+ ysinh 6 cosh 6 + ysinh 6

Eger, g, vektorii null vektdr degil ise,

__ sih® . ycosh@ P+R(coshe+§sinhe)
g sinh @ +ycosh® ° sinh®+ycosh® ®  sinh®+ycoshd

In(-y) , v<0

ii) Eger v, # In(l) >0 ise,
Y

dir.
Ispat:
i) @ nin e gosterge vektorii icin drali (5.10) bagntisindan,

_ det(c,,e,¢,)
T e
dir.
€ = eqqs

oldugundan (5.21) H? yari-hiperbolik uzaymna gére Frenet denklemlerinden,

es = _qst
bulunur. Bu son egitlik yukarida yerine yazilirsa,
(5.52) p, = &HCs-01)

qds
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elde edilir.
Benzer sekilde, ¢ m ¢ gdsterge vektori igin drali (5.10) bagntisindan,

(5.53) P - det(c;,e",e))
T )
dir.
(o, (p* ), time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti oldugundan ¢ ile ¢’ m karsilikli
striksiyon noktalar1 arasindaki uzaklik R olmak {izere Sekil 5.5 den,
¢ =c+Rt
dir. Ayrica (5.34) den,
e =coshOe+sinh g
yazilabilir. Son iki egitlikten tlirev alnip (5.21) H? yar-hiperbolik uzayma gére Frenet
denklemleri kullanilirsa,
(5.54) c. =¢, -Rg,e+Ryq,g
ve
e, =—(cosh@ + ysinh 0)q,t
bulunur. Bu bagmntilar (5.53) de yerlerine yazilirsa,

(555 p,-__oho det(cg,e,t)  sinh® det(cs,t,g)+R(sinhe+§coshe)

¢ cosh@+ysinh® g cosh@ +ysinh® g cosh 6 +7sinh®
elde edilir.
(9,¢"), time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti oldugundan,
(t,t‘) =1>0,
<t,—e:> >0,
coshO+ysinh 8> 0
dir.
¢ nin g asimptotik normalinin ¢izdigi regle ylizeyin drali i¢in (5.10) bagmtisindan,
P, = det(c,,g,8,)
(8:58:)
yazilabilir,

gs =84Us
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oldugundan (5.21) H2 yari-hiperbolik uzaymna gore Frenet denklemlerinden,

g, =-1q;t

bulunur. Bu son esitlik yukarida yerine yazilirsa,
— det(c,t,

(5.56) YP, = _(_qs%).

elde edilir.
(5.52) ve (5.56) bagntilari (5.55) de yerlerine yazilirsa,

p __ cosh® . ysith® .,  RsinhO+ycosh)
“  coshO+ysinh® ° coshO+ysinh® ®°  cosh®+ysinh®

bulunur.
Benzer sekilde ¢° m g" asimptotik normalinin ¢izdigi regle ylizeyin drali (5.10)
bagmtisindan,

(557) P = det(cg . £,)
(e2-2:)
dir.
((p,(p* ), time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti oldugundan, (5.34) bagmntisindan,

g’ = sinh e +coshOg
yazilabilir. Burada s-parametresine gére tiirev almip (5.21) H} yar-hiperbolik uzaymna
gore Frenet denklemleri kullamlirsa,

g, =—(sinh © +7 cosh6)qt
bulunur. Bu bagmtilar ve (5.54) bagmntisi (5.57) de yerlerine yazilirsa,

(5.58) p, - Smh0  detlcset)  cosh®  det(cst.g) Ricoshd+ysinh)

£ sinh@+ycosh®  qg sinh@+ycosh®  qg sinh© +ycosh 8

elde edilir. Ayrica, g, vektorli null vektér olmadigmdan,

sinh 6 +ycosh6 = 0
drr.
(5.52) ve (5.56) bagntilar (5.58) de yerlerine yazilirsa,

p o soh® o ycosh® P+R(coshe+§sinhe)
¢  sinh@+ycosh® ° sinhO+ycosh® °  sinhO+ycosh®
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bulunur.

ii) @ nin t merkez normalinin ¢izdigi regle yiizeyin drali i¢in (5.10) bagmntisindan,

_ det(c,,t,t,)

P
()
yazilabilir.
ts = tqqs
oldugundan (5.21) H? yari-hiperbolik uzayna gore Frenet denklemlerinden,
t, =—q,e+1q,8
bulunur. Bu son egitlik yukanda yerine yazilirsa,

1 det(cs,e, t) _ ;2 det(csata g)
’-y-z -1 qs ?Z -1 4s

(5.59) P =——

t

elde edilir.
(5.52) ve (5.56) bagntilar1 (5.59) da yerlerine yazilirsa,

bulunur.,

(9,0") time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti oldugundan

»

t=t
dir. O halde,

dir.
v <0 igin y, = In(—y) oldugundan,
y=—e",
§¢ 1
ve

v >0 i¢in vy, ¢In(l) oldugundan,
Y
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,Y % e'\l’o ,
|
dir.
Teorem 5.3.1 ve Sonug 5.1.2 den asagidaki sonug verilebilir:
Sonug 5.3.1.

(9,9"), IL? de bir time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti olsun. Bu takdirde,
i) @ agilabilir olsun. @ m ag1labilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart,
ysinh 6P, = R (sinh 6 +ycosh6)
olmasidir. '

ii) @ nin t merkez normalinin ¢izdigi regle yiizeyin acilabilir olmas: i¢in gerek ve
yeter sart, @ m t  merkez normalinin ¢izdigi regle yiizeyin agilabilir olmasidir.

iii)p nin g asimptotik normalinin ¢izdigi regle yiizey acilabilir olsun. Eger, g.
vektorti null vektdr degil ise, ¢  m g asimptotik normalinin ¢izdigi regle ylizeyin
agilabilir olmasi igin gerek ve yeter sart,

sinh 6P, = —R(cosh 6 + ysinh 6)
olmasidir.

(cp,cp*) , I de bir time-like Bertrand regle ylizey ¢ifti ve ¢ agilabilir olsun.
O halde, Teorem 5.1.9 geregince, ‘

e=c,=T,t=-N ve g=-B

dir. Bu esitlikler (5.24) ve (5.12) bagintilarinda yerine yazilir ve (3.2) Frenet formiilleri
kullamilirsa,

(5.60) =%

elde edilir.
(5.60) bagmntilar1 (5.55) de yerlerine yazilirsa,

P.=— (1 -xR)sinh 6 — TR cosh®
¢ xcoshO +tsinh 6
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bulunur. O halde agagidaki sonug ispatsiz olarak verilebilir.
Sonug 5.3.2. |
(9,9), I de bir time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti ve ¢ agilabilir olsun ¢” m
agilabilir olmas: i¢in gerek ve yeter sart, ¢ nin striksiyon egrilifi, x, ve burulmasi, <,
arasinda,
(1-«R)sinh 6 —tR cosh6=0
bagmtismin saglanmasidir.
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5.4. IL’ Lorentz Uzayinda Time-Like Bertrand Regle Yiizey Ciftlerinin Frenet
Vektorlerinin Gdsterge Egrilerinin Yay-Uzunluklan

(9,9"), I’ de bir time-like Bertrand regle ylizey ¢ifti ve ¢ ile (p' m gdsterge
vektorlerinin H? yari-hiperbolik uzay: lizerindeki gésterge egrilerinin yay-uzunluklar,
sirast ile, S, ve S. olsun. ¢ ve (p‘ m asimptotik ve merkez normalleri space-like
vektorler oldugundan, bu vektorlerin gosterge egrileri S? birim Lorentz kiiresi tizerinde
olacaktir. Bu erilerin yay-uzuniuklar: da S g» S ve S, S, ile gbsterilsin.

Teorem 5.4.1.

(9,0"), I’ de bir time-like Bertrand regle ylizey ¢ifti olsun. ¢ ile ¢ m Frenet
vektorlerinin H? yari-hiperbolik uzay: ve S? birim Lorentz kiiresi iizerindeki gosterge
egrilerinin yay-uzunluklar: arasinda,

. _ 1, y<-sinh
i) S. = coshOS, +sgn(y)sinh6S,,  sga(y) = N A
¢ -1, v>-sinhy,

ii) Eger, y < tanhOcosh y, —sinh vy, ise,
S, = (sinh8S, +sgn(y)cosh6S, ),

Eger, y > tanh O coshy, —sinh y,, ise,
| S, =—(sinh®S, +sgn(y)coshdSS, )

dir. Burada,
(") _ 1 » ¥Y< 'Sinh\lfo
e = -1 ’ Y>-Sinh\|,0
dir.
1/2

i) S, =S, = o’ -1 ds

bagntilar: vardir.
Ispat:
i) Tanim 3.1.10 dan,
Se = ﬂ|es|lds ve Sg = ﬂlgs||ds

yazilabilir.
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es =eqqs ve gs =gqqs
esitliklerinde (5.21) H? yari-hiperbolik uzayina gore Frenet denklemleri kullamilarak,

e, =—q,t ve g, =—§qst
elde edilir. Bu son esitlikler yukarida yerlerine yazilirsa,

(5.61) S,=q ve S, = _ﬂﬂqsds
bulunur.
Benzer sekilde Tanim 3.1.10, (5.34) ve (5.21) den,
Sy = Iqs cosh9+§sinh Otds
(5.62) _
S, = [q,[sinh 6+ coshe|ds
elde edilir.
i) ((p,(p* ), time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti oldugundan,
(t,t")=1>0,
(t,— e:> >0,
(5.63) cosh® +ysinh 6 >0
dir.
O halde (5.62) bagntisindan,
(5.64) 8, = [q,(cosh®-+ysinh 8)ds
elde edilir.
(5.61) ve (5.64) bagntilarindan,

S, =cosh®S, +sgn(y)sinh®S, ,

y <—sinh @ ise y >0 oldugundan, sgn(y) =1

ve
y>—sinh © ise y <0 oldugundan, sgn(y) =-1
dir.
ii) y < tanh @ cosh y, —sinh v, ise sinh 8 +ycosh® > 0 oldugundan, (5.62) den,
Sg. = j‘q(sinh9+? cosh0)ds

(5.65) Sg. =smhOS, +sgn(y)coshOS,,
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dir.
y > tanh O coshy, —sinh y, ise sinh 6+ ycosh® <0 oldugundan, (5.62) den,
S,. =~ [q(sinh 0+ cosh6)ds

Sg. = —(sinh6S, +sgn(y)cosh6S,)

dir.
ii) Tanim 3.1.10 dan,
S, = ﬂ|ts"ds
yazilabilir.
ts = tqqs

esitliginde (5.21) H? yani-hiperbolik uzayma gére Frenet denklemleri kullanilarak,

t,=—q,e+74,8
elde edilir. Bu son esitlik yukarida yerine yazilirsa,

S, = Iqs

172

v -1 ds

bulunur.

(p,¢ ) time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti oldugundan,

*

t=t
dir. O halde,

172

ds

—2

Yy -1

ll

S. =S,

t

fa,
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5.5, IL3 Lorentz Uzayinda Time-Like Bertrand Regle Yiizey Ciftlerinin Frenet
Ani Dénme Vektorleri
Teorem 5.5.1.

((p,(p') , I’ de bir time-like Bertrand regle yiizey sifti ve ¢ ile ¢ agilabilir olsun.
¢ ile @ m striksiyon egrilerinin karsilikli noktalarindaki Frenet ani ddnme vektdrleri,

. *®
sirasi ile, Wve W ise,

dir. Burada s ve s°, sirasi ile, @ ve (p* m striksiyon eZrilerinin yay-parametreleridir.
Ispat:

Q ve (p* m striksiyon noktalarindaki Frenet 3-ayaklilari, siras: ile, {e,t, g} ve
{e',t',g'}, striksiyon egrilerinin bu noktalardaki Frenet 3-ayakhlan da, swas: ile,
{T,N,B} ve {T",N",B"} olsun.

@ ve ¢ agilabilir oldugundan Teorem 5.1.9 geregince,
e=T,t=-N, g=B
ve

*

e =T*, t* =-N" ve g‘i =-B"
yazlabilir. '
Bu bagmtilar (5.34) de yerlerine yazilirsa,
T" =cosh6 T —sinhOB
(5.66) N =N
B’ = —sinhOT +coshOB
bulunur.
¢ nin (c) striksiyon egrisinin c(s) noktasindaki Frenet ani donme vektérii W ise
Tamm 3.1.14 den,
(5.67) W=—T-«B
yazilabilir.
Burada, x ve 1, sirast ile, (¢ ) egrisinin c (s) noktasindaki egrilik ve burulmasidir..
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Benzer sekilde ¢ m (c*) striksiyon egrisinin ¢’ (s) noktasmdaki Frenet ani donme
vektorlh W ise,
(5.68) W =='T"-«x'B’
dir. Burada x~ ve T, strast ile, (c*) m ¢ (s) noktasmdaki egrilik ve burulmasidir.

Teorem 5.2.3 den ¢ ve @ m (c) ve (¢”) striksiyon egrilerinin egrilik ve
burulmalari i¢in,

K = ;:, (xcosh® + tsinh6)

(5.69) @ =£,-(Ksinhe+:coshe)
yazilabilir.
(5.66) ve (5.69) bagmtilar: (5.68) de yerlerine yazilirsa,
w* = di '
ds
elde edilir.
Sonug 5.5.1.

@ ve ¢ mn striksiyon egrilerinin striksiyon noktalarndaki W ve W~ Frenet ani
d6nme vektorleri yontindeki birim vektorler, sirasiile, ®, ve o, ise,
(5.70) 0,=®, .
dir.

¢ nin striksiyon egrisinin birim teget vektérii T olmak iizere, T ile W arasindaki
ag1 y ise,
(5.71) ®, = coshy T +sinhy B
dir.
Sonug 5.5.2.

®, ve ®, vektSrlerinin H? yan-hiperbolik uzay1 iizerinde ¢izmis olduklan
kiiresel egriler, sirasi ile, (®,) ve (®,) olmak lizere, (®,) ve (@,) egrileri space-like
egrilerdir.
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Sonug 5.5.3.

e ve e gosterge vektorleri ¢ ve ¢ regle yiizeylerini olustururken o, ve @,
vektdrlerinin ¢ ve ¢  in striksiyon egrileri boyunca hareketleri ile elde edilen regle
yizeyler ¢, ve ¢, olmak iizere, (¢, ,®,:) IL’ de bir time-like Bertrand regle ytizey
ciftidir.

Teorem 5.5.2.

(@,9"), IL* de bir time-like Bertrand regle yiizey gifti ve ¢ ile @ agilabilir olsun

@ ve ¢ m striksiyon egrileri boyunca @, ve ®, vektorlerinin ¢izdikleri regle

da,

ylizeylerin dralleri, siras1 ile, P, ve P, olmak fizere, = vektorii null vektor degil

ise,

N R(x coshy — tsinh y)(tcosh y — ksinh )

& (ﬂ)z +(x cosh y ~ Tsinh y)?
ds
dir. Burada s, @ nin (c) striksiyon egrisinin yay-parametresidir.
Ispat:
¢ nin o, vektdrd i¢in drali (5.10) bagmntisindan,

' de;(cs,mo,-‘l‘”i)
(5.72) P = ds

" <$°_0_%
ds ~ ds

dir.

¢ nin (c) striksiyon egrisinin birim teget vektorii T olmak tizere,
(5.73) cg=T
yazilabilir, N

(5.71) bagmtisinda s parametresine gére tiirev alinirsa,

dw,

(5.74) =

_—_;.sihh»q;-i—:IT + (kcoshy ~tsinh Ww)N + coshw%s\y—B'

elde edilir.
(5.71), (5.73) ve (5.74) bagmntilar1 (5.72) de yerlerine yazilirsa,
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sinh y(x coshy — vsinh y)

dy b
(—) + (k. coshy — tsinh y)’

bulunur.
Benzer sekilde, ¢” n o, vektéri igin drali (5.10) bagmtisindan,
do; Y’
det ‘: .a —

(5.76) P.=

T el g
ds " ds /

dir.
((p,(p*) time-like Bertrand regle yizey gifti oldufundan ¢ ile.@ m striksiyon
noktalar1 arasindaki uzaklik R olmak {izere Sekil 5.5 den,

¢ =c+Rt
yazilabilir.
Teorem 5.1.9 dan ¢ nin (c). striksiyon egrisinin aslinormali N olmak fizere,
t=-N
dir. O halde,
¢ =c—RN
bulunur.

Son esitlikte s parametresine gore tiirev almir ve (3.2) Frenet formiilleri
kullamlirsa,
(5.77) ¢y =¢y —KRT —tRB
bulunur.
(5.70), (5.74) ve (5.77) bagmtilar1 (5.76) de yerlerine yazilirsa,
. R(xcosh y — Tsinh-y)(tcosh y —k sinh y)

[ ®g 2
(—%\—:) +(k coshy — tsinh y)?

elde edilir. Ayrica, ds)o’
s

vektorl null vektor olmadigindan,

<2°°_9_°3_ 0
ds ds

dir. O halde,



62

% #0 v kcoshy —tsinhy =0

dir.
Sonug 5.5.4.

kcoshy —tsinhy #0 ve @ ninh o, vektdriiniin ¢izdigi regle ylizey agiabilir
olsun. " m o, vektdritnlin ¢izdigi regle yiizeyin agtlabilir olmas: igin gerek ve yeter
sart,
tTR=0
olmasidir.
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6. TARTISMA

1991 yihnda yaymlanan makalede,[9], E3; 3-boyutlu Oklid uzayinda Bertrand
regle yiizey ¢iftleri tammlanmis ve Bertrand regle yiizey ciftlerinin karsilikh striksiyon
noktalar arasindaki uzakligin ve kargilikls dogrultmanlari arasindaki aginin sabit oldugu
ifade edilmistir.

Bu gghsmada; I}, 3-boyutlu Lorentz uzayinda sadece, gisterge vektorii time-like
olan bir regle yiizey i¢in Frenet 3-ayaklismin tanimlanabilecegi gosterilmistir. I’ de
time-like Bertrand regle yiizey iftleri tanimlanarak, time-like Bertrand regle yiizey
ciftlerinin de karsiikli striksiyon noktalar1 arasindaki uzaklik ve kargilikl
dogrultmanlari arasindaki ag1 sabit olarak bulunmustur. Ayrica Lorentz uzayinda
hiperbolik a1 kavrami gegerli oldugundan, E3 de tammili Bertrand regle yiizey
giftlerinde ag1 ile ilgili ifadeler, I’ Lorentz uzayinda tammli time-like Bertrand regle
yuzey ¢iftlerinde hiperbolik ac1 olarak degismistir.

1996 yilinda yapilan galigmada,[10], E3 de tammli Bertrand regle ylizey ciftlerinin
asimptotik ve merkez normallerinin meydana getirdikleri regle yiizeylerin E3 de birer
Bertrand regle yiizey ifti olusturdugu ifade edilmigtir. I’ de tammli time-like Bertrand
regle yiizey ¢iftlerinin asimptotik ve merkez normallerinin ¢izdikleri regle yiizeylerin

ise IL’ de birer time-like Bertrand regle yiizey ¢ifti olusturmadig: gorilmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

I’ Lorentz uzaymn indeksi 1 oldugundan IL’ de tammli bir regle yiizey igin
gosterge vektori  space-like olan bir Frenet 3-ayaklist kurulamaz. Bu durumda IL’ de
sadece time-like Bertrand regle yizey ¢ifti tamimlidir. Gosterge vektoriniin space-like
olmasi durumunda Frenet 3-ayaklisi indeksi 2 olan uzayda yani IR’; yan-Oklidyen

uzayinda mevcuttur.
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