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ELİPTİK TÜRDEN KISMİ TÜREVLİ DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN 

SONLU FARK METODU İLE ÇÖZÜMÜ VE YAKINSAKLIK ANALİZİ 

 

 

 

ÖZET 
 
 

Bu çalışmada dikdörtgensel bölgede kararlı ısı akış denklemi olan Laplace 

denklemi göz önüne alınmıştır. Denklemdeki türev operatörleri sonlu-fark operatörleri 

ile temsil edilip ayrıştırılmış, daha sonra çeşitli uygun iterasyon metotlarıyla sayısal 

çözümlemesi yapılmıştır. Buradan elde edilen sonuçlar grafiklerle ifade edilmiş ve 

analitik çözümle karşılaştırılmıştır. Daha sonra, iterasyon matrisinin en büyük 

özdeğerinin reel olması şartıyla çözüm için yakınsaklığı hızlandıran Lyusternik ve 

Aitken metotları kullanılmıştır. Böylece iterasyon metotlarından sonra yakınsaklığı 

hızlandıran metotlar problemin sayısal çözümüne uygulanarak sayısal sonuç yeniden 

elde edilmiştir. Elde edilen sonuçlar da; grafiklerle gösterilmiş ve iterasyon 

metotlarından elde edilen ilk sonuçlarla hem tablo hem de grafiksel olarak 

karşılaştırılması sunulmuştur. 

 

Anahtar Kelimeler: Eliptik Denklem, Sonlu-Fark Metodu, İterasyon Metotları 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



THE SOLUTION OF ELLIPTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH FINITE 

DIFFERENCE METHOD AND ANALYSIS OF CONVERGENCE 

 

 

 

ABSTRACT 

 

In this study, we consider Laplace’s equation which determines the steady flow 

of heat in rectangular domain. After discretising differential operators represented by 

finite difference operators then several suitable iterative methods have been used for 

numerical solutions. The solutions obtained by iterative methods were shown 

graphically and compared with analytical solutions. After that, Lyusternik’s and 

Aitken’s methods were used for accelerating convergence of solutions since these 

methods are applicable to any iterative process when the eigenvalue of the largest 

modulus for iteration matrix is real. Therefore, numerical solutions were again obtained 

by using the methods of accelerating convergence for numerical solution. These 

solutions were also shown graphically and compared with the first solution of iterative 

methods. 
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1. GİRİŞ 
 
 
 Mühendislikte, fiziksel sistemlerin matematik modellerini ifade eden 

denklemlerin analitik olarak çözülemediği veya analitik çözümün zor ve uzun olduğu 

durumlarda kullanılan sayısal çözüm teknikleri, son yıllarda özellikle bilgisayar 

alanındaki gelişmelere paralel olarak artmış ve yeni bir bilim alanı haline gelmiştir. 

Sayısal analiz, Şekil 1.1 de gösterildiği gibi verilen fiziksel modelden matematiksel 

modele geçiş yaparak sayısal veri elde edilmesi esasına dayanır. 

 Şekil 1.1.; Sayısal Analiz İşleyiş Şeması 

 

Sayısal metotların sık olarak kullanıldığı alanlardan biri de fiziksel 

uygulamalarının çok olmasından dolayı diferansiyel denklemlerdir. Birçok fiziksel 

olayın matematiksel ifadesi kısmi türevli diferansiyel denklemlerdir. Bu çalışmada 

ikinci mertebeden kısmi diferansiyel denklemlerin sayısal çözüm yöntemleri ve 

çözümlerin yakınsaklık özellikleri incelenmiştir. Özel olarak eliptik türden kısmi 

diferansiyel denklemlerin sonlu fark metotları ile çözümleri incelenmiştir. 

 

 

 

2. MATEMATİKSEL 
MODEL (SÜREKLİ) 

3.KESİKLİ MODEL + 
ALGORİTMA 

4.BİLGİSAYAR İÇİN 
PROGRAMIN 
HAZIRLANMASI 

5. SAYISAL 
DENEY 

6. SONUÇLARIN 
DEĞERLENDİRİLMESİ

1. FİZİKSEL MODEL 



2. LİTERATÜR ÖZETİ 
 
 

Fiziksel olayların matematiksel ifadesi olan diferansiyel denklemlerin sayısal 

çözümlemesi bilgisayar teknolojisindeki ilerlemelere bağlı olarak, 20. yüzyılın ilk 

çeyreğinde başlayıp günümüze kadar devam eden bir süreci oluşturmaktadır. 

(Courant,R.,Friedrichs, K.O, Lewy,H.,1928) Bilgisayar ortamındaki gelişmelere paralel 

olarak denklemlerin matris formunda ifade edilmesi sayısal analiz metotlarında büyük 

gelişmelere sebep olmuştur. Bu gelişmeler içinde sonlu farklar, sonlu elemanlar gibi 

metotlar günümüze kadar etkin olarak kullanılmıştır. Ayrıca sonlu fark denklemlerinin 

çözümünde denklemlerin lineer olması koşulunu gerektirmediğinden dolayı iterasyon 

metotları tercih sebebi olmuştur. Akışkanlar mekaniği alanındaki örneklerin çözümünde 

sonlu fark metodu oldukça yaygın olarak kullanılmaktadır. Bunlardan birkaçı [6] da 

çözülmüştür. Ayrıca kısmi diferansiyel denklemlerin sayısal çözümünde genellikle 

sonlu fark metotları kullanılmıştır. [11] de parabolik, hiperbolik ve eliptik türden 

denklemlerin sonlu fark metodu ile çözümleri verilmiştir. Ayrıca [7] ve [13] parabolik 

türden kısmi türevli denklemlerin sonlu fark metotları ile çözümlemesi üzerine yapılmış 

olan çalışmalardır. Sayısal hesaplamalar, [7] de olduğu gibi Qbasic programlama dili 

kullanılarak yapılabildiği gibi [13] de kullanılan Mathematica gibi paket programlar 

kullanılarak da yapılabilir. Benzer şekilde Matlab ve Maple paket programlarının da 

kullanımı yaygındır. Bu çalışmada ise eliptik türden kısmi türevli diferansiyel 

denklemlerin sonlu fark metotları ile çözümlemesi yapılmıştır. Sonlu fark 

denklemlerinin iterasyon metotları ile çözümleri yapılmış, bu çözümler hem analitik 

çözümle hem de kendi aralarında karşılaştırılmıştır.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3. GENEL BİLGİLER 

3.1. Temel Tanımlar 

Tanım 3.1.1. (Diferansiyel Denklem): Bir veya daha fazla bağımlı değişkenin, bir 

veya daha fazla bağımsız değişkene göre birinci veya daha fazla mertebeden türevlerini 

içeren denklemlere Diferansiyel Denklem denir. Genel olarak ikiye ayrılır. 

Tanım 3.1.2. (Adi Diferansiyel Denklem):  Bir bağımlı ve bir bağımsız değişken ve 

bağımlı değişkenin bağımsız değişkene göre birinci veya daha fazla mertebeden 

türevlerini içeren denkleme denir. 

Tanım 3.1.3. (Kısmi Diferansiyel Denklem): En az iki bağımsız ve en az bir bağımlı 

değişken ile bağımlı değişkenin bağımsız değişkenlere göre birinci veya daha fazla 

türevlerini içeren denkleme denir. 

3.2. Kısmi Türevli Diferansiyel Denklemlerin Genel Bir Sınıflandırması 

Bu tip denklemler aşağıdaki gibi üç sınıfta incelenirler. 

3.2.1. Lineer Olmasına Göre 

Bir kısmi türevli denklemdeki bağımlı değişken (veya değişkenler ) ve bunların 

denklemdeki bütün kısmi türevleri birinci dereceden ve denklemi, bağımlı değişken ile 

onun türevleri parantezinde yazdığımızda katsayılar yalnızca bağımsız değişkenlerin 

fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. 

İki bağımsız bir bağımlı değişkene sahip birinci ve ikinci mertebeden lineer 

kısmi türevli denklemlerin genel formları sırasıyla aşağıdaki gibidir. 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,x yP x y z Q x y z R x y z S x y+ + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , .xx xy yy x yA x y z B x y z C x y z D x y z E x y z F x y z G x y+ + + + + =  

3.2.2. Yarı Lineer (Kuasi-Lineer ) Olmasına Göre 

Bir kısmi türevli denklem, denklemde bulunan en yüksek basamaktan kısmi 

türevlere göre lineer ise bu denklem Yarı Lineer (Kuasi-Lineer) adını alır. 

İki bağımsız bir bağımlı değişkene sahip birinci ve ikinci mertebeden yarı lineer 

denklemlerin genel şekilleri sırasıyla aşağıdaki gibidir. 

( ) ( ) ( ), , , , , , ,x yP x y z z Q x y z z R x y z+ =  

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , , , , , 0.x y xx x y xy x y yy x yA x y z z z z B x y z z z z C x y z z z z D x y z z z+ + + =  

 

 



3.2.3. Hemen-Hemen Lineer Olmasına Göre 

Bir kısmi türevli denklem yarı-lineer ve denklemde görülen en yüksek 

basamaktan türevlerin katsayıları yalnızca bağımsız değişkenlerin fonksiyonları ise bu 

denkleme Hemen-Hemen Lineer denklem denir. 

 İki bağımsız ve bir bağımlı değişkene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen 

lineer bir denklemin genel şekli; 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , 0xx xy yy x yA x y z B x y z C x y z H x y z z z+ + + =  

formundadır. Burada ; [ ]2, ,A B C C D∈  . Bu tip denklemler ise aşağıda verilen 

diskriminant fonksiyonuna bağlı olarak sınıflandırılırlar. Buna göre diskriminant 

fonksiyonu 

( ) ( ) ( ) ( )2
, , 4 , ,x y B x y A x y C x y∆ = − ⋅    

şeklinde tanımlanırsa bir hemen hemen lineer denklem 

a) ( ), 0x y∆ >   eşitsizliğinin sağlandığı noktalarda hiperbolik, 

b) ( ), 0x y∆ =   eşitliğinin sağlandığı noktalarda parabolik, 

c) ( ), 0x y∆ <  eşitsizliğinin sağlandığı noktalarda eliptik 

tiptendir denir. Şimdi fiziksel olayların bu tip kısmi diferansiyel denklemler şeklinde 

ifade edilmesine ait bilinen bazı örnekleri verelim. 

 Hiperbolik Tip: 

 En iyi bilinen örneği dalga denklemleridir. c  pozitif bir reel sabit ve genellikle, 

aksi söylenmedikçe, t  zaman değişkeni ve ( ),u u x t=  olmak üzere  

2 2
2

2 2 0u uc
t x

∂ ∂
− =

∂ ∂
                                                                    (3.1) 

1-boyutlu dalga denklemidir. 

 Bir boyutlu dalga denkleminin çözümü bize  uzunluğunda titreşim halinde olan 

bir telden t  saniye sonra bir ucundan x  kadar uzaklıktaki enine yer değişimini verir. Bu 

tip denklemlerde başlangıç ve sınır değerleri bilinir.  

 Bu tip denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayılması, elastisite ve 

kuantum teorisi gibi konularda çok kullanılmaktadır. Ayrıca hiperbolik denklemler 

genellikle titreşim problemlerinde veya yoğunluk, basınç ve hızdaki süreksizlik 

durumları ile ilgili problemlerde kullanılır. 



Parabolik Tip: 

 Zamana bağlı ısı veya madde yayılması problemlerinde karşılaşılır. En basit 

parabolik denklem; 
2

2

u uk
t x

∂ ∂
=

∂ ∂
                                                                        (3.2) 

şeklindedir. 

 Bu denklem ısı iletim teorisinden elde edilmiş olup çözümü bize termal olarak 

izole edilmiş bir çubuğun bir ucundan x  kadar uzaklıktaki noktasında t  anındaki veya 

t  saniye sonraki sıcaklığını verir. Bu tip denklemlerde başlangıç ve sınır değerleri 

bilinir. 

Eliptik Tip: 

Eliptik kısmi diferansiyel denklemler genellikle denge veya kararlı hal 

problemleri ve bunların çözümüyle karşımıza çıkar.  

 En iyi bilinen eliptik denklemler Laplace ve Poisson Denklemleridir. Sırasıyla 

aşağıdaki şekilde yazılırlar. 

 
2 2

2
2 2 0,

x y
φ φφ ∂ ∂

∇ = + =
∂ ∂

                                                                   (3.3)  

 ( )
2 2

2
2 2 , .f x y

x y
φ φφ ∂ ∂

∇ = + =
∂ ∂

                                                             (3.4) 

 Laplace denklemi potansiyel teorinin temel denklemlerinden birisi olduğundan 

fiziksel uygulamaları çoktur. Örneğin yüzeyleri izole edilmiş bir ortamda zamandan 

bağımsız bir ısı dağılımı varsa (ki buna kararlı ısı denir) herhangi bir ( , )x y              

noktasındaki ısı miktarını veren  ( ),u x y   fonksiyonu Laplace denklemini sağlar. Ayrıca 

ısı kaynağı olmayan bir bölgede kararlı sıcaklık dağılımı, iletkenlerle çevrili yüksüz bir 

bölgede elektrostatik potansiyel, kaynak veya kuyu olmayan bir akışkanda hız dağılımı 

vs. problemlerinde de karşımıza çıkar. 

 Dış kuvvetlerin etkisi altındaki bir telin zamana bağlı olarak denge konumuna 

gelmesi ise Poisson denklemi ile gösterilir. Ayrıca bundan başka skaler potansiyelde 

Poisson denklemini sağlar. Poisson denklemi ile gösterilen fiziksel iki olguyu örnek 

olarak verecek olursak; birincisi, ρ  yük yoğunluğunun varlığı, negatif bir ψ elektriksel 

potansiyelin oluşmasına sebep olur. Bu fiziksel olgu ε  sabit olmak üzere 2 ρψ ε∇ = −    



ile gösterilir. İkincisi ise akışkan içinde θ  ısı kaynağından bir yayılımın varlığı, T  

sıcaklığının oluşmasına sebep olur. Böylece k  sabiti için 2T kθ∇ =  şeklinde yazılır. 

3.3. Türevlere Sonlu Fark Yaklaşımı 

Bir u  fonksiyonu ve onun türevleri tek değerli, sonlu, x  bağımsız değişkeninin 

sürekli bir fonksiyonu olsun. 

 Taylor teoremine göre; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

2! 3!
h hu x h u x hu x u x u x′ ′′ ′′′+ = + + + +…                             (3.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

2! 3!
h hu x h u x hu x u x u x′ ′′ ′′′− = − + − +…                             (3.6) 

şeklinde yazılabilir. 

 (3.5) denkleminde ikinci mertebeden ve daha yüksek mertebeden türevleri ihmal 

edersek; 

( ) ( ) ( )u x h u x hu x′+ +  

elde edilir. Buradan türev ifadesini çekersek; 

( ) ( ) ( ){ } ( )1u x u x h u x O h
h

′ = + − +                                    (3.7) 

İleri Yönlü Fark Yaklaşımı elde edilir. (3.6) denkleminden ikinci ve daha yüksek 

mertebeden türevleri ihmal edersek; 

( ) ( ) ( ){ } ( )1u x u x h u x O h
h

′ − − +                                            (3.8) 

bulunur. Bu ifadeye de Geri Yönlü Fark Yaklaşımı denir. (3.5) denkleminden (3.6) 

denklemi çıkarılırsa; 

( ) ( ) ( ) ( )32u x h u x h hu x O h′+ − − +  

( ) ( ) ( ){ } ( )21
2

u x u x h u x h O h
h

′ + − − +                             (3.9) 

elde edilir. Bu ifadeye Merkezi Fark Yaklaşımı adı verilir. 

 Bu yaklaşımları aşağıdaki şekildeki gibi geometrik olarak ifade edebiliriz. 

 

 

 

 



 

 

  

 
 
 
 
 
 

Şekil 3.1. Sonlu-Fark Türev Formüllerinin Geometrik Gösterimi 
 

Burada P noktasındaki teğetin eğimine yaklaşmak için BP kirişinin eğimini 

kullanırsak, bu noktadaki birinci mertebeden türev 

( ) ( ) ( ){ }1u x u x h u x
h

′ + −  

şeklinde bulunur. Bu ise birinci mertebeden türev için İleri yönlü fark yaklaşımıdır. 

Benzer şekilde P noktasındaki teğetin eğimine AP kirişinin eğimi yardımıyla 

yaklaşıldığında ise 

( ) ( ) ( ){ }1u x u x h u x
h

′ − −  

geriye yönlü fark yaklaşımı bulunur. Merkezi fark yaklaşımı ise geometrik olarak P 

noktasındaki teğetin eğimine AB kirişinin eğimi yardımıyla yaklaşımı ifade eder ve 

( ) ( ) ( ){ }1
2

u x u x h u x h
h

′ + − −  

şeklinde yazılır. Diğer fark yaklaşımlarına göre merkezi fark yaklaşımının daha iyi bir 

sonuç vereceği şekilden de görülmektedir. 

Diğer taraftan ikinci mertebeden türev formülünü elde etmek için (3.5) ve (3.6) 

denklemlerini toplarsak 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 42u x h u x h u x h u x O h′′+ + − = + +  

elde edilir. Burada ( )u x′′ i çeker ve 2h  ve daha yüksek mertebeli terimleri ihmal 

edersek 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2

1 2u x u x h u x u x h
h

′′ + − + −                            (3.10) 

şeklinde ikinci mertebeden türev için bir yaklaşım formülü elde edilmiş olur. 

 

A 

B 

P 

x

y  

x h− x x h+



3.4. Çok Değişkenli Fonksiyonlar İçin Gösterim 

 u , x  ve y  bağımsız değişkenlerinin bir fonksiyonu olsun. XY  düzlemini küçük 

dikdörtgensel bölgelere ayıralım. OX  ekseni üzerindeki artımı xδ , OY  ekseni 

üzerindeki artımı yδ  ile gösterelim. x hδ =  ve y kδ =  dersek; i  ve j  tamsayılar olmak 

üzere x ih=  ve y jk=  örgü noktalarının konumlarını gösterecektir. Örgü noktalarındaki 

fonksiyonun değerini 

( ) ,, i ju ih jk u=                                                        (3.11) 

şeklinde gösterelim. O halde (3.10) denkleminden ikinci mertebeden türev ifadesini 

( ){ } { } ( ){ }{ }
2

2 2

1 1 , 2 , 1 ,u u i h jk u ih jk u i h jk
x h

 ∂
≅ + − + − ∂ 

                   (3.12) 

veya (3.11) gösterimini kullanarak; 

{ }
2

1, , 1,2 2
,

1 2i j i j i j
i j

u u u u
x h + −

 ∂
≅ − + ∂ 

                                      (3.13) 

şeklinde yazabiliriz. Benzer şekilde y ’ye göre kısmi türev ifadesini 

{ }
2

, 1 , , 12 2
,

1 2i j i j i j
i j

u u u u
y k + −

 ∂
≅ − + ∂ 

                                     (3.14) 

şeklinde yazarız. Bu formülün çıkarılmasında h  ve k  ya bağlı iki ve daha yüksek 

mertebeden terimler ihmal edilmiştir. 

3.5. Sonlu-Fark Denklemleri İle Çözümün Yakınsaklığı, Tutarlılığı Ve Kararlılığı 

Ve Çözümde Oluşan Hatalar 

Sonlu farklar yöntemiyle problem çözümünde ilk önce çözüm alanı xδ  ve yδ  

ile belirlenen ağ aralıkları ile bölünür. Daha sonra verilen kısmi diferansiyel 

denklemdeki her türev yerine uygun sonlu fark ifadesi konularak sonlu fark 

denklemlerine dönüştürülür. Sonlu fark denklemleri cebirsel denklemler olup çözümü 

bilinen şekilde yapılır. Ancak bulunan çözümün her zaman doğru ve mantıklı olması 

söz konusu değildir. Çözümün doğru olup olmadığı, kabul edilip edilemeyeceği 

yakınsaklık, tutarlılık ve kararlılık şartlarının sağlanmasına bağlıdır. 

 ( ),U U x y=  bir kısmi türevli diferansiyel denklemin tam çözümü (analitik 

çözümü ) olsun. u  ise kısmi diferansiyel denklem için fark denklemlerinden elde edilen 

yaklaşık çözüm olsun. ( ), .i j  ağ noktasında 



, ,i j i je U u= −  

hatasına ayrıştırma hatası denir. Ağ aralıkları xδ  ve yδ  sıfıra yaklaştığında , 0i je →  

oluyorsa sonlu fark denklemi yakınsaktır denir. 

 ( ), .i j  ağ noktasında kısmi türevli denkleme yaklaşım sağlayan fark denklemini 

( ), 0i jF u =  ile gösterelim.  

( ), ,i j i jT F U=  

değerine ise yerel kestirme hatası denir. Ağ uzunlukları xδ  ve yδ  sıfıra yaklaştığında 

, 0i jT →  oluyorsa fark denklemi ilgili kısmi diferansiyel denklemle tutarlıdır denir. 

 Kısmi türevli denklemlerin sonlu fark metodu ile sayısal çözümünde 

hesaplamanın her aşamasında hatalar ortaya çıkar. Eğer ortaya çıkan bu hatalar 

hesaplama ilerledikçe sınırsız olarak büyümüyorsa bu uygulama kararlıdır denir.  

 Sayısal çözümlerden elde edilen çözümü N  ile gösterelim. Bu durumda 

( )u N−  yuvarlama hatası olacaktır. O halde toplam hatayı; 

( ) ( ), , , , , ,i j i j i j i j i j i jU N U u u N− = − + −  

şeklinde gösteririz. Burada ( ), ,i j i jU u−  ayrıştırma hatasını, ( ), ,i j i ju N−  yerel yuvarlama 

hatasını ifade eder. 

Global yuvarlama hatası ayrıştırma hatasından farklı olarak örgü uzunlukları 

küçülürken küçülmez. Aksine örgü uzunluklarının küçülmesi aritmetik işlemlerin 

sayısını artıracağından yerel yuvarlama hatasının büyümesi söz konusu olacaktır. 

3.6. Bir Matrisin Normu 

 Bir A  matrisinin normu, aşağıdaki şartları sağlayan ve A  ile gösterilen pozitif 

bir reel sayıdır. Bir matrisin normu, o matrisin büyüklüğünün bir ölçüsüdür. 

a) 0 , 0A A> ≠  ise  

b) 0 , 0A A= =  ise 

c) cA c A=  , c  reel veya kompleks sabit 

d) A B A B+ ≤ +  

e) AB A B≤  



,i jA a =   , N N×  tipinde bir matris olmak üzere aşağıdaki norm ifadeleri 

verilebilir. 

,1 1 1
max

N

i jj N i
A a

≤ ≤ =

= ∑  

,1 1
max

N

i ji N j
A a

∞ ≤ ≤ =

= ∑  

*
2

A λ= , ( *λ , TA A  matrisinin en büyük özdeğeridir.) 

Eğer A  matrisi reel ve simetrik ise TA A=  olacağından ( )2
max ii

A Aρ λ= =  

şeklinde yazılır. Burada ( )Aρ  spektral yarıçap olarak adlandırılır ve mutlak değerce en 

büyük özdeğere eşittir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. MATERYAL VE METOT 

4.1. Sınır Değer Problemlerine Yaklaşımda Sonlu-Fark Denklemlerinin Çözümü 

Üzerine Yorumlar 

Bir sınır değer probleminin yaklaşık çözümü için sonlu fark metodu cebirsel eş 

zamanlı denklem sistemini verir. Lineer sınır değer problemleri için bu denklemler 

daima lineerdir fakat denklem sayısı oldukça fazladır. Bu sebeple sistemin çözümü 

kendi içinde temel problemdir. Çözüm metotları ‘direk metotlar’ ve ‘iterasyon 

metotları’ olarak ikiye ayrılır. 

 Direk metotlar, bilinen sayıda aritmetik işlemlerle denklem sistemini çözerler. 

Çözümdeki hatalar bütünüyle bilgisayar ile hesaplama sırasındaki yuvarlama 

hatalarından ortaya çıkar. Temel olarak direk metotlar eleme metotlarıdır. En iyi 

bilinenleri Gauss Eliminasyon ve LU (Alt ve Üst Üçgensel ) Ayrıştırma metodudur.  

 LU ayrıştırma metodunda  Ax b=  denklem sistemindeki A  katsayılar matrisini 

A LU=  şeklinde yazarız. Burada L  alt üçgensel matris, U  üst üçgensel matristir. 

Çözüm Ux y=   yazılarak LUx b=   den hesaplanır. İleri yerine koyarak ilk önce 

Ly b= den  y  hesaplanır. Daha sonra geri yerine koyarak Ux y=  den  x  hesaplanır. 

 Bu iki metotta yuvarlama hatasının büyümesini kontrol etmek için aralıklı olarak 

kısmi pivotlara yer vermek gereklidir. Bu metotlar arkasındaki fikir basittir ancak 

detayları bilgisayar uygulamaları ve hata analizleriyle birleştiğinde oldukça önemlidir. 

 Bu metotlardaki aritmetik işlemleri modern bir bilgisayara taşıdığımızda hesap 

sırasında ortaya çıkan hesaplama hataları; çözüm üzerinde denklemin sabit ve 

katsayılarındaki yuvarlama hatalarından daha az bir etkiye sahiptir.  

 Diyelim ki n  lineer cebirsel denklemin sabitlerin ve katsayıların yuvarlama 

hatalarının mutlak değeri 1 den küçük olsun. Ve sadece q  tane basamak kesin olarak 

bilinsin. Bu durumda içerilen hata 1 10
2

q−⋅  dan küçüktür. 

 Kısmi pivotlu Gauss-Eliminasyon metodunun aritmetik sonucu virgülden sonra 

( )10logq n+  basamaktan daha fazla olabilir. Örneğin 10log n  basamaktan daha fazla 

olması bekleniyorsa, elde edilen q  basamaklı çözüm sabitleri ve katsayıları orijinal 

denklemdekinden  1 10
2

q−⋅  dan daha küçük bir farka sahip olan n  lineer denklem 

sisteminin  tam çözümüdür (ikili aritmetikte, işlemler genelde bilgisayar kullanılarak 



yapılır. 10 q−  yerine 2 q−  , 10log n  yerine 2log n  kullanılır). Başka bir deyişle çözüm veri 

değerleri kadar kesindir. Bu çözümdeki doğruluğu önemli değerlerin verilerle aynı 

olacağı anlamına gelmez. Eğer daha az olursa, bu kesinlik kaybı çözüm metodu 

boyunca olmamıştır. Bunun kaynağı denklemlerin iyi koşullandırılmış olmamasıdır. 

Yani katsayılardaki çok ufak değişikliklerin çözüme çok büyük değişiklikler olarak 

aksetmesidir. Çözüme etkisi olan basamak sayısı aslında en küçük pivotun ilk q  

basamak sayısını aşmaz.  

 Gauss-Eliminasyon ve LU ayrıştırma metotları matematiksel olarak denk 

olmalarına rağmen LU ayrıştırma metodundaki genel hatalar Gauss-Eliminasyon 

metoduna göre daha küçüktür. Eğer hesaplamalar çift duyarlılıkta yapılırsa birçok 

bilgisayarda bu ispatlanabilir. Çift duyarlılık hesaplaması olmadıkça bu iki metot 

matematiksel olduğu kadar sayısal çözüm elde edebilirliği olarak da denk olacaktır.  

 Eğer hesaplanan çözümü daha da kesinleştirmek istersek aşağıdaki yöntemi 

uygulayabiliriz: 

 Ax b=  sisteminin hesaplanan çözümü ( )1x  olsun. ( ) ( )1 1r b Ax= −  değerini kalan 

olarak adlandıralım ve bilgisayarda çift duyarlılıkta hesaplayalım. (örneğin standart t 

rakamı (digit) yerine 2t basamaklı kullanalım.) 
( )1x x d= +  

Burada d: hesaplanan çözüme eklenmesi gereken düzeltme terimidir. 
( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1A x d b Ad b Ax r Ad r+ = ⇒ = − = ⇒ =  

 Elde edilen bu sistemden  d  yi hesaplarız. Ancak d  nin kesin değerini elde 

edemeyiz. Bulunan yaklaşık değere ( )1d  dersek, düzeltilmiş olan çözümü 
( ) ( ) ( )2 1 1x x d= +  

olarak buluruz. Bu işlemi istediğimiz kadar tekrarlayabiliriz.  

 Denklemlerin çözümünde tek duyarlılıklı hesaplamalardan (örneğin t basamak –

digit ) kaçınmak için, kalanları 10t  veya  2t  ile bunlara uygun düzeltme terimlerini 
( ) ( )1 2, ,d d …  de  10 t−  veya 2 t−  ile çarparız. Bu hesaptan çözümü kesinleştirme 

işlemi çok az sayıda aritmetik işlemle yapılır. Çünkü , A LU=  biçiminde daha önceden 

bulunduğu için ; ( )1Ad r=  sisteminin çözümü ileri ve geri yerine koyma işlemlerinden 

oluşacaktır. 



 Genelde katsayılar matrisi hızlı bir bilgisayara yüklendiğinde direk metotlar 

iterasyon metotlarına göre daha hızlı ve daha kesin bir sonuç verirler. Hatta katsayılar 

matrisi bazı özellikleri ve bazı özel yapıları içeriyorsa, uygun bir programlamayla 

denklemlerin sayısını artırmak mümkün olabilir.  

 Aşağıdaki durumlarda direk metotlar, iterasyon metotlarına göre daha uygundur. 

I.  Denklem sisteminin bazı satırlarının aynı katsayılar matrisine sahip olup  

sağ tarafta farklı değerlere eşitlendiğinde, 

II.  Matris hemen hemen singüler olduğunda. Bu durumda çok küçük  

kalanlar çözümde çok büyük farklılıklara sebep olabilir. Bunu en kolay şekilde 
( ) ( ) ( )1 1 11 1A r A b x x x− −= − = −  

ifadesinden anlarız. A  hemen hemen singüler olduğunda 1A−  in elemanları büyük 

olabileceğinden ( )1r  küçük olsa bile ( )1x x−  farkı çok büyük olacaktır. 

 Kısmi diferansiyel denklemlere yaklaşımda fark denklemleri kullanıldığında bu 

sisteme karşılık gelen matris genelde band matrisleridir. Bu matrisler köşegen 

elemanları, alt ve üst köşegen elemanları sıfır olmayan diğer elemanları sıfır olan 

matrislerdir. Matriste sıfır olan elemanların sayısı sıfır olmayanlara göre çok daha 

fazladır. Bu tür matrislere ‘seyrek’ adı da verilir. Bu tür matrislerde direk metotlar 

özellikle de Gauss-Eliminasyon metodu yetersiz bir çözüm verir.  

 Bu tür matrislerde iterasyon metotları uygundur. Çünkü bilgisayara 

yüklendiğinde sıfır olan katsayıların sayısının fazla olması işlemleri etkilemeyecektir. 

İterasyon metotları için programlama ve bilgi birikimi direk metotların kullanımına göre 

çok daha basittir. Diğer bir avantajı, lineer olmayan denklem sistemlerinin çözümünde 

de kullanılabilmesidir. İterasyon metotları bazı hızlandırma parametreleri 

kullanıldığında çok daha iyi sonuç verir. Bu hızlandırma parametrelerinin değeri tam 

olarak hesaplanabilir veya yaklaşık bir değer alınabilir. Uygun hızlandırma 

parametreleri ve iyi tanımlı bir katsayılar matrisi kullanıldığında iterasyon metodu çok 

hızlı bir şekilde yakınsar. Aksi halde iterasyonun yakınsaklığı yavaşlar ve aritmetik 

işlem hacmi artar. 

4.2. Lineer Denklemlerin Çözümünde Sistematik İterasyon Metotları 

 Denklem sistemini iterasyon metodu ile çözmek için çözüm işlemini kısaca şu 

şekilde açıklayabiliriz. Çözümde birinci yaklaşım değerinin ikinci yaklaşımda, ikinci 

yaklaşımın üçüncü yaklaşımda ve bu şekilde devam edilerek .n  yaklaşımın elde 



edilmesidir. İterasyon sayısı arttıkça tam çözüm ile ardışık yaklaşım değeri arasındaki 

fark sıfıra yaklaşacaktır. Yani iterasyon sayısı artırıldıkça bulunan yaklaşık çözüm 

yakınsayacaktır. 

 Genelde tam çözüm değeri sonlu sayıda adımla elde edilemez. Bunun için biz 

denklem sistemlerinin çözümünde iterasyon metotlarını kullanıyoruz. Buradaki en 

önemli nokta; iterasyon metodunun doğru ve hızlı bir şekilde çözüme yakınsamasıdır. 

 Eliptik sınır değer problemlerine yaklaşımda fark denklemlerinin çözümü hızlı 

ve geniş bir bilgisayar kapasitesi gerektirir. Bu durumda bu tür problemlerde iterasyon 

metotları direk metotlardan çok daha fazla kullanışlıdır. 

 Basit olması için dört bilinmeyenli dört denklem ele alalım ve çözüm için bu 

sisteme iyi bilinen iterasyon metotlarını uygulayalım. 

11 1 12 2 13 3 14 4 1

21 1 22 2 23 3 24 4 2

31 1 32 2 33 3 34 4 3

41 1 42 2 43 3 44 4 4

a x a x a x a x b
a x a x a x a x b
a x a x a x a x b
a x a x a x a x b

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

                                                     (4.1) 

 Burada    ( )0 , 1, 2,3, 4iia i≠ =   dır. Bu denklemleri; 

( )

( )

( )

( )

1 1 12 2 13 3 14 4
11

2 2 21 1 23 3 24 4
22

3 3 31 1 32 2 34 4
33

4 4 41 1 42 2 43 3
44

1

1

1

1

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

= − − −

= − − −

= − − −

= − − −

                                           (4.2) 

şeklinde de yazabiliriz. 

4.2.1. Jacobi Metodu 

 ix  ye birinci yaklaşımı ( )1
ix  , ikinci yaklaşımı ( )2

ix  , …   şeklinde gösterelim. Ve 

bunlardan n  tanesinin hesaplanmış olduğunu farz edelim. Örneğin 1, 2,3,4i =   için ( )n
ix  

bilinsin. Jacobi iterasyon metodu sadece .n  inci değerine bağlı olarak ( )1 .n + inci 

iterasyon değerini hesaplar. Şimdi daha önce verilen dört denklemi Jacobi metoduna 

göre düzenleyelim. O halde  



( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1
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a

+

+
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+

= − − −
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= − − −

= − − −

                                    (4.3) 

olarak yazılır.  Böylece bu metodu m  tane denklem için genel olarak yazarsak 

( ) ( ) ( )
1

1

1 1

1 , 1, 2, ,
i m

n n n
i i ij j ij j

j j iii

x b a x a x i m
a

−
+

= = +

 
= − − = 

 
∑ ∑ …  

elde edilir. 

4.2.2. Gauss-Seidel Metodu 

 Jacobi metodunun biraz daha hızlandırılmış şeklidir. Jacobi metodunda ( )1 .n +  

iterasyon değerini bir önceki iterasyondan elde edilen sonuçları yani ( ).n iterasyon 

değerlerini kullanarak hesaplıyoruz. Ancak Gauss-Seidel metodunda ( )1 .n +  iterasyon 

değerleri elde edilir edilmez kullanılırlar. Yani hesaplanan değer aynı iterasyon içinde 

bir sonraki denklemde hemen yerine yazılır ve hesaplamaya dahil edilir. (4.2) 

denklemlerine uygun iterasyon denklemleri 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1
1 1 12 2 13 3 14 4

11

1 1
2 2 21 1 23 3 24 4
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1 1 1
3 3 31 1 32 2 34 4

33

1 1 1 1
4 4 41 1 42 2 43 3

44
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1

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

x b a x a x a x
a

+

+ +

+ + +

+ + + +

= − − −

= − − −

= − − −

= − − −

                                    (4.4) 

olarak yazılır. m  tane denklem için genel şekli 

( ) ( ) ( )
1

1 1

1 1

1 , 1, 2, ,
i m

n n n
i i ij j ij j

j j iii

x b a x a x i m
a

−
+ +

= = +

 
= − − = 

 
∑ ∑ …      dir. 

 

 

 



4.2.3. Ardışık Yaklaşım Metodu (SOR) 

 Ardışık yaklaşım metodunu kullanabilmek için ilk önce Gauss-Seidel iterasyon 

denklemlerini aşağıdaki şekilde yeniden düzenleyelim. 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
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+
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= + − − − − 
 

= + − − − − ( )( )44 4
na x

 
 
 

                 (4.5) 

 Bu denklemlerden de açıkça görüldüğü gibi köşeli parantez içindeki ifadeler 

Gauss-Seidel iterasyon metodundan bulunan ( )n
ix  ( )1, 2,3, 4i =  değerleri için birer 

‘değişim’ veya ‘düzeltme’ dır. (Ayrıca birçok kaynakta ‘yerine koyma’ olarak 

adlandırılırlar.) 

 Eliptik problemlere fark denklemleri ile yaklaşımda bu ardışık düzeltme 

terimlerinin hepsi aynı işaretlidir. Bu durumda (4.5) denklemlerindeki düzeltme 

terimlerinden daha uzun düzeltme terimleri verildiğinde iterasyonu hızlandırmak daha 

uygun olacaktır. Bu düşünceyle SOR iterasyon denklemleri; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

1
1 1 1 11 1 12 2 13 3 14 4

11

1 1 1 1
4 4 4 41 1 42 2 43 3 44 4

44

n n n n n n

n n n n n n

x x b a x a x a x a x
a

x x b a x a x a x a x
a

ω

ω

+

+ + + +

= + − − − −

= + − − − −

                    (4.6) 

olarak yazılırlar. 

 Hızlandırma parametresi veya genişleme faktörü olarak adlandırılan ω  , 

genellikle 1 2ω< <  aralığında alınır. Eğer  1ω =  ise (4.6) denklemleri Gauss-Seidel 

iterasyon denklemleridir. 

 SOR iterasyon denklemlerini m  tane denklem için genelleştirirsek 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

1 1
, 1, 2, ,

i m
n n n n

i i i ij j ij j
j j iii

x x b a x a x i m
a
ω −

+ +

= = +

 
= + − − = 

 
∑ ∑ …  

olarak yazılır. Bu denklemleri 



( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) { } ( ) ( )

1
1 1

1 1

1

1

1

i m
n n n n

i i ij j ij j i
j j iii
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a

x gauss seidel iterasyon denklemleri x

ω ω

ω ω

−
+ +

= = +
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= − − − − 

 

= − − −

∑ ∑
 

şeklinde de yazabiliriz. 

4.3. Sistematik İterasyon Metotlarının Matris Formu 

 Bunun için tekrar dört bilinmeyenli dört denklem ele alalım. 

11 1 12 2 13 3 14 4 1

21 1 22 2 23 3 24 4 2

31 1 32 2 33 3 34 4 3

41 1 42 2 43 3 44 4 4

a x a x a x a x b
a x a x a x a x b
a x a x a x a x b
a x a x a x a x b

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

                                                 (4.1) 

Bu denklemlerin matris formu 

11 12 13 14 1 1

21 22 23 24 2 2

31 32 33 34 3 3

41 42 43 44 4 4

a a a a x b
a a a a x b
a a a a x b
a a a a x b

     
     
     =
     
     

         

 

şeklinde veya daha kısa olarak Ax b=  şeklinde yazılabilir. 

 A  matrisiyle daha kolay işlem yapmak amacıyla; A  matrisini, asıl köşegen 

elemanları, üst üçgensel elemanları ve alt üçgensel elemanlarının toplamı şeklinde 

yazalım. Yani; 

11

22

33

44

a
a

D
a

a

 
 
 =
 
 
  

 , 21

31 32
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a
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a a
a a a

 
 
 − =
 
 
  

 , 
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23 24

34

a a a
a a

U
a

 
 
 − =
 
 
 

 

A D L U= − −  şeklinde yazalım. O halde Ax b=  matris formu; 

( )Dx L U x b= + +                                                       (4.7) 

şeklinde yazılabilir. 

Böylece matris formunu kullanarak Jacobi iterasyon denklemlerini yeniden 
( ) ( ) ( )1n nDx L U x b+ = + +                                                 (4.8) 

( ) ( ) ( )1 1 1n nx D L U x D b+ − −= + +                                            (4.9) 

şeklinde yazarız. Burada ( )1D L U− +  matrisi Jacobi nokta iterasyon matrisi olarak 

adlandırılır. ‘Nokta’ kelimesi; belirli ağ noktaları üzerinde bir diferansiyel denkleme 



cebirsel denklemlerle yaklaşım yapıldığı anlamına gelir. İterasyon metodu sadece bir ağ 

noktasındaki sonraki iterasyon değerini diğer ağ noktalarındaki bilinen iterasyon 

değerleri cinsinden yazmaktır. 

Gauss-Seidel iterasyon denklemlerini de aynı şekilde matris formunda yazmak 

istersek 
( ) ( ) ( )1 1n n nDx Lx Ux b+ += + +                                          (4.10) 

( ) ( ) ( )1n nD L x Ux b+− = +  

( ) ( ) ( ) ( )1 11n nx D L Ux D L b− −+ = − + −                                 (4.11) 

şeklinde yazabiliriz. Burada ( ) 1D L U−−  matrisi Gauss-Seidel nokta matrisi olarak 

adlandırılır. 

Benzer şekilde ardışık yaklaşım metodu için nokta matrisini oluşturalım. Bunun 

için, yaklaşımın düzeltme vektörünü 
( ) ( ) ( )1n n nd x x+= −  

şeklinde alalım. Ayrıca Gauss-Seidel iterasyon metodunda düzeltme vektörü ( )
1

nd  olarak 

tanımlansın. Bu takdirde (4.10) denkleminden 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1

n n n n n n n nDd D x x Dx Dx Lx Ux b Dx+ + += − = − = + + −       (4.12) 

elde edilir. 

 Gauss-Seidel ve SOR metotlarının özelliklerinden dolayı 
( ) ( )

1 .n nd dω=  

Burada  ( )
1

nd  in yerine (4.12) ifadesindeki değeri yazılırsa; 

( ) ( ) ( )1
1

n n nx x dω+ − =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 11n n n n nx x D Lx Ux b Dxω+ +−− = + + −  

bulunur. Bu ifade düzenlenirse 

( ) ( ) ( ){ } ( )11 1 11n nD L x D U x D bω ω ω ω+− − −Ι − = − Ι + +  

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )1 11 1 1 1 11n nx D L D U x D L D bω ω ω ω ω
− −+ − − − −= Ι − − Ι + + Ι −  

elde edilir. Burada  ( ) ( ){ }11 11D L D Uω ω ω
−− −Ι − − Ι +  matrisi SOR nokta matrisi olarak 

adlandırılır. 



4.4. İterasyon Metotlarının Yakınsaması İçin Gerek Ve Yeter Şart 

Bu çalışmada ele alınan iterasyon metotlarının her biri 
( ) ( )1n nx Gx c+ = +                                                        (4.4.1) 

şeklinde yazılabilir. Burada G  iterasyon matrisi, c  ise bilinen değerlerin bir sütun 

vektörüdür. Bu denklem yeniden düzenlenerek orijinal denklemlere uyarlanırsa; 

x Gx c= +                                                             (4.4.2) 

formuna gelir. m  tane lineer denklemden oluşan Ax b=  sisteminin çözümü, x Gx c= +  

denkleminin de çözümüdür. x  tam çözüm değeri olmak üzere .n  yaklaşımdaki  ( )ne  

hatası 
( ) ( )n ne x x= −                                                           (4.4.3) 

olmak üzere, ( )1 .n +  yaklaşım için  

( ) ( )1n ne Ge+ =                                                            (4.4.4) 

eşitliği  (4.4.2) denkleminden (4.4.1) denklemini çıkarılarak bulunur. Böylece 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 02n n n ne Ge G e G e− −= = = =…                                     (4.4.5) 

elde edilir. Eğer n  sonsuza giderken; 
( )lim 0n

n
e

→∞
=  

sağlanırsa, ( ) ( ) ( )1 2, , , nx x x…  ardışık iterasyon değerleri x  tam çözüm değerine 

yakınsayacaktır. Bunun için ( )0x  ve dolayısıyla ( )0e  keyfi olduğundan, iterasyonun 

yakınsaması için gerek ve yeter koşul 

lim 0n

n
G

→∞
=  

olmasıdır.  

 Farz edelim ki  G  matrisinin m  lineer bağımsız öz vektörleri 

( )1, 2, ,sV s m= …  olsun. Bu öz vektörler bizim m -boyutlu uzayımızın bir tabanı 

olarak kullanılırlar. 

 Keyfi hata vektörü ( )0e ,  m  bileşeniyle, öz vektörlerin lineer kombinasyonu 

olarak tek şekilde belirtilebilir. Yani 

( ) ( )0

1
,

m

s s s
s

e c V c sbt
=

= →∑                                         (4.4.6) 

şeklinde yazılabilir. Buradan 



( ) ( )1 0

1

m

s s
s

e Ge c GV
=

= =∑                                               (4.4.7) 

elde edilir. 

 sV  ye karşılık gelen öz değerleri sλ  olarak alırsak, öz değer tanımından 

s s sGV Vλ=                                                        (4.4.8) 

şeklinde yazılır. Bulunan (4.4.8) ifadesini (4.4.7) denkleminde yerine yazarsak 

( )1

1

m

s s s
s

e c Vλ
=

=∑  

elde edilir. Benzer olarak 

( )

1

m
n n

s s s
s

e c Vλ
=

=∑  

bulunur. Böylece ( )0e  keyfi bir değer olmak üzere 
( )lim 0n

n
e

→∞
=  

olması ancak ve ancak 1ss için λ∀ <  olmasıyla sağlanır. Başka bir deyişle , ( )Gρ  , 

G nin spektral yarıçapı olmak üzere; 

( ) ( )1 max i
i

G Gρ ρ λ < = 
 

 

şartı iterasyonun yakınsaklık şartıdır. 

 Bunun doğal sonucu olarak yakınsaklık için yeter koşul 1G <  olmasıdır. Öyle 

ki 

s s sGV Vλ=  

idi. Böylece 

s s sGV Vλ= ⋅  

dir. Ayrıca bu ifade 

s sGV G V≤ ⋅  

şeklinde yazılabilir. O halde 

s s sV G Vλ ⋅ ≤ ⋅  

, 1, ,s G s mλ ≤ = …  



bulunur. Buradan  1G <  koşulunun, yakınsaklık için yeter koşul olduğu ispatlanmış 

olur. Bu gerekli koşul değildir. Çünkü ( ) 1Gρ <  olduğunda 1G <  olmak zorunda 

değildir. 

 Bir örnek olarak Jacobi iterasyon matrisini ele alalım. Ax b=  denklem 

sisteminin .i  denklemi; 

1 1 2 2 .i i ii i im m ia x a x a x a x b+ + + + + =… …  

Jacobi iterasyonu için  ( )1D L U− +  matrisinin .i  satırı 

, 1 , 11 2 0i i i ii i im

ii ii ii ii ii

a aa a a
a a a a a

− +… …  

olarak yazılır. Burada .i  satırın mutlak değerleri toplamı, iterasyon matrisindeki en 

büyük satır toplamı olsun. Jacobi iterasyonunun yakınsaması için yeter koşulu 

uygularsak 

( ) ( )( )1 1

1
1 max ii m

D L U D L U k− −

∞ ≤ ≤
+ < + =  

olmalıdır. Yani  

, 1 , 11 2 0 1i i i ii i im

ii ii ii ii ii

a aa a a
a a a a a

− ++ + + + + + + <… …  

1 2 , 1 , 10i i i i i i im iia a a a a a− ++ + + + + + + <… …  

koşulu sağlandığında Jacobi iterasyonu yakınsayacaktır. Bu da gösterir ki; eğer A  

katsayılar matrisi; köşegen dominant matris veya 3-bandlı dominant matris ise Ax b=  

denklemlerine uygulanan Jacobi iterasyonu daima yakınsayacaktır. 

4.5. İterasyon Metotlarında Yakınsaklığı Hızlandırmak İçin Metotlar 

G  matrisinin m  tane özdeğeri 1 2 3, , , , mλ λ λ λ…  olsun. 1 2 mλ λ λ> > >…  olmak 

üzere aşağıdaki iki metotta yalnız  1λ  reel olduğunda bütün iterasyon metotlarına 

uygulanabilir. Bu metotlar 1λ  değerine sayısal yaklaşım yaparak iterasyon metotlarının 

hızlandırılması esasına dayanır. Bu yüzden de 1λ in kompleks bir sayı olmaması gerekir. 

İterasyon metotları uygulanırken herhangi bir iterasyonda işlemin kesilerek elde edilen 

iterasyon değerlerinin Lyusternik ve Aitken metotlarının formüllerinde yerine yazılması 

ile sayısal sonuç elde edilir.  

 



4.5.1. Lyusternik Metodu: 

1λ  reel olmak üzere ( ) ( )1
1

n ne eλ+   denkleminden  

( ) ( ) ( )1
1

n n ne eλ δ+ +                                                     (4.5.1) 

şeklinde yazabiliriz. Burada ( )nδ  in bileşenleri küçük ve  1 1λ <  dir. Ayrıca; x  tam 

çözümü ile ( )ne  arasındaki bağıntının tanımından 
( ) ( )n nx x e= +                                                    (4.5.2) 
( ) ( )1 1n nx x e+ += +  

( ) ( ) ( )1
1

n n nx x eλ δ+= + +                                         (4.5.3) 

elde edilir. (4.5.2)ve (4.5.3) ifadelerinden  ( )ne  i yok edersek 
( ) ( ) ( )1

1

1 11 1

n n nx xx λ δ
λ λ

+ −
+

− −
                                       (4.5.4) 

olarak yazılır. Eğer  ( )nδ  ,  ( )11 λ−  ile karşılaştırınca küçük ise, çözüme iyi bir 

yaklaşımı  
( ) ( )1

1

11

n nx xx λ
λ

+ −
−

 

veya  

( )
( ) ( )1

11

n n
n x xx x

λ

+ −
+

−
                                             (4.5.5) 

şeklinde elde ederiz. 

 Son denklemden de görüleceği gibi ardışık yaklaşımlar arasındaki küçük 

farklılıklar tam çözüme yakın bir değerin elde edilmesi için yeterli olmayabilir. 

 Örneğin  ( )1 ( )max n n
i ii

x x ε+ − =  ve  1 0.99λ =   olsun. 

O halde  
( )1 ( )

1

max
100

1

n n
i ii

x x
ε

λ

+ −
=

−
 olacaktır.  ( )n

ix  ,  ( )nx  in .i   bileşenidir. İterasyonun 

herhangi bir bileşeninde maksimum ε   hatalı bir çözüm elde etmek istiyorsak 
( )1 ( )max 0.01n n
i ii

x x ε+ −  

oluncaya kadar iterasyona devam edilmelidir. 



 Bu metodun kullanılmasında karşımıza aşağıdaki sorun çıkabilir. Şöyle ki birçok 

problem için 1λ  in değeri analitik olarak bilinmeyebilir. Bu durumda 1λ  için yaklaşık 

bir değer alınabilir. Yaklaşık bir değer bulmanın yollarından biri aşağıdaki şekilde ifade 

edilebilir. 

Yeteri kadar büyük n için yaklaşımın hatası ( ) ( )1
1

n ne eλ −   olarak bulunmuştu. Böylece  

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1

n n n ne e e eλ+ −− −  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }1 1
1

n n n nx x x x x x x xλ+ −− − − − − −  

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1
1

n n n nx x x xλ+ −− −  

( ) ( )1
1

n nd dλ −                                                   (4.5.6) 

elde edilir. Buradan 
( ) ( )1

1
n nd dλ −  

( )

( )1 1

n

n

d

d
λ ρ

−
=  

bulunur. Burada  ( )nd  in normu 
( ) ( )1 ( )max , 1, ,n n n

i ii
d x x i m+= − = …  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1( ) ( ) ( )
1 1 2 2

n n n nn n n
m md x x x x x x+ + += − + − + + −…  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ){ }
1

2 2 2 21 1 1( ) ( ) ( )
1 1 2 2

n n n nn n n
m md x x x x x x+ + += − + − + + −…  

şeklinde tanımlanır. Ayrıca (4.5.6) denkleminden de görülüyor ki  1λ  pozitif olduğunda 

ardışık düzeltmeler aynı işaretli olacaktır. Gauss-Seidel metodunu düzenleyip SOR 

metodunun elde edilişine geçilirken ardışık düzeltmelerin aynı işaretli olacağı kabulünü 

yapmıştık. Böylece (4.5.6) denkleminden bu kabulün her zaman geçerli olduğunu da 

ispatlamış oluruz. 

4.5.2. Aitken Metodu:  

Bu metodun kullanılmasında, yaklaşık çözüm elde edilirken 1λ  açık olarak 

kullanılmamaktadır. Bu yüzden yaklaşım formülü 1λ  den bağımsız olmalıdır. Şimdi 1λ  i 



yok ederek yaklaşım formülünü elde edelim. İterasyon işleminde .n  adımda oluşan hata 
( ) ( )1

1
n ne eλ −≅  olmak üzere,  

( ) ( ){ }1
1

n nx x x xλ −− −                                                   (4.5.7) 

olduğunu biliyoruz. Benzer şekilde ( )1 .n +  adımdaki hata ( ) ( )1
1

n ne eλ+ ≅  olduğundan 

( ) ( ){ }1
1 .n nx x x xλ+− −                                                (4.5.8) 

Şimdi (4.5.7) ve (4.5.8) ifadelerinin .i   bileşenlerini alalım ve bunlar arasında 1λ  i yok 

edelim. Böylece  
( )

( )

( )

( )

1

1

n n
i i i i

n n
i i i i

x x x x
x x x x

−

+

− −
− −

                                                (4.5.9) 

yaklaşım formülü bulunur. Burada ix  yi çekersek 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )

2 21 1 1
1

1 1 1 12 2

n n n n n
i i i i in

i in n n n n n
i i i i i i

x x x x x
x x

x x x x x x

+ − +

+
+ − + −

− −
= −

− + − +
            (4.5.10) 

elde edilir. Elde edilen bu ifade Aitken yaklaşımı olarak adlandırılır. Hesaplanması 

istenen değeri üç ayrı iterasyon değerini kullanarak yaklaşım yapar. Ancak Lyusternik 

metodu gibi 1λ  değerine bağlı olmasına rağmen yaklaşım açık olarak 1λ  değerinin 

yaklaşık değerini kullanmaz. Yani bu metodun kullanılışında 1λ değerinin reel olduğunu 

bilmek yeterlidir, yaklaşık değerinin hesaplanması gerekmez. 

 

 

 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



5. BULGULAR VE TARTIŞMA 

5.1. İki Boyutlu Eliptik Denklemlerin Sayısal Çözümleri 

 Eliptik türden diferansiyel denklemlere sonlu fark metodunu uygularken ilk önce 

çözüm alanımızı küçük ağ aralıklarına böleriz. Eliptik türden denklemler zamandan 

bağımsız olduklarından ve iki boyutta çalıştığımızdan çözüm düzlemi XY  düzlemi 

olacaktır. Çözüm bölgesi Ox  ekseni üzerinde 0x =  ve x l= doğruları ile sınırlıdır. 

Denklemin verilen sınır koşullarına bağlı olarak Oy  ekseni üzerinde sınırlama 

yapılabilir. Ağ bölgesini Ox eksenine paralel xδ  artımıyla oluşan doğrular ailesi ve Oy  

eksenine paralel yδ artımıyla oluşan doğrular ailesi oluşturur. (Şekil 5.1.1) Kısmi 

diferansiyel denklemin çözümü bu paralel doğruların kesişim noktaları olan 

1,1 1,2 1,3 ,, , , , ,i jP P P P… …  örgü noktalarında bulunur. Çözüm bölgesi içerisindeki n  tane 

örgü noktasında, bilinen sınır değerlerini de içeren n  tane cebirsel denklem elde edilir. 

Bu denklem sisteminin çeşitli metotlarla sayısal çözümü yapılarak diferansiyel 

denklemin çözümüne yaklaşım yapılır. 

Şekil 5.1.1; Sonlu-Fark Izgara Sistemi 

 

5.2. Dikdörtgensel Bölgede Kararlı Isı Denklemi 

Uzun dikdörtgensel metal bir alan düşünelim. Aşağıdaki şekilde gösterildiği gibi 

iki uzun kenarı ve uzak kenardaki sıcaklık değeri 0  ve alt kenar sıcaklık değeri 100  

olsun. Alanın genişliği ve yüksekliği 10 cm olsun. Bu alan içerisinde kararlı ısı 

dağılımını bulmaya çalışacağız. 
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                                Şekil 5.2.1; Sınır Koşuları 

 

( eğer verilen ısıların yerine potansiyel değerlerini alırsak, bu problem matematiksel 

olarak 0 10 , 0x y≤ ≤ >  bölgesinde elektrostatik potansiyel problemi ile aynıdır. ) 

 Isıyı T  ile gösterelim. İçinde hiç ısı kaynağı olmayan bu alandaki ısı denklemi 

Laplace denklemini sağlar. Böylece ısı denklemini 
2 0T∇ =  

veya  
2 2

2 2 0T T
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                   (5.1) 

şeklinde yazabiliriz. 

 Alanımızın sınır değerleri dikdörtgensel olduğundan dolayı 2∇   yi dikdörtgensel 

koordinatlarda yazdık. Ayrıca 2-boyutlu çalıştığımızdan dolayı z  yi ihmal ettik. 

5.3. Laplace Denkleminin Analitik Çözümü 

 (5.1) denklemini analitik olarak çözmek için aşağıdaki formda bir çözüm 

araştıracağız. 

( ) ( ) ( ),T x y X x Y y= ⋅                                                            (5.2) 

 Burada tanım olarak X  yalnızca  x  değişkeninin bir fonksiyonu ve Y  yalnızca 

y  değişkeninin bir fonksiyonudur. İlk önce (5.2) formunun bir çözüm teşkil edeceğini 

gösterelim. Daha sonra istediğimiz bir çözümle bunu birleştirebiliriz. Çünkü (5.1) 

denkleminin çözümlerinin lineer kombinasyonu yine (5.1) denkleminin bir çözümüdür. 

Şimdi (5.2) formundan gerekli türevleri alıp (5.1) denkleminde yerine yazalım. 

100T =

0T =0T =  

0T =

10 cm 



2 2

2 2 0X YY X
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                       (5.3) 

(5.3) denklemi uygun bir şekilde düzenlenirse biz X  ve Y  nin yapısından 

dolayı aşağıdaki adi diferansiyel denklemi elde ederiz.  
2 2

2 2

1 1 0d X d Y
X dx Y dy

+ =                                                      (5.4) 

elde edilir. Burada 0k >  olmak üzere  
2 2

2
2 2

1 1d X d Y sbt k
X dx Y dy

= − = = −  

veya 
2

2

0
0

X k X
Y k Y
′′ + =

 ′′ − =
                                                            (5.5) 

yazılabilir. 2k  sabiti ayırma sabiti olarak adlandırılır. (5.5) sistemindeki denklemlerin 

çözümü sırasıyla 

sin
cos

ky

ky

kx
X

kx

e
Y

e−


= 



= 


                                                               (5.6) 

dır. Böylece (5.2) formundaki (5.1) denkleminin çözümleri 

sin
sin
cos
cos

ky

ky

ky

ky

e kx
e kx

T XY
e kx
e kx

−

−



= = 



                                                           (5.7) 

olarak bulunur. Bu dört temel çözümün hiçbiri sınır şartlarını içermez. Şimdi düzgün 

seçilmiş bir k  değeriyle (5.7) çözümlerinin bir kombinasyonunu alalım ve bu 

kombinasyon sınır şartlarını sağlasın. 

 İlk önce cos kx  içeren terimleri atalım. Çünkü 0x =  iken 0T =  olmalıdır. Diğer 

sınır koşulu 10y =  için 0T =  idi. Bu sınır şartının sağlanması için ky kyae be− +  lineer 

kombinasyonunun 10y =  için sıfır olması gereklidir. Bunu sağlamanın en kolay yolu a  

ve b  sabitlerini 101
2

ka e=  ve 101
2

kb e−= −  şeklinde almaktır. Bu sayede 10y =  için 



0 0 0T e e= − =  elde edilir. Buradan B  sabit olmak üzere  

( ) ( )10 101 1sin
2 2

k y k yT B kx e e− − − = − 
 

 bulunur. Şimdi diğer sınır şartını kullanırsak;   

( )sin 10 0 10 , 1,2,
10
nk k n k nππ= ⇒ = ⇒ = = …  

bulunur. k  nın değeri yerine yazılırsa 

( ) ( )10 10
10 101 1( , ) sin

10 2 2

n ny yn xT x y B e e
π ππ − − −  = −  

  
                                (5.8) 

bulunur. Son sınır şartı kullanılarak, sınır şartını sağlayan lineer kombinasyonu bulalım. 

Bu kombinasyondaki her bir çözüm, n in farklı bir değerine karşılık geleceğinden 

çözümü her n  için T nin bir sonsuz serisi olarak aşağıdaki gibi yazabiliriz. 

( ) ( )10 10
10 10

1

1 1( , ) sin .
10 2 2

n ny y

n
n

n xT x y B e e
π ππ∞ − − −

=

  = −  
  

∑                                 (5.9) 

Şimdi 0y =  iken 100T =  olacağından bu şartı denklem (5.9) da yerine yazarsak 

( )
1

1 1,0 sin 100
2 2 10

n n
n

n

n xT x B e eπ π π∞
−

=

   = − =   
   

∑                                 (5.10) 

olacaktır. (5.10) ifadesini daha kısa şekilde 

( )
1

,0 sin 100
10n

n

n xT x b π∞

=

 = = 
 

∑                                               (5.11) 

şeklinde yazabiliriz. Burada 1 1
2 2

n n
n nb B e eπ π− = − 

 
dır. (5.11) ifadesi 10=  ve 

( ) 100f x =  için Fourier Sinüs serisidir. Şimdi bu serideki nb  katsayılarını 

hesaplayalım. 

( )

( )

10

0 0

10

0

2 2sin 100 sin
10 10 10

10 20020 cos 1 1
10

n

n
n

n x n xb f x dx dx

n xb
n n

π π

π
π π

   = = ⋅   
   

    = ⋅ ⋅ − = − − −       

∫ ∫
 

400 ,

0 ,
n

n tek ise
b n

nçift ise
π


= 


                                            (5.12) 

şeklinde bulunur. Buradan  



400 ,
sinh

0 ,
n

n tek
B n n

n çift
π π


= 


 

olarak elde edilir. Sonuç olarak ısı dağılım fonksiyonu 

( ) ( )400, sinh 10 sin
sinh 10 10n tek

n n xT x y y
n n

π π
π π

   = −   
   

∑                        (5.12) 

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun verilen bölgedeki sayısal çözümü aşağıdaki tabloda 

verilmiştir. 

 

  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  1.094    2.077     2.851     3.344     3.513 
  2.302    4.366     5.987     7.017     7.370 
  3.755    7.108     9.725    11.378    11.942 
  5.623   10.604    14.444    16.841    17.653 
  8.159   15.275    20.634    23.906    25.000 
 11.802   21.776    28.950    33.159    34.535 
 17.452   31.220    40.275    45.228    46.790 
 27.395   45.634    55.685    60.604    62.079 
 48.906   68.226    75.942    79.232    80.169 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 

 
Tablo 1; Analitik Çözüm 

5.4. Laplace Denkleminin İterasyon Metotlarıyla Sayısal Çözümü 

 İki boyutlu Laplace denklemi 

 
2 2

2 2 0.T T
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
                                                                                 (5.4.1) 

Bu denkleme uygun sınır koşulları aşağıdaki şekilde verilmişti. 

( )
( ) ( )
( )

,0 100

0, 10, 0

,10 0

T x

T y T y

T x

=

= =

=

                                                                    (5.4.2) 

(5.4.2) uygun sınır şartlı (5.4.1) denklemi için en basit sonlu fark yaklaşımı beş nokta 

yaklaşımıdır. Bu yaklaşım aşağıdaki şekilde uygulanır. 

( ) ( )
1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2
0i j i j i j i j i j i jt t t t t t

x y
− + − +− + − +

+ =
∆ ∆

 



Burada M  ve N  sayıları sırasıyla çözüm bölgesi içerisindeki x  ve y  eksenleri 

doğrultusundaki düğüm noktası sayıları ve 0,1,2, ,i M= … , 0,1,2, ,j N= …  olmak 

üzere x i x= ⋅∆  ve y j y= ⋅∆  dır. Verilen sınır koşullarından dolayı çözüm bölgemiz 

0 10x≤ ≤  , 0 10y≤ ≤  dikdörtgensel bölgesidir. Buna göre 1x y∆ = ∆ =  karesel ağ 

bölgesini alalım. Simetriden dolayı sadece 50 düğüm noktası olacaktır. Böylece (5.4.1) 

denklemi için  

{ }, 1, 1, , 1 , 1
1
4i j i j i j i j i jt t t t t+ − + −= + + +                                         (5.4.3) 

şeklinde elde edilir. Sınır şartları ise  ,0 100it = , 0, 10, 0j jt t= =  , ,10 0it =  şeklinde alınır. 

Beş nokta yaklaşımını grafik olarak aşağıdaki şekilde verebiliriz. 

 
Şekil 5.4.1. Eliptik Denklemler İçin Beş Nokta Metodu Hesap Molekülü 

 
(5.4.3) denkleminde bağımlı değişkenlerin tamamı bilinmeyen olup, bu beş 

bilinmeyen (Şekil 5.4.1) denklemin her düğüm noktasında yazılması ile elde edilecek 

denklem sisteminin çözümünü gerektirir. Sınırlardaki düğüm noktalarında denklemin 

yazılması ile sınır şartları bilinen değerler olarak denklem sistemine dahil olur. Bu 

şekilde elde edilen (5.4.3) denklem sistemi dokuz bilinmeyen ve dokuz denklemden 

oluşur. Bu denklem sisteminin bilgisayar ortamında çözülmesiyle elde edilen sonuçlar 

iterasyon metotlarında keyfi başlangıç değeri olarak alınmıştır. 

Kararlı ısı dağılımından elde edilen kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünde 

iterasyon metotları daima kararlı ve tutarlıdır. Yerel kestirme hatası sıfıra gideceğinden 

1i −  i 1i +

1j −  

j  

1j +  

x

y  

Bilinmeyen değerler



iterasyon metodu tutarlıdır. Ayrıca iterasyon matrisi 3-bandlı köşegen matris 

olduğundan iterasyon metodu kararlı olacaktır. Yakınsaklık kriterini 
( ) ( ) ( )1 1

, ,
n n n

i j i jT t t ε+ += − <                                                             (5.4.4)                        

şeklinde belirleriz. Bu çalışmada bütün sayısal metotlar için yakınsaklık kriteri 410ε −=  

olarak alınmıştır. 

5.4.1. Jacobi Metodu İle Sayısal Çözüm 

 (5.4.3) sonlu fark ifadesine Jacobi metodunu uygularsak bu iterasyonun 

denklemlerini 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1
, 1, 1, , 1 , 1

1 , 1, 2, ,9 1,2, ,9
4

n n n n n
i j i j i j i j i jt t t t t i j+

+ − + −= + + + = =… …                   (5.4.5) 

şeklinde elde ederiz. Bilinen değerler yani sınır koşulları yerine konularak bilinmeyen 

terimler elde edilir. (5.4.4) denklemi verilen sınır koşulları ile bilgisayar ortamında 

çözüldüğünde aşağıdaki tablo değerleri elde edilir. 

 

  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  1.107    2.099     2.877     3.371     3.540 
  2.330    4.412     6.038     7.067     7.418 
  3.802    7.180     9.797    11.441    12.000 
  5.699   10.707    14.530    16.900    17.699 
  8.288   15.419    20.718    23.928    24.998 
 12.034   21.964    28.995    33.097    34.438 
 17.883   31.409    40.200    45.028    46.558 
 28.091   45.587    55.370    60.258    61.739 
 48.892   67.479    75.436    78.894    79.881 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 
İterasyon sayısı=196 

 
Tablo 2; Jacobi Metodu sonuçları 

 
5.4.2. Gauss-Seidel Metodu İle Sayısal Çözüm 

 Bu metoda göre bulunan değerler hemen yerine yazılır. Jacobi metodunda yeni 

iterasyonun değerlerini bir önceki iterasyon değerlerini kullanarak hesaplıyorduk. 

Gauss-Seidel metodunda ise hesaplanan değer aynı iterasyon içinde de kullanılır. 

Böylece yakınsamanın daha hızlı olması sağlanır. 

 (5.4.3) denklemlerinin Gauss-Seidel metodu ile sayısal çözümü Tablo 3 de 

verilmiştir.  

 



  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  1.107    2.099     2.877     3.371     3.540 
  2.330    4.412     6.039     7.068     7.419 
  3.802    7.180     9.798    11.442    12.001 
  5.700   10.708    14.531    16.900    17.700 
  8.288   15.420    20.719    23.929    24.999 
 12.034   21.965    28.995    33.098    34.438 
 17.883   31.409    40.201    45.029    46.559 
 28.091   45.587    55.370    60.258    61.739 
 48.892   67.479    75.436    78.894    79.882 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 
İterasyon sayısı=104 

 
Tablo 3; Gauss-Seidel metodundan elde edilen sonuçlar 

 

5.4.3. Ardışık Yaklaşım Metodu İle Sayısal Çözüm 

 (5.4.3) denklemine uygun ardışık yaklaşım metodu ifadesi 

{ } ( )( 1) ( )
, ,1

4
n n

i j i jt gauss seidel iterasyon denklemleri tω ω+ = − − −                 (5.4.6)                      

şeklinde yazılır. Burada hızlandırma parametresi 1.064ω = olarak alınmış ve sonuçlar 

Tablo 4 de verilmiştir. 

 

ω =1.064 
  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  1.107    2.099     2.877     3.371     3.540 
  2.331    4.412     6.039     7.068     7.419 
  3.803    7.180     9.798    11.442    12.001 
  5.700   10.708    14.531    16.901    17.700 
  8.288   15.420    20.719    23.929    24.999 
 12.034   21.965    28.996    33.098    34.439 
 17.883   31.409    40.201    45.029    46.559 
 28.091   45.587    55.370    60.258    61.739 
 48.892   67.479    75.436    78.894    79.882 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 
İterasyon sayısı=92 

 
Tablo 4; Ardışık Yaklaşım Metodundan Elde Edilen Sonuçlar 

 

 

 

 

 



5.4.4. İterasyon Metotlarının Sonuçlarının Karşılaştırılması 
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Şekil 5.4.2; Jacobi, Gauss-Seidel ve SOR metotlarının sonuçlarının grafikle 

karşılaştırılması 

 Şekil 5.4.2 den de görüldüğü gibi bu üç metodun sonuçları birbirleriyle 

oldukça tutarlıdır. İterasyon metotları arasındaki tek fark yakınsama hızıdır. Aynı 

yakınsaklık kriteri ile yapılan hesaplamalarda yakınsak sonuçları Jacobi metodu ile 196. 

iterasyonda, Gauss-Seidel metodu ile 104. iterasyonda ve SOR metodu ile 92. 

iterasyonda elde ettik. Yani bu üç iterasyon metodu arasında en hızlı olan metot SOR 

metodudur ve yakınsak bir sonuç elde etmek için en az 92 iterasyona ihtiyaç vardır. 

 

5.5. Laplace Denkleminin Hızlandırma Metotlarıyla Sayısal Çözümü 

5.5.1. Lyusternik Metodu İle Sayısal Çözüm 

 Elde edilen çözümün duyarlılığını artırmak için Lyusternik metodunu 

uygulayalım. 

( )
( ) ( )1
, ,

, ,
11

n n
n i j i j

i j i j

t t
L t

λ

+ −
= +

−
                                                          (5.5.1) 

ifadesinden Lyusternik metodu yaklaşık çözümleri bulunur. Burada   
( )

( )1 1

n

n

d

d
λ ∞

−

∞

≅                                                                   (5.5.2) 



ifadesinden 1λ in yaklaşık değeri hesaplanır. (5.5.2) ifadesindeki ( )nd , ( ) ( ) ( )1
, ,

n n n
i j i jd t t+= −  

şeklinde ifade edildiğini biliyoruz. Dolayısıyla iterasyon matrisi üzerinde 

çalıştığımızdan ( )nd in 1-normu, matris normları tanımından 

( ) ( ) ( )1
, ,1 1

max
N

n n n
i j i jj N i

d t t+

≤ ≤∞ =

= −∑                                                       (5.5.3) 

ifadesinden elde edilir. 

Lyusternik metodunun yakınsak sonuç vermesi için n  iterasyon sayısının yeteri 

kadar büyük seçilmesi gerekir. Bu amaçla (5.5.2) ve (5.5.3) denklemlerinden gerçeğe 

yakın sonuçlar elde edilecek ve Lyusternik metodunun sonuçları yakınsayacaktır. n  

iterasyon sayısının yeteri kadar büyük değeri uygulanacağı iterasyon metoduna bağlıdır. 

Örneğin Jacobi metodu Gauss-Seidel metoduna göre, Gauss-Seidel metodu da SOR 

metoduna göre daha yavaş olduğundan Jacobi’nin 50. iterasyon değerlerlerini, Gauss-

Seidel’in 25. iterasyon değerlerini ve SOR metodunun 20. iterasyon değerlerini alarak 

Lyusternik metodunu kullanalım. Bu iterasyon sayılarına göre elde edilen sonuçlar 

sırasıyla Tablo 5.1, Tablo 5.2, Tablo 5.3 de verilmiştir. 

 

  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  1.098    2.078     2.854     3.337     3.511 
  2.313    4.386     5.992     7.025     7.360 
  3.790    7.147     9.766    11.387    11.961 
  5.690   10.700    14.504    16.888    17.664 
  8.296   15.422    20.740    23.931    25.025 
 12.047   22.001    29.028    33.157    34.476 
 17.909   31.446    40.267    45.087    46.640 
 28.110   45.632    55.420    60.330    61.799 
 48.906   67.501    75.473    78.929    79.927 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 
İterasyon sayısı=50 

 
Tablo 5.1;Jacobi Metodunun 50. İterasyon Değerleri Kullanılarak Elde Edilen 

Lyusternik Metodu Sonuçları 
 



 
 

 
Tablo 5.2; Gauss-Seidel Metodunun 25. İterasyon Değerleri Kullanılarak Elde Edilen 

Lyusternik Metodu Sonuçları 
 

  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  1.087    2.065     2.837     3.331     3.504 
  2.291    4.346     5.961     6.989     7.349 
  3.751    7.095     9.697    11.341    11.911 
  5.649   10.624    14.434    16.804    17.616 
  8.253   15.362    20.653    23.866    24.946 
 12.024   21.948    28.980    33.087    34.434 
 17.899   31.436    40.237    45.071    46.603 
 28.121   45.638    55.435    60.329    61.809 
 48.918   67.522    75.489    78.952    79.938 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 
İterasyon sayısı=20 

 
Tablo 5.3; SOR Metodunun 20. İterasyon Değerleri Kullanılarak Elde Edilen 

Lyusternik Metodu Sonuçları 
 

 Tablo 5.1, Tablo 5.2 ve Tablo 5.3 den görüldüğü gibi Lyusternik metodu 

iterasyon metotları ile karşılaştırıldığında analitik çözüme oldukça yakın sonuçlar 

vermiştir. Ayrıca iterasyon belirli bir n  değerinde kesildiği için yakınsama daha hızlı 

olmuştur. 

5.5.2. Aitken Metodu İle Sayısal Çözüm 

Benzer şekilde Aitken metodunu uygulamak istersek, ,i jA  değerini 
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eşitliğinden elde ederiz. İlk olarak Jacobi metodunun 50. iterasyon değerlerini bulup 

(5.5.4) de yerine yazarak Jacobi’ye bağlı Aitken metodu sonuçlarını elde ederiz. İkinci 

  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  1.094    2.077     2.850     3.343     3.514 
  2.305    4.369     5.987     7.014     7.370 
  3.770    7.125     9.732    11.374    11.938 
  5.668   10.655    14.467    16.835    17.641 
  8.266   15.383    20.675    23.885    24.960 
 12.027   21.952    28.982    33.086    34.430 
 17.891   31.422    40.218    45.049    46.580 
 28.107   45.614    55.405    60.296    61.776 
 48.906   67.501    75.464    78.925    79.912 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 
İterasyon sayısı=25 



olarak Gauss-Seidel metodunu 25. iterasyonda keserek Aitken metodunu 

uyguladığımızda Tablo 5.5 değerleri elde edilir. Üçüncü olarak da SOR metodunun 20. 

iterasyon değerlerini kullanarak elde edilen Aitken metodu sonuçları Tablo 5.6 da 

verilmiştir. 

 

  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  1.184    2.063     3.095     3.301     3.844 
  2.291    4.679     5.921     7.549     7.245 
  3.969    7.050    10.273    11.200    12.670 
  5.607   11.041    14.268    17.511    17.331 
  8.438   15.198    21.153    23.534    25.624 
 11.912   22.201    28.655    33.546    33.979 
 17.968   31.188    40.456    44.644    46.937 
 28.003   45.696    55.128    60.465    61.418 
 48.916   67.385    75.517    78.734    79.999 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 
İterasyon sayısı=50 

 
Tablo 5.4.; Jacobi Metodunun 50. İterasyon Değerleri Kullanılarak Elde Edilen Aitken 

Metodu Sonuçları 
 

  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  1.128    2.132     2.916     3.409     3.573 
  2.369    4.474     6.110     7.137     7.479 
  3.847    7.252     9.880    11.520    12.067 
  5.735   10.764    14.594    16.958    17.746 
  8.302   15.440    20.737    23.939    25.001 
 12.022   21.941    28.960    33.052    34.388 
 17.851   31.351    40.124    44.941    46.468 
 28.052   45.519    55.282    60.159    61.641 
 48.865   67.431    75.375    78.827    79.815 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 
İterasyon sayısı=25 

 
Tablo 5.5; Gauss-Seidel Metodunun 25. İterasyon Değerleri Kullanılarak Elde Edilen 

Aitken Metodu Sonuçları 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



  0.000    0.000     0.000     0.000     0.000 
  0.890    1.713     2.381     2.826     3.005 
  1.888    3.625     5.026     5.956     6.327 
  3.149    6.018     8.303     9.800    10.388 
  4.874    9.241    12.645    14.828    15.665 
  7.355   13.761    18.587    21.588    22.700 
 11.078   20.267    26.814    30.703    32.087 
 17.007   29.854    38.203    42.837    44.408 
 27.404   44.370    53.807    58.544    60.058 
 48.504   66.790    74.551    77.924    78.931 
100.000  100.000   100.000   100.000   100.000 
İterasyon sayısı=20 

 
Tablo 5.6; SOR Metodunun 20. İterasyon Değerleri Kullanılarak Elde Edilen Aitken 

Metodu Sonuçları 
 

 Tablolardan görüldüğü gibi Aitken metodu da Lyusternik metoduna benzer 

sonuçlar vermiştir. Metotların sonuçlarını aşağıdaki tablolarda daha detaylı ve daha 

kolay şekilde karşılaştırabiliriz. 

5.6.  Elde Edilen Sonuçların Karşılaştırılması 

Karşılaştırmanın kolay olması için 3x =  doğrusu üzerindeki değerleri alalım. 

Jacobi iterasyonunu 50. iterasyonda keserek Lyusternik ve Aitken metotları birer kez 

uygulandığında elde edilen sonuçlar Tablo 5.7 de verilmiştir. 

 
Jacobi (50. 
iterasyon 
değerleri) 

Lyusternik Aitken Analitik 
çözüm 

  0.000 
  2.191 
  4.727 
  7.982 
 12.380 
 18.439 
 26.809 
 38.327 
 54.001 
 74.713 
100.000 

  0.000 
  2.854 
  5.992 
  9.766 
 14.504 
 20.740 
 29.028 
 40.267 
 55.420 
 75.473 
100.000 

  0.000 
  3.095 
  5.921 
 10.273 
 14.268 
 21.153 
 28.655 
 40.456 
 55.128 
 75.517 
100.000 

  0.000 
  2.851 
  5.987 
  9.725 
 14.444 
 20.634 
 28.950 
 40.275 
 55.685 
 75.942 
100.000 

 
Tablo 5.7.; 3x =  Noktasında Jacobi, Lyusternik, Aitken Metotlarının Analitik Çözümle 

Karşılaştırılması 
 



 Tablo 5.7 den de görüldüğü gibi Lyusternik ve Aitken metotları, Jacobi metodu 

ile karşılaştırıldığında analitik çözüme daha yakın sonuç vermiştir. Ayrıca bu sonuçlar 

50. iterasyondan elde edildiği için daha az hesaplama gerektirmiştir. Çözümlerin 

grafikle gösterimi Şekil 5.4.3. de verilmiştir. 
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Şekil 5.4.3.; Jacobi,Lyusternik, Aitken Metotlarının Grafikle Karşılaştırılması 

 
 
 

Gauss-Seidel(25. 
iterasyon ) 

Lyusternik Aitken  Analitik 
çözüm 

  0.000 
  2.329 
  4.940 
  8.203 
 12.549 
 18.512 
 26.771 
 38.194 
 53.825 
 74.576 
100.000 

  0.000
  2.850
  5.987
  9.732
 14.467
 20.675
 28.982
 40.218
 55.405
 75.464
100.000

  0.000
  2.916
  6.110
  9.880
 14.594
 20.737
 28.960
 40.124
 55.282
 75.375
100.000

  0.000 
  2.851 
  5.987 
  9.725 
 14.444 
 20.634 
 28.950 
 40.275 
 55.685 
 75.942 
100.000 

 
Tablo 5.8.; 3x =  Noktasında Gauss-Seidel, Lyusternik, Aitken Metotlarının Analitik 

Çözümle Karşılaştırılması 
 

 Benzer şekilde Gauss-Seidel metodunun 25. iterasyon değerleri alınarak 

Lyusternik ve Aitken metotları uygulandığında Tablo 5.8 deki değerler elde edilir. 



Tablo 5.8 den görüldüğü gibi hızlandırıcı metotlar analitik çözümle karşılaştırıldığında 

daha yakınsak sonuçlar vermiştir. Şekil 5.4.4 de Tablo 5.8 de verilen değerlerin grafikle 

gösterimi sunulmuştur. Gauss-Seidel ve diğer sonuçlar arasındaki farklılık daha net bir 

şekilde ortaya konulmuştur. 

 

 
Şekil 5.4.4.; Gauss-Seidel, Lyusternik Ve Aitken Metotlarının Analitik Çözümle 

Grafikle Karşılaştırılması  
 

SOR(20. 
iterasyon ) 

Lyusternik  Aitken  Analitik 
çözüm 

  0.000 
  2.223 
  4.718 
  7.865 
 12.109 
 17.998 
 26.226 
 37.677 
 53.407 
 74.333 
100.000 

  0.000 
  2.837 
  5.961 
  9.697 
 14.434 
 20.653 
 28.980 
 40.237 
 55.435 
 75.489 
100.000 

  0.000
  2.381
  5.026
  8.303
 12.645
 18.587
 26.814
 38.203
 53.807
 74.551
100.000

  0.000 
  2.851 
  5.987 
  9.725 
 14.444 
 20.634 
 28.950 
 40.275 
 55.685 
 75.942 
100.000 

 
Tablo 5.9.; 3x =  Noktasında SOR, Lyusternik Ve Aitken Metotlarının Analitik 

Çözümle Karşılaştırılması 
 

 Son olarak, SOR metodunun 20. iterasyon değerlerini kullanarak Lyusternik ve 

Aitken metotlarını uyguladığımızda elde edilen sonuçlar Tablo5.9 da gösterilmiştir. 

Şekil 5.4.5. de sonuçların grafikle gösterimi verilmiştir. Şekil 5.4.5. den görüldüğü gibi 
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Lyusternik metodu analitik çözüme oldukça yakın sonuçlar vermiştir. Aitken metodu ise 

SOR metodunun yakınsaklığını artırmış fakat Lyusternik metodu ile karşılaştırıldığında 

yeteri kadar iyi bir sonuç vermemiştir.   
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Şekil 5.4.5.; Sor, Lyusternik,Aitken Metotlarının Analitik Çözümle Grafikle 

Karşılaştırılması 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 Bu çalışmada iki boyutlu eliptik türden kısmi türevli diferansiyel denklemlerin 

sayısal çözümlemesi üzerine çalışılmıştır. En iyi bilinen örnek olarak Laplace denklemi 

ele alınmıştır. Denklem ilk önce sonlu-fark metotlarıyla ayrıştırılmış daha sonra 

iterasyon metotlarıyla çözümü bulunmuştur. Elde edilen sonuçlar hem kendi aralarında 

hem de analitik çözümle karşılaştırılmıştır. İterasyon metotlarından elde edilen 

sonuçların analitik çözümle karşılaştırıldığında tatmin edici olduğu hem tablolardan 

hem de grafiklerden görülmüştür. Hızlandırıcı metotlar olarak tanımlanan Lyusternik ve 

Aitken metotları uygulandığında ise işlem hacmi oldukça azalmış ve yakınsak sonuçlar 

elde edilmiştir. Lyusternik metodunun Aitken metoduna göre analitik çözüme daha 

yaklaşık sonuçlar verdiği tablo ve grafiklerden görülmektedir. Benzer çalışmalar diğer 

eliptik türden diferansiyel denklemlere de uygulanabilir. Örneğin diferansiyel 

denklemin kendisinde veya sınır şartlarında özdeğer parametresi bulunması durumunda 

iterasyon metotlarıyla sayısal çözüm analizi incelenebilir. 
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8. EKLER 

REM LAPLACE DENKLEMİ ANALİTİK ÇÖZÜM 

10 CLS 

20 INPUT h, k, m, n 

30 pi = 3,141592 

40 DIM u(m, n) 

50 FOR j = 1 TO n 

60 FOR i = 1 TO m 

70 u(i, 0) = 100 

80 x = i * h: y = j * k 

90 u = 0 

100 FOR q = 1 TO 100 STEP 2 

110 u1 = (400 / (q * pi * (EXP(q * pi) - EXP(-q * pi)))) * (EXP(((q * pi) * (10 - y)) / 

10) - EXP(-q * pi * (10 - y) / 10)) 

120 u3 = (SIN((q * pi * x) / 10)) 

130 u = u + (u1 * u3) 

140 NEXT q 

150 u(i, j) = u 

160 NEXT i 

170 NEXT j 

180 u = -10 

190 FOR j = n TO 0 STEP -1 

200 FOR i = 1 TO 5 

210 u = u + 10 

220 PRINT TAB(u); : PRINT USING "###.###"; u(i, j); 

230 NEXT i 

240 PRINT 

250 u = -10 

260 NEXT j 

270 END 

 

 



10 REM JACOBI METODU İLE ÇÖZÜM 

20 INPUT n, m 

30 e = .0001 

40 DIM u(n, m), uy(n, m), s(n, m) 

50 FOR j = 1 TO m - 1 

60 u(0, j) = 0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) = 0 

70 NEXT j 

80 FOR i = 1 TO n - 1 

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0 

100 NEXT i 

110 h = 1 : k = 1  

120 a = (k / h) ^ 2: al = 1 / (2 * (a + 1)) 

130 iter = 0 

140 FOR i = 1 TO n - 1 

150 FOR j = 1 TO m - 1 

160 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

170 NEXT j 

180 NEXT i 

190 iter = iter + 1 

200 FOR j = 1 TO m - 1 

210 FOR i = 1 TO n - 1 

220 uy(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

230 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - u(i, j)) 

240 NEXT i 

250 NEXT j 

270 FOR j = 1 TO m - 2 

280 FOR i = 1 TO n - 1 

290 IF s(i, j) < e THEN 300 ELSE 330 

300 NEXT i 

310 NEXT j 

320 GOTO 390 

330 FOR j = 1 TO m - 1 



340 FOR i = 1 TO n - 1 

350 u(i, j) = uy(i, j) 

360 NEXT i 

370 NEXT j 

380 GOTO 190 

390 n = -10 

400 FOR j = 10 TO 0 STEP -1 

410 FOR i = 1 TO 5 

420 n = n + 10 

430 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; uy(i, j); 

440 NEXT i 

450 PRINT 

460 n = -10 

470 NEXT j 

480 PRINT "iterasyon sayısı="; iter 

490 END 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10 REM GAUSS-SEIDEL METODU İLE ÇÖZÜM 

20 INPUT n, m 

30 e = .0001 

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m) 

50 FOR j = 1 TO m - 1 

60 u(0, j) = 0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) = 0 

70 NEXT j 

80 FOR i = 1 TO n - 1 

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0 

100 NEXT i 

110 h = 1 : k = 1  

120 a = (k / h) ^ 2: al = 1 / (2 * (a + 1)) 

130 iter = 0 

140 FOR j = 1 TO m - 1 

150 FOR i = 1 TO n - 1 

160 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

170 NEXT i 

180 NEXT j 

190 iter = iter + 1 

200 FOR j = 1 TO m - 1 

210 FOR i = 1 TO n - 1 

220 ue(i, j) = u(i, j) 

230 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

240 uy(i, j) = u(i, j) 

250 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j)) 

260 NEXT i 

270 NEXT j 

280 FOR j = 1 TO m - 1 

290 FOR i = 1 TO n - 1 

300 IF s(i, j) < e THEN 310 ELSE 190 

310 NEXT i 

320 NEXT j 



330 n = -10 

340 FOR j = 10 TO 0 STEP -1 

350 FOR i = 1 TO 5 

360 n = n + 10 

370 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; uy(i, j); 

380 NEXT i 

390 PRINT 

400 n = -10 

410 NEXT j 

420 PRINT "iterasyon sayısı="; iter 

430 END 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10 REM SOR METODU İLE ÇÖZÜM 

20 INPUT n, m, w 

30 e = .0001 

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m) 

50 FOR j = 1 TO m - 1 

60 u(0, j) = 0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) = 0 

70 NEXT j 

80 FOR i = 1 TO n - 1 

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0 

100 NEXT i 

110 h = 1: k = 1 

120 a = (k / h) ^ 2: al = 1 / (2 * (a + 1)) 

130 iter = 0 

140 FOR j = 1 TO m - 1 

150 FOR i = 1 TO n - 1 

160 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

170 NEXT i 

180 NEXT j 

190 iter = iter + 1 

200 FOR j = 1 TO m - 1 

210 FOR i = 1 TO n - 1 

220 ue(i, j) = u(i, j) 

230 u(i, j) = (w * al) * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) - ((w - 1) * 

ue(i, j)) 

240 uy(i, j) = u(i, j) 

250 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j)) 

260 NEXT i 

270 NEXT j 

280 FOR j = 1 TO m - 1 

290 FOR i = 1 TO n - 1 

300 IF s(i, j) < e THEN 310 ELSE 190 

310 NEXT i 



320 NEXT j 

330 n = -10 

340 FOR j = 10 TO 0 STEP -1 

350 FOR i = 1 TO 5 

360 n = n + 10 

370 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; uy(i, j); 

380 NEXT i 

390 PRINT 

400 n = -10 

410 NEXT j 

420 PRINT "iterasyon sayısı="; iter 

430 END 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10 REM LYUSTERNİK METODU İLE ÇÖZÜM (JACOBİ METODU İLE) 

20 INPUT n, m 

30 e = .0001 

40 DIM u(n, m), uy(n, m), s(n, m), p(n, m), s1(n), p1(n), l(n, m) 

50 FOR j = 1 TO m - 1 

60 u(0, j) = 0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) = 0: l(0, j) = 0: l(n, j) = 0 

65 p1(j) = 0: s1(j) = 0 

70 NEXT j 

80 FOR i = 1 TO n - 1 

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0: l(i, 0) = 100: l(i, m) = 0 

100 NEXT i 

110 h = 1: k = 1 

120 a = (k / h) ^ 2: al = 1 / (2 * (a + 1)) 

130 iter = 0 

140 FOR j = 1 TO m - 1 

150 FOR i = 1 TO n - 1 

160 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

170 NEXT i 

180 NEXT j 

190 iter = iter + 1 

200 FOR j = 1 TO m - 1 

210 FOR i = 1 TO n - 1 

220 uy(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

230 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - u(i, j)) 

240 NEXT i 

250 NEXT j 

260 IF iter = 50 THEN 340 

270 FOR j = 1 TO m - 1 

280 FOR i = 1 TO n - 1 

290 p(i, j) = s(i, j) 

300 u(i, j) = uy(i, j) 

310 NEXT i 



320 NEXT j 

330 GOTO 190 

340 FOR j = 1 TO m 

350 FOR i = 1 TO n 

360 p1(i) = p1(i) + p(i, j) 

370 s1(i) = s1(i) + s(i, j) 

380 NEXT i 

390 NEXT j 

400 FOR i = 1 TO n - 1 

410 FOR k = i + 1 TO n 

420 IF p1(k) >= p1(i) THEN 440 

430 SWAP p1(i), p1(k) 

440 IF s1(k) >= s1(i) THEN 460 

450 SWAP s1(i), s1(k) 

460 NEXT k 

470 NEXT i 

480 p = p1(n): s = s1(n) 

490 q = s / p 

500 FOR j = 1 TO m - 1 

510 FOR i = 1 TO n - 1 

520 l(i, j) = u(i, j) + ((uy(i, j) - u(i, j)) / (1 - q)) 

530 NEXT i 

540 NEXT j 

550 n = -10 

560 FOR j = 10 TO 0 STEP -1 

570 FOR i = 1 TO 5 

580 n = n + 10 

590 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; l(i, j); 

600 NEXT i 

610 PRINT 

620 n = -10 

630 NEXT j 



640 PRINT "iterasyon sayısı="; iter 

650 END 

 

10 REM LYUSTERNİK METODU İLE ÇÖZÜM(GAUSS-SEİDEL METODU İLE) 

20 INPUT n, m 

30 e = .0001 

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m), l(n, m), p(n, m), p1(n), s1(n) 

50 FOR j = 1 TO m 

60 u(0, j) = 0: u(n, j) = 0: l(0, j) = 0: l(n, j) = 0: p1(j) = 0: s1(j) = 0 

70 NEXT j 

80 FOR i = 1 TO n - 1 

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: l(i, 0) = 100: l(i, m) = 0 

100 NEXT i 

110 h = 1: k = 1 

120 a = (k / h) ^ 2: al = 1 / (2 * (a + 1)) 

130 iter = 0 

140 FOR j = 1 TO m - 1 

150 FOR i = 1 TO n - 1 

160 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

170 NEXT i 

180 NEXT j 

190 iter = iter + 1 

200 FOR j = 1 TO m - 1 

210 FOR i = 1 TO n - 1 

220 ue(i, j) = u(i, j) 

230 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

240 uy(i, j) = u(i, j) 

250 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j)) 

260 NEXT i 

270 NEXT j 

280 IF iter = 25 THEN 350 

290 FOR j = 1 TO m - 1 



300 FOR i = 1 TO n - 1 

310 p(i, j) = s(i, j) 

320 NEXT i 

330 NEXT j 

340 GOTO 190 

350 FOR j = 1 TO m 

360 FOR i = 1 TO n 

370 p1(i) = p1(i) + p(i, j) 

380 s1(i) = s1(i) + s(i, j) 

390 NEXT i 

400 NEXT j 

410 FOR i = 1 TO n - 1 

420 FOR k = i + 1 TO n 

430 IF p1(k) >= p1(i) THEN 450 

440 SWAP p1(i), p1(k) 

450 IF s1(k) >= s1(i) THEN 470 

460 SWAP s1(i), s1(k) 

470 NEXT k 

480 NEXT i 

490 p = p1(n): s = s1(n) 

500 q = s / p 

510 FOR j = 1 TO m - 1 

520 FOR i = 1 TO n - 1 

530 l(i, j) = ue(i, j) + ((uy(i, j) - ue(i, j)) / (1 - q)) 

540 NEXT i 

550 NEXT j 

560 n = -10 

570 FOR j = 10 TO 0 STEP -1 

580 FOR i = 1 TO 5 

590 n = n + 10 

600 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; l(i, j); 

610 NEXT i 



620 PRINT 

630 n = -10 

640 NEXT j 

650 PRINT "iterasyon sayısı="; iter 

660 END 

 

 

10 REM LYUSTERNİK METODU İLE ÇÖZÜM(SOR METODU İLE) 

20 INPUT n, m, w 

30 e = .0001 

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m), p(n, m), l(n, m), p1(n), s1(n) 

50 FOR j = 1 TO m 

60 u(0, j) = 0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) = 0 

65 l(0, j) = 0: l(n, j) = 0: p1(j) = 0: s1(j) = 0 

70 NEXT j 

80 FOR i = 1 TO n - 1 

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0: l(i, 0) = 100: l(i, m) = 0 

100 NEXT i 

110 h = 1: k = 1 

120 a = (k / h) ^ 2: al = 1 / (2 * (a + 1)) 

130 iter = 0 

140 FOR j = 1 TO m - 1 

150 FOR i = 1 TO n - 1 

160 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

170 NEXT i 

180 NEXT j 

190 iter = iter + 1 

200 FOR j = 1 TO m - 1 

210 FOR i = 1 TO n - 1 

220 ue(i, j) = u(i, j) 

230 u(i, j) = (w * al) * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) - ((w - 1) * 

ue(i, j)) 



240 uy(i, j) = u(i, j) 

250 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j)) 

260 NEXT i 

270 NEXT j 

280 IF iter = 20 THEN 350 

290 FOR j = 1 TO m - 1 

300 FOR i = 1 TO n - 1 

310 p(i, j) = s(i, j) 

320 NEXT i 

330 NEXT j 

340 GOTO 190 

350 FOR j = 1 TO m 

360 FOR i = 1 TO n 

370 p1(i) = p1(i) + p(i, j) 

380 s1(i) = s1(i) + s(i, j) 

390 NEXT i 

400 NEXT j 

410 FOR i = 1 TO n - 1 

420 FOR k = i + 1 TO n 

430 IF p1(k) >= p1(i) THEN 450 

440 SWAP p1(i), p1(k) 

450 IF s1(k) >= s1(i) THEN 470 

460 SWAP s1(i), s1(k) 

470 NEXT k 

480 NEXT i 

490 p = p1(n): s = s1(n) 

500 q = s / p 

510 FOR j = 1 TO m - 1 

520 FOR i = 1 TO n - 1 

530 l(i, j) = ue(i, j) + ((uy(i, j) - ue(i, j)) / (1 - q)) 

540 NEXT i 

550 NEXT j 



560 n = -10 

570 FOR j = 10 TO 0 STEP -1 

580 FOR i = 1 TO 5 

590 n = n + 10 

600 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; l(i, j); 

610 NEXT i 

620 PRINT 

630 n = -10 

640 NEXT j 

650 PRINT "iterasyon sayısı="; iter 

660 END 

 

 

10 REM AITKEN METODU İLE ÇÖZÜM (JACOBI METODU İLE) 

20 INPUT n, m 

30 e = .0001 

40 DIM u(n, m), uy(n, m), ue(n, m), a(n, m) 

50 FOR j = 1 TO m - 1 

60 u(0, j) = 0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) = 0 

65 ue(0, j) = 0: ue(n, j) = 0: a(0, j) = 0: a(n, j) = 0 

70 NEXT j 

80 FOR i = 1 TO n - 1 

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0 

95 ue(i, 0) = 100: ue(i, m) = 0: a(i, 0) = 100: a(i, m) = 0 

100 NEXT i 

110 h = 1: k = 1 

120 a = (k / h) ^ 2: al = 1 / (2 * (a + 1)) 

130 iter = 0 

140 FOR j = 1 TO m - 1 

150 FOR i = 1 TO n - 1 

160 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

170 NEXT i 



180 NEXT j 

190 iter = iter + 1 

200 FOR j = 1 TO m - 1 

210 FOR i = 1 TO n - 1 

220 uy(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

230 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - u(i, j)) 

240 NEXT i 

250 NEXT j 

260 IF iter = 50 THEN 340 

270 FOR j = 1 TO m - 1 

280 FOR i = 1 TO n - 1 

290 ue(i, j) = u(i, j) 

300 u(i, j) = uy(i, j) 

310 NEXT i 

320 NEXT j 

330 GOTO 190 

340 FOR j = 1 TO m - 1 

350 FOR i = 1 TO n - 1 

360 a(i, j) = uy(i, j) - (((uy(i, j) - u(i, j)) ^ 2) / (uy(i, j) + ((-2) * u(i, j)) + ue(i, j))) 

370 NEXT i 

380 NEXT j 

390 n = -10 

400 FOR j = 10 TO 0 STEP -1 

410 FOR i = 1 TO 5 

420 n = n + 10 

430 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; a(i, j); 

440 NEXT i 

450 PRINT 

460 n = -10 

470 NEXT j 

480 PRINT "iterasyon sayısı="; iter                             

490 END 



10 REM  AITKEN METODU İLE ÇÖZÜM(GAUSS-SEIDEL METODU İLE) 

20 INPUT n, m 

30 e = .0001 

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m), ut(n, m), a(n, m) 

50 FOR j = 1 TO m - 1 

60 u(0, j) = 0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) = 0: ut(0, j) = 0: ut(n, j) = 0 

70 NEXT j 

80 FOR i = 1 TO n - 1 

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0: ut(i, 0) = 100: ut(i, m) = 0: a(i, 

0) = 100 

100 NEXT i 

110 h = 1: k = 1 

120 a = (k / h) ^ 2: al = 1 / (2 * (a + 1)) 

130 iter = 0 

140 FOR j = 1 TO m - 1 

150 FOR i = 1 TO n - 1 

160 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

170 ue(i, j) = u(i, j) 

180 NEXT i 

190 NEXT j 

200 iter = iter + 1 

210 FOR j = 1 TO m - 1 

220 FOR i = 1 TO n - 1 

230 ut(i, j) = u(i, j) 

240 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

250 uy(i, j) = u(i, j) 

260 NEXT i 

270 NEXT j 

280 IF iter = 25 THEN 350 

290 FOR j = 1 TO m - 1 

300 FOR i = 1 TO n - 1 

310 ue(i, j) = ut(i, j) 



320 NEXT i 

330 NEXT j 

340 GOTO 200 

350 FOR j = 1 TO m - 1 

360 FOR i = 1 TO n - 1 

370 a(i, j) = uy(i, j) - (((uy(i, j) - ut(i, j)) ^ 2) / (uy(i, j) + (-2 * ut(i, j)) + ue(i, j))) 

380 NEXT i 

390 NEXT j 

400 n = -10 

410 FOR j = 10 TO 0 STEP -1 

420 FOR i = 1 TO 5 

430 n = n + 10 

440 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; a(i, j); 

450 NEXT i 

460 PRINT 

470 n = -10 

480 NEXT j 

490 PRINT "iterasyon sayısı="; iter    

500 END 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10 REM  AİTKEN METODU İLE ÇÖZÜM(SOR METODU İLE) 

20 INPUT n, m, w 

30 e = .0001 

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m), ut(n, m), a(n, m) 

50 FOR j = 1 TO m - 1 

60 u(o, j) = 0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) = 0 

65 a(0, j) = 0: a(n, j) = 0: ut(0, j) = 0: ut(n, j) = 0 

70 NEXT j 

80 FOR i = 1 TO n - 1 

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0 

95 a(i, 0) = 100: a(i, m) = 0: ut(i, 0) = 100: ut(i, m) = 0 

100 NEXT i 

110 h = 1: k = 1 

120 a = (k / h) ^ 2: al = 1 / (2 * (a + 1)) 

130 iter = 0 

140 FOR j = 1 TO m - 1 

150 FOR i = 1 TO n - 1 

160 u(i, j) = al * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) 

165 ue(i, j) = u(i, j) 

170 NEXT i 

180 NEXT j 

190 iter = iter + 1 

200 FOR j = 1 TO m - 1 

210 FOR i = 1 TO n - 1 

220 ut(i, j) = u(i, j) 

230 u(i, j) = (w * al) * (a * u(i + 1, j) + a * u(i - 1, j) + u(i, j + 1) + u(i, j - 1)) - ((w - 1) * 

ue(i, j)) 

240 uy(i, j) = u(i, j) 

250 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j)) 

260 NEXT i 

270 NEXT j 

280 IF iter = 20 THEN 360 



290 FOR j = 1 TO m - 1 

300 FOR i = 1 TO n - 1 

310 ue(i, j) = ut(i, j) 

320 NEXT i 

330 NEXT j 

350 GOTO 190 

360 FOR j = 1 TO m - 1 

370 FOR i = 1 TO n - 1 

380 a(i, j) = uy(i, j) - (((uy(i, j) - ue(i, j)) ^ 2) / (uy(i, j) - (2 * ue(i, j)) + ut(i, j))) 

390 NEXT i 

400 NEXT j 

420 n = -10 

430 FOR j = 10 TO 0 STEP -1 

440 FOR i = 1 TO 5 

450 n = n + 10 

460 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; a(i, j); 

470 NEXT i 

480 PRINT 

490 n = -10 

500 NEXT j 

510 PRINT "iterasyon sayısı="; iter 

520 END 
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