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ELIiPTiK TURDEN KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
SONLU FARK METODU iLE COZUMU VE YAKINSAKLIK ANALIZI

OZET

Bu caligmada dikdortgensel bolgede kararli 1s1 akis denklemi olan Laplace
denklemi g6z Oniine alinmistir. Denklemdeki tiirev operatorleri sonlu-fark operatorleri
ile temsil edilip ayristirilmis, daha sonra g¢esitli uygun iterasyon metotlariyla sayisal
¢Oziimlemesi yapilmigtir. Buradan elde edilen sonuglar grafiklerle ifade edilmis ve
analitik ¢oziimle karsilastirilmistir. Daha sonra, iterasyon matrisinin en biiyiik
0zdegerinin reel olmasi sartiyla ¢6ziim icin yakinsakligi hizlandiran Lyusternik ve
Aitken metotlar1 kullanilmistir. Boylece iterasyon metotlarindan sonra yakinsakligi
hizlandiran metotlar problemin sayisal ¢éziimiine uygulanarak sayisal sonu¢ yeniden
elde edilmistir. Elde edilen sonuglar da; grafiklerle gosterilmis ve iterasyon
metotlarindan elde edilen ilk sonuglarla hem tablo hem de grafiksel olarak

karsilastirilmasi sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Eliptik Denklem, Sonlu-Fark Metodu, Iterasyon Metotlar



THE SOLUTION OF ELLIPTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH FINITE
DIFFERENCE METHOD AND ANALYSIS OF CONVERGENCE

ABSTRACT

In this study, we consider Laplace’s equation which determines the steady flow
of heat in rectangular domain. After discretising differential operators represented by
finite difference operators then several suitable iterative methods have been used for
numerical solutions. The solutions obtained by iterative methods were shown
graphically and compared with analytical solutions. After that, Lyusternik’s and
Aitken’s methods were used for accelerating convergence of solutions since these
methods are applicable to any iterative process when the eigenvalue of the largest
modulus for iteration matrix is real. Therefore, numerical solutions were again obtained
by using the methods of accelerating convergence for numerical solution. These
solutions were also shown graphically and compared with the first solution of iterative

methods.

Key Words: Elliptic Equation, Finite-Difference Method, Iterative Methods
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: G matrisinin spektral yaricapi. p(G) = max

SIMGELER

:(i, ) -inci 6rgii noktasinda eliptik tiirden kismi tiirevli denklemin tam ¢oziimii
: (7, j) -inci 6rgii noktasinda sonlu-fark denkleminin ¢dziimii

: Orgli aginin genisligi ve yliksekligi

: (i . J ) -inci Orgli noktasinda hata vektorii

: 0zdeger

A

1<i<n

: Orgli aginin genisligi ve yliksekligi

: 1-Norm

: 2-Norm

: o-Norm

: (i ,J ) -inci Orgli noktasinda Lyusternik metodunun ¢éziimii

: (i ,J ) -inci Orgli noktasinda Aitken metodunun ¢oziimii

: f(h)=0(g(h)), 1imM =c (csabit)

h—0 g(h)

: A matrisinin transpozu
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1. GIRIS

Mihendislikte, fiziksel sistemlerin matematik modellerini ifade eden
denklemlerin analitik olarak ¢oziilemedigi veya analitik ¢oziimiin zor ve uzun oldugu
durumlarda kullanilan sayisal ¢6ziim teknikleri, son yillarda oOzellikle bilgisayar
alanindaki gelismelere paralel olarak artmis ve yeni bir bilim alani haline gelmistir.
Sayisal analiz, Sekil 1.1 de gosterildigi gibi verilen fiziksel modelden matematiksel

modele gegis yaparak sayisal veri elde edilmesi esasina dayanur.

2. MATEMATIKSEL 3.KESIKLI MODEL +
MODEL (SUREKLI) > ALGORITMA

A

1. FIZIKSEL MODEL

v

6. SONUCLARIN 5. SAYISAL 4. BILGISAYAR ICIN
DEGERLENDIRILMESI [+— DENEY | | PROGRAMIN
HAZIRLANMASI

Sekil 1.1.; Sayisal Analiz isleyis Semasi

Sayisal metotlarin sik olarak kullanildigi alanlardan biri de fiziksel
uygulamalarinin ¢ok olmasindan dolayir diferansiyel denklemlerdir. Bir¢ok fiziksel
olayin matematiksel ifadesi kismi tiirevli diferansiyel denklemlerdir. Bu caligmada
ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziim yontemleri ve
¢oziimlerin yakinsaklik ozellikleri incelenmistir. Ozel olarak eliptik tiirden kismi

diferansiyel denklemlerin sonlu fark metotlari ile ¢oziimleri incelenmistir.



2. LITERATUR OZETIi

Fiziksel olaylarin matematiksel ifadesi olan diferansiyel denklemlerin sayisal
coziimlemesi bilgisayar teknolojisindeki ilerlemelere bagli olarak, 20. yiizyilin ilk
ceyreginde baslaylp gilinlimiize kadar devam eden bir siireci olusturmaktadir.
(Courant,R.,Friedrichs, K.O, Lewy,H.,1928) Bilgisayar ortamindaki gelismelere paralel
olarak denklemlerin matris formunda ifade edilmesi sayisal analiz metotlarinda biiyiik
gelismelere sebep olmustur. Bu gelismeler i¢inde sonlu farklar, sonlu elemanlar gibi
metotlar giiniimiize kadar etkin olarak kullanilmistir. Ayrica sonlu fark denklemlerinin
¢Oziimiinde denklemlerin lineer olmasi kosulunu gerektirmediginden dolay1 iterasyon
metotlar tercih sebebi olmustur. Akiskanlar mekanigi alanindaki 6rneklerin ¢oziimiinde
sonlu fark metodu oldukca yaygin olarak kullanilmaktadir. Bunlardan birkag¢i [6] da
¢cOziilmistiir. Ayrica kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde genellikle
sonlu fark metotlar1 kullanilmistir. [11] de parabolik, hiperbolik ve eliptik tiirden
denklemlerin sonlu fark metodu ile ¢oziimleri verilmistir. Ayrica [7] ve [13] parabolik
tiirden kismi tiirevli denklemlerin sonlu fark metotlari ile ¢dztimlemesi tlizerine yapilmis
olan ¢alismalardir. Sayisal hesaplamalar, [7] de oldugu gibi Qbasic programlama dili
kullanilarak yapilabildigi gibi [13] de kullanilan Mathematica gibi paket programlar
kullanilarak da yapilabilir. Benzer sekilde Matlab ve Maple paket programlarinin da
kullanim1 yaygindir. Bu c¢alismada ise eliptik tlirden kismi tiirevli diferansiyel
denklemlerin sonlu fark metotlar1 ile c¢oOziimlemesi yapilmistir. Sonlu fark
denklemlerinin iterasyon metotlar ile ¢oziimleri yapilmis, bu ¢oziimler hem analitik

¢Oziimle hem de kendi aralarinda karsilastirilmistir.



3. GENEL BILGILER
3.1. Temel Tanimlar
Tamm 3.1.1. (Diferansiyel Denklem): Bir veya daha fazla bagimli degiskenin, bir
veya daha fazla bagimsiz degiskene gore birinci veya daha fazla mertebeden tiirevlerini
iceren denklemlere Diferansiyel Denklem denir. Genel olarak ikiye ayrilir.
Tamm 3.1.2. (Adi Diferansiyel Denklem): Bir bagimli ve bir bagimsiz degisken ve
bagimli degiskenin bagimsiz degiskene gore birinci veya daha fazla mertebeden
tiirevlerini igeren denkleme denir.
Tamm 3.1.3. (Kismi Diferansiyel Denklem): En az iki bagimsiz ve en az bir bagimli
degisken ile bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlere gore birinci veya daha fazla
tiirevlerini i¢ceren denkleme denir.
3.2. Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Genel Bir Siniflandirmasi
Bu tip denklemler asagidaki gibi {i¢ sinifta incelenirler.

3.2.1. Lineer Olmasina Gore

Bir kismi tiirevli denklemdeki bagimli degisken (veya degiskenler ) ve bunlarin
denklemdeki biitlin kismi tiirevleri birinci dereceden ve denklemi, bagimli degisken ile
onun tiirevleri parantezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca bagimsiz degiskenlerin
fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir.

Iki bagimsiz bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden lineer

kismi tiirevli denklemlerin genel formlar sirasiyla agagidaki gibidir.
P(x,y)z,+0(x,y)z, +R(x,y)z=5(x,),

A(x,y)zxx +B(x,y)zxy +C(x,y)zyy +D(x,y)zx +E(x,y)zy +F(x,y)z = G(x,y).
3.2.2. Yar Lineer (Kuasi-Lineer ) Olmasina Gore
Bir kismi tlirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi
tiirevlere gore lineer ise bu denklem Yar1 Lineer (Kuasi-Lineer) adin alir.
Iki bagimsiz bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden yari lineer

denklemlerin genel sekilleri sirasiyla asagidaki gibidir.
P(x,y,z)z)r +Q(x,y,z)zy = R(x,y,z),

A(x,y,z,zx,zy)zm +B(x,y,z,zx,zy)zxy +C(x,y,z,zx,zy)zw +D(x,y,z,zx,zy) =0.



3.2.3. Hemen-Hemen Lineer Olmasmna Gore

Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiiksek
basamaktan tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar1 ise bu
denkleme Hemen-Hemen Lineer denklem denir.

Iki bagimsiz ve bir bagimh degiskene sahip ikinci basamaktan hemen-hemen

lineer bir denklemin genel sekli;
A(x,y)zM +B(x,y)zxy + C(x,y)zyy + H(x, V:2,2,,2, ) =0
formundadir. Burada ; 4,B,C eC? [D] . Bu tip denklemler ise asagida verilen

diskriminant fonksiyonuna bagli olarak siniflandirilirlar. Buna gore diskriminant

fonksiyonu

A(x,y)= [B(x,y)]2 —44(x,y)-C(x,»)
seklinde tanimlanirsa bir hemen hemen lineer denklem

a) A(x, y) >0 esitsizliginin saglandig1 noktalarda hiperbolik,
b) A(x,y)=0 esitliginin saglandig1 noktalarda parabolik,
¢) A(x,y)<0 esitsizliginin saglandigi noktalarda eliptik

tiptendir denir. Simdi fiziksel olaylarin bu tip kismi diferansiyel denklemler seklinde
ifade edilmesine ait bilinen bazi1 6rnekleri verelim.

Hiperbolik Tip:

En iyi bilinen 6rnegi dalga denklemleridir. ¢ pozitif bir reel sabit ve genellikle,

aksi sOylenmedikge, ¢ zaman degiskeni ve u = u(x,t) olmak iizere
P c P 0 (3.1)
1-boyutlu dalga denklemidir.

Bir boyutlu dalga denkleminin ¢6ziimii bize ¢ uzunlugunda titresim halinde olan
bir telden ¢ saniye sonra bir ucundan x kadar uzakliktaki enine yer degisimini verir. Bu
tip denklemlerde baslangi¢ ve sinir degerleri bilinir.

Bu tip denklemler elektromanyetik, hidrodinamik, ses yayilmasi, elastisite ve
kuantum teorisi gibi konularda ¢ok kullanilmaktadir. Ayrica hiperbolik denklemler
genellikle titresim problemlerinde veya yogunluk, basing ve hizdaki stireksizlik

durumlari ile ilgili problemlerde kullanilir.



Parabolik Tip:

Zamana baglh 1s1 veya madde yayilmasi problemlerinde karsilasilir. En basit
parabolik denklem;

2
86—? =k ZTZ: (3.2)
seklindedir.

Bu denklem 1s1 iletim teorisinden elde edilmis olup ¢6ziimii bize termal olarak
izole edilmis bir cubugun bir ucundan x kadar uzakliktaki noktasinda ¢ anindaki veya
¢t saniye sonraki sicakligini verir. Bu tip denklemlerde baslangi¢ ve sinir degerleri
bilinir.

Eliptik Tip:

Eliptik kismi diferansiyel denklemler genellikle denge veya kararli hal
problemleri ve bunlarin ¢oziimiiyle karsimiza ¢ikar.

En 1yi bilinen eliptik denklemler Laplace ve Poisson Denklemleridir. Sirasiyla

asagidaki sekilde yazilirlar.

L)
V2= P =0, (3.3)
V= Zf ay¢_ f(x). (3.4)

Laplace denklemi potansiyel teorinin temel denklemlerinden birisi oldugundan
fiziksel uygulamalar1 ¢oktur. Ornegin yiizeyleri izole edilmis bir ortamda zamandan

bagimsiz bir 1s1 dagilimi varsa (ki buna kararli 1s1 denir) herhangi bir (x,y)
noktasindaki 1s1 miktarini veren u (x, y) fonksiyonu Laplace denklemini saglar. Ayrica

1s1 kaynagi olmayan bir bolgede kararli sicaklik dagilim, iletkenlerle ¢evrili yiiksiiz bir
bolgede elektrostatik potansiyel, kaynak veya kuyu olmayan bir akiskanda hiz dagilimi
vs. problemlerinde de karsimiza ¢ikar.

Dis kuvvetlerin etkisi altindaki bir telin zamana bagl olarak denge konumuna
gelmesi ise Poisson denklemi ile gdsterilir. Ayrica bundan baska skaler potansiyelde
Poisson denklemini saglar. Poisson denklemi ile gosterilen fiziksel iki olguyu &rnek

olarak verecek olursak; birincisi, p yiik yogunlugunun varligi, negatif bir y elektriksel

potansiyelin olusmasina sebep olur. Bu fiziksel olgu & sabit olmak iizere V’y = —’%



ile gosterilir. Ikincisi ise akiskan iginde @ 1s1 kaynagindan bir yayilimin varhgi, T
sicakliginin olusmasina sebep olur. Bdylece k sabiti i¢in V>T = k6 seklinde yazilir.
3.3. Tiirevlere Sonlu Fark Yaklasimi

Bir u fonksiyonu ve onun tiirevleri tek degerli, sonlu, x bagimsiz degiskeninin
stirekli bir fonksiyonu olsun.

Taylor teoremine gore;

u(x+h):u(x)+hu'(x)+};—2'u"(x)+}31—3'u"'(x)+... (3.5)
! hz " h3 "
u(x—h):u(x)—hu (x)+§u (x)—?u (x)+... (3.6)

seklinde yazilabilir.
(3.5) denkleminde ikinci mertebeden ve daha yiiksek mertebeden tiirevleri ihmal

edersek;
u(x+h)=u(x)+hu'(x)

elde edilir. Buradan tiirev ifadesini ¢ekersek;
u'(x):%{u(x+h)—u(x)}+0(h) 3.7)

fleri Yonlii Fark Yaklasimi elde edilir. (3.6) denkleminden ikinci ve daha yiiksek

mertebeden tiirevleri ihmal edersek;

u'(x):%{u(x—h)—u(x)}JrO(h) (3.8)

bulunur. Bu ifadeye de Geri Yonli Fark Yaklasimi denir. (3.5) denkleminden (3.6)

denklemi cikarilirsa;
u(x+h)—u(x—h) = 2hu'(x)+ 0(h3)
u'(x)zi{u(x+h)—u(x—h)}+0(h2) (3.9)

elde edilir. Bu ifadeye Merkezi Fark Yaklasimi ad1 verilir.
Bu yaklasimlar1 asagidaki sekildeki gibi geometrik olarak ifade edebiliriz.



I

Sekil 3.1. Sonlu-Fark Tiirev Formiillerinin Geometrik Gdsterimi

Burada P noktasindaki tegetin egimine yaklagmak icin BP Kkirisinin egimini

kullanirsak, bu noktadaki birinci mertebeden tiirev

u'(x) = %{u(x+h)—u(x)}

seklinde bulunur. Bu ise birinci mertebeden tiirev icin Ileri yonlii fark yaklasimidir.
Benzer sekilde P noktasindaki tegetin egimine AP kirisinin egimi yardimiyla

yaklasildiginda ise

, 1
u (x) = Z{u(x—h)—u(x)}
geriye yonlii fark yaklasimi bulunur. Merkezi fark yaklasimi ise geometrik olarak P

noktasindaki tegetin egimine AB kirisinin egimi yardimiyla yaklasimi ifade eder ve

u'(x)zi{u(x+h)—u(x—h)}

seklinde yazilir. Diger fark yaklasimlarina gére merkezi fark yaklasiminin daha iyi bir
sonug verecegi sekilden de goriilmektedir.
Diger taraftan ikinci mertebeden tiirev formiiliinii elde etmek i¢in (3.5) ve (3.6)

denklemlerini toplarsak
u(x+h)+u(x—h)=2u(x)+h’u"(x)+ O(h4)
elde edilir. Burada u"(x)i ¢eker ve h® ve daha yiiksek mertebeli terimleri ihmal

edersek

u"(x)zL{u(x+h)—2u(x)+u(x—h)} (3.10)

h2

seklinde ikinci mertebeden tiirev i¢in bir yaklagim formiilii elde edilmis olur.



3.4. Cok Degiskenli Fonksiyonlar Icin Gosterim

u, x ve y bagimsiz degiskenlerinin bir fonksiyonu olsun. XY diizlemini kiigiik

dikdortgensel bolgelere ayiralim. OX ekseni lizerindeki arttmi ox, OY ekseni

tizerindeki artim1 oy ile gosterelim. dx=h vedy =k dersek; i ve j tamsayilar olmak
lizere x =ih ve y = jk 6rgii noktalariin konumlarmi gosterecektir. Orgii noktalarindaki

fonksiyonun degerini

u(ih,jk)zul.vj (3.11)
seklinde gosterelim. O halde (3.10) denkleminden ikinci mertebeden tiirev ifadesini
O'u) _ 1 . . g . .
el b ?{u {(l + 1) h,]k} —2u {zh, ]k} +u {(1 — l) h, ]k}} (3.12)
veya (3.11) gosterimini kullanarak;
o’u 1
(ﬁ] = ?{MHL = 2u, (3.13)
ij
seklinde yazabiliriz. Benzer sekilde y ’ye gore kismi tiirev ifadesini
o’u 1
(@j = {0 —2u, +u, (3.14)
ij

seklinde yazariz. Bu formiiliin ¢ikarilmasinda 2 ve k ya bagh iki ve daha yiiksek
mertebeden terimler ihmal edilmistir.
3.5. Sonlu-Fark Denklemleri Ile Coziimiin Yakinsakhgi, Tutarliig Ve Kararlihg
Ve Coziimde Olusan Hatalar

Sonlu farklar yontemiyle problem ¢oziimiinde ilk once ¢6ziim alan1 dx ve Jy
ile belirlenen ag araliklar1 ile boliintir. Daha sonra verilen kismi diferansiyel
denklemdeki her tiirev yerine uygun sonlu fark ifadesi konularak sonlu fark
denklemlerine doniistiiriiliir. Sonlu fark denklemleri cebirsel denklemler olup ¢ézliimii
bilinen sekilde yapilir. Ancak bulunan ¢oziimiin her zaman dogru ve mantikli olmasi
s6z konusu degildir. Coziimiin dogru olup olmadigi, kabul edilip edilemeyecegi

yakinsaklik, tutarlilik ve kararlilik sartlarinin saglanmasina baghdir.

U=U (x, y) bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin tam ¢6ziimii (analitik

¢Oziimii ) olsun. u ise kismi diferansiyel denklem i¢in fark denklemlerinden elde edilen

yaklagik ¢6ziim olsun. (i, i ) ag noktasinda



6, =U-u,
hatasina ayristirma hatasi denir. Ag araliklar1 ox ve oy sifira yaklastiginda ¢, , — 0

oluyorsa sonlu fark denklemi yakinsaktir denir.

(z’ ,J ) ag noktasinda kismi tiirevli denkleme yaklagim saglayan fark denklemini

F, (u)=0 ile gdsterelim.

L]
L,=F, (V)
degerine ise yerel kestirme hatasi denir. Ag uzunluklar1 6x ve Oy sifira yaklastiginda

T, ; > 0 oluyorsa fark denklemi ilgili kismi diferansiyel denklemle tutarlidir denir.

Kismi tiirevli denklemlerin sonlu fark metodu ile sayisal c¢oziimiinde
hesaplamanin her asamasinda hatalar ortaya c¢ikar. Eger ortaya c¢ikan bu hatalar
hesaplama ilerledikce sinirsiz olarak biiylimiiyorsa bu uygulama kararlidir denir.

Sayisal ¢oziimlerden elde edilen ¢oziimii N ile gosterelim. Bu durumda

(u—N) yuvarlama hatasi olacaktir. O halde toplam hatay;

Uiy =Ny, Z(qu _”i,j)Jr(”‘ —N )

L, LJ

seklinde gosteririz. Burada (U U j) ayristirma hatasini, (u =N, j) yerel yuvarlama

i,J
hatasini ifade eder.

Global yuvarlama hatas1 ayristirma hatasindan farkli olarak orgii uzunluklar
kiigiiliirken kii¢iilmez. Aksine Orgii uzunluklarinin kiigiilmesi aritmetik islemlerin
sayisini artiracagindan yerel yuvarlama hatasinin biiylimesi s6z konusu olacaktir.

3.6. Bir Matrisin Normu

Bir A matrisinin normu, asagidaki sartlar1 saglayan ve ||A|| ile gosterilen pozitif

bir reel sayidir. Bir matrisin normu, o matrisin biiyiikliigliniin bir 6l¢tisiidiir.

a) [4)>0 , 4#0 ise
b) [4|=0, 4=0 ise

0 e =cl]4

, ¢ reel veya kompleks sabit
d) [[4+B]<|4]+|8]

e |4B]<|]|5]



A:[ai, j], Nx N tipinde bir matris olmak iizere asagidaki norm ifadeleri

verilebilir.
N
| = max o,
1 gjen 4 I
i=1
N

4. = max 2-fa. |
14|, = JA7, (2", A" 4 matrisinin en biiyiik 5zdegeridir.)
Eger 4 matrisi reel ve simetrik ise 4’ =4 olacagindan ||, = p(4)=max|4]

seklinde yazilir. Burada p(4) spektral yarigap olarak adlandirilir ve mutlak degerce en

bliytik 6zdegere esittir.



4. MATERYAL VE METOT
4.1. Simir Deger Problemlerine Yaklasimda Sonlu-Fark Denklemlerinin Coziimii
Uzerine Yorumlar

Bir sinir deger probleminin yaklasik ¢6ziimii i¢in sonlu fark metodu cebirsel es
zamanli denklem sistemini verir. Lineer sinir deger problemleri i¢in bu denklemler
daima lineerdir fakat denklem sayisi oldukg¢a fazladir. Bu sebeple sistemin ¢oziimii
kendi icinde temel problemdir. Coziim metotlar1 ‘direk metotlar’ ve ‘iterasyon
metotlar1’ olarak ikiye ayrilir.

Direk metotlar, bilinen sayida aritmetik islemlerle denklem sistemini ¢dzerler.
Coziimdeki hatalar biitliniiyle bilgisayar ile hesaplama sirasindaki yuvarlama
hatalarindan ortaya c¢ikar. Temel olarak direk metotlar eleme metotlaridir. En iyi
bilinenleri Gauss Eliminasyon ve LU (Alt ve Ust Ucgensel ) Ayristirma metodudur.

LU aynistirma metodunda Ax =5 denklem sistemindeki A4 katsayilar matrisini
A=LU seklinde yazariz. Burada L alt liggensel matris, U {ist liggensel matristir.

Coziim Ux=y yazilarak LUx=b den hesaplanir. Ileri yerine koyarak ilk 6nce
Ly =bden y hesaplanir. Daha sonra geri yerine koyarak Ux = y den x hesaplanir.

Bu iki metotta yuvarlama hatasinin biiyiimesini kontrol etmek i¢in aralikli olarak
kismi pivotlara yer vermek gereklidir. Bu metotlar arkasindaki fikir basittir ancak
detaylar bilgisayar uygulamalar1 ve hata analizleriyle birlestiginde olduk¢a onemlidir.

Bu metotlardaki aritmetik islemleri modern bir bilgisayara tasidigimizda hesap
sirasinda ortaya c¢ikan hesaplama hatalari; ¢oziim iizerinde denklemin sabit ve
katsayilarindaki yuvarlama hatalarindan daha az bir etkiye sahiptir.

Diyelim ki » lineer cebirsel denklemin sabitlerin ve katsayilarin yuvarlama

hatalarinin mutlak degeri 1 den kiiclik olsun. Ve sadece g tane basamak kesin olarak
bilinsin. Bu durumda igerilen hata %-10" dan kiiciiktir.

Kismi pivotlu Gauss-Eliminasyon metodunun aritmetik sonucu virgiilden sonra

(g +1log,, n) basamaktan daha fazla olabilir. Ornegin log,,n basamaktan daha fazla

olmasi bekleniyorsa, elde edilen g basamakli ¢6ziim sabitleri ve katsayilari orijinal
denklemdekinden %-10“’ dan daha kiiciik bir farka sahip olan » lineer denklem

sisteminin tam ¢oOziimiidiir (ikili aritmetikte, islemler genelde bilgisayar kullanilarak



yapilir. 1077 yerine 277 , log,, n yerine log, n kullanilir). Baska bir deyisle ¢oziim veri

degerleri kadar kesindir. Bu ¢oziimdeki dogrulugu onemli degerlerin verilerle ayni
olacagi anlamina gelmez. Eger daha az olursa, bu kesinlik kaybi ¢6ziim metodu
boyunca olmamistir. Bunun kaynagi denklemlerin iyi kosullandirilmis olmamasidir.
Yani katsayilardaki cok ufak degisikliklerin ¢oziime cok biiyiik degisiklikler olarak
aksetmesidir. Coziime etkisi olan basamak sayis1 aslinda en kiigiik pivotun ilk ¢
basamak sayisini agmaz.

Gauss-Eliminasyon ve LU ayristirma metotlart matematiksel olarak denk
olmalarina ragmen LU ayristrma metodundaki genel hatalar Gauss-Eliminasyon
metoduna gore daha kiigliktiir. Eger hesaplamalar c¢ift duyarlilikta yapilirsa birgok
bilgisayarda bu ispatlanabilir. Cift duyarlilik hesaplamasi olmadik¢a bu iki metot
matematiksel oldugu kadar sayisal ¢6ziim elde edebilirligi olarak da denk olacaktir.

Eger hesaplanan ¢oziimii daha da kesinlestirmek istersek asagidaki yontemi
uygulayabiliriz:

Ax =b sisteminin hesaplanan ¢oziimii x" olsun. rV=p—A4x" degerini kalan
olarak adlandiralim ve bilgisayarda c¢ift duyarlilikta hesaplayalim. (6rnegin standart t
rakamu (digit) yerine 2t basamakli kullanalim.)

x=x"+d
Burada d: hesaplanan ¢oziime eklenmesi gereken diizeltme terimidir.
A(xV+d)=b = ad=b-ax"=r" = ad=s"

Elde edilen bu sistemden d yi hesaplariz. Ancak d nin kesin degerini elde

edemeyiz. Bulunan yaklasik degere d O dersek, diizeltilmis olan ¢oziimii
@ = 0 g0
olarak buluruz. Bu iglemi istedigimiz kadar tekrarlayabiliriz.

Denklemlerin ¢oziimiinde tek duyarlilikli hesaplamalardan (6rnegin t basamak —
digit ) kaginmak igin, kalanlar1 10° veya 2’ ile bunlara uygun diizeltme terimlerini
dV . d? | ... de 10" veya 2 ile carpariz. Bu hesaptan ¢dziimii kesinlestirme
islemi ¢ok az sayida aritmetik islemle yapilir. Ciinkii, 4 = LU bi¢iminde daha 6nceden
bulundugu i¢in ; Ad = ) sisteminin ¢cozlimi ileri ve geri yerine koyma islemlerinden

olusacaktir.



Genelde katsayilar matrisi hizli bir bilgisayara yiiklendiginde direk metotlar
iterasyon metotlarina gére daha hizli ve daha kesin bir sonug verirler. Hatta katsayilar
matrisi baz1 Ozellikleri ve bazi 6zel yapilar igeriyorsa, uygun bir programlamayla
denklemlerin sayisini artirmak miimkiin olabilir.

Asagidaki durumlarda direk metotlar, iterasyon metotlarina gore daha uygundur.

I. Denklem sisteminin bazi satirlarinin ayni katsayilar matrisine sahip olup
sag tarafta farkli degerlere esitlendiginde,
II. Matris hemen hemen singiiler oldugunda. Bu durumda ¢ok kiigiik
kalanlar ¢6ziimde ¢ok biiyiik farkliliklara sebep olabilir. Bunu en kolay sekilde
A = 47— xW = x—xU
ifadesinden anlariz. 4 hemen hemen singiiler oldugunda 4~' in elemanlar1 biiyiik

() M farki gok biiyiik olacaktir.

olabileceginden '’ kiiciik olsa bile x—x

Kismi diferansiyel denklemlere yaklagimda fark denklemleri kullanildiginda bu
sisteme karsilik gelen matris genelde band matrisleridir. Bu matrisler kdsegen
elemanlari, alt ve list kdsegen elemanlar1 sifir olmayan diger elemanlar sifir olan
matrislerdir. Matriste sifir olan elemanlarin sayisi sifir olmayanlara gore ¢ok daha
fazladir. Bu tiir matrislere ‘seyrek’ adi da verilir. Bu tiir matrislerde direk metotlar
ozellikle de Gauss-Eliminasyon metodu yetersiz bir ¢dziim verir.

Bu tir matrislerde iterasyon metotlar1 uygundur. Ciinkii bilgisayara
yiiklendiginde sifir olan katsayilarin sayisinin fazla olmasi islemleri etkilemeyecektir.
Iterasyon metotlar1 i¢in programlama ve bilgi birikimi direk metotlarin kullanimina gore
cok daha basittir. Diger bir avantaji, lineer olmayan denklem sistemlerinin ¢ozlimiinde
de kullanilabilmesidir. Iterasyon metotlar1 bazi hizlandirma parametreleri
kullanildiginda ¢ok daha iyi sonu¢ verir. Bu hizlandirma parametrelerinin degeri tam
olarak hesaplanabilir veya yaklasik bir deger alinabilir. Uygun hizlandirma
parametreleri ve 1yi taniml bir katsayilar matrisi kullanildiginda iterasyon metodu ¢ok
hizli bir sekilde yakinsar. Aksi halde iterasyonun yakinsakligi yavaglar ve aritmetik
islem hacmi artar.

4.2. Lineer Denklemlerin Coziimiinde Sistematik iterasyon Metotlari

Denklem sistemini iterasyon metodu ile ¢ézmek i¢in ¢6ziim islemini kisaca su

sekilde aciklayabiliriz. Coziimde birinci yaklasim degerinin ikinci yaklasimda, ikinci

yaklagimin tgiincii yaklasimda ve bu sekilde devam edilerek n. yaklasimin elde



edilmesidir. Iterasyon sayis1 arttikca tam ¢oziim ile ardisik yaklasim degeri arasindaki
fark sifira yaklasacaktir. Yani iterasyon sayist artirildikca bulunan yaklasik ¢6ziim
yakinsayacaktir.

Genelde tam ¢o6ziim degeri sonlu sayida adimla elde edilemez. Bunun i¢in biz
denklem sistemlerinin ¢oziimiinde iterasyon metotlarini kullaniyoruz. Buradaki en
onemli nokta; iterasyon metodunun dogru ve hizli bir sekilde ¢6ziime yakinsamasidir.

Eliptik sinir deger problemlerine yaklagimda fark denklemlerinin ¢6ziimii hizl
ve genis bir bilgisayar kapasitesi gerektirir. Bu durumda bu tiir problemlerde iterasyon
metotlar1 direk metotlardan ¢ok daha fazla kullanighdir.

Basit olmasi i¢in dort bilinmeyenli dort denklem ele alalim ve ¢6ziim igin bu
sisteme 1yi bilinen iterasyon metotlarini uygulayalim.

a, x, +a,x, +a;x; +a,x, = b,

Ay X, + @y X, + Ay Xy + Ay x, =,

(4.1)
Ay X, + A3y X, + Ay X5 + a3x, = by
Ay Xy + Ay X, + X +a,,x, = b,
Burada a,#0 |, (i = 1,2,3,4) dir. Bu denklemleri;
1
X = _(bl TApXy T Xy T dyXy )
a,
1
X, = a_(bz Ty X Ty Xy — a24x4)
- (4.2)
1
X3 = _(b3 T3 X T Ay Xy — Ay Xy )
Qy3
1
Xy = _(b4 Ay Xy X, — a43x3)
Ay
seklinde de yazabiliriz.
4.2.1. Jacobi Metodu
x, ye birinci yaklagimi xi(l) , ikinci yaklagimi xi(z) , ... seklinde gosterelim. Ve

bunlardan 7 tanesinin hesaplanmis oldugunu farz edelim. Ornegin i =1,2,3,4 icin xl.(")
bilinsin. Jacobi iterasyon metodu sadece n. inci degerine bagli olarak (n+1).inci

iterasyon degerini hesaplar. Simdi daha 6nce verilen dort denklemi Jacobi metoduna

gore diizenleyelim. O halde



n+ 1
g ) _a_(bz a2]xl( ) A3 X3 Ay Xy )
122 4.3)
x§n+l) = _(bs a31x1( ) a32x§n) - a34xz(tn))

olarak yazilir. Boylece bu metodu m tane denklem icin genel olarak yazarsak

i—1 m
xf"m :L{bi —Zayxﬁn) - Z a[jxﬁ.")} , i=L2,....m
aii

j=l j=itl
elde edilir.
4.2.2. Gauss-Seidel Metodu

Jacobi metodunun biraz daha hizlandirilmis seklidir. Jacobi metodunda (n + 1).
iterasyon degerini bir dnceki iterasyondan elde edilen sonuglari yani (n).iterasyon

degerlerini kullanarak hesapliyoruz. Ancak Gauss-Seidel metodunda (n +1). iterasyon

degerleri elde edilir edilmez kullanilirlar. Yani hesaplanan deger ayni iterasyon iginde
bir sonraki denklemde hemen yerine yazilir ve hesaplamaya dahil edilir. (4.2)

denklemlerine uygun iterasyon denklemleri

n+ 1 n n n
x1( ) =_(b1 —anxg ) _a13x§ ) —a14x£ ))

a,
n+ 1 n+ n n
X :a_(b2 —ayx{" — ) —ay,x, ))
122 (4.4)
x§n+l) _ —(b3 _ a31x1(n+1) . a32x§n+l) _ 6134X£n))
33
. 1 et nt n+
xi )= _(b4 _a41x1( V- a42x£ ) _a43x§ 1))
Ay

olarak yazilir. m tane denklem i¢in genel sekli

g

i—1
=1 Jj=i+l

xi(nJrl) — L{b, _
a.. i

i J

a.,x(”+1)—2ayx5")} , i=1,2,...,m dir.



4.2.3. Ardisik Yaklasim Metodu (SOR)
Ardisik yaklasim metodunu kullanabilmek i¢in ilk 6nce Gauss-Seidel iterasyon

denklemlerini asagidaki sekilde yeniden diizenleyelim.

x1(n+]) = x1(n) + _(bl _anxl(n) - a12xgn) - a13x§n) _a14x4(tn) )}
n+ n 1 n+ n n n
xg )= x; '+ _(bz - a21x1( ) _azzxg ) _a23x§ - az4xz(1 ))}
4.5)
n+ n 1 n+ n+ n n
xg )= x; )+ _(b3 _a31x1( V- a32x£ ) _a33x§ - a34xz(1 ))}

n+l n+l n+l n
b4 - a41x1( ) _a42x§ ) - a43x§ )~ a44xz(t ))}

Bu denklemlerden de acikca goriildiigii gibi koseli parantez igindeki ifadeler

Gauss-Seidel iterasyon metodundan bulunan x,.(") (i =1,2, 3,4) degerleri i¢in birer

‘degisim’ veya ‘diizeltme’ dir. (Ayrica birgok kaynakta ‘yerine koyma’ olarak
adlandirilirlar.)

Eliptik problemlere fark denklemleri ile yaklasimda bu ardisik diizeltme
terimlerinin hepsi aym isaretlidir. Bu durumda (4.5) denklemlerindeki diizeltme
terimlerinden daha uzun diizeltme terimleri verildiginde iterasyonu hizlandirmak daha
uygun olacaktir. Bu diisiinceyle SOR iterasyon denklemlert;

xl("”) = xl(") + aﬁ {b1 — allxl(") — anxg") - anxg") - a14x§")}

11

(4.6)

X4 aX T Xy T Xy Ty Xy

(n+1) ( ) +— {b4 —a (n+1) (n+1) (n+1) (n) }

Ay
olarak yazilirlar.

Hizlandirma parametresi veya genisleme faktorii olarak adlandirilan @
genellikle 1<w <2 araliginda almir. Eger @ =1 ise (4.6) denklemleri Gauss-Seidel
iterasyon denklemleridir.

SOR iterasyon denklemlerini m tane denklem igin genellestirirsek

i—1 m
n+l n+1 n .
x,~( )_ { E]a’/xﬁ z Uxﬁ)} , i=L2,...,m
j=

aii J=i+l

olarak yazilir. Bu denklemleri



i—1 m
Xl zaﬂ{b[ —Zayxﬁ.’”l) - al.jxﬁ")}—(a)—l)xf")

i Jj=1 j=itl

x(n+l)

" = w{gauss —seidel iterasyon denklemleri}—(w—1) x,.(")
seklinde de yazabiliriz.
4.3. Sistematik iterasyon Metotlarinin Matris Formu
Bunun i¢in tekrar dort bilinmeyenli dort denklem ele alalim.
4%, + Xy + a3 X + 4y X, = by
Ay X; + Ay Xy + Ay Xy + Ay, X, = b, 4.1)
Ay X, + Ay Xy + A3 X + g, X, = by

Ay X, +a,X, +a,x, +a,x, =b,

Bu denklemlerin matris formu

<
<
S}
Ry
w
<
N
=
o

)
D
)
S
)
b
Q
R
=
[SS]
S

a, a, a,; a,l||x,

seklinde veya daha kisa olarak Ax =b seklinde yazilabilir.
A matrisiyle daha kolay islem yapmak amaciyla; 4 matrisini, asil kdsegen
elemanlari, ist iicgensel elemanlar1 ve alt {icgensel elemanlarinin toplami seklinde

yazalim. Yani;

a, a, 43 4y
a a a a
2 21 23 oy
D = 5 —L = , —U =
% a3 A4y as,
M gy Ay

A=D-L-U seklinde yazalim. O halde Ax =5 matris formu;

sz(L+U)x+b 4.7)
seklinde yazilabilir.
Bdylece matris formunu kullanarak Jacobi iterasyon denklemlerini yeniden
D" =(L+U)x" +b (4.8)
X =p N (L+U)x" + Db (4.9)

seklinde yazariz. Burada D' (L+U ) matrisi Jacobi nokta iterasyon matrisi olarak

adlandirilir. ‘Nokta’ kelimesi; belirli ag noktalar1 {izerinde bir diferansiyel denkleme



cebirsel denklemlerle yaklasim yapildig1 anlamia gelir. Iterasyon metodu sadece bir ag
noktasindaki sonraki iterasyon degerini diger ag noktalarindaki bilinen iterasyon
degerleri cinsinden yazmaktir.

Gauss-Seidel iterasyon denklemlerini de ayni sekilde matris formunda yazmak

istersek
Dx"Y = L) L o 4 p (4.10)
(D-L)x"Y =ux" +b
A =(D-L) ' Ux" +(D-L) b (4.11)
seklinde yazabiliriz. Burada (D — L)_1 U matrisi Gauss-Seidel nokta matrisi olarak

adlandirilir.
Benzer sekilde ardisik yaklasim metodu i¢in nokta matrisini olugturalim. Bunun

icin, yaklagimin diizeltme vektoriinii

seklinde alalim. Ayrica Gauss-Seidel iterasyon metodunda diizeltme vektorii dl(”) olarak
tanimlansin. Bu takdirde (4.10) denkleminden
Dd" = D(x" =x") = Dx" - DX = ")+ x4 h-Dx" (4.12)

elde edilir.

Gauss-Seidel ve SOR metotlarinin 6zelliklerinden dolay1

d" = wd".
Burada dl(") in yerine (4.12) ifadesindeki degeri yazilirsa;
) _ ) i)
X" X = oD (Lx("“) +Ux™ +b— Dx\" )
bulunur. Bu ifade diizenlenirse
(I-0D'L)x"" ={(1-0)1+oD 'U}x" +oD™'b
A =(1-wD L) {(1-) 1+ oD U} x" +(1-@D'L) @D

elde edilir. Burada (I — a)D"lL)_l {(1 — a))I +wD™'U } matrisi SOR nokta matrisi olarak

adlandirilir.



4.4. iterasyon Metotlarin Yakinsamasi i¢in Gerek Ve Yeter Sart
Bu c¢alismada ele alinan iterasyon metotlarinin her biri
X" =G 4 ¢ (4.4.1)
seklinde yazilabilir. Burada G iterasyon matrisi, ¢ ise bilinen degerlerin bir siitun
vektoridiir. Bu denklem yeniden diizenlenerek orijinal denklemlere uyarlanirsa;
x=Gx+c (4.4.2)

formuna gelir. m tane lineer denklemden olusan Ax =5 sisteminin ¢dziimii, x = Gx +c¢

denkleminin de ¢oziimiidiir. x tam ¢6ziim degeri olmak lizere n. yaklasimdaki e

hatasi
e = x—x™" (4.4.3)

olmak iizere, (n+1). yaklagim i¢in

" = Gel (4.4.4)
esitligi (4.4.2) denkleminden (4.4.1) denklemini ¢ikarilarak bulunur. Boylece
" =G =GP =.. =G (4.4.5)
elde edilir. Eger n sonsuza giderken;
et =0

- 1 n . - . v e - .
Saglanlrsa, X L, X T, X ardlSIk ltel‘asyon degerlerl X tam ¢cozum degerlne

yakinsayacaktir. Bunun i¢in x' (0)

ve dolayisiyla e’ keyfi oldugundan, iterasyonun

yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul

IimG" =0

n—»00
olmasidir.

Farz edelim ki G matrisinin  m lineer bagimsiz 6z vektorleri

V., (s=12,...,m) olsun. Bu 6z vektdrler bizim m -boyutlu uzaymmzmn bir tabam

N

olarak kullanilirlar.

Keyfi hata vektorii & m bileseniyle, 6z vektorlerin lineer kombinasyonu

olarak tek sekilde belirtilebilir. Yani

m

eV = ZCSVS , (¢, > sbt) (4.4.6)
s=1

seklinde yazilabilir. Buradan



' =Ge" = cGV, (4.4.7)
s=1

elde edilir.

V. ye karsilik gelen 6z degerleri A, olarak alirsak, 6z deger tanimmdan
GV. =AYV, (4.4.8)

seklinde yazilir. Bulunan (4.4.8) ifadesini (4.4.7) denkleminde yerine yazarsak
eV = ZCSXSVS
s=1
elde edilir. Benzer olarak

e = icsﬂ: V.
s=1

bulunur. Boylece e keyfi bir deger olmak tizere

lime" =0

n—>x0

olmasi ancak ve ancak Vs icin

A,

<1 olmastyla saglanir. Baska bir deyisle , p(G) ,

G nin spektral yarigcapr olmak tizere;

p(G)<1 (p(G)zmag|/1i|j

1

sart1 iterasyonun yakinsaklik sartidir.

Bunun dogal sonucu olarak yakinsaklik igin yeter kosul |G||<1 olmasidir. Oyle

ki
GV, =4V,

idi. Boylece

[ovill= -,
dir. Ayrica bu ifade

levil<lal]-|7.
seklinde yazilabilir. O halde

A wI<lel,

\Al<|G| . os=1....m



bulunur. Buradan ||G|| <1 kosulunun, yakinsaklik i¢in yeter kosul oldugu ispatlanmis

olur. Bu gerekli kosul degildir. Ciinkii p(G)<1 oldugunda |G| <1 olmak zorunda
degildir.
Bir o6rnek olarak Jacobi iterasyon matrisini ele alalim. Ax =5 denklem
sisteminin i. denklemi;
a,x,+a,x,+...+a,x,+...+a,x =b.

Jacobi iterasyonu i¢in D' (L +U ) matrisinin i. satir1

4 G
il aii
olarak yazilir. Burada i. satirin mutlak degerleri toplami, iterasyon matrisindeki en
biiylik satir toplami olsun. Jacobi iterasyonunun yakinsamasi i¢in yeter kosulu

uygularsak

[ (L+v)<1 (| (2 +U)], = max|k]

o 1<i<m

olmalidir. Yani

| l| | ] | ‘ --7‘ ‘ | ] |
1 2 Ji—1 m
LN S i bt +0+ 4+ ...+
|aii| |al~l~| |al~i| |aﬁ| |aﬁ|

i,i+1

|| +|a |+ +|a |+ 0+ |a, |+ +]a,, | <ay]

kosulu saglandiginda Jacobi iterasyonu yakinsayacaktir. Bu da gosterir ki; eger A
katsayilar matrisi; kosegen dominant matris veya 3-bandli dominant matris ise Ax =b
denklemlerine uygulanan Jacobi iterasyonu daima yakinsayacaktir.

4.5. iterasyon Metotlarinda Yakinsakhg Hizlandirmak i¢in Metotlar

G matrisinin m tane 6zdegeri A,,4,,4,,...,4, olsun. |ﬂ.1| >|/12| >... >|/1m| olmak
lizere asagidaki iki metotta yalmz A, reel oldugunda biitiin iterasyon metotlarina
uygulanabilir. Bu metotlar A, degerine sayisal yaklasim yaparak iterasyon metotlarinin
hizlandirilmasi esasina dayanir. Bu yiizden de A, in kompleks bir say1 olmamas: gerekir.

Iterasyon metotlar1 uygulanirken herhangi bir iterasyonda islemin kesilerek elde edilen
iterasyon degerlerinin Lyusternik ve Aitken metotlarinin formiillerinde yerine yazilmasi

ile sayisal sonug elde edilir.



4.5.1. Lyusternik Metodu:

A, reel olmak iizere ¢ = 2. denkleminden
" = e 4 51 4.5.1)
seklinde yazabiliriz. Burada 5" in bilesenleri kiigiik ve |/L| <1 dir. Ayrica; x tam

¢Oziimii ile ¢” arasindaki bagmtinin tanimidan

x=x" 4" (4.5.2)
x= x(n+l) + e(n-H)
x=x"" 4 26" + 5" (4.5.3)

elde edilir. (4.5.2)ve (4.5.3) ifadelerinden " i yok edersek
gl s
1-4, 1-4

, (1-2)) ile karsilagtirinca kiigiik ise, ¢oziime iyi bir

(4.5.4)

XxX=

olarak yazilir. Eger Hc?(")

yaklagimi

veya
IUNTIE: (4.5.5)

seklinde elde ederiz.
Son denklemden de goriilecegi gibi ardisik yaklasimlar arasindaki kiiglik

farkliliklar tam ¢oziime yakin bir degerin elde edilmesi i¢in yeterli olmayabilir.

=¢ve 4,=099 olsun.

i

W 1
Ornegin max‘x(“)—xi(”)
i

max‘xf"”) - xl.(")‘
O halde —! =100¢ olacaktir. x™ , x™

1

in i. bilesenidir. iterasyonun

herhangi bir bileseninde maksimum & hatali bir ¢6ziim elde etmek istiyorsak

max

1

1 - x| = 0.012

oluncaya kadar iterasyona devam edilmelidir.



Bu metodun kullanilmasinda karsimiza asagidaki sorun ¢ikabilir. Soyle ki bir¢ok

problem icin A4, in degeri analitik olarak bilinmeyebilir. Bu durumda A, i¢in yaklasik

bir deger alinabilir. Yaklasik bir deger bulmanin yollarindan biri asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

Yeteri kadar biiyiik n i¢in yaklagimin hatasi e = 216(”71) olarak bulunmustu. Boylece

) e = (e =)
(x—x("“))—(x x™ ) =4 {(x— x("))—(x—x("_l) )}
) 0 = 4 () 500
d" = 3d"" (4.5.6)
elde edilir. Buradan
Hd(") — |ﬂ1| 4"
‘d(")
|ﬂ1| —P= ‘ d(nfl)
bulunur. Burada ¢ in normu
Hd(") = max ‘xl.("“) X", i=1,...,m
Hd(") = ‘xl("“) — x4 ) - x( +...+‘xfn"+l) —x"

o= {1 ) }4

seklinde tanimlanir. Ayrica (4.5.6) denkleminden de goriiliiyor ki A, pozitif oldugunda

ardisik diizeltmeler aym isaretli olacaktir. Gauss-Seidel metodunu diizenleyip SOR
metodunun elde edilisine ge¢ilirken ardisik diizeltmelerin ayni isaretli olacagi kabuliinii
yapmistik. Boylece (4.5.6) denkleminden bu kabuliin her zaman gegerli oldugunu da
ispatlamis oluruz.

4.5.2. Aitken Metodu:

Bu metodun kullanilmasinda, yaklasik ¢oziim elde edilirken A, agik olarak

kullanilmamaktadir. Bu ytlizden yaklasim formiilii 4, den bagimsiz olmalidir. Simdi 4, i



yok ederek yaklasim formiiliinii elde edelim. Iterasyon isleminde n. adimda olusan hata

e = 2" olmak iizere,

x—x" =1 {x—x("fl)} 4.5.7)
oldugunu biliyoruz. Benzer sekilde (n+1). adimdaki hata e"*") = A" oldugundan
—xtm =1 {x—x(")}. (4.5.8)

Simdi (4.5.7) ve (4.5.8) ifadelerinin i. bilesenlerini alalim ve bunlar arasinda 4, i yok

edelim. Boylece

() (n-1)
X —X. X. — X
TR (4.5.9)
X.—)Ci xl.—x.

1 1

yaklasim formiilii bulunur. Burada x; yi ¢ekersek

x§n+1)x(n-l) B (xi(n) )2

(n+1) _ (m\?
5 = (ﬂ:ﬂmt'ﬁf (f}vl (4.5.10)
X o) g i x4 )

elde edilir. Elde edilen bu ifade Aitken yaklasimi olarak adlandirilir. Hesaplanmasi
istenen degeri li¢c ayr1 iterasyon degerini kullanarak yaklasim yapar. Ancak Lyusternik

metodu gibi 4, degerine bagl olmasina ragmen yaklasim agik olarak A, degerinin
yaklasik degerini kullanmaz. Yani bu metodun kullanilisinda A degerinin reel oldugunu

bilmek yeterlidir, yaklasik degerinin hesaplanmasi gerekmez.



5. BULGULAR VE TARTISMA
5.1. iki Boyutlu Eliptik Denklemlerin Sayisal Coziimleri

Eliptik tiirden diferansiyel denklemlere sonlu fark metodunu uygularken ilk 6nce
¢oziim alanimiz1 kiiciik ag araliklarina bdleriz. Eliptik tiirden denklemler zamandan
bagimsiz olduklarindan ve iki boyutta calistigimizdan ¢6ziim diizlemi XY diizlemi
olacaktir. Coziim bolgesi Ox ekseni iizerinde x=0 ve x=/dogrular ile sinirhdir.

Denklemin verilen sinir kosullarina bagli olarak Oy ekseni iizerinde sinirlama
yapilabilir. Ag bolgesini Ox eksenine paralel ox artimiyla olusan dogrular ailesi ve Oy
eksenine paralel Oy artimiyla olusan dogrular ailesi olusturur. (Sekil 5.1.1) Kismi
diferansiyel denklemin ¢oziimii bu paralel dogrularin kesisim noktalart olan

R,F,,R;,..., B ... 0rgii noktalarinda bulunur. Céziim bélgesi igerisindeki 7 tane

orgii noktasinda, bilinen sinir degerlerini de iceren n tane cebirsel denklem elde edilir.
Bu denklem sisteminin c¢esitli metotlarla sayisal ¢oziimii yapilarak diferansiyel

denklemin ¢oziimiine yaklasim yapilir.

A

y

< (j+1) . Zaman sirasi
(bilinmeyen sicaklik degerleri)
j .inci zaman sirast

(bilinen sicaklik degerleri)

Bilinen sinir degerleri
Bilinen sinir degerleri

v
=

—
~
-
(=]
N—"

Bilinen siir degerleri

Sekil 5.1.1; Sonlu-Fark Izgara Sistemi

5.2. Dikdortgensel Bolgede Kararh Is1 Denklemi

Uzun dikdortgensel metal bir alan diistinelim. Asagidaki sekilde gosterildigi gibi
iki uzun kenar1 ve uzak kenardaki sicaklik degeri 0° ve alt kenar sicaklik degeri 100°
olsun. Alanin genisligi ve yiiksekligi 10 cm olsun. Bu alan igerisinde kararli 1s1

dagilimini bulmaya ¢alisacagiz.



A
T=0
T=0 T=0
10 cm
7 =100°

Sekil 5.2.1; Smir Kosulari

( eger verilen 1silarin yerine potansiyel degerlerini alirsak, bu problem matematiksel
olarak 0 <x <10 , y >0 bolgesinde elektrostatik potansiyel problemi ile aynidir. )

Isty1 T ile gosterelim. Icinde hig 151 kaynagi olmayan bu alandaki 1s1 denklemi

Laplace denklemini saglar. Boylece 1s1 denklemini
VT =0
veya
27T+27T ~0 5.1)

seklinde yazabiliriz.

Alanimizin sinir degerleri dikdortgensel oldugundan dolay1 V* yi dikdértgensel
koordinatlarda yazdik. Ayrica 2-boyutlu ¢alistigimizdan dolay1 z yi ihmal ettik.
5.3. Laplace Denkleminin Analitik Coziimii

(5.1) denklemini analitik olarak ¢dzmek icin asagidaki formda bir ¢oziim
arastiracagiz.

T(x,y):X(x)'Y(y) (5.2)

Burada tanim olarak X yalnizca x degiskeninin bir fonksiyonu ve Y yalnizca

y degiskeninin bir fonksiyonudur. Ilk &nce (5.2) formunun bir ¢dziim teskil edecegini

gosterelim. Daha sonra istedigimiz bir ¢dzlimle bunu birlestirebiliriz. Clinki (5.1)

denkleminin ¢oziimlerinin lineer kombinasyonu yine (5.1) denkleminin bir ¢éziimidiir.

Simdi (5.2) formundan gerekli tiirevleri alip (5.1) denkleminde yerine yazalim.



2 2
6X+X6Y

Y -
o’ oy’

0 (5.3)

(5.3) denklemi uygun bir sekilde diizenlenirse biz X ve Y nin yapisindan

dolay1 asagidaki adi diferansiyel denklemi elde ederiz.

2 2
Lax 1y s
X y
elde edilir. Burada &£ > 0 olmak tizere
2 2
LI S 5 G
X dx Y dy
veya
X"+k*X =0
{Y”—sz:O -2

yazilabilir. k* sabiti ayirma sabiti olarak adlandirilir. (5.5) sistemindeki denklemlerin
¢Oziimii sirasiyla
{sinkx
X =

cos kx
(5.6)

dir. Boylece (5.2) formundaki (5.1) denkleminin ¢oziimleri

e sin kx
—ky . Jox

r=xy=4¢ " (5.7)
e” coskx

e™ cos kx
olarak bulunur. Bu dort temel ¢oziimiin higbiri sinir sartlarini icermez. Simdi diizgiin
secilmis bir k£ degeriyle (5.7) c¢oziimlerinin bir kombinasyonunu alalim ve bu
kombinasyon sinir sartlarini saglasin.
[k 6nce cos kx igeren terimleri atalim. Ciinkii x =0 iken 7 =0 olmalidir. Diger

sinir kosulu y =10 igin 7 =0 idi. Bu smir sartinin saglanmasi icin ae ™™ +be” lineer

kombinasyonunun y =10 i¢in sifir olmasi gereklidir. Bunu saglamanin en kolay yolu a

ve b sabitlerini a=%e'°k ve b=—%e‘1°k seklinde almaktir. Bu sayede y =10 igin



T=e"-¢"=0 elde edilir. Buradan B sabit olmak {izere

T = Bsinkx (% e 10 % e F10y )j bulunur. Simdi diger sinir sartin1 kullanirsak;

nrw

sin(lOk)zo = 10k=nr = k:E , n=12,...
bulunur. & nin degeri yerine yazilirsa
. (nax [ 1 oy 1 -TE(10-y)
T(x,y)=Bsin| — || —e!® ——e 10 5.8
(x,) ( 10 j(z 5 J (5.8)

bulunur. Son sinir sart1 kullanilarak, sinir sartini saglayan lineer kombinasyonu bulalim.
Bu kombinasyondaki her bir ¢6ziim, nin farkli bir degerine karsilik geleceginden

¢Oziimii her n i¢in 7 nin bir sonsuz serisi olarak asagidaki gibi yazabiliriz.

Z . (nzx [ 1 oy 1 -TE(10-y)
T(x,y)=) B — || =e' ——e 10 : 5.9
(e3)=2, ,,sm[ 0 j{ze Se J (5.9)
Simdi y=0 iken 7 =100 olacagindan bu sart1 denklem (5.9) da yerine yazarsak
> 1 1 nx
T(x,0)=)> B y—e" ——e " tsin| —— |=100 5.10
(x);"{ze 26} (10] (10
olacaktir. (5.10) ifadesini daha kisa sekilde
T(x,o)=2bnsin(”l—”(')x]=100 (5.11)
n=1

seklinde yazabiliriz. Burada b, =B, {% e —%e"””} dir. (5.11) ifadesi /=10 ve

f (x)leO icin Fourier Siniis serisidir. $imdi bu serideki b, katsayilarim

hesaplayalim.

400 ntek ise
b =1nr (5.12)
0 , ngift ise

seklinde bulunur. Buradan



400
B =< nxsinhnx
0 , ngift

, ntek

olarak elde edilir. Sonug olarak 1s1 dagilim fonksiyonu

T(xy)= Z&smh{%(m—y)}sm(%j (5.12)

— nrsinhnr

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun verilen bdlgedeki sayisal ¢oziimii asagidaki tabloda

verilmistir.
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1.094 2.077 2.851 3.344 3.513
2.302 4.366 5.987 7.017 7.370
3.755 7.108 9.725 11.378 11.942
5.623 10.0604 14.444 16.841 17.653
8.159 15.275 20.634 23.9006 25.000
11.802 21.776 28.950 33.159 34.535
17.452 31.220 40.275 45,228 46.790
27.395 45.634 55.685 60.604 62.079
48.906 68.226 75.942 79.232 80.169
100.000 100.000 100.000 100.000 100.000

Tablo 1; Analitik Coziim

5.4. Laplace Denkleminin iterasyon Metotlariyla Sayisal Coziimii
Iki boyutlu Laplace denklemi
‘2275#227?:0. (5.4.1)
Bu denkleme uygun sinir kosullar1 asagidaki sekilde verilmisti.
T (x, O) =100
T(0,y)=T(10,y)=0 (5.4.2)
T (x, 10) =0
(5.4.2) uygun sinir sarth (5.4.1) denklemi i¢in en basit sonlu fark yaklagimi bes nokta
yaklagimidir. Bu yaklagim asagidaki sekilde uygulanir.
Loy =2t 2+

(Ax) (a)

i,j+1




Burada M ve N sayilarn sirasiyla ¢oziim bolgesi igerisindeki x vey eksenleri
dogrultusundaki diiglim noktasi sayilar1 ve i=0,1,2,...,M, j=0,1,2,...,N olmak
lizere x=i-Ax ve y=j-Ay dir. Verilen sinir kosullarindan dolay1 ¢6ziim bolgemiz
0<x<10 , 0<y<10 dikdortgensel bolgesidir. Buna gére Ax=Ay=1 karesel ag

bolgesini alalim. Simetriden dolay1 sadece 50 diigiim noktas1 olacaktir. Boylece (5.4.1)
denklemi i¢in

1
b=t o ot ) (5.4.3)

i,j 4 i+l,j i-1,j
seklinde elde edilir. Sinir sartlart ise 7, =100, 7, , =¢,,=0, ¢, =0 seklinde alinr.

Bes nokta yaklagimini grafik olarak asagidaki sekilde verebiliriz.

Y
A
| O Bilinmeyen degerler
j+l1 hd
j O O O
Jj-1 O

v
=

i—1 i i+1

Sekil 5.4.1. Eliptik Denklemler Icin Bes Nokta Metodu Hesap Molekiilii

(5.4.3) denkleminde bagimli degiskenlerin tamami bilinmeyen olup, bu bes
bilinmeyen (Sekil 5.4.1) denklemin her diigiim noktasinda yazilmasi ile elde edilecek
denklem sisteminin ¢oziimiini gerektirir. Siirlardaki diigiim noktalarinda denklemin
yazilmasi ile smir sartlar1 bilinen degerler olarak denklem sistemine dahil olur. Bu
sekilde elde edilen (5.4.3) denklem sistemi dokuz bilinmeyen ve dokuz denklemden
olusur. Bu denklem sisteminin bilgisayar ortaminda ¢oziilmesiyle elde edilen sonuclar
iterasyon metotlarinda keyfi baslangi¢ degeri olarak alinmustir.

Kararli 1s1 dagilimindan elde edilen kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde

iterasyon metotlar1 daima kararl ve tutarlidir. Yerel kestirme hatasi sifira gideceginden



iterasyon metodu tutarhidir. Ayrica iterasyon matrisi 3-bandli kosegen matris
oldugundan iterasyon metodu kararli olacaktir. Yakinsaklik kriterini

T(n+1) —

£ < g (5.4.4)

i,j i,

seklinde belirleriz. Bu ¢alismada biitiin sayisal metotlar i¢in yakinsaklik kriteri & =107
olarak alinmistir.
5.4.1. Jacobi Metodu ile Sayisal Coziim

(5.4.3) sonlu fark ifadesine Jacobi metodunu uygularsak bu iterasyonun

denklemlerini

n+ 1 n n n "
0" = 4 {tt’(ﬂ),j w1l i, ),

} . i=12,....9 j=12,..9 (5.4.5)

seklinde elde ederiz. Bilinen degerler yani sinir kosullar1 yerine konularak bilinmeyen
terimler elde edilir. (5.4.4) denklemi verilen simir kosullari ile bilgisayar ortaminda

coziildiigiinde asagidaki tablo degerleri elde edilir.

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1.107 2.099 2.877 3.371 3.540
2.330 4.412 6.038 7.067 7.418
3.802 7.180 9.797 11.441 12.000
5.699 10.707 14.530 16.900 17.699
8.288 15.419 20.718 23.928 24.998
12.034 21.964 28.995 33.097 34.438
17.883 31.409 40.200 45.028 46.558
28.091 45.587 55.370 60.258 61.739
48.892 67.479 75.436 78.894 79.881
100.000 100.000 100.000 100.000 100.000
[terasyon say1s1=196

Tablo 2; Jacobi Metodu sonuglari

5.4.2. Gauss-Seidel Metodu ile Sayisal Coziim

Bu metoda gore bulunan degerler hemen yerine yazilir. Jacobi metodunda yeni
iterasyonun degerlerini bir Onceki iterasyon degerlerini kullanarak hesapliyorduk.
Gauss-Seidel metodunda ise hesaplanan deger aymi iterasyon i¢inde de kullanilir.
Boylece yakinsamanin daha hizli olmasi saglanir.

(5.4.3) denklemlerinin Gauss-Seidel metodu ile sayisal ¢oziimii Tablo 3 de

verilmistir.



0.000
1.107
2.330
3.802
5.700
8.288
12.034
17.883
28.091
48.892
100.000

SN O

7

.000
.099
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15.
21.
31.
45.
67.
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708
420
965
409
587
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o N O
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28.
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.201
.370
.436
.000
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16.
23.
33.
45.

60

78.

100

.000
.371
.068
.442
900
929
098
029
.258
894
.000

12.

17
24
34

46.

61

79.

100

.000
.540
.419
001
.700
.999
.438
559
.739
882
.000

iterasyon say1s1=104

Tablo 3; Gauss-Seidel metodundan elde edilen sonuglar

5.4.3. Ardisik Yaklasim Metodu ile Sayisal Coziim

(5.4.3) denklemine uygun ardisik yaklagim metodu ifadesi

(n+l) __ w
1 =—

seklinde yazilir. Burada hizlandirma parametresi @ =1.064 olarak alinmis ve sonuglar

Tablo 4 de verilmistir.

2 { gauss — seidel iterasyon denklemleri } - (a) - 1) ti(”;)

w=1.064
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1.107 2.099 2.877 3.371 3.540
2.331 4.412 6.039 7.068 7.419
3.803 7.180 9.798 11.442 12.001
5.700 10.708 14.531 16.901 17.700
8.288 15.420 20.719 23.929 24.999
12.034 21.965 28.996 33.098 34.439
17.883 31.409 40.201 45.029 46.559
28.091 45.587 55.370 60.258 61.739
48.892 67.479 75.436 78.894 79.882
100.000 100.000 100.000 100.000 100.000
Iterasyon say1s1=92

Tablo 4; Ardisik Yaklasim Metodundan Elde Edilen Sonuglar




5.4.4. iterasyon Metotlarinin Sonug¢larimin Karsilastirilmasi

120 +
100 - A

80 -

n . .
—— jacobi

60 | " —8— gauss-seidel

sor

1s1 degerleri

40 - ys
w
20 - n
”n n
0 74"‘ T " T ,‘ T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ag araligi

Sekil 5.4.2; Jacobi, Gauss-Seidel ve SOR metotlarinin sonuglarinin grafikle
karsilastirilmasi
Sekil 5.4.2 den de goriildiigii gibi bu iic metodun sonuglar1 birbirleriyle
oldukca tutarlidir. Iterasyon metotlar1 arasindaki tek fark yakinsama hizidir. Ayni
yakinsaklik kriteri ile yapilan hesaplamalarda yakinsak sonuglar1 Jacobi metodu ile 196.
iterasyonda, Gauss-Seidel metodu ile 104. iterasyonda ve SOR metodu ile 92.
iterasyonda elde ettik. Yani bu ii¢ iterasyon metodu arasinda en hizli olan metot SOR

metodudur ve yakinsak bir sonug elde etmek i¢in en az 92 iterasyona ihtiyag vardir.

5.5. Laplace Denkleminin Hizlandirma Metotlariyla Sayisal Coziimii
5.5.1. Lyusternik Metodu Ile Sayisal Céziim

Elde edilen c¢oziimiin duyarliligmmi artirmak i¢in Lyusternik metodunu

uygulayalim.
t,-(n-H) _t[(n_)
L, =t" +=— (5.5.1)
B s 1_ ﬂ‘l
ifadesinden Lyusternik metodu yaklasik ¢oziimleri bulunur. Burada
H d(n)

=

o (5.5.2)

A=

o0



_ (n+l) _ (n)
- ti,f ti,j

ifadesinden A in yaklagik degeri hesaplanir. (5.5.2) ifadesindeki d", q"

seklinde ifade edildigini biliyoruz. Dolayisiyla iterasyon matrisi {izerinde

calistigimizdan d ) in 1-normu, matris normlari tanimimdan

(n+1) (n)
6 -1

Hd(") =lr£112<1§i (5.5.3)
T =l

o0

ifadesinden elde edilir.

Lyusternik metodunun yakinsak sonug¢ vermesi i¢in # iterasyon sayisinin yeteri
kadar biiylik se¢ilmesi gerekir. Bu amacla (5.5.2) ve (5.5.3) denklemlerinden gercege
yakin sonuclar elde edilecek ve Lyusternik metodunun sonuglar1 yakinsayacaktir. n
iterasyon sayisinin yeteri kadar biiyiik degeri uygulanacagi iterasyon metoduna baghidir.
Ornegin Jacobi metodu Gauss-Seidel metoduna gore, Gauss-Seidel metodu da SOR
metoduna gore daha yavas oldugundan Jacobi’nin 50. iterasyon degerlerlerini, Gauss-
Seidel’in 25. iterasyon degerlerini ve SOR metodunun 20. iterasyon degerlerini alarak
Lyusternik metodunu kullanalim. Bu iterasyon sayilarina gore elde edilen sonuglar

sirastyla Tablo 5.1, Tablo 5.2, Tablo 5.3 de verilmistir.

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

1.098 2.078 2.854 3.337 3.511

2.313 4.386 5.992 7.025 7.360

3.790 7.147 9.766 11.387 11.961

5.690 10.700 14.504 16.888 17.664

8.296 15.422 20.740 23.931 25.025
12.047 22.001 29.028 33.157 34.476
17.909 31.446 40.267 45.087 46.640
28.110 45.632 55.420 60.330 61.799
48.906 67.501 75.473 78.929 79.927
100.000 100.000 100.000 100.000 100.000
Iterasyon sayi1s1=50

Tablo 5.1;Jacobi Metodunun 50. iterasyon Degerleri Kullanilarak Elde Edilen
Lyusternik Metodu Sonuglar1



0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

1.094 2.077 2.850 3.343 3.514

2.305 4.369 5.987 7.014 7.370

3.770 7.125 9.732 11.374 11.938

5.668 10.655 14.467 16.835 17.641

8.266 15.383 20.675 23.885 24.960
12.027 21.952 28.982 33.086 34.430
17.891 31.422 40.218 45.049 46.580
28.107 45.614 55.405 60.296 61.776
48.906 67.501 75.4064 78.925 79.912
100.000 100.000 100.000 100.000 100.000
Iterasyon sayisi=25

Tablo 5.2; Gauss-Seidel Metodunun 25. Iterasyon Degerleri Kullanilarak Elde Edilen
Lyusternik Metodu Sonuglari

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

1.087 2.065 2.837 3.331 3.504

2.291 4.346 5.961 6.989 7.349

3.751 7.095 9.697 11.341 11.911

5.649 10.624 14.434 16.804 17.616

8.253 15.362 20.653 23.866 24.946
12.024 21.948 28.980 33.087 34.434
17.899 31.436 40.237 45.071 46.603
28.121 45.638 55.435 60.329 61.809
48.918 67.522 75.489 78.952 79.938
100.000 100.000 100.000 100.000 100.000
Iterasyon sayisi1=20

Tablo 5.3; SOR Metodunun 20. iterasyon Degerleri Kullanilarak Elde Edilen
Lyusternik Metodu Sonuglari
Tablo 5.1, Tablo 5.2 ve Tablo 5.3 den goriildiigii gibi Lyusternik metodu
iterasyon metotlar1 ile karsilastirildiginda analitik ¢oziime olduk¢a yakin sonuclar
vermistir. Ayrica iterasyon belirli bir #n degerinde kesildigi i¢in yakinsama daha hizli
olmustur.
5.5.2. Aitken Metodu ile Sayisal Coziim

Benzer sekilde Aitken metodunu uygulamak istersek, 4, ; degerini

(ne1) ()
A =) e -7}
i i A f,-(,’j-)+ ti(’r;—l)

ij o

(5.5.4)

esitliginden elde ederiz. Ik olarak Jacobi metodunun 50. iterasyon degerlerini bulup

(5.5.4) de yerine yazarak Jacobi’ye bagl Aitken metodu sonuglarini elde ederiz. ikinci



olarak Gauss-Seidel metodunu 25. iterasyonda keserek Aitken metodunu
uyguladigimizda Tablo 5.5 degerleri elde edilir. Uciincii olarak da SOR metodunun 20.

iterasyon degerlerini kullanarak elde edilen Aitken metodu sonuglari Tablo 5.6 da

verilmistir.
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
1.184 2.063 3.095 3.301 3.844
2.291 4.679 5.921 7.549 7.245
3.969 7.050 10.273 11.200 12.670
5.607 11.041 14.268 17.511 17.331
8.438 15.198 21.153 23.534 25.624
11.912 22.201 28.655 33.546 33.979
17.968 31.188 40.456 44,644 46.937
28.003 45.696 55.128 60.465 61.418
48.916 67.385 75.517 78.734 79.999
100.000 100.000 100.000 100.000 100.000
Iterasyon sayisi1=50

Tablo 5.4.; Jacobi Metodunun 50. Iterasyon Degerleri Kullanilarak Elde Edilen Aitken
Metodu Sonuglari

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

1.128 2.132 2.916 3.409 3.573

2.369 4.474 6.110 7.137 7.479

3.847 7.252 9.880 11.520 12.067

5.735 10.764 14.594 16.958 17.746

8.302 15.440 20.737 23.939 25.001
12.022 21.941 28.960 33.052 34.388
17.851 31.351 40.124 44.941 46.468
28.052 45.519 55.282 60.159 61.641
48.865 67.431 75.375 78.827 79.815
100.000 100.000 100.000 100.000 100.000
Iterasyon sayisi=25

Tablo 5.5; Gauss-Seidel Metodunun 25. Iterasyon Degerleri Kullanilarak Elde Edilen
Aitken Metodu Sonuglar1



27.404 44

0.000 0
0.890 1
1.888 3
3.149 6
4.874 9.
7.355 13.
11.078 20

17.007 29.

48.504 66.
100.000 100.

.000 0
.713 2.
.625 5
.018 8.
241 12.
761 18
.267 26.
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.370 53.
790 74
000 100

.000
381
.026
303
645
.587
814
.203
807
.551
.000

.000
.826
. 956
.800
.828
.588
.703
.837
.544
.924
.000

0.000
3.005
6.327
10.388
15.665
22.700
32.087
44.408
60.058
78.931
100.000

Iterasyon sayi1si1=20

Tablo 5.6; SOR Metodunun 20. Iterasyon Degerleri Kullanilarak Elde Edilen Aitken

Tablolardan goriildiigi gibi Aitken metodu da Lyusternik metoduna benzer

sonuclar vermistir. Metotlarin sonuglarin1 asagidaki tablolarda daha detayli ve daha

Metodu Sonuglart

kolay sekilde karsilastirabiliriz.

5.6. Elde Edilen Sonuclarin Karsilastirilmasi
Karsilagtirmanin kolay olmasi i¢in x =3 dogrusu lizerindeki degerleri alalim.

Jacobi iterasyonunu 50. iterasyonda keserek Lyusternik ve Aitken metotlar1 birer kez

uygulandiginda elde edilen sonuglar Tablo 5.7 de verilmistir.

Jacobi (50. Lyusternik Aitken Analitik
iterasyon ¢Ozim
degerleri)

0.000 0.000 0.000 0.000
2.191 2.854 3.095 2.851
4.727 5.992 5.921 5.987
7.982 9.766 10.273 9.725

12.380 14.504 14.268 14.444

18.439 20.740 21.153 20.634

26.809 29.028 28.655 28.950

38.327 40.267 40.456 40.275

54.001 55.420 55.128 55.685

74.713 75.473 75.517 75.942

100.000 100.000 100.000 100.000

Tablo 5.7.; x =3 Noktasinda Jacobi, Lyusternik, Aitken Metotlarinin Analitik Coziimle

Karsilagtirilmasi




Tablo 5.7 den de goriildiigii gibi Lyusternik ve Aitken metotlari, Jacobi metodu
ile karsilastirildiginda analitik ¢oziime daha yakin sonu¢ vermistir. Ayrica bu sonuglar
50. iterasyondan elde edildigi icin daha az hesaplama gerektirmistir. Coziimlerin

grafikle gosterimi Sekil 5.4.3. de verilmistir.

120 -
100 + —— jacobi 50. iterasyon
degerleri
- 80 - —— lyusternik
&
_cca 60 - —&— aitken
]
40 - analitik gozim
20 A
0 T T T T T T T T . T :‘\\\?E—\
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ag arahligi

Sekil 5.4.3.; Jacobi,Lyusternik, Aitken Metotlarinin Grafikle Karsilastirilmasi

Gauss-Seidel(25. | Lyusternik | Aitken Analitik
iterasyon ) ¢Oziim
0.000 0.000 0.000 0.000
2.329 2.850 2.916 2.851
4.940 5.987 6.110 5.987
8.203 9.732 9.880 9.725
12.549 14.467 14.594 14.444
18.512 20.675 20.737 20.634
26.771 28.982 | 28.960 | 28.950
38.194 40.218 40.124 40.275
53.825 55.405 55.282 55.685
74.576 75.464 75.375 75.942
100.000 100.000 | 100.000 | 100.000

Tablo 5.8.; x =3 Noktasinda Gauss-Seidel, Lyusternik, Aitken Metotlarinin Analitik
Cozlimle Karsilastirilmasi

Benzer sekilde Gauss-Seidel metodunun 25. iterasyon degerleri alinarak

Lyusternik ve Aitken metotlar1 uygulandiginda Tablo 5.8 deki degerler elde edilir.



Tablo 5.8 den goriildiigli gibi hizlandiric1 metotlar analitik ¢6ziimle karsilastirildiginda
daha yakinsak sonuglar vermistir. Sekil 5.4.4 de Tablo 5.8 de verilen degerlerin grafikle
gosterimi sunulmustur. Gauss-Seidel ve diger sonuglar arasindaki farklilik daha net bir

sekilde ortaya konulmustur.

120 -
100 -
—e— Gauss-Seidel(25.
80 iterasyon degerleri)
= —a— Lyusternik
()
? 60 |
o —a— Aitken
7]
40 - el
—>¢— Analitik ¢6zim
20 -
0 T T T T T T T T

12 3 4 5 6 7 8 9 1011
Ag Araligi

Sekil 5.4.4.; Gauss-Seidel, Lyusternik Ve Aitken Metotlarinin Analitik Coziimle
Grafikle Karsilastirilmasi

SOR(20. Lyusternik | Aitken Analitik
iterasyon ) ¢Ozlim
0.000 0.000 0.000 0.000
2.223 2.837 2.381 2.851
4.718 5.961 5.026 5.987
7.865 9.697 8.303 9.725
12.109 14.434 12.645 14.444
17.998 20.653 18.587 20.634
26.226 28.980 26.814 | 28.950
37.677 40.237 38.203 40.275
53.407 55.435 53.807 55.685
74.333 75.489 74.551 75.942
100.000 100.000 100.000|100.000

Tablo 5.9.; x =3 Noktasinda SOR, Lyusternik Ve Aitken Metotlarinin Analitik
Cozlimle Karsilastirilmasi
Son olarak, SOR metodunun 20. iterasyon degerlerini kullanarak Lyusternik ve
Aitken metotlarin1 uyguladigimizda elde edilen sonucglar Tablo5.9 da gosterilmistir.

Sekil 5.4.5. de sonuglarin grafikle gosterimi verilmistir. Sekil 5.4.5. den goriildiigii gibi



Lyusternik metodu analitik ¢6ziime olduk¢a yakin sonuglar vermistir. Aitken metodu ise
SOR metodunun yakinsakligini artirmis fakat Lyusternik metodu ile karsilastirildiginda

yeteri kadar iyi bir sonu¢ vermemistir.

120 +
100 +
80 - —&— SOR(20. iterasyon
degerleri)
'E,’ —8— Lyusternik
) i
o 60 —A— Aitken
&
—*— Analitik ¢6zim
40 - ¢
20 +
0 T T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Ag Araligi

Sekil 5.4.5.; Sor, Lyusternik,Aitken Metotlarinin Analitik C6ziimle Grafikle

Karsilagtirilmasi



6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada iki boyutlu eliptik tiirden kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
sayisal ¢ozlimlemesi lizerine ¢alisilmistir. En iyi bilinen 6rnek olarak Laplace denklemi
ele almmustir. Denklem ilk Once sonlu-fark metotlariyla ayristirtlmis daha sonra
iterasyon metotlariyla ¢6zimii bulunmustur. Elde edilen sonuglar hem kendi aralarinda
hem de analitik ¢oziimle karsilastirilmistir. Iterasyon metotlarindan elde edilen
sonuclarin analitik ¢ozlimle karsilastirildiginda tatmin edici oldugu hem tablolardan
hem de grafiklerden goriilmustiir. Hizlandiric1 metotlar olarak tanimlanan Lyusternik ve
Aitken metotlar1 uygulandiginda ise islem hacmi olduk¢a azalmig ve yakinsak sonuglar
elde edilmistir. Lyusternik metodunun Aitken metoduna gore analitik ¢ozlime daha
yaklasik sonuclar verdigi tablo ve grafiklerden goriilmektedir. Benzer ¢aligmalar diger
eliptik tiirden diferansiyel denklemlere de uygulanabilir. Ornegin diferansiyel
denklemin kendisinde veya sinir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunmasi durumunda

iterasyon metotlariyla sayisal ¢6ziim analizi incelenebilir.
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8. EKLER

REM LAPLACE DENKLEMIi ANALITIK COZUM
10 CLS

20 INPUT h, k, m, n

30 pi =3,141592

40 DIM u(m, n)

S50FORj=1TOn

60 FORi=1TO m

70 u(i, 0) = 100

80x=i*h:y=j*k

90u=0

100 FOR q=1TO 100 STEP 2

110 ul = (400 / (q * pi * (EXP(q * pi) - EXP(-q * pi)))) * (EXP(((q * pi) * (10 - y)) /
10) - EXP(-q * pi * (10 - y) / 10))

120 u3 = (SIN((q * p1i * x) / 10))

130u=u+ (ul *u3)

140 NEXT q

150 u(i,j)=u

160 NEXT i

170 NEXT j

180u=-10

190 FOR j=n TO 0 STEP -1

200 FORi=1TO 5

210u=u+10

220 PRINT TAB(u); : PRINT USING "###.###"; u(i, j);
230 NEXT i

240 PRINT

250u=-10

260 NEXT j

270 END



10 REM JACOBI METODU iLE COZUM

20 INPUT n, m

30 e=.0001

40 DIM u(n, m), uy(n, m), s(n, m)
S0FORj=1TOm-1

60 u(0, j) =0:u(n, j) =0: uy(0,j)=0: uy(n,j) =0
70 NEXT j

80FORi=1TOn- 1

90 u(1, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) =0
100 NEXT i1

110h=1:k=1
120a=(k/h)*2:al=1/(2*(a+ 1))

130 iter=10

140 FORi=1TOn- 1

IS0 FORj=1TOm- 1

160 u(i,j)=al*(@a*ui+1,j))+a*u@i-1,j))+u(i,j+1)+ud,j-1))
170 NEXT j

180 NEXT i

190 iter = iter + 1

200FORj=1TOm-1

210FORi=1TOn- 1

220 uy(i,j)=al*(@*u@i+1,j)+a*u@i-1,j)+tu@l,j+1)+u@dj-1))
230 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - u(i, j))

240 NEXT i

250 NEXT

270 FORj=1TOm-2

280 FORi=1TOn- 1

290 IF s(i, j) <e THEN 300 ELSE 330

300 NEXT i

310 NEXT

320 GOTO 390

330 FORj=1TOm- 1



340FORi=1TOn-1

350 u(i, j) = uy(, j)

360 NEXT i

370 NEXT j

380 GOTO 190

390n=-10

400 FOR j=10TO 0 STEP -1

410 FORi=1TOS5

420n=n+10

430 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; uy(i, j);
440 NEXT i

450 PRINT

460 n=-10

470 NEXT j

480 PRINT "iterasyon sayisi="; iter
490 END



10 REM GAUSS-SEIDEL METODU ILE COZUM
20 INPUT n, m

30 e=.0001

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m)
S0FORj=1TOm-1

60 u(0, j) =0: u(n, j) =0: uy(0,j) =0: uy(n,j) =0
70 NEXT j

80FORi=1TOn-1

90 u(1, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) =0
100 NEXT 1

110h=1:k=1
120a=(k/h)y*2:al=1/(2*(a+ 1))

130 iter=10

140 FORj=1TOm- 1

150 FORi=1TOn- 1

160 u(i,j)=al*(@a*u(i+1,j))+a*u@i-1,j))+u(i,j+1)+ud,j-1))
170 NEXT i

180 NEXT j

190 iter = iter + 1

200FORj=1TOm-1

210FORi=1TOn- 1

220 ue(i, j) = u(i, j)
230u(i,j)=al*(@*u(i+1,j))+a*ui-1,j)+u@,j+1)+u@j-1)
240 uy(, j) = u(i,

250 s(1, ) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j))

260 NEXT 1

270 NEXT

280FORj=1TOm-1

290 FORi=1TOn- 1

300 IF s(i, j) <e THEN 310 ELSE 190

310 NEXT i

320 NEXT j



330n=-10

340 FOR j =10 TO 0 STEP -1

350 FORi=1TOS5

360n=n+ 10

370 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; uy(i, j);
380 NEXT i

390 PRINT

400 n=-10

410 NEXT

420 PRINT "iterasyon sayisi="; iter
430 END



10 REM SOR METODU ILE COZUM

20 INPUT n, m, w

30 e=.0001

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m)
S0OFORj=1TOm-1

60 u(0, j) =0: u(n, j) =0: uy(0,j) =0: uy(n,j) =0
70 NEXT j

80FORi=1TOn- 1

90 u(1, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) =0
100 NEXT 1

110h=1:k=1
120a=(k/h)y*2:al=1/(2*(a+ 1))

130 iter=0

140 FORj=1TOm- 1

150 FORi=1TOn- 1

160 u(i,j)=al*(@a*u(i+1,j))+a*u@i-1,j))+u(i,j+1)+ud,j-1))
170 NEXT i

180 NEXT j

190 iter = iter + 1

200FORj=1TOm-1

210FORi=1TOn- 1

220 ue(i, j) = u(i, j)
230u(i,j)=(w*al)*(a*u(i+1,j)+a*u@i-1,j))+u@,j+1)+u@dj-1)-((w-1)*
ue(i, j))

240 uy(i, j) = u(1,j)

250 s(1, j) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j))

260 NEXT i

270 NEXT

280 FORj=1TOm-1

290 FORi=1TOn- 1

300 IF s(i, j) <e THEN 310 ELSE 190

310 NEXT i



320 NEXT j

330n=-10

340 FOR j =10 TO 0 STEP -1

350 FORi=1TOS5

360n=n+ 10

370 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; uy(i, j);
380 NEXT i

390 PRINT

400 n=-10

410 NEXT j

420 PRINT "iterasyon say1si="; iter
430 END



10 REM LYUSTERNIK METODU ILE COZUM (JACOBI METODU ILE)
20 INPUT n, m

30 e=.0001

40 DIM u(n, m), uy(n, m), s(n, m), p(n, m), sl(n), pl(n), I(n, m)
S0FORj=1TOm-1

60 u(0, j) =0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) =0:1(0,7) =0: I(n, ) =0

65 pl(G)=0:s1(j)=0

70 NEXT j

80FORi=1TOn-1

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0: 1(i, 0) = 100: 1(i, m) = 0
100 NEXT i

110h=1:k=1
120a=(k/h)y*2:al=1/(2*(a+ 1))
130 iter=0

140 FORj=1TOm- 1

IS0 FORi=1TOn- 1

160 u(i,j)=al*(@*ui+1,j))+a*u@l-1,j))+u(i,j+1)+u@,j-1))
170 NEXT i

180 NEXT j

190 iter = iter + 1

200FORj=1TOm-1

210 FORi=1TOn-1

220 uy(i,j)=al*(@*u@i+1,j)+a*u@i-1,j)+tu@l,j+1)+u@d,j-1))
230 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - u(i, )

240 NEXT i

250 NEXT

260 IF iter = 50 THEN 340

270 FORj=1TOm- 1

280 FORi=1TOn- 1

290 p(i, j) = s(1, )

300 u(i, j) = uy(i, j)

310 NEXT i



320 NEXT j

330 GOTO 190

340 FORj=1TO m

350 FORi=1TOn

360 p1(i) = p1(i) + p(i, j)

370 s1(1) = s1(1) +s(1, J)

380 NEXT i

390 NEXT j

400 FORi=1TOn-1

410 FORk=1+1TOn

420 IF pl(k) >=p1(i) THEN 440
430 SWAP pl(i), pl(k)

440 TF s1(k) >=s1(i) THEN 460
450 SWAP s1(i), s1(k)

460 NEXT k

470 NEXT 1

480 p=pl(n): s =sl(n)
490q=s/p
S500FORj=1TOm- 1
510FORi=1TOn- 1

52016, j) = u@, j) + ((uy(, j) - u@i, j)) / (1 - q))
530 NEXT 1

540 NEXT j

550n=-10

560 FOR j=10TO 0 STEP -1
570 FORi=1TOS5
580n=n+10

590 PRINT TAB(n); : PRINT USING "### ###"; 1(1, ));
600 NEXT i

610 PRINT

620 n=-10

630 NEXT j



640 PRINT "iterasyon sayisi="; iter
650 END

10 REM LYUSTERNIK METODU ILE COZUM(GAUSS-SEIDEL METODU ILE)
20 INPUT n, m

30 e=.0001

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m), I(n, m), p(n, m), pl(n), sl(n)
50 FORj=1TO m

60 u(0, ) = 0: u(n, j) = 0: 1(0, j) = 0: 1(n, j) = 0: p1(j) = 0: s1(j) =0

70 NEXT j

80FORi=1TOn-1

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: 1(i, 0) = 100: 1(i, m) = 0

100 NEXT 1

110h=1:k=1

120a=(k/h)*2:al=1/2 * (a+ 1))

130 iter=0

140FORj=1TOm- 1

I50FORi=1TOn-1

160 ui,j)=al* (@a*u@+1,j)+a*u@i-1,j)+udi,j+ 1) +udj-1)
170 NEXT i

180 NEXT j

190 iter = iter + 1

200FORj=1TOm-1

210FORi=1TOn-1

220 ue(i, j) = u(i, j)
230u(i,)=al*@*u(i+1,j)+a*ui-1,j)+u@j+1)+udj-1)
240 uy(i, j) = u(, j)

250 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j))

260 NEXT 1

270 NEXT j

280 IF iter =25 THEN 350

290 FOR j=1TOm- 1



300FORi=1TOn-1

310 p(i, j) = s(i, J)

320 NEXT i

330 NEXT j

340 GOTO 190

350 FORj=1TO m

360 FORi=1TOn

370 pl(i) = p1(i) + p(i, j)

380 s1(i) =s1(1) +s(i, j)

390 NEXT i

400 NEXT j

410 FORi=1TOn-1

420 FORk=1i+1TOn

430 IF pl(k) >=p1(i) THEN 450
440 SWAP pl(i), pl(k)

450 IF s1(k) >=s1(i) THEN 470
460 SWAP s1(i), s1(k)

470 NEXT k

480 NEXT i

490 p =pl(n): s =sl(n)
500q=s/p
SI0FORj=1TOm- 1
520FORi=1TOn-1

53011, j) = ue(i, j) + ((uy(i, j) - ue(i, j)) / (1 - q))
540 NEXT i

550 NEXT j

560n=-10

570 FOR j=10TO 0 STEP -1
580 FORi=1TO 5
590n=n+10

600 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; 1(1, j);
610 NEXT i



620 PRINT

630n=-10

640 NEXT j

650 PRINT "iterasyon say1si="; iter
660 END

10 REM LYUSTERNIK METODU ILE COZUM(SOR METODU iLE)
20 INPUT n, m, w

30 e =.0001

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m), p(n, m), I(n, m), pl(n), sl(n)
S50FORj=1TOm

60 u(0, j) =0: u(n, j) = 0: uy(0,j) =0: uy(n,j) =0
651(0,j)=0:1(n,j)=0: p1(G)=0:s1(j)=0

70 NEXT j

80FORi=1TOn-1

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0: 1(i, 0) = 100: 1(i, m) =0
100 NEXT i

I11I0h=1:k=1
120a=(k/h)y*2:al=1/(2*(a+ 1))
130 iter=0

140 FORj=1TOm- 1

I50 FORi=1TOn- 1

160 u(i,j)=al*(@*u(i+1,j)+a*u@li-1,j)+u(,j+1)+ud,j-1))
170 NEXT i

180 NEXT j

190 iter = iter + 1

200FORj=1TOm-1

210FORi=1TOn- 1

220 ue(i, j) = u(i, j)
230u(i,j)=(w*al)*(a*u(i+1,j)+a*u@i-1,j)+u@,j+1)+u@dj-1)-((w-1)*
ue(i, j))



240 uy(i, j) = u(i, j)

250 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j))
260 NEXT i

270 NEXT j

280 IF iter =20 THEN 350

290 FORj=1TOm-1
300FORi=1TOn-1

310 p(i, j) = s(i, J)

320 NEXT i

330 NEXT

340 GOTO 190

350 FORj=1TO m

360 FORi=1TOn

370 p1(i) = p1(1) + p(i, j)

380 s1(i) = s1(1) +s(i, j)

390 NEXT i

400 NEXT j

410 FORi=1TOn-1

420 FORk=i+1TOn

430 IF p1(k) >=pl(i) THEN 450
440 SWAP pl1(i), pl(k)

450 IF s1(k) >=s1(i) THEN 470
460 SWAP s1(i), s1(k)

470 NEXT k

480 NEXT i

490 p=pl(n): s =sl(n)
500q=s/p
510FORj=1TOm- 1
520FORi=1TOn-1

5301(i, j) = ue(i, j) + ((uy(i, j) - ue(i, j)) /(1 - q))
540 NEXT i

550 NEXT j



560n=-10

570 FOR j =10 TO 0 STEP -1

580 FORi=1TOS5

590n=n+10

600 PRINT TAB(n); : PRINT USING "### ###"; 1(1, j);
610 NEXT i

620 PRINT

630n=-10

640 NEXT j

650 PRINT "iterasyon sayisi="; iter
660 END

10 REM AITKEN METODU iLE COZUM (JACOBI METODU ILE)
20 INPUT n, m

30 e=.0001

40 DIM u(n, m), uy(n, m), ue(n, m), a(n, m)
SOFORj=1TOm-1

60 u(0, j) =0: u(n, j) = 0: uy(0, j) =0: uy(n,j)=0

65 ue(0,j) = 0: ue(n, j)=0: a(0,j)=0: a(n,j) =0

70 NEXT j

80 FORi=1TOn-1

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0
95 ue(i, 0) = 100: ue(i, m) = 0: a(i, 0) = 100: a(i, m) =0
100 NEXT i

11I0h=1:k=1
120a=(k/h)~2:al=1/Q2 *(a+ 1))
130 iter=0

140 FORj=1TOm- 1

150 FORi=1TOn- 1

160 ui,j)=al * @*u@i+ 1,))+a*uli-1,j)+u@,j+ 1) +udj-1)
170 NEXT i



180 NEXT

190 iter = iter + 1
200FORj=1TOm-1

210 FORi=1TOn-1

220 uy(i,j)=al*(@a*u(i+1,j)+a*u(i-1,j)+tu@,j+1)+u@j-1))
230 s(1, j) = ABS(uy(i, j) - u(i, j))
240 NEXT i

250 NEXT j

260 IF iter = 50 THEN 340

270 FORj=1TOm- 1

280 FORi=1TOn-1

290 ue(i, j) = u(i, j)

300 u(i, j) = uy(, j)

310 NEXT i

320 NEXT

330 GOTO 190
340FORj=1TOm- 1

350 FORi=1TOn-1

360 a(i, j) = uy(i, j) - ((uy(, j) - u(i, j)) * 2) / (uy(i, j) + ((-2) * u(i, j)) + ue(i, j)))
370 NEXT i

380 NEXT j

390n=-10

400 FOR j=10TO 0 STEP -1

410 FORi=1TOS5

420n=n+ 10

430 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; a(i, j);
440 NEXT i

450 PRINT

460 n=-10

470 NEXT j

480 PRINT "iterasyon say1si="; iter
490 END



10 REM AITKEN METODU ILE COZUM(GAUSS-SEIDEL METODU ILE)
20 INPUT n, m

30 e =.0001

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m), ut(n, m), a(n, m)
S0FORj=1TOm- 1

60 u(0, j) = 0: u(n, j) = 0: uy(0, j) = 0: uy(n, j) = 0: ut(0, j) = 0: ut(n,j) =0
70 NEXT j

80 FORi=1TOn- 1

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) = 0: ut(i, 0) = 100: ut(i, m) = 0: a(i,
0)=100

100 NEXT i

110h=1:k=1

120a=(k/h)y*2:al=1/2*(a+ 1))

130 iter=10

140 FORj=1TOm- 1

IS0 FORi=1TOn- 1

160 u(i,j)=al*(@*u(i+1,j))+ta*u@l-1,j))+u(i,j+1)+ud,j-1)
170 ue(i, j) = u(i, j)

180 NEXT i

190 NEXT j

200 iter = iter + 1

210FORj=1TOm-1

220FORi=1TOn- 1

230 ut(i, j) =u(i, j)

240 u(i,j)=al*(a*u(i+1,j)+a*u(-1,))+u@,j+1)+uj-1)
250 uy(i, j) = u(i, j)

260 NEXT i

270 NEXT

280 IF iter =25 THEN 350

290 FORj=1TOm-1

300FORi=1TOn-1

310 ue(i, j) = ut(i, j)



320 NEXT i

330 NEXT

340 GOTO 200

350 FORj=1TOm- 1

360 FORi=1TOn- 1

370 a(i, j) = uy(i, j) - (((uy(, j) - ut(i, j)) * 2) / (uy(i, j) + (-2 * ut(i, j)) + ve(i, j)))
380 NEXT i

390 NEXT j

400 n=-10

410 FOR j=10TO 0 STEP -1

420 FORi1=1TO 5

430n=n+10

440 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; a(i, j);
450 NEXT i

460 PRINT

470 n=-10

480 NEXT j

490 PRINT "iterasyon sayisi="; iter

500 END



10 REM AITKEN METODU ILE COZUM(SOR METODU ILE)
20 INPUT n, m, w

30 e =.0001

40 DIM u(n, m), ue(n, m), uy(n, m), s(n, m), ut(n, m), a(n, m)
S0FORj=1TOm-1

60 u(o, j) =0:u(n, j) =0: uy(0,j)=0: uy(n,j) =0

65 a(0,j) =0: a(n,j) =0: ut(0, j) = 0: ut(n,j) =0

70 NEXT j

80FORi=1TOn-1

90 u(i, 0) = 100: u(i, m) = 0: uy(i, 0) = 100: uy(i, m) =0

95 a(i, 0) = 100: a(i, m) = 0: ut(i, 0) = 100: ut(i, m) = 0

100 NEXT i

110h=1:k=1

120a=(k/h)y*2:al=1/(2*(a+ 1))

130 iter=0

140 FORj=1TOm- 1

IS0 FORi=1TOn- 1

160 u(i,j)=al*(@a*ui+1,j))+a*ui-1,j))+u@j+1)+u@j-1))
165 ue(i, j) = u(i, j)

170 NEXT i

180 NEXT j

190 iter = iter + 1

200FORj=1TOm-1

210FORi=1TOn- 1

220 ut(i, j) = u(i, j)
230u(i,j)=(w*al)*(a*u(i+1,j)+a*u@i-1,j))+u@,j+1)+u@dj-1)-((w-1)*
ue(i, j))

240 uy(1, j) = u(i, j)

250 s(i, j) = ABS(uy(i, j) - ue(i, j))

260 NEXT 1

270 NEXT

280 IF iter =20 THEN 360



290 FORj=1TOm-1
300FOR1i=1TOn-1

310 ue(i, j) = ut(i, j)

320 NEXT i

330 NEXT

350 GOTO 190
360FORj=1TOm- 1

370 FORi=1TOn- 1

380 ai, j) = uy(i, j) - (((uy(i, j) - ue(i, j)) * 2) / (uy(, j) - (2 * ue(i, j)) + ut(i, j)))
390 NEXT i

400 NEXT j

420 n=-10

430 FORj=10TO 0 STEP -1

440 FOR1=1TO 5

450n=n+10

460 PRINT TAB(n); : PRINT USING "###.###"; a(i, j);
470 NEXT i

480 PRINT

490 n=-10

500 NEXT j

510 PRINT "iterasyon sayis1="; iter
520 END
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