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iNDIRGEME BAGINTILARI KULLANILARAK ORTME
INTEGRALLERININ ANALITIK VE SAYISAL OLARAK HESAPLANMASI

OZET

Molekiiler orbital teoride kullamlan molekiiler yapimin incelenmesi igin yaklagik
yontemlerden biri Hartree-Fock-Roothaan (HFR) yontemidir. Bu yontemin kullanimi
sirasinda atomik orbitaller bazinda ¢ok sayida molekiiler integral ortaya ¢ikmaktadir.
Son zamanlarda molekiiler ab initio hesaplamalarinda baz fonksiyonlar1 olarak Slater
Tip Orbitaller (STO) ve diger Ustel Tip Orbitallerin (ETO) kullamImas: bityiik bir ilgi
gérmektedir.

Bu ¢aligmada, ilk olarak molekiiler integrallerin hesaplanmast igin gerekli tanimlar
ve temel formiiller verilmistir. Daha sonra farkli ve aym perdeleme sabitli drtme
integralleri igin STO bazinda Fourier doniisiim metodu kullamlarak analitik ifadeler
tiiretilmistir. Ifadeler tiiretilirken Gaunt katsayilari, reel kiiresel harmonikler ve
indirgeme bagmtilarindan faydalamlarak elde edilen Ortme integrallerinin analitik

¢Oziimleri iizerine ¢aligmalar yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ortme integralleri, Fourier doniisiimil, Gaunt katsayilar, Slater

Tipi Orbitaller, indirgeme bagimtilari.



ANALYTICAL AND NUMERICAL CALCULATIONS OF OVERLAP
INTEGRALS BY USING RECURRENCE RELATIONS

ABSTRACT

Hartree-Fock-Roothan (HFR) approximation is about one of the methods which are
used in molecular orbital theory to search the molecular structures usage of this method
many molecular integral come out in atomic orbitals basis. Nowadays in calculations of
molecular ab initio as basis functions the use of Slater Type Orbitals (STOs) and other
Exponantial Type Orbitals (ETOs) is found interesting.

In this study, fist required definitions and their basic properties are given to
calculate molecular integrals. And then using Fourier transform method in STO basis
for different and same screening parameters overlap integrals, a great many of analitic
relations are obtained. Studies based on analitic solutions of overlap integrals obtained
by benefiting from Gaunt coefficients, reel spherical harmonics and some recurrence

formulas have been done while the terms are obtained.

Key Words: Overlap integrals, Fourier transform, Gaunt coefficients, Slater Type

Orbitals, Recurrence relations.
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1. GIRIS

Maddelerin fiziksel ve kimyasal ozellikleri, 6ncelikle bu maddeleri olusturan
molekiillerin yapisinin bilinmesine baghdir. Bir molekiilin yap1 ve ozelliklerinin
belirlenmis olmasi, onun kimyasal reaksiyon yetenegi ve olusturdugu maddenin
szellikleri hakkinda fikir sahibi olmamiza yardimci olur. istenen ozellikte madde
yapmak i¢in, bu maddeyi olusturacak molekiillerin yapisinin bilinmesi oldukga
onemlidir.

Molekiiller, kuantum mekaniksel sistemler olduklarindan, yapilarini inceleyebilmek
i¢in oncelikle sisteme ait tam Hamiltonian islemcisi yazilarak, Schrodinger denkleminin
¢oziilmesi gerekmektedir. Molekiiller ve ¢ok elektronlu atomlar i¢in Schrodinger
denklemi, yapisindaki bazi matematiksel zorluklar nedeniyle tam olarak
¢ozillememektedir. Bu matematiksel zorluklan ortadan kaldirmak igin bazi yaklasik
yontemler kullaniimaktadir. Bu yontemlerden en kullamsgh olam Hartree—Fock—
Roothaan (HFR) yontemidir. Bu yontem, varyasyon ilkesine dayanmaktadir ve sistemin
enerjisinin kararli degerlerinin bulunmasim amaglamaktadir [1].

HFR yonteminde sistemin dalga fonksiyonu, bir-elektronlu molekiiler dalga
fonksiyonlarindan olusan Slater determinanti ile wverilir ve molekiiler dalga
fonksiyonlari, atomik orbitallerin lineer kombinasyonu seklinde ifade edilebilir. Lineer
kombinasyon katsayilar1 ise HFR denklemlerinin ¢dziimiinden elde edilir. Sonug olarak
HFR yonteminde, enerjinin tahmini ve molekiller sistemlerin diger ozelliklerini
belirlemek igin atomik orbitaller bazinda ¢ok sayidaki bir- veya ¢ok-elektronlu
molekiiler integralin hesaplanmas: gerekir.

HFR ydnteminde ortaya gikan molekiiler integrallerin hesaplanmasinda kullanilacak
atomik baz fonksiyonlar1 biiyikk énem tagimaktadir. Son zamanlarda Gaussian tipi
orbitallerin (GTO) yetersizliklerini ortadan kaldiran Slater tip orbitallere (STO) artan bir
ilgi vardir. STO’lar bazinda molekiiler integrallerin hesaplanmasi, kuantum kimyasinin
onemli problemlerinden biridir.

Bu alanda yapilan ¢aligmalarin temel amaci; molekiilii olusturan cekirdeklerin ve
elektronlarin hareketlerini, etkilesmelerini belirleyen temel fizik yasalarma bagli olarak
molekiillerin kimyasal ve elektronik yapilarini agiklamak ve yeni yorumlar getirmektir.

Son zamanlarda, Fourier doniisiim metodu olarak bilinen ve molekiiler integrallerin

degerlerini belirlemede pek ¢ok kolayliklar saglayan yaklagimlar kullanilmaktadir.



Fourier déniisim metodunda ¢ok merkezli integraller ters Fourier integrallerine
déniistirilmektedir. Prosser ve Blachard, Fourier doniisiimii konvulasyon teoremi
metodunu kullanmislardir [2]. Bu ¢ahigmada gerekli Fourier doniisiimleri igin agik
formiiller gelistirilmistir. Ayrica tamsayili-n integraller igin bazi enteresan ifadeler elde
edilmigtir.

Biz bu ¢alismada STO’lan ve kaynak [3]" teki metodu kullanarak ayni ve farklh
perdeleme sabitli drtme integrallerini hesapladik. Bu yaklasimda, temel fonksiyonun
analitik ifadesi degil de Fourier doniisiimiiniin analitik ifadesi vardir.

Bu ¢alismada 6ncelikle bazi tanimlan ve temel formiilleri verecediz. Daha sonraki
kisimlarda Fourier doniisiim metodunu ve STO’ lar1 kullanarak aym ve farkli perdeleme
sabitleri i¢in drtme integrallerinin analitik ifadesini vermeye calisacagiz. Sonug olarak
ta iki merkezli Grtme integrallerinin Fourier integral temsillerini; Gaunt ve Binom
katsayilar1 cinsinden ifade edecegiz. Sayisal hesaplamalar i¢in Mathematica 5.0
programi kullanilmigtir ve kodlari ekler kismina konulmustur. Buldugumuz degerler ise

bulgular kisminda tablo halinde verilmistir.
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D5V, =+ 2 (@) = BV (G104 (2.3)
i=1 L

i i< /=1 ry‘

bi¢iminde ifade edilir. Burada g, ler i elektronunun 7, (siirekli) uzay koordinatlarini ve

kesikli spin koordinatlari toplulugunu gosterir.

N ayirt edilemez pargacigi ihtiva eden sistemle ilgilendigimizden Hamiltonien,
herhangi bir pargacigin (uzay ve spin) koordinatlarimin  degis-tokusu altinda
degismemelidir. Bu durum, elektron spinlerinden bagimsiz ve uzay koordinatlarina gore
simetrik olan (2.2) Hamiltonieni igin boyledir. Bundan bagka elektronlar 1/2 spine sahip
olduklar1 ve bu nedenle fermiyon olduklarindan, Pauli'nin disariama ilkesi toplam

dalga fonksiyonunu ¥ (q,.q,,....qy) nin tamamen antisimetrik olmasini, yani herhangi

iki elektronun koordinatlari (uzay ve spin) aralarinda degisirse, isaretlerinin degismesini
gerektirir.
Elektron spininden bagimsiz olan (2.2) Hamiltonienine ait ‘¥ 6z fonksiyonu, N=2

icin w(7,7,,...,7y ) uzay kismiile y(1,2,...,N) spin kismina ayrilabilir.Buna gore

W(G,,9,0qy )= W (1,1 pees?y ) X (1,2,..,N) 2.4)

yazabiliriz. Burada, dalga fonksiyonun uzay kismi ,

N N 2
I Z e’ . . L
Y B WP T BV ) @3)

Schrodinger denklemini saglar.

Bu denklemin, elektronlarin 7,7,....,7, koordinatlarim ihtiva eden 3N boyutlu bir
kismi diferansiyel denklem oldugunu goriiyoruz. Elektronlarin karsilikl itmelerini ifade
eden 1/7; teriminin varligindan otiiri bu denklem, degiskenlerine ayrilamaz. Iki veya
daha fazla elektronu olan atomlari incelerken bu durumla kargilagilr. Iki elektronlu

atomlarda 1/7, li terim pertiirbasyon terimi olarak almabiliyor iken, ikiden fazla

elektronlu sistemlerde pertiirbasyon terimi olarak alinamayacak kadar biiyiik olabilir.

Z nin oldukga biiyilk degerleri i¢in bile 1/7, teriminin herhangi biri Z /r, yaninda



kiigiiktiir, ayrica bir ok 1/7; terimi vardir ve bunlarin toplam etkisi, i inci elektron ile

cekirdek arasindaki etkilesme ile ayni mertebede olabilir. Buna gore bu probleme
anlamli bir bicimde pertiirbasyon kuramini uygulamak istersek Z,-("(l/ 2)V,;_2 -ZIr)
hidrojen tipi Hamiltonienin toplami olmayan fakat, en azindan yaklagik olarak
elektronlar arasinda kargihikli itmeyi igeren, yeni “pertiirbe olmamus” Hamiltonienini
tanimlayacagiz. Ote yandan bu pertiirbe olmamis Hamiltonien, yeterince basit olmali ve
buna karsilik gelen Schrodinger denklemi ¢oziilebilmelidir.

Bu problemde Hartree ve Slater tarafindan Onerilen cevap, merkezcil alan
yaklagikligim  kullanmaktir. Bu yaklagiklik her elektronun, cekirdegin ¢ekimi ve bir
elektron ile dier (N-I) elektron arasindaki itme etkilesmelerinin ortalama etkisini
gosteren, bir etkin potansiyelde hareket ettigi disiiniilen bagimsiz par¢acik modelini

temel alir. Bundan baska, (N-1) elektronun toplam etkisi elektron ve gekirdek arasindaki
merkezcil Coulomb ¢ekimini perdeleme bi¢iminde oldugundan zk/_l /1, elektronlar
arasindaki itme terimi ZIS(r,.)olarak yazilir. Bir elektronun etkin potansiyel enerjisine

iyi bir yaklagiklik,

V(r)= ——f— +S(r) (2.6)
kiiresel simetrik potansiyelle saglanir.

Biiyiik ve kiigiik uzakliklarda V() nin bigimini kolayca elde edebiliriz. Gergekten,
once diger (N-1) elektrona ait 7, uzakhifina kiyasla, cekirdekten r», uzakligi biiyiik olan
bir i elektronu goz oniine alalim.Bu durumda r; =7, ve 1/r, =r, dir. Buna gore i
elektronu, yaklagik olarak,

zZ 81 Z-N+l
Sy = 2.7)

ile verilen bir potansiyelde hareket eder ve bu potansiyel diger (N-1) elektron tarafindan

perdelenen ¢ekirdegin Coulomb alamina karsihk gelir. r, uzakligi azaldifi zaman bu



perdeleme etkisi daha az belirgin olur. Gergekten, i elektronlu gekirdege yakin iken

7, =r, olur ve bu elektron tarafindan perdelenen potansiyel yaklagik olarak,

i

_£+<NZ—I_1->=_.Z_+C (2.8)

IERY i

ile verilir. Burada <> gosterimi  diger (N-1) elektronun uzakliklar lizerindeki
ortalamay1 gosterir ve C sabittir. Buna gore  r, — 0 smurinda i elektronu iizerine etki
eden etkin potansiyelin, ¢ekirdegin neden oldugu —Z/r, perdelenmemis Coulomb

potansiyeli oldugunu goriiriiz. Bu nedenle ¥ (r) etkin potansiyelin,
VA

Viry—»>-=—, r—>0 (2.9a)
r

V(r)—> _Z=N#l L F > (2.9b)
r

olmasi gerekir. Ozel olarak, bir notr atom i¢in (Z=N olacagindan)
1

V(iry>—— ,r—wo (2.9¢)
r

bagintis1 vardir.
Orta bilyiikliiklerdeki uzakliklarda etkin potansiyelin bulunmasi ¢ok daha zor bir
problemdir. Bu asamada, gekirdegin ¢ekimi ile diger elektronlarin ortalama itmesinin

toplammi gosteren V(r) potansiyelinin, r nin orta biiyiiklikte deerleri icin

elektronlarin yiik dagihmlarinin ayrintilarina, baska bir deyisle elektronlann dinamik
durumuna bagli olmalar1 gerektifini kavramak onemlidir. Sonug olarak, aym etkin
potansivel V(r) bir kompleks atomun (veya iyon) tim spektrumunun nedenlerini
vermez. Bununla birlikte dikkatimizi taban durumu ve ilk uyarilmis durumlarina

sinirlarsak, belirli bir V(r) merkezcil potansiyelinin bir baslangi¢ olarak

kullanilabilecegini varsaymak akla uygundur. Gergekten, asagida, karmasik atom veya



iyonlarin yapist ile ilgili ¢ok onemli 6zelliklerin, V' (r) merkezcil potansiyelinin ayrintih
bilinmesine gerek kalmaksizin ve sadece (2.9) denklemindeki bilgiyi kullanarak elde
edebilecegini gorecegiz.

Simdi (2.2) Hamiltonienine donelim. Gegen tartigmadan, / mn bir pertiirbe olmamug

kisim ve bir de pertiirbe edici kisim olmak iizere,
H=H, +H, (2.10)

seklinde yazilabilecegi agiktir. Burada,

H, i(-—v +V(r)]=ﬁh,, =-%Vr +V(r) (2.11)

i=] i=]

olup merkezcil alan yaklagimina kargilik gelen Hamiltoniendir ve

H, = Z—-Z(“-W(’")j 2.12)

1</—l ij i

'Z---ZS(")

i<f

ise tiim Hamiltonien (2.2) nin elektronik itme teriminin geriye kalan kiiresel ve kiiresel
olmayan kismini igeren kisimdir. Kuskusuz biitiin yaptifimiz Z;V( r,) ifadesini (2.2)
ye eklemek ve gikarmaktir, fakat (2.12) ile tammlanan H, pertiirbasyonu, simdi,

elektronlar arasindaki toplam karsilikli itmeyi gosteren Z»,l/’?‘f teriminden ¢ok daha

kiigtiktiir. Bu nedenle, biz ise H, pertiirbasyonunu ihmal ederek baslayacagiz ve dikka-
timizi (2.6) ve (2.10) dan goriildiigii tizere kinetik enerji, ¢ekirdegin alanindaki
potansiyel enerji ve ortalama (kiiresel) elektron itme enerjisini iceren H_ merkezcil
alan Hamiltonieninde toplayacagiz. N elektronlu merkezcil alan dalga fonksiyonunun

uzaysal kism1 (7, 7,,...,F, ) ye karsilik gelen Schrodinger denklemi,



N
1 ‘
Hap. = 3] 39,74V ) o= B 2.13)

i=]

olur ve her elektron igin bir tane olmak iizere N denkleme ayrilabilir. Denklem (2.13) iin

bir ¢6ziim,
W, =u, (), (7)., (Fy) (2.14)

olarak yazilabilir. Burada (normalize edilmis) u, (%}).u, (7,)....bireysel elektron

yoriingemsileri

{_ %V I ’ + V(ri ):|unlm, (F) = En/unlml (F) (2' 1 5)

bigimine sahip bir denklemin ¢dziimleridirler ve a, gosterimi i elektronunun

(n,1,m, ) olan ti¢ kuantum sayisint gosterir .

V(r) potansiyeli merkezcil oldufu igin bir elektron veya u,, (r) merkezcil alan

yoriingemsileri, radyal fonksiyonlarim kiiresel harmoniklerle ¢arpimudirlar. Yani
unlm, (") = ‘Rn/ (r)Ylm, (05 ¢) (216)

dir ve burada radyal fonksiyonlar,
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unlm,m, (q) = un/m, (F) Zl/Z,mx = Rnl (r) Ylm, (0’ ¢) Zl/Z,mﬁ (220)
bigiminde n, I, m, ve m, gibi dért kuantum sayisi ile belirlenebilir. Ug "uzay" kuantum
sayist n, [ ve m, (2.18) de verilen degerleri alabilir. m, spin kuantum sayisi ise elektron

icin m, =+ 1/2 degerlerini alir. Denk. (2.20) spin-yoriingemsileri

l:— %Vz + V(r):|un/m,lm = l;rzll’lnlm,mx (22 1)

denklemlerini saglar. E,, enerjileri m, ve m, kuantum sayilarina bagh olmadiklar i¢in
bireysel elektron enerji diizeyinin 2(2/+ 1) kez dejenere oldugunu goriiriiz.

Bundan sonraki isimiz, Pauli'nin disarlama ilkesini saglamak tizere, herhangi iki
elektronun (uzay ve spin) koordinatlarina gére antisimetrik olan, toplam N-elektron
(merkezcil alan) dalga fonksiyonu ‘PC,(q,,qz,...,qN) yi tek-elektron spin
yoriingemsilerinden kurmaktir. Bu, asagida oldugu gibi basitce gerceklestirilebilir.
Atomda bagimsiz pargaciklarn durumlarina karsihk gelen (n,/,m;,m ) dort kuantum
sayisim @, f,...v ile gosterelim. Bir elektron & durumunda, diger elektronu /f
durumunda v.b. olan bir atomu tanimlayan ‘P, toplam dalga fonksiyonu, o zaman, N x N
determinant bi¢iminde yazilabilir. Bu determinant

u,(q,) u/;(‘]l) wu(qy)

1 |u,(q,) uy(gy) - u,(q,)
l/fc(q],qza---an)z““\/—‘ﬁ '2 e ’ (2.22)

u (qy) ug(gy) - ,(qy)
olup Slater determinanti olarak bilinir. Bu dalga fonksiyonu agik¢a antisimetriktir,
¢linkii iki elektronun (uzay ve spin) koordinatlarim (diyelim ¢, ve g,) degistirmek, iki
satirin yer degistirmesine 6zdestir ve buna gore determinant igaret degistirir. Belirli bir
Slater determinantina karsilik gelen H, merkezcil alan Hamiltonieninin E, 6zdegeri,

determinantta bulunan N bagimsiz durumun enerjilerinin Denk. (2.19) ile verilen

toplamidir.
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Bir determinantin degeri iki siitiinii veya satir1 esit oldugunda sifir olacagl i¢in, eger

iki elektron ayni n, [, m,ve m, kuantum sayilanna sahip ise (2.22) Slater determi-

nantinin sifir olacagim ifade edelim. Oyleyse bagimsiz pargactk modelimizin gergevesi
i¢inde, ilk kez 1925 te Pauli tarafindan kesfedildigi bi¢imde disarlama ilkesini dile

getirebiliriz, yani, atomda dért kuantum sayisi da ayni olan iki elektron olamaz.

Denklem (2.22) deki (N!)’”2 ¢arpani, ¢,,q,,.-»qyelektron koordinatlarmin N/

permiitasyonu bulundugu gergeginden dogan bir normalizasyon carpanidir. Elektron

koordinatlarmin yerdegistirmesini P ile gdsterirsek (2.22) Slater determinantini,

RO =-J—;V—;Z(—l)”Pu,xq.)uﬂ<q2)...uv(qN) (2.23)

bigiminde yazabiliriz. Buradaki (- 1)" gosterimi, P gift yerdegistirme oldugu zaman +1’
e ve P tek oldugu zaman -1'e esittir (P permiitasyonunun, tek veya ¢ift olusu, kendisine
gotiiren degis-tokus sayisinin tek veya ¢ift olmasina bagh olarak soylendigini

hatirlayalim ) ve toplam, tiim P permiitasyonlan tizerindendir.

Simdi 7 —» -7 terslenme doniisiimii altinda (2.22) Slater determinantinin

davranmgini inceleyelim. Denklem (2.20) ile verilen spin yériingemsisinin (—1)" pariteli

oldugundan Slater determinanti, iyi tanimh

>
D (DD = (D) (2.24)

paritesine sahiptir ve bu nedenle merkeze goére terslenme doniisiimii altinda

elektronlarin zi [, yorungesel agisal momentum sayilarinin tek veya ¢ift olmasina gore

tek veya ¢ift olacaktir.

Basit bir érnek olarak helyumun (1s)* taban durumunu 'S terimini gozoniine alalim.

Iki elektron igin spin yoriingemsileri, o zaman,
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Uigo 2 = o (P X212 = Uy (P)er, m,=+1/2 igin (2.25a)

Uigo,-172 = 0o (M) X1/2,-12 = Hoo (r)B, m,=-1/2igin (2.25b)

ile verilir. Burada a ve B spin fonksiyonlaridir. Denklem (2.22) ye gore merkezcil

alan yaklagikhginda taban durumundaki helyumu tanimlayan iki elektronlu dalga

fonksiyonu,

v.(q.9 )=_1_ 0y (1)) 100 (7)) B(D)
c\q15492 \/5 u1oo(rz)05(2) “100(’“2),3(2)

(2.26)
seklindedir.
H, merkezcil alan Hamiltonienin, hem L yoriingesel agisal momentum islemcisi ile

ve hem de toplam spin islemcisi S ile komiite ettigini dogrulamak basit bir istir. Yani,

[H,,L]=0 (2.27a)
[H,,S]=0 (2.27b)
dir. Burada
N
L=) L, (2.28a)
i=1
N
S=> S, (2.28b)

i=]

dir. Burada L, ve S, ler sirastyla i inci elektronun toplam agisal momentum ve spin

islemcilerini gosterir. Sonug olarak, 6zdegerleri sirasiyla l(l + 1)7"12 ve S(S+1Dr*, M,h
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ve M h bzdegerlerine sahip, L2,S?, L. ve S, islemcilerinin de 6zfonksiyonlari olan

H, nin Ozfonksiyonlarini elde etmek miimkiindiir. Boylece ozfonksiyonlar
]aLSM M S> ile gosterilecektir. Burada a, dalga fonksiyonunun radyal kismi, paritesi

v.s. gibi baska ek bilgileri ifade eden bir gosterimdir. Bu iki elektron problemini

tartismada kullanilan L, S, M, Mg “baglagimli gosterim"dir. $imdi (2.22) Slater
determinantini elde ederken n, I, m,, m, temsilinde ifade edilen u,,, spin-yorin-
gemsileri kullanilmistir. Sonug olarak (2.22) Slater determinant1 L_ ve S, islemcilerinin

bir 6zfonksiyonudur fakat L* ve S ?nin 6zfonksiyonu olmasi gerekmez ve genel olarak
L2, S?, L, ve S, nin 6zfonksiyonlarmi elde etmek igin Slater determinantlarinin
¢izgisel birlesimlerini kurmaliyiz. Yukarida gdz oniine alman helyumun taban durumu,
bir tek Slater determinantlarimn L2, 8%, L, ve S, islemcilerinin bir 6zfonksiyonu

oldugu (L=S=0) basit bir durumdur.

2.2. Hartree-Fock Yontemi ve Oz Uyumlu Alanlar

Bu modele gore her elektron, gekirdegin gekici alam ve diger elektronlardan o6tiirii
itme etkilesmelerinin ortalama etkisini hesaba katan, bir etkin potansiyelde hareket eder.
O zaman, ¢ok elektronlu sistemdeki her elektron, kendi dalga fonksiyonu ile tamimlanir.

Atom(iyon) i¢in Hartree toplam dalga fonksiyonu, elektron koordinatlarina gore
antisimetrik degildir. Pauli’ nin digarilama ilkesi ile getirilen bu antisimetri geregini
dikkate alan Hartree yonteminin genellestirilmesi 1930° da Fock ve Slater tarafindan

yapilmistir.

2.2.1. Hartree-Fock denklemleri

Hartree-Fock yaklasiminda, bagimsiz pargacik yaklasikligi ve Pauli’nin digartlama
ilkesine uygun olarak, N elektronlu dalga fonksiyonunun bir @ Slater determinanti
veya baska bir deyisle, bireysel elektron spin-ydriingemsilerinin antisimetrik bir carpimi
oldugu varsayilir. Sonra “en iyi” bireysel elektron-spin ydriingemsilerini bulmak igin,
Slater determinantinin en iyi bigimi varyasyonel yontem kullanilarak elde edilir. Bu

yiizden Hartree-Fock yontemi varyasyonel yontemin ozel bir halidir ve burada N
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elektronlu atom i¢in deneme fonksiyonu, bireysel spin-yoriingemsileri en iyi yapilmis

bir Slater determinantidir. N elektronlu atomun, Schoredinger denklemi (a.b.)

{ﬁ[-—vz——J LY }w(ql,qz,...,qmEw(ql,qz,...,qN) (2.29)

i=1 i i(j= 17 if

ile verilir ve ¢6ziimii olan y (q, 2G5 sesq N) dalga fonksiyonunun Slater determinantinin

sadece bir sonsuz toplami ile temsil edilir. Buna gore Hartree-Fock yontemi atomsal
dalga fonksiyonlari ve enerjilerinin bulunmasinda bir ilk adim olarak goz Oniine
alinabilir.  Hartree-Fock  yonteminin  uygulanmasiun  atomlara  (iyonlara)
sinirlanmadigmi, bir molekiil veya katidaki elektronlar gibi bagka sistemlere de
uygulanabildigini belirtelim.
Burada tartismamizi bir atom veya N elektrona sahip iyonun taban durumuna
smirlandiracagiz.
H= ZL“VZ ---] Z-— (2.30)
s 2 2 Gty

denklemi ile verilen goreli olmayan Hamiltoniyeni
H=H +H, (2.31)

bi¢iminde yazarak baglhyoruz. Burada

N oA

H =Y h, (2.32)
i=1

Aol Z

hi=—=Vi-= :
SV (2.33)

ve
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H=L o =fp -5 (2.34)

dir. Denklem (2.31)’iin ilk terimi H,, N tek-par¢acik Hamiltoniyenleri IA1,- "lerin

toplamidir. Herbir h; Hamiltoniyeni elektronun kinetik islemcisini ve gekirdegin

¢ekiminden dogan potansiyel enerjiyi igerir. ikinci terim, H, elektron giftleri arasindaki

iki-cisim etkilesmelerini gosteren N(N —1)/2 tane dzdes 1 teriminin toplamidir.
‘i

Varyasyonel yonteme gore, bu Hamiltoienin ortalama degeri, <<DICI)> =1 alinarak
E[o]= (0|, @)+ (D/H,|®) (2.35)
elde edilir. <CI)|H , ‘CI)> birinci beklenen deger, asagidaki gibi kolayca hesaplanabilir:

(@|H,|@) = N(®, |4H 4D, )
- N1<c1>,, |, 4%, ) (2.36)

=N!<CI>H\H1A|®H>

ile verilir. H, ’in tek-cisim iglemcilerinin toplami oldugunu goz oniinde bulundurarak,

(DH>

<I>H> 2.37)

h P

(ol o) = 30 (o,

>

I
iM=

/\
o
=

= Z<u4<q,.) h

U (‘I;)>, A=a,p,....0
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elde ederiz. Burada Aya gore toplam, elektronlar tarafindan iggal edilen N bireysel

kuantum durumlari (yani N spin-ydriingemsileri) iizerindendir.

A
u, spin yoriingemsisine /, bagimsiz Hamiltonieninin ortalama degerini asagidaki

sekilde

[, = <u4(q,-) h|u, (g, )> (2.38)
tanimlayarak,

CLADEDIE (2:39)

elde ederiz.

Ikinci beklenen deger <(D\H s lCD> , benzer yolla hesaplanabilir. Benzer islemler yapilarak

H, nin ortalamasim agagidaki gibi

<CD|H2‘CD>= Z |i<u,1(q,)“ﬂ(qj)

Au
Biitiin
gifiler

1
v,

u(q,)u,(q, )>

i

@, >u4<q,)>}
¥,

(2.40)

- <uﬂ. (ql )u,u (qj)

i

buluruz. Burada Ave g lizerindeki toplam, yoriingeler N(N-1)/2 ¢iftleri izerindendir.

Denklem (2.40)"1
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1
V.

A “ ij

<(D'H2 i(D> = %Z Z[<u;¢ (q,- )u,u (q_,‘) u, (qi )u,u (C].,- )>

(2.41)

- <ua (q,)u, (q,)%

i

uy(qi)u,i (q,)>} }u,,u =a,ﬂ,...,l)

bigiminde yazabiliriz. $imdiu,(g,)u,(q,;) durumuna gore 1/r, etkilesmesinin ortalama

degeri olan,

1
r..

u(q,)u,(q, )> (2.42)

J/l,,u == <u/l (61, )u,u ((1, )

y

dogrudan terimi tanimlayalim. Buna gore i elektronu u, spin yoriingemsisinde ve j

elektronu u,, spin yoriingemsisindedir. Bundan bagka,

1
v,

K,I,,,=—<u4(q,-)u,,(q_,-) u,,(q,-)u@(q_,-)> (2.43)

¥

degis-tokug terimini de tammlayalim. Bu terim de i ve j elektronlarini degis-tokus

ederek elde edilen, iki u,(q,)u,(q,) ve durumu arasinda 1/, etkilesmesinin matris
elemanidir. Hem J,, ve hem de K, ’iin reel olduklarim belirtelim. Bunlar ayni
zamanda A ve u’ye gore simetriktirler, yani

S =J ve K, =K, (2.44)

HA

dir. J, , ve K, , cinsinden (2.41) denklemi,

<®|H2 ‘(I)> = %; Z [J/‘lﬂ - KM] (2.45)
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olur. Denklem (2.35), (2.39) ve (2.45)" y1 kullanarak £ [d)] toplam enerjisi,

E0]=31, +%ZZ[JW -K,,] (2.46)

ile verilecegi goriilur.

E[®] fonksiyonunu elde ettikten sonra simdi hesaplamanin ikinci adimina
gegebiliriz. Bu, E[®]'nin, u, lar iizerinde diklik kosulu ile belirlenen, N? kosulu
altinda, (l, H=a, ,B,...,u) spin yoriingemsilerinin varyasyonuna gore kararli oldugunu

ifade etmekten ibarettir. Bu kosullar1 saglamak i¢in &, (/1, u=a, ,B,...,u) ile gosterilen

N? adet Lagrange garpani ortaya koyacagiz. O zaman varyasyonel deklem,

E-3¢,,8(u,lu)=0 (2.47)
A u
olur. (2.47)’den ¢;, = a;# oldugu goriilmektedir. Buna gore N * Lagrange ¢arpanlari,

Hermitien matrisi elemanlar1 olarak gdz Oniine alnabilir. Bu asamada u, spin-

yoriingemsileri iizerinde uniter bir dniistim yani,

u, =y U, u, (2.48)
n

yapmak elveriglidir. Burada U,, , NxN boyutlu uniter matrisin elemanlandir. u,

spin-yoriingemsileriyle olusturulan yeni @' determinanti, daha 6nce verilenden bir faz

¢arpani kadar farklidir. Ciinkii U uniter oldugundan ldetU =] ve

®' = (detU ) (2.49)

dir. Bundan baska E [(D]= <CD\H |(D> fonksiyonu, bu uniter doniisiimden agik¢a

etkilenmez.  Herhangi  bir  Hermitien  matris  uniter  bir  doniigiimle
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kosegenlestirilebildiginden, U’ yu, Lagrange c¢arpammin &, matrisini, elemanlari
E,5,, olan kosegen bir matris kilacak bigimde segebiliriz. Asafida, bu

kosegenlestirmenin baslangigta yapilmis oldugunu varsayacagiz. O zaman, Denklem

(2.47),

6E - E;6(u;lu,)=0 (2.50)

A

verir.

Simdi u, ’y1 spin-yoriingemsilerine gore degistirelim. Yaklasikhik ve (2.33), (2.38),
(2.42) ve (2.43) bagntilartyla birlikte E [(D]’nin (2.46) ile verilen ifadesini kullanarak N

adet u,,ug,.... U, spin-yoriingemsileri igin,

L1 (q,)dqj} (@)

’./

{——;;VZ r}u(q,HZ{] (@)

i

(2.51)

[f .4, ) ”,1 (q,) dq, }u,,(q,-)=Eaua(q,~)

Au=a,pB,..,0

integralli diferansiyel denklemler sistemini buluruz. Burada u tizerindeki toplama, N
adet isgal edilmemis spin-ydriingemsileri izerindedir. j-dq_,. gosteriminin uzaysal
koordinatlar 7, tUzerinden integral almay1 ve i elektronun spin koordinatlari tizerinden

toplamay1 gosterdigini hatirlayalim. (2.51) denklemi Hartree-Fock denklemleri olarak
bilinir. u,(g,) spin-yoriingemsileri

,(q,) =, (F) Xy (2.52)

gibi yazarak ve spin fonksiyonlarimn diklik 6zelligini, yani



Z1/2,m§‘> = 5mf,m§‘ (2-53)

<ll/2,m§

kullanarak Hartree-Fock denklemlerini ~ spin-ydriingemsilerin sadece uzay kismin

icerecek bigimde yazabiliriz:

1o, Z ~ N - -
[_EV:’:‘ —;i-]u,l(f‘,-)+§:\:Iu/,(ﬁ,);j—ull(ﬁ,,)df,:\ul(r,.)

v ] - - -
Y8 {ju,,v,) ~u, () dr,} u,(F) = B, (7) 2:54)
H“ if

Au=a,p,...0

Hartree-Fock denklemleri daha kisa olarak agagidaki bi¢imde yazilabilir. Dogrudan

islemci,

yrd * 1 * 1 . d g .

Vi) = fu,(a,)—u,(a,)da, = Ju 7)), ) dF, =V (R) (2.55)
if i

bigiminde tammlayabiliriz. Bu, j elektronu nedeniyle olusan elektrostatik itme

potansiyelidir ve elektronun konumunun u, yoriingemsisi lizerinden ortalamasi

alindigindaki potansiyelidir. V; (q,) (yerel olmayan) degis-tokus islemcisini de

tamimlayabiliriz, yani,
. _ . 1
V;Ji (q, )uf(ql ) = |: Iu,u (q/ )-’;__ j (qj ) dq/ :\uﬂ (q/ ) (2-56)
i

dir. Buradaki f(q,) keyfi bir fonksiyondur. Ozellikle, u,(g,) spin-yoriingemsisine

etkidiginde, V" degis tokus islemcisinin



Vi (g,)u,(4) { ju;(q_,)%—uﬂ (q,)dg, ]u/xq,)

\ PR N . -
= ém_f mk \:J‘ull (r/) U (r/) dif :\uﬂ (r’)Z]/Z,m;‘

1
Yy

dt =+ —
= 6mf mi Vl‘ (rl')ull ("i)ZUz‘mﬁl

(2.57)

verdigini goriiriiz. Buradaki V¥ (r) degis tokus islemcisi sadece uzay koordinatlarina

etkir ve keyfi bir fonksiyon olan f(r;) ye etkisi
A g gy NN B -
AGUGE [Iuﬂ #)—f (7,)dr, }u# ()
i
ile tanimlanir.

1 Z — dt g
|i_—2-V'2; —7+ZV;(’})_ZV/II (q[):lu/l(qi)= E,u,(q,)
ﬂ P

i
veya

1 Z iy
[_Evi -7+V‘(r,.)—V”(q,-)}uA(q,-)=Em(q,)

i

olur. Burada,

VAFE) =D V()
y

ye (g,)= ZV:I q,)
H

(2.58)

(2.59)

(2.60)

2.61)



sirastyla dogrudan ve degis-tokus integralleri kullamlmigtir.

Hartree-Fock denklemlerini yogunluk matrisi

P-4, =2 4,(4)u,(q,) (2.62)

cinsinden veya buna karsilik gelen spinsiz yogunluk matrisi

pFE7) = Y, (7w, (7)) (2.63)

cinsinden yazmak da ilgi gekicidir. Bu yogunluk matrisinin kdsegen elemanlar

p(q.,q,) ve p(¥.,F,) sirasiyla p(q,) ve p(7,) ile gosterilir. Buna gore,
- 2
p(F) = |u, () (2:64)
7

ifadesi elektronu bir 7 noktasinda bulunma olasiligi yogunlugunu verir. Yogunluk

matrisi cinsinden,

V@) = [t (2.65)

. | 1
v a,)u,(a) = [par)—u.(a,)dd,
ij

(2.66)

oo ] o
= 5»1;1 m! I: j‘p(ri ? rf ) ;-uﬂ (rj )drf }Z]/Z,m;‘

y

elde ederiz. Son olarak Hartree-Fock potansiyelini,
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Z o e
V(qi)=—;—+ZV:<r,->—V:’(q,~>
i H

(2.67)
Z " ’
=-—+ vaFE)-Viia)
olarak tanimlarsak, Hartree-Fock denklemleri,
1
[’EV,Z-,. +V(qi)}ul(qi)=Elul(qi) (2.68)

bi¢imini alir.

2.2.2. Hartree-Fock denklemlerinin fiziksel yorumu

Oz-uyumlu alan ve Koopman teoremi

Hartree-Fock denklemlerinin (2.68) ile verilen gdze ¢arpan 6zelligi, bunlarin u, spin

yoriingemsilerinin her biri i¢in ayr ayn Schrodinger dzdeger denklemlerine benzer

goriinmeleridir. Bununla birlikte, bunlar gergek ozdeger denklemleri degildirler. Ciinkii
V Hartree-Fock potansiyeli, V;’ ve V:‘ islemcileri yoluyla spin-ydriingemsilerine
baghdir. Gergekten, Hartree-Fock integral-diferansiyel denklemler sistemi, tekrarlama

ile ¢oziiliir. Yaklagik bireysel spin-yoriingemsileri ug),ug),...,u(')’den baslayarak, 6nce

bunlara karsihk gelen Hartree-Fock potansiyelinin y yaklagik degeri hesaplanir.
Sonra Hartree-Fock denklemleri, yeni u{(f),u(;),...,ul(f) spin-yoriingemsilerini elde etmek
icin bu y® potansiyeli ile ¢dziiliir ve bunlar da yeni y@ potansiyelini verir. Spin-

yoriingemsileri bundan dnceki boliimde elde edilen p ) potansiyeli ile 6zdes olan

o potansiyeli verinceye kadar (belli bir yaklagikla) tekrarlanir. Bu yolla bulunan
Hartree-Fock potansiyeli, atomun (iyonun) ¢z-uyumlu alan: olarak bilinir. Hartree-Fock

denklemleri, (2.68), gercek Ozdeger denklemleri olmamasma ragmen, u,spin

yoriingemsi {izerine etkidigi zaman, i. pargacik igin Hamiltonien,
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Piar =—-;—Vi+ Vg, (2.69)

u, durumundaki bir elektronun enerji islemcisi olarak yorumlanabilir. Temel bagimsiz

pargacik yaklagikhigiyla tutarh olan bu sonucu elde etmek i¢in, dnce Denklem (2.66) ve
(2.56)’den,

Vig)u(g) =V (@)u,(q,) (2.70)

oldugunu buluruz. Denklem (2.59) ile verilen Hartree-Fock ~denklemlerimize

baktiginmzda, potansiyele 6z-enerji p = A katkisimin olmadigini gdriiriiz. Bu nedenle

kosegen elemanlar sirastyla p,(q,) ve p; (r,) ile gosterilen,

PRI DED X ACOIACH. 2.71)

el

diizeltilmis yogunluk matrisini ve buna karsilik gelen

P (FLF) = S, (P (7)) @.72)

H#A

diizeltilmis spinsiz yogunluk matrisini, tamimlamak elverislidir. ifade edelim ki,
- 02
pi(F) =, () (2.73)
722

bir elektronun, u, ’den bagka, 7 de (N-1) isgal edilmis durumunun birinde bulunma

olasilik yogunlugudur. Diizeltilmis spinsiz dogrudan ve degis-tokus potansiyelleri de,

. - .
ViE) = @)= [p ) —d, (2.74)
i

pEd
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ve

Viig)=DuV,(4) (2.75)

L
olarak tanimlanir. Burada V" (g,)

V@) = [Pala,a,)—, (0, ),

y

1 (2.76)
= 5mf,m§‘ [Ip(;’:’;});—ul(?] )di:J }Zl/Z,mf

i

ozelligine sahiptir. Buna gore, simdi, (2.60) Hartree-Fock denklemleri, i. par¢acik igin

1 Z - ’
hypty(q;) = ["Evi "’: + Vad (F)- V,f (qi):\uz (9.)=Eu,(q;) (2.77)

olur. Kinetik enerji terimi ——;:-Vfi ve cekirdegin ¢ekme terimi _Z, ye ek olarak,

bireysel #,, Hamiltonieninin diger (N-1) elektronunun varh@indan 6tiirli ortalama
potansiyeli gosteren V' (r,) terimini ve u, durumu ile elektronlar tarafindan isgal edilen
diger (N-1) durumu arasindaki degis-tokus ctkilerini hesaba katan V;*(g,) (yerel
olmayan) degis-tokus terimini igerir. Bu nedenle (2.77) daki h,,, u,durumundaki

elektronun enerji islemcisi olarak yorumlanabilir.

Bu yoruma gore, E, niceligi bir elektron ozdegeri anlamina sahiptir. £, ’ya daha

sagliklt anlam vermek igin once, u; ile denklem (2.51)’ nin skaler ¢arpimin alarak ve

(2.38), (2.42) ve (2.43) denklemlerini kullanarak,

E,=1,+3 -k 2.78)
7
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oldugunu buluruz. Sonra A4 tizerinden toplam alarak,

SE =31,+3 3, K, |= (0 o)+ 2(0|H, o) 2.79)
A A A
buluruz. Burada (2.39) ve (2.45) bagintilar1 kullanilmigtir. Denklem (2.90),

Elo]= ZA:EA —(®|H,|®) (2.80)

olarak ta yazabilir ve toplam enerjinin bireysel enerjilerin toplami olmadig1 gériiliir. Bu,

bireysel elektron enerjilerini toplarken, <(D|H2]<D> ortalama degerine sahip olan

karsiliklr etkilesme enerjisini iki kez, her birinin kinetik enerjisi ve ¢ekirdekle etkilesme

enerjisini de bir kez sayilmasi nedeniyledir. Bu ylizden toplam enerji, (2.80)" de oldugu

gibi, bireysel enerjilerin toplamindan <(D|H 2|CI)> > y1 ¢ikararak elde edilebilir.

Simdi N elektronlu sistemden A elektronunun uzaklagtinldigini varsayalim.
Ornegin, orijinal sistem nétr bir atom ise, (N-1) elektronlu pozitif bir iyonumuz var
demektir. Eger (N-1) elektronlu sistemin yoriingemsilerinin N elektronlu sisteminki ile
aynmt oldugunu varsayarsak, denklem (2.46)’den, iki sistemin toplam enerjileri
arasindaki farkin,

Ey-Ey, =14+Z[J/1;4‘K ]zEz (2.81)
7

Ap

oldugu goriiliir. Buna gére E, niceligi, yaklagik olarak u, spin-yoriingemsisinden bir
elektronu uzaklagtirmak igin gerekli enerjiyi veya diger bir deyisle A elektronun
iyonlagma enerjisini gosterir. Bu sonug, Koopman teoremi olarak bilinir. Burada A1
elektronun iyonlasma enerjisi olan E,’nin belirlenmesinin kesin olmadigim
vurgulamaya deger, ¢linkii bir elektronun uzaklastirilmasindan sonra olusan N-I

elektronlu sistemin yoriingemsilerinin yeniden diizenlenmesi ihmal edilmistir. £ v Ve
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E,_’in sirastyla N elektron ve (N-1) elektron sistemlerinin gergek taban durum
enerjilerinin {ist simrlari olmalarina ragmen, iki tist simrin farkim aldigimiz igin, E,

niceligi, iyonlasma enerjisi igin bir tist simr degildir.

2.2.3. Hartree-Fock potansiyelleri ve spin- yoriingemsilerinin ozellikleri

Simdi (2.68) ile verilen Hartree-Fock denklemlerine dénelim. Doldurulmus spin
yoriingemsileri ile karakterize edilen atom veya iyonun belirli bir durumu igin, (burada
taban durumu) biitiin elektronlarin ayni Hartree-Fock potansiyellerinde hareket

ettiklerini goriiriiz. Bundan bagka, belirli bir potansiyel igin farkli E, # E), bireysel
enerjilerine karsilik gelen ikiu, ve u,, spin-yoriingemsilerinin dik (ortogonal) olduklari

kolayca gosterilir. Gergekten, u,.(q,) ile (2.5 1)’nin skaler ¢arpimini alirsak,

—f-m (g; )> +2 <”/1' (9,)u,(q,)

i

<u2'(‘]i )‘“ ‘;’Vi -

1
}"l.‘

u, (q,)u,(q; )>

y

(2.82)
1

Y

——Z<uk(q,-)u;,(qj>

U, (qi)up(qj)> =F, <“x'(qi)|“x (g )>

oldugunu buluruz. Benzer bigimde, #,.(q;) nin sagladig1 Hartree-Fock denkleminden

ve (2.1) denklemi ile verilen Hamiltonienin Hermetien olmas1 gerektiginden

1 Z
<”,1 (qi)l'"z'v,z.,. -

1

uz<q,-)>+2<u,l.<q,-)u;,(q,.) :
o r

i

u,(q)u,(q, )>

(2.83)
1

- Z<ui-(qf>u,, (9,

“ if

u,(q, )u,u (qj )> = Ezl'<u,1' (g )lu,% (qi)>

oldugunu buluruz. Oyleyse, denklem (2.83)’ii denklem (2.82)’den ¢ikararak,
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(E, —E,)(u,.(q)|u;(g,)) =0 (2.84)
buluruz, yani,
(uplur)=0, E,#E, (2.85)

olur.
Simdi kapali alt kabuklu (He,Li*,Be,Be*,Ne,v.b.)atomlar veya iyonlar i¢in

Hartre-Fock potansiyeli kiiresel simetriktir, yani elektronun uzaysal yoriingemsileri bir

merkezcil alan probleminin ¢dziimleridirler. Bunu gormek icin, once kapali kabuklar
halinde (N cift olan) N spin-yoriingemsi N "= N/2 uzaysal yoriingemsilerinden elde
edilir. Bu N uzaysal yoriingemsilerinden her biri (2.22) Slater determinantinda, biri
spin “yukar1” () ve biri de spin “asagi” (5) olmak iizere iki kez goziikiir. En basit

srnek, yanhz bir u,,, = u,, yoriingemsinin mevcut bulundugu helyum ornegidir.

v.(9,9,) = 1 oo (r)a(l) 100 (r)B()
I 2 0 (1)(2) U0 (1) B(2)

=uwo(n)umo(rz)—lﬁ[a(l)ﬂ(2)—a(?-)ﬂ(l)] (2.86)

Yukaridaki ifadeyi dogrulamak i¢in N uzaysal yoriingemsisinin
U (r) =" Py (1Y, (6,9) (2.87)
bigiminde oldugu varsayilmistir. Burada,
P, =rR,(r) (2.88)

alimmustir ve sonunda elde edilen ¥ Hartree-Fock potansiyelinin kiiresel simetrik
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oldugunu gosterecegiz. ¥ nin (merkezcil) — Z/r, gekici etkilesme terimi, V¢ dogrudan

potansiyelini ve Y “degis-tokus” potansiyelini igerdigini hatirlayarak (2.67), dnce v
dogrudan potansiyeline bakalim. Denklem (2.87) ve (2.88)’i kullanarak, tam sayili

(n'l') alt kabugundan gelen ¥ “ kisminin,

Vi '22 ,ﬂ nlm(r )‘ .

m ==l
(2.89)
2
S \ (0,8 dr,d2,
y m =l
olacag goriiliir. Buradaki 2 carpani iki spin yoneliminden dogmaktadir ve
dQ; = sin @ jd0_,.d¢j > dir. Kiiresel harmoniklerin toplama teoremini kullanarak,
21 +1
Z i I'm’ (01’¢ )' - (2.90)
m=—I
elde ederiz [7], yani
2021 +1) 2 1
V=S [Ip ) —dryde, (2.91)
g

dir. (6,,4,)acisal degiskenleri iizerindeki integraller 1/7,” yi kiiresel harmonikler
cinsinden acarak ve P .(r;) fonksiyonunun acilara baglh olmadif1 gergegini kullanarak

kolayca alinabilir. r, ve n gosterimleri », ve r,’ den kiigiik ve biiyiikk olmasini

gostermek lizere,

1 o+ 4 ( )
;.{— I=ZOmZ 21 + ]( )l+1 Im(615¢) (ej’¢_j) (292)

yazarak,
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v =200 +1) [, o) ;I‘d"./ (2.93)
0 )

oldugunu buluruz. Bu ifade agikea, 7 nin (6,,¢,)agilarindan bagimsizdir, yani V""I
merkezcildir. Bir atom veya kapali alt kabuklu bir iyon i¢in ¥ her bir kabuktan gelen

(2.93) bigimli kiiresel simetrik katkilarin toplamidir ve bunun sonucu V4> de kiiresel

simetriktir.

Simdi V“ degis-tokus potansiyeline donelim. Denklem (2.57) ve (2.61)’i
kullanarak, uzaysal yoriingemsi (2.87) bigiminde olan u .(g,)spin yoriingemsisine

etkidiginde, kapal (') alt kabugundan gelen ¥ kismy,

Vel By ()Y, (6.4
(2.94)

- X{IP ()Y, w%ﬂ:(n)l’,m(@»%)dndﬂ} iR (1), (6.4)

verir. Simdi sag taraftaki ifade, 1/, yi kiiresel harmonikler cinsinden acarak, (2.92) ve

Clebsch-Gordan katsayilar i¢in,

Z<.j1j2mlm2 ‘jm><jlj2m1m2 )j‘m‘> = ajj'5mln'
(2.95)
Z(jljzmlm?. ijm> <-jlj2m;m'2 Ijm > = 5m,m; 5m2m'2

J.m

diklik bagintilar1 ile birlikte denklem (2.92) ve

[Ym (.01, (6:9)Y,,,,(6.)dC
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1/2
1y (211+1)(212+l) B 2.9
_ 1) [ L } (11,00(1,0) {1y mms |1, ) (2.96)

ifadelerini kullanarak degerlendirebiliriz. Sonug,

V[ Py ()Y, (6,.8)) = 1 +1){ i —-—-| (1r 00| L0)| }

LII

(2.97)

{I (r) L+l l(rj)drj}ri-an'['(ri)Ylm 6,4,

dir. Bu ifadede agisal bagimlihk yalmzca Y, (6,,4) kiiresel harmoniklerden
kaynaklanmaktadir. V. degis-tokus islemcisinin Y, (6,,4,) ile orantili bir niceliktir ve

oranti carpani (6,,4,) agilarindan bagimsizdir. V4 degis-tokus potansiyelinin (her bir

alt kabuktan ileri gelen (2.97) bigimindeki katkilarm bir toplami olan ) agisal bagliligs,
bu nedenle merkezcil potansiyelinkine esdegerdir.

Yukaridaki tartigma, kapah alt kabuklu atomlar veya iyonlar igin merkezcil alan
yaklasikligin Hartree-Fock yontemi gergevesi i¢inde tam oldugunu gosteriyor. O zaman

radyal denklem,

14> 1l+) Z

+
2 d: 2K,

+Vd —le Pnl(ri)zEannl(ri) (298)

i i

olur. Burada,

=27
nl

(2.99)
=>20 + l)oi[ll’n-,- (; )|k ldrj
nl 0 | r>

ve
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VAR () = 2V iiFa(n)

(2.100)
l 1y, 21 %, )"
-5 § Ztwofuol| 7o) s a0
nl L= //[ 0 ( )
dir. Bu ifadelerde,
r, = max(r,, ;) r, = min(7,,7,) i-r|<L<i+l (2.101)

dir.

Tamamlanmis alt kabuklara sahip atomlar veya iyonlar i¢in ¥ Hartree-Fock
potansiyeli artik kiiresel simetrik degildir. Bununla birlikte, kiiresel simetriklikten bu
ayrilma gogu kez kiigiiktiir, ¢iinkii bir ¢ok durumda ( 6zellikle taban durumu igin)
ayrilma sadece tamamlanmis bir alt kabuktan ileri gelir. O zaman Hartree-Fock
merkezcil alan yaklagiklig: i¢in 14 spin dogrultular: ve agilar tizerinde /’nin ortalamasi

alinarak elde edilir.

2.3. Hartree - Fock - Roothaan Metodu

HF metodu kullanilarak bazi atomlarin yapilarmi incelemek miimkiin olmustur.
Fakat problem ¢oziimii sirasinda ¢ok sayida diferansiyel denklem ile
karsilasildigindan, bu metot  pratik isler i¢in kullamlamaz bunun yerine, HF
denkleminin Roothaan tarafindan gelistirilen formundan yararlanihr.

Roothaan, HF metodunun tek elektronlu MO’leri atomik orbitallerin lineer

toplami seklinde yazilabilecegi fikrini Onermistir [S]:
M

U, =2Cux,> (M >n) (2.102)
p=l

Burada C,, lineer toplam katsayisi, y, bir elektronlu atomik baz fonksiyonu ve

M atomik baz fonksiyonlarmimn sayisidir. HFR metodunda degiskenler, lineer toplam
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katsayilaridir. Eger molekiiler dalga fonksiyonu, (2.102) denklemindeki atomik
orbitallerden olusan bir determinant seklinde yazihr ve lineer toplam katsayilarina gore

varyasyon denklemi ¢oziliirse, kapali kabuklu sistemler i¢in HFR denklemi

F -&8 )C,=0 (2.103)
Z( ]"1) q

Pq
q

seklinde elde edilir [6]. Burada S,; x, ve 1, atomik baz fonksiyonlari

arasindaki ortme integrali olup
S, = | 2,0z, ()7 (2.104)

olarak ifade edilir ve atomik orbitallerin iistiiste gelen kisminin degerini verir. F, ,

Fock islemcisidir ve iki kistmdan olugur:

F,=H,+G, (2.105)

T

(2.105) ifadesini olusturan terimler ise
‘ . 1 1 - ‘
= (0] 1% - @106
a "al

G, =33 CCy Qg ~10y) (2.107)

jors

1= 112020 |2 02,07 2108
12

seklinde tammlanirlar. Burada j, kapali MO sayisina; p,r,q ve s ise atomun

numaralandirilmig baz fonksiyonlarmin sayisina kadar degisir.
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Denklem (2.104), (2.106) ve (2.108) ile verilen integraller, HFR denkleminde

ortaya ¢ikan ¢ok merkezli molekiiler integraller olarak adlandirlirlar.

2.4. Cok Merkezli Integrallerin Simiflandiriimasi

HFR denkleminin yapisinda bulunan ¢ok merkezli integrallerin siiflandiriimas: igin

atomik orbitallerin (y(7)) incelenmesi gerekmektedir. 2(F,), bize atomik orbitalin a

numarali ¢ekirdekte merkezlestigini gosterir. Buna gore, bir elektronlu integrallerden

(2.104) seklinde ifade edilen ortme integrali incelenirse:
S, = |2, )z, F)d’F 2.109)

elektronun iki atomik orbitalinin de aym c¢ekirdekte merkezlestigini gosterir ve bir-

merkezli ortme integrali olarak adlandirilir.
S, = [2,G)x,(7)dF 2.110)

integrali ise elektronun iki atomik orbitalinin farkli iki ¢ekirdekte merkezlestigini
gosterir ve iki-merkezli 6rtme integrali olarak adlandirilir.
HFR denkleminde bulunan, elektronun kinetik enerji matris elemani genel olarak

agsagidaki sekilde verilir:
¢ wpe N\ 3
Ty ==3 [2, )V, (F)aF @.111)

Bu esitlikte bulunan kinetik enerji islemcisi hicbir merkeze bagli olarak ifade
edilmediginden, (2.111) integrali ya bir- ya da iki — merkezli olur.

Elektronun ¢ekirdekle etkilesim enerjisi matris eleman:i ise

cn
U, =2,[1, ()= x,(F)d7 2.112)
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seklinde verilir. Bu esitlikte bulunan 1/r islemcisi belirli bir ¢ekirdege gore ifade
edildiginden, (2.112) ile tanmimlanan niikleer-gekim integrali bir-, iki- ve tlig-
merkezli olabilir.

Denklem (2.108) ile verilen ve HFR denkleminde bulunan Coulomb ve degis-tokus
integrallerinin yapisin1 olugturan iki-elektronlu integraller, dort atomik orbitalden
olusur. Bu atomik orbitaller en fazla dort farkh gekirdekte merkezlesebilirler. Buna gore

Coulomb ve degis—tokus integralleri bir-, iki-, ii¢- ve dort-merkezli olabilirler [5].

2.5. Molekiiler Orbital Teoride Baz Fonksiyonlar

Atomik orbitallerin lineer toplami seklinde ifade edilen molekiiler orbitallerin
kullanildign teorik ¢aligmalarda, atomik orbital olarak secilen baz fonksiyonlarn
kullamlir. Dolayisiyla, yapilan galimalarin dogrulugu ve giivenilirligi buyik 6lgtide
segilen baz fonksiyonlarina baghdir.

Kullanilan baz fonksiyonlarina; Gaussian tip orbital (GTO), Slater tip orbital
(STO), Bessel tip orbital (BTO) ve Polinom tip orbitalleri (PTO) Ornek vermek
miimkiindiir. Agisal ve radyal kisimlardan olusurlar. Bu baz fonksiyonlarmin agisal
kisimlar1 aymidir ve kiiresel harmoniktir, radyal kisimlari sirastyla asagidaki ifadeler

ile verilir:
R (r)=r"e? (GTO)

R(r)=r""e? (STO)
(2.113)
R(r)=y2/r K %( 7) (BTO)

R,(r)= Q@A -r)r" (PTO)

Bunlar arasinda en yaygin olarak kullanilan baz fonksiyonlar1 ise GTO ve STO’

lerdir.
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GTO’leri kullanmanmn biiyiik avantaji, GTO’lerin yapisindan dolay: cok
merkezli molekiiler integrallerin matematiksel agidan kolay ve hizli bir sekilde
hesaplanabilmesidir. Fakat bu hesaplamalar, ¢ekirdege yakin ve gekirdekten uzak
mesafelerde, deneysel sonuglarla uyum saglamamaktadir. Halen, molekiiler ab initio
hesaplamalarinin gogunda baz fonksiyonu olarak GTO’ler kullanilmaktadr.

STO’ler, hidrojen ve hidrojene benzer atomlar i¢in Schrodinger denkleminin
¢oziimiinden elde edilen dalga fonksiyonlarindan ve deneysel sonuglardan yola ¢ikarak
ileri siiriilmislerdir. STO’ler kullanilarak yapilan caligmalarda matematiksel agidan
¢oziimil zor olan integraller ile kargilagilmaktadir. Bu nedenle, STO’lerin pratik MO
hesaplamalarda kullanimi siirhdir. Fakat son zamanlarda, karsilasilan bu zorluklar
bityiik 6lgiide ortadan kaldirildigi igin, yapilan ¢aligmalarda STO’lere artan bir
ilgi vardir. Biz de galigmamiz boyunca, Grtme integrallerini hesaplarken normalize

edilmis STO’ leri kullanacagiz.

Kiiresel koordinatlarda normalize edilmis STO’ler:
W ime (F) = N, "™ exp(= &)Y, (6,4) (2.114)

seklinde tanimlanir. Burada ¢, Slater kurallariyla belirlenen perdeleme sabitidir.

Y,"(6,¢) kiiresel harmonik ve N, bir normalizasyon sabiti

N, =(2¢ y*3[r@n+ )]s @2.115)

dir [3].
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3. MATERYAL VE METOD
3.1. Tanimlar ve Temel Ozellikler
3.1.1. Kiiresel Harmonikler

Bilindigi gibi reel veya kompleks kiiresel harmonikler ;

Y"(0.4)= P" (cosO)®,, (¢) (3.1)

ifadesi ile verilir [7]. Reel kiiresel harmonikler i¢in,

cos(mlg), m=0

| ‘
®, (¢) [0+ S, ) {sin(]mw, m<0

(3.2)

ve kompleks kiiresel harmonikler i¢in ise,

1 im
®,(¢)= NN ’

ifadeleri kullanilir. (3.1) Kiiresel harmonikler ifadesindeki P,""‘(Cos&), normalize bagh

Legendre fonksiyonlari olup binom katsayilar cinsinden:

2’ [2%(12)21(1”)]/2

Y1) F(A+k )R (20-2k )F,_, o, (1=K )x" (3.3)

k

seklinde verilir [7].

Burada x =cosé ., A = ‘m’ ve toplamin sinirlari
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0<k s-l-{l_;t_l(l_(_l))/-z}

2 2
seklinde degismektedir.
F,(m) binom katsayilarmni gostermektedir ve
m!
F,(m)= (m—n)
seklinde tanimlanir.
Normalize edilmis bagli Legendre fonksiyonlarmmn binom katsayilar1 cinsinden

diger bir tanim da;

1

MY |2

P,’l(cosﬁ)=[(2l+l) 5C) ] 34)
2 F,,(2)

-
;‘

. 0 A+2k . ) 2-A-2k
( 1) F(l)FM(l) 0052 sz

k

It
(=4

ile verilir [8].
(3.3) denklemi kullanilarak normalize edilmis bagli Legendre fonksiyonlarimn

x =0 ve x = +1 deki dzel degerleri

0, - A tek ise

P (0)= (3.5)

%
(- 1)//1/2 1\:21+1 /A(l )lﬁ(l+/1)} , =4 cifi ise

2

pren)= @), (3.6)

olarak elde edilir.

Normalize edilmis bagli Legendre fonksiyonlari agagidaki simetri ve normalizasyon

sartlarina sahiptir:



PA(x)=(-1)"P*(-x) (3.7)

2 ¢ 2 A 2
_oF =1 3.8
21+1;1+5w [ ()] S

Kiiresel harmoniklerin diklik bagintis ise asagidaki sekilde;
I[Ykr (9’ ¢)]* Ylm (9’ ¢)d Q = 5k,15m,r (39)

tammlanir.
iki kiiresel harmonigin ¢arpimi Gaunt katsayilari cinsinden agagidaki formda

tanimlanir [9];

ll“L\.‘(
[Yl,ml (Q)I Yl:h (Q)": Z (2)<Zz m, ‘ll m, \lmz 'm1>Y/mz_ml (Q) (3.10)
=lnin

!

Burada Y sembolii toplamin ikiser ikiser arthgimi gdsterir. (3.10) esitligindeki

toplamun limitleri Gaunt katsayilari ile uyumlu se¢im kurallar tarafindan belirlenir. Bu

se¢im kurallari;

lmax =ll+l25 (311)

1o +max(f, — L], m, —m,|) ¢iftise, max(}l, -, m, —m, )

max

i »

min "~

m, —m,|) tek ise, max({f, — 4, |, —m, )+1

1o +max(l, —1,

b 9

ile verilir.
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3.1.2. Ug Kiiresel Harmonigin Carpim

Y[f:" son durumun, YL':“ ilk durumun dalga fonksiyonu olsun. Matris elemanlarinin

olusturulmasi icin gerekli olan herhangi bir islemeiyi Y, ,M 2 olarak alirsak

3

M,
Y,

O
veya
IY LA:II P Ly YIA:I" dQ

integral ifadesi elde ederiz ki bu fizigin bir ¢ok alaninda karsilagilan bir ifadedir. Burada
integral tiim kati a1 {izerinden alinmakta olup 6zel olarak iig kiiresel harmonigin
carpimi olarak adlandirilmaktadir [7].

Agisal momentumun kuantum teorisi olarak bilinen grup teorisi metodunda,
Clebsch-Gordan katsayilar igin vektorel toplam analizi kullamlarak bu integrallerin
degerleri tablo olarak verilmektedir [10]. Bu integralin degeri;

1. Acisal momentum vektor islemcisi L nin vektorel toplamimin sifirdan farkli
olmasi,

2. M,+M, =M, olmasi,

3. YY" garpmm gift olmadikea, yani M, +M,+ M+ L+ L, + L
ifadesinin ¢ift olmamasi,
durumlarinda sifirdir.
Birinci kosul |L, —L;|< L, <L, +L, seklindeki segim kuralmi verir. Ugiincii kosul
ise paritenin korunumu kanunudur.

Wigner-Eckart teoremi matris elemanina uygulanirsa,

Y Y, |y,
YM1 > _ 1)1.2—1,3+L, CV(LZL.%LI |M2M3M1 )< Li|" 1y 1/.1>

,/ile +1)

<YM, \};M,

(3.13)
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elde edilir.
Yukarida verilen (1) ve (2) nolu se¢im kurallart (3.13) denklemindeki Clebsch-

Gordan katsayilan ile ilgilidir. (3.13) denkleminde M, =M, =M, =0 almr ve

M =0 i¢in kiiresel harmoniklerin agik ifadesi

(refre e ) = (1" ClL, Ly 000 )y v ) VRL+D)
2 2 2
_JCL )RL, + 1YL +1) jP (x)P,, (x)P,, ()i (3.14)
(47"

olarak elde edilir.
1
[P, ()P, ()P, (e ~ C(L,L, L, Joo0) (3.15)
-1

(3.15) denklemi (3.14) denkleminde yerine yazilirsa

<Yz,l

bulunur. Paritenin korunumundan bulunan (3) nolu se¢im kuralh ve (3.16) yaklasikhif

Y,

Y, > ~ C(,L,1,]000) (3.16)

kullanilirsa;
C(L, Ly Ly |- My =My =M, )= (1) C(L, Ly L |M M M, ) (3.17)

ifadesi olusturulur. Azimut ag1 iizerinden integrasyon,

1

27T

—iMyg Mg iMyb g
e e AP =276, ps 0
0

seklindedir.
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3.1.3. Clebsch-Gordan Katsayilari
Clebsch-Gordan katsayilari

Chl (__ 1)-;-(}1:,+|m1\+m;+imz\+M +iMD(’112 mm, V‘lz LM) (3.18)

mymyM

ile tamimlanmaktadir [10]. Burada (lllzmlmz\lllzLM ) niceligi kiiresel harmonikler

(Ya - (_ l)m Y,

Im I~m

)igin kullamlan Condon-Shortley evresinde kullanilan Clebsch-Gordan

katsayilardir.

Condon-Shortley evresindeki (lllzm,mzllllzLM ) katsayilar1 binom katsayilar

cinsinden

(lll2m1 m, ‘1112 LM)= 5M Ay

(L+1)F,,, (1, +1, + L+1)F,,,, (2L)
(2[l + l)(2/2 + 1)‘F/,-I2+L (ll + l.’Z +L+ I)F}z—ll+1, (ll + ZZ +L+ 1)E|+m, (211 )F/2+mz (2]2)
S () FEWG -+, -L)F,_, (L-M)F, ., (L+M) (3.19)

!
ile verilir. Burada ¢’nin degisim araligy;

max|0,7, —m, — (L= ML, +m, —(L+M)|<t <min(l, —m,,1, +m,.1, +1, - L)

seklindedir.
C,l,‘,fi,’,‘2 W katsayilannin diklik ve simetri 6zellikleri asagidaki gibidir:
Z (__ 1)m,+[ml|+mz Hmy |+ M +|M\C”'1’:3'{2M C’l:’:f’leM] = 5“] 5MM| (3.20)

my,my
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4 A

Z(_ 1)—;—(1711+|ml\+m2+|mz\+mlv+~m|"+m2'+lmz'D +[M| Cl VoL C]'llzl'l, =5 .5 : (321)

iy My M, mymy mymy

Lyl ( y, +ly=L L, L
Cm,m M T 1 (’—m, —-my-M

- (_ lyl el L C1211

mymM

(3.22)

( 1)( 2L+1 [1[2

m, ~M —my

3.1.4. Gaunt Katsayilan

Clebsch-Gordan katsayilar1 igin kullanacagimiz Gaunt katsayilarim  binom

katsayilar cinsinden,

) k. (28 I, - )Fz‘. (g)

C,L I'm ,l m, 1 g—(1y—my o (]m,[+|m2\+|M\
(1 1 b) ( ) (2g+1)F2L(7g)

1/2

(21, +1)20, +D)E,,, ( +1, + M)F, 0 QL+ +1, + M)
E (ll +1, _M)E,+IZ—M (11 +1, +2L+M)F1,-M (OL) LM (2L M)

(3.23)

F(l +m, +t) Iy~ ~t (l +1, - )EI+I:—1,(ZI +1, +‘M)F1,—M—t(12 —-m, +L—M“I)

Z(_ E,+1n,(ll+12+M)
ile verilir [10]. Burada;
g=%(lI +1, +L), M =m, —m,
ve
max(O,L-—ml—lz)StSmin(ll— +l;)

seklinde tanimlanmaktadir.
Gaunt katsayilan iki Glebsch-Gordan katsayisimn ¢arpimi olarak
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€ty dym,) = S @+ XL + O, Cot (3.24)

yazilabilir.

Gaunt katsayilarinin asagidaki simetri 6zelliklerine sahip oldugunu gosterebiliriz.

21,
2L+

20, +1 §
1/2L+1C"(LMI m,) =C(l,m,.I,m,) (3.25)

Gaunt katsayilar1 igin genel bir tamimlama yapilacak olursa; birim kiirenin

Wl +1
Ct(lymy,1,m,) = lc’z (l,m,,LM)

yiizeyinde ¢ kiiresel harmonigin carpimindan olusan integraldir denilebilir ve

matematiksel olarak

(1 my |1y my |1, m) )= [lr @)] = @)y (@)ac (3.26)
seklinde ifade edilir.

3.2. Ortme integralleri

3.2.1. iki Merkezli integrallerin Fourier Doniisiimii ile Elde Edilmesi

Burada amag,
1(R)= [4" G )/ (), (7 (3.27)

formundaki integrallerin degerlerini hesaplarken, Fourier d6niigiimleri i¢in konvulasyon

teoremini nasil kullanabilecegimizi agiklamaktir [2].
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[ntegrasyon nok.

Sekil 3.1. Iki merkezli integralin tek merkeze taginmasi

Sekil 3.1 de R 1. merkezin 2. merkeze gore konumu, 7 2. merkeze gore ve A
de 1. merkeze gore integrasyon noktasimn konumunu gostermektedir. Boylece
R=F- R dir. Denklem (4.1) de ¢, 1. merkezin fonksiyonu (6rnegin, 1
¢ekirdegindeki atomik orbitali), ¢, 2. merkezin fonksiyonu ve f 2. merkezden

uzakligin fonksiyonudur. Denklem (3.27) s6yle yazilabilir.

1(R)= [4(F - RV ()07 ) (328)
Denklem (3.28) ise ¢, fonksiyonu ile f¢, fonksiyonunun konvulasyonudur. Iki
fonksiyonun konvulasyonunun Fourier doniisiimii bu iki fonksiyonun Fourier
doniisiimiiniin ¢arpimidir. Boylece 7( R) nin Fourier déniisiimii

1()= [explik - RY(R)ak (3.29)
(k)= ¢ (K)F (k) (3.30)

ile verilir. Burada

f(k) = [exp(ik - ), (F)dr (3.31)

ve
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Fk)= jexp(iié F) [ (), (F)dF (3.32)

dir. ¢, ve f@, nin Fourier doniisiimii birbirine baghdir. Orijinal integral simdi ters

Fourier doniisiim integraliyle
I(R) = (27)" [expl- iR -k Ji; (F)F () (3.33)

olarak elde edilir. Denklem (3.33) ile / nin elde edilmesi kolaydir. Ciinkii ¢, ve ¢,

atomik orbitalleri i¢in Fourier doniisiimleri (3.31) ve (3.32), (3.33) de gerekli temel
fonksiyonun terimlerinde kolayca hesaplanr.

Elde edilen bu déniisiimler iki merkezli integraller i¢in kullanilir.

3.2.2. Fourier Déniisiimii ve Ortme Integralleri i¢in Analitik ifadelerin
Tiiretilmesi

Bu calismada STO’lan tercih ederek, kaynak [3]° teki metodu kullanarak aym ve
farkli perdeleme sabitli Grtme integralleri i¢in analitik ifadeler tiiretecegiz. Bu
yaklagimda, temel fonksiyonun analitik ifadesi degil de Fourier doniisiimiiniin analitik
ifadesi vardur.

Fourier doniistimii konvulasyon teoremi, bir elektronlu iki merkezli 6rtme

integralini tek bir integrale déniitiiriir ve bdylece k& (momentum) uzayina gegmis oluruz

[11].
[a7¢" P27 - By = @n)* [a*k " (k7 (EJexolik - R) (3.34)

Denklem  (3.34)’t  kullanarak  ortme  integrallerini  hesaplamak  igin

r"exp (= ¢r)¥," (9, ¢) nin Fourier-doniisiimii gereklidir [3].

Fre k)= [@F explif -7} exp(- )" (0.) (3.35)
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exp(iE-F ) nin Rayleigh diizlem dalga agithmim kullanarak F,, . (E ) integrali kolayca

hesaplanir. Rayleigh diizlem dalga agilim

explt ik - 7)= 4nz S ) k) 0,.4,) 17 (6,.8,) (3.36)

I'=0 m=-1"

olarak yazabiliriz [9]. Burada j,, kiiresel Bessel fonksiyonudur ve

j.(x) = (= x)[x"(d/ dx)] (sin x / x) (3.37)

seklinde verilir [12].

F (E ) nin agik hali ise,

nlmd

n,,,,,:( ) 47[2 Zz Id Fr exp(—{;)

1's=0 m=—{

Y7 (0,.6,) (k)17 (0,.6,)) Y (0. 4,) (338)

- ) IS . .
e )= 423 327 0, ) [l expl- &), (kr)

I'=0 m=—1"

[[ (v (0..¢,)) ¥(0,.4,)sin0, d6, dg, (3.39)
Kiiresel harmoniklerin diklik bagintisi
[ 0.0) 7" (0.9)2=5,,6,,, (3.40)
kullamlarak

Fonef)= 4777 6, ,) [drr™ exp(- &) (kr) (3.41)
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Fune (B)= £ )Y (0181) (3.42)
olup
e (k)= 47" _.“drr"+l exp(—¢r)j, (kr) (3.43)

bulunur. Bu integralin degeri, integral tablolarindan [12]
Foo(k) = 4z T =1+ 1)(= kY [k (@ )] (U 20R)[( — k)7 = (¢ +ik) ] (3.44)

olarak yazilir.

Yazdigimiz esitliklerden, ortme integralleri i¢in asagidaki ifadeler elde edilir.

—_ —_

S5 (R)= [d*F 2 wimes FWegan, 7 — R) (3.45)

=Ny Ny )[R s (€, ( Jexpl - R) (3.46)
Ny N @) (R £ aime ()Y 000 8,)

f;yz/zngz (E)Yl:h (0/« b )exP(iE : E) (3.47)

(3.10) esitligini (3.47) denkleminde yerine yazdigimizda,

415

S”Z'Z’"Z"’z(“)=N . N (27[2)-] > eHly.myslm,)

mlmg&, me " My
Asfi =

L ! m . e .
QA+1)2(47) 2Y," " O i [ Ak £ i (k) 1, (k) (RR) (3.48)
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bulunur. ¢*(l,,m,;1,,m,), (3.24) denklemi ile verilen Gaunt katsay1laridir.

(3.48) esitligi, momentum uzayinda, drtme integrallerini verir. Bu integralin analitik
ifadesini elde etmek icin, (3.48) denkleminden goriildiigii gibi iki baz fonksiyonunun
Fourier-doniisiimii ve bir kiiresel Bessel fonsiyonun carpimimin integralini almak

gerekmektedir. Integral alma islemi yerine, f,, (k) igin verilen indirgeme bagintilarini

kullanmak matematiksel olarak daha kolaydir. (3.44) esitliginden gortildigii gibi

fn,l,: (k) = —i{ (d /dk)_ [(l - 1)/k] }.f;1-],1—1,4‘ (k) (3.49)

olarak yazilir.

(3.43) esitliginde j, (kr) igin indirgeme bagintilar1 yazilirsa, f,,. (k) i¢in

/)1/1_, (k)= i[(2l -1)/ k]f;-l,/—l,g (k) + f;;,l—zg (k). (3.50)
foye Ry =il@1 =100 =1+ ) 1 K)f, 1 o () + [(n+ D) (=1 +1)]f, L, (K) (3.51)

indirgeme bagintilart bulunur [12].
Asagida f,, . i¢in bazi ifadeler verilmistir. Aynica (3.51) esitligiyle f, 0., f,,. dan

fo1e tammlanmugtir.

Foore = =220+ Dk —ik) "+ (¢ i)™ ], (3.52)
Foor = =20 (n+ DE[(& = ik) " = (& +ik) "], (3.53)
e =200 @R[ — k)" — (& + k) |- 22T+ D& = k) (G + i) ] (3.54)

Literatiirde j , (kr) hesaplamasi i¢in formiiller vardir [12]. (3.52), (3.51) ve (3.49)
esitliklerinden  gorildigti gibi  ve asil integraller yakinsadigindan keyfi
(n,1,,¢,,n,,0,,4,) icin ortme integrallerini bir bilgisayar programina hesaplatmak zor

olmaz.
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Dikkat edilirse, (-i)’ fo1e reel ve I gift oldufunda, k nin ¢ift fonksiyonu ve (3.48)

esitliginde Y'>™ in katsayisi gergektir . Baslangi¢ noktasinda
e ) — 5> K 22 7' 2D+ DD (414 2) /T2 +2)] (3.55)

n tamsay1 oldugunda, sadece f,, (k) tekil noktalari, k = +i¢ da n+/ inci dereceden
kutuplardir. »n tamsay: olamadiginda, k = +i¢ doniim noktalaridir.

n, ve n,tamsaylyken, sadece (3.48) esitliginin integralinde tekillikler &k = +ig, ve
+i¢, (eger £, #¢&, se)de n, +1ve n,+linci kutuplan ve k =i (efer {,=¢,=¢
se) de n, +n,+2 inci kutuplaridir. Dontim noktalar1 yokken, integrasyonlar kontur

integrasyonu ve residu teoremi hemen gergeklesebilir. Sonra cebirsel islemlerle bir
cebirsel ifade ve iistel tiirevin terimlerinde biitlin tamsay1-n 6rtme integrallerini veren
bazi temel formiiller elde edilebilir.

Sonug olarak; farkli perdeleme sabitli 6rtme integralleri ¢, # ¢, igin

b
Sn,llmlg’l iylamy &y (R) = an;'] Nng(:z (_ 1) 117[2 (n] - ll) !(}’l2 - 12) '

b2 | —

¢ Iz,mz,l],m) m;—m,(gR’¢R)R/z[ (d/dR)]AR_]

X i2/1+1)

A=l =]

X ((1 /n] !)(d /dx) m vt (x - ;1 ) ﬂl-Hx/] +ly—A+] exp(_ xR){[x---] (d /dx):rl xwl (4/1 i~ x)h —=ny -1 }

X Al @ran)]a g w0 (g - ]

(U Nd )", (=) expl(- .\'R){[x" (d/dx)]’z xM¢g, —x) }

X{ @))€+ ) = (g -2 (3.56)
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ve ayni perdeleme sabitli 6rtme integralleri &, = &, = ¢ igin,

Snlllmlg’l alamy &y (R) = —Nn,{N‘m:_f (—. 1) /1”5 (n! - ll ) ! (n2 - 12) !

1
i+

X S @A+1) Al mysly,m )Y, (O )RR (d 1 dR)] R

A=l =1

X [(n1 + n, 4 ]) l](d /dx)n,+;12+1

(P el k)

X { e [ e ey

X{ (@ ra)]ex g+ eyt - (-

elde edilir.

(3.57)
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4. BULGULAR

Bu calismada STO’lar ve Fourier doniigiim metodu kullanilarak ayni ve farkl
perdeleme sabitli drtme integralleri i¢in analitik ifadeler tiiretilmistir.

Sayisal hesaplamalarda Pentium 4 CPU 2.00GHz, 256 MB RAM’ e sahip PC,
Windows XP Professional isletim sisteminde Mathematica 5.0 programi kullanilmustir.

Denklem (4.25) ve (4.26) ile verilen ifadelerde goriildugii gibi, 6rtme integralleri,
toplam sembolii altinda Gaunt katsayilar1 ve reel kiiresel harmonikler seklinde ifade
edilmistir. Hesaplamalarda Gaunt katsayilari igin (3.24) denklemi kullamlmisgtir.
fadedeki Clebsch-Gordan katsayilar1 kullanilan programda tanimli oldugundan tekrar
tanimlanmamustir. Reel kiiresel harmonikler igin (3.1), (3.2) ve (3.3) denklemleri
kullamilmistir. Tablo 4.1 de Gaunt katsayilar i¢in (3.24) denklemi kullamlarak elde
edilen hesaplama sonuglar verildi. Tablodaki degerlerde kirk dijit verilmistir. Tablo 4.2
de STO’lar iizerinde, iki merkezli 6rtme integralleri i¢in (4.25) ve (4.26) denklemleri
kullanilarak elde edilen hesaplama sonuglar ve CPU degerleri verildi.

Tablo 4.1. deki degerleri kaynak [10] da Tablo II ile, Tablo 4.2. deki degerleri
kaynak [14] de Tablo I ile karsilagtirdgimzda sayisal olarak tamamen uyum iginde

oldugu goriilmektedir.

Tablo 4.1. Gaunt Katsayilar

Kuantum Sayilan Gaunt Katsayilari
L L m L, m,

35 20 -3 15 2 0.228319960491362406483831910532414832932572249568076573101
31 20 -3 15 2 0.093333275484180648727646307949475613815151207149138298359
15 20 -3 17 -5 -0.071892812332879002898175421943507810824873208058185725002
15 20 -3 9 5 -0.011717778700858182295250895784161300242519481749271555659
60 25 12 35 -17 0.241631445533134713654991077621234239221497757285919057698
48 25 12 35 -17 0.060943321567428860493598105744320751082577037665705014567
38 25 12 35 -17 -0.022935301595927260757197374746587044392086714752582132382
75 40 -2 37 1 0.112475795725752262611358873021624260493036329327420521799
59 40 -2 37 1 0.041881419529763815637269171735373389818880278399273480815
37 40 -2 21 -3 0.03629180990102019022111660472264244417216513014153225691
37 40 -2 5 3 0.13869303747693775517032995926234186936948562821434310703
118 60 3 58 2 0.203408518435613192014565418343146234536901172275191027078
58 60 3 58 1 -0.019720171333763386799276246423751261568337704633908594289
60 38 1 58 -2 0.043002575255522843899509185188979779462146949969197918905
60 2 1 58 -2 0.201076624972453600325482905347939812972740147113181386719
155 80 1 77 -3 0.106205171809102045136025839108757000149883391807266703345
131 80 1 77 -3 0.01349072234586111750072553909919897800127548742883399798



83 80 1 77 -3 -0.01798524395980623680178558635749785150284355813187307302"
15 80 1 77 -3 0.135231729836452160905367284456123223140250612426212867371

Tablo 4.2. STO’lar iizerinde, iki merkezli 6rtme integrallerinin degerleri
(0=¢=0" dir.)

# X, ¢ # Y4 ¢,
1 100 1.3 a 100 6.2
2 21-1 24 b 21-1 4.1
3 210 0.6 c 210 23
4 211 42 d 211 42
5 322 6.3 e 32-2 42
6 32-1 1.2 f 32-1 25
7 320 23 g 320 5.1
8 321 2.0 h 321 44
9 322 58 i 322 45
R=0.2aq, CPU

(1la) 0.4125849742489177 +00 0.37
(1lc) -0.1439741705352023 +00 0.53
(1lg) 0.1727482803738644 -01 0.98
(2|b) -0.8057625713850791 +00 1.59
(2]f) 0.2138657681643789 +00 0.94
(5le)  0.7986971771148248 +00 2.08
(9]i)  0.8783601934142491 +00 2.19
R=25a,
(2]b) -0.2542056225227017 -01 1.45
(2| f) 0.2024297679327428 +00 0.98
(3la) 0.7812846313197112 -01 0.42
(3lc) -0.1765767418748017 -01 1.59
(3|g) 0.1589461161272241 -02 2.61
(4|d) 0.3656152062412686 -02 0.9
(4|h) 0.1292136533557342 -01 1.02
(5le) 0.1527430021928325 -02 2.16
(6]b) -0.1399618931681138 +00 1.0
(6] f) 0.1874186225440283 +00 1.95
(7]a) 0.8746628210402727 -01 0.74
(7]¢)  0.2252196665381095 +00 1.44
(7|g) 0.8016807331572956 -01 2.31



R=8.7a,
0.1012692368040974 -04
-0.2180471022515341 -03
0.1243347861230045 -04
-0.1847737434804829 -07
0.3917188433286769 -05
0.6827449878542829 -02
-0.2537621750571218 -01
0.1141819176078972 -02
0.5169009811440679 -12
0.3301669582884627 -11
0.2556490100575787 -13
-0.4113689022662811 -03
0.3572475666174043 -02
0.8509645096564055 -06
0.1052909867253846 -03
0.3231236955137565 -05
-0.3147758304963581 -05
0.6314661261245555 -05
0.7934310550193693 -14

54

0.33
0.53
1.03
1.61
0.88
0.45
1.51
2.61
0.94
1.08
2.08
1.03
1.97
0.72
1.55
2.19
1.14
2.09
222
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5. SONUC VE ONERILER

Molekiillerin  kuantum mekaniksel olarak incelenmesi sirasinda  karsilasilan
matematiksel ~ zorluklari ortadan kaldirmak igin baz1 yaklasik yontemler
kullanilmaktadir. Bu yaklasik yontemlerden biri de HFR yoéntemidir. Bu yontemin
uygulanmasi1 sonucunda atomik orbitaller bazinda ¢ok sayida bir- ve iki-elektronlu
molekiiler integraller ile karsilasiimaktadir.

Molekiiler integrallerin ¢6ziimiinde baz fonksiyonu olarak GTO’lerin kullanilmas:
durumunda, molekiiler integraller matematiksel agidan kolaylikla ¢oziilebilmektedir.
Fakat elde edilen sonuglar deneysel sonuglar ile tam olarak uyum saglamamaktadir. Son
zamanlarda, GTO’lerin bu yetersizliklerini ortadan kaldiran STO’lere artan bir ilgi
vardir.

Bu calismada STO’lan tercih ederek, kaynak [3]° teki metodu kullanarak aymi ve
farkli perdeleme sabitli 6rtme integralleri igin analitik ifadeler tiiretilmistir.

Denklem (4.25) ve (4.26) ile verilen ifadelerde goriildigii gibi, 6rtme integralleri,
toplam sembolii altinda Gaunt katsayilar ve reel kiiresel harmonikler seklinde ifade
edilmistir.

Tablo 4.2 de STO’lar tizerinde, iki merkezli 6rtme integralleri igin (4.25) ve (4.26)
denklemleri kullanilarak elde edilen hesaplama sonuglar1 ve CPU degerleri verildi. Elde
edilen sayisal sonuglar literatiirdeki degerler ile tam uyum igersindedir [14]. Aym

zamanda bilgisayar ¢alisma siiresi (CPU) oldukea kisadir.
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7. EKLER
EK A. Gaunt katsayilar

Clear[L, 11, ml, 12, m2, m];

(211+1) (212+1)

47 (2L+1)

ClebschGordan[ {11, ml}, {12, -m2}, {L, ml - m2}]

ClebschGordan[ {11, 0}, {12, 0}, (L, 0}];
TableForm| {
{35, 20, -3, 15, 2, N[e[35, 20, -3, 15, 2], 40]},
{31, 20, -3, 15, 2, N[e[31, 20, -3, 15, 2], 40]},
(15, 20, -3, 17, -5, N[c[15, 20, -3, 17, -5], 40]},
{15, 20, -3, 9, -5, N[e[15, 20, -3, 9, -5], 40]},
{60, 25, 12, 35, -17, N[c[60, 25, 12, 35, -17], 401},
{48, 25, 12, 35, -17, N[c[48, 25, 12, 35, -17], 401},
(38, 25, 12, 35, -17, N[c[38, 25, 12, 35, -17], 40]},
{75, 40, -2, 37, 1, N[c[75, 40, -2, 37, 1], 40]},
{59, 40, -2, 37, 1, N[c[59, 40, -2, 37, 1], 40]},
{37, 40, -2, 21, -3, N[c[37, 40, -2, 21, -3], 40]},
(37, 40, -2, 5, -3, N[c[37, 40, -2, 5, -3], 40]},
(118, 60, 3, 58, 2, N[c[118, 60, 3, 58, 2], 40]},
{58, 60, 3, 58, 1, N[c[58, 60, 3, 58, 1], 40]},
{60, 38, 1, 58, -2, N[c[60, 38, 1, 58, -2], 40]},
{60, 2,1, 58, -2, N[c[60, 2, 1, 58, -2], 40]},
{155, 80, 1, 77, -3, N[c[155, 80, 1, 77, -3], 401},
{131, 80, 1, 77, -3, N[e¢[131, 80, 1, 77, -3], 40]},
{83, 80, 1, 77, -3, N[c[83, 80, 1, 77, -3], 40]},
{5, 80, 1, 77, -3, N[¢[5, 80, 1, 77, -3], 40]}
}, TableHeadings -> {Autcmatic,
{"L", "11", "ml", "12", "m2", "Gaunt coefficients"}}]

c[L, 11 ,ml_, 12 , m2 ] :=\/
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EK B. Farkh perdeleme sabitli 6rtme integralleri

Clear[ A, R, 6] ;

{(n1,11, ml, n2,12, m2, a, B, ¢} ={(3,2,1, 3,2,1,2,4.4, 0};

amax=11+12; m :=m2-ml;

intl = amax + Max[Abs[11 - 12], Abs[m2 - m1]] ;

If[EvenQ[intl] == True, Amin= Max[{Abs[11-12], Abs[m2-ml]}],
amin = Max[{Abs[11-12], Bbs[m2 -m1]}] + 1],

min

Amax

Block {A}, A= amin;

Label [bas] ;
nl+ 1 2«1
A:= B e ER = -1V (n1-11) 1 (n2-12) ! ;
V(@2nl)! +/(2n2)!
c:= e Vv (211+1) (212+1
T (22a+1) ( i i

ClebschGordan[ {11, ml}, {12, -m2}, {1, ml - m2}]
ClebschGordan[ {11, 0}, {12, 0}, {2, 0}1;

1= 2Xx;
u=Abs[m];
l-pu-(1-(-1)1*
TR L il il ol (-1** /2
K 2
: 21 2 Binamial[l, u] Binomial[l + u, u]
ust[l,u]
(—l)kBinomial[u +k, k] Binamial[21-2k, 1-k]
k=0
Binamial[l-k, 1-pu-2Kk] Cos[e]l-ﬂ—2k,.
1
If[mZ 0, P = Cos[ud)]];
4/ 7t (1 + KroneckerDelta[m, 0])
1
If[m< 0, &= sin[ud)]];

4/ 7 (1 + KroneckerDelta[m, 0])
Y:=P3%;
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al- 1 (a-x)""1; pofa1 = ! bla1, x], {11}];
X X

a2 - i ((B+2x)= 0 (g3 12721) ; porap iD[az, x], {12}];
bl = ; (B-y) 2t Do[bl = ; D[bl, y], {12}];

b2 = ; ((@+) ™™ - @- 1) ; po[na - ;D[bz, vl, (113];
a= n; y D[Sj_nplify[(_l) nl+1 (a - 3) "1+1 1141201 xR

Simplify[al] Simplify[a2]], {x, nl}];

b n21 ! D[SJ'.nplify[ (-1)"21 (g i r12+1y11+l2-)c+1 & YR
Simplify[bl] Simplify[b2]], (y, n2}];

F= ; (Limit[Simplify[a], x- a] + Limit[Simplify[b], y- 8]) ;

1
Do[F= r DIF/ R, (1}];

1
sy =N[AQA+1N2c Y R"F];

A+= 2; IE[ A <= Jmax, Goto[bas] ] ;

N[Sum[s;, {i, dmin, amax, 2}], 40] /. {R— 8.7, 6 0}
TimeUsed]| ]
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EK C. Aym perdeleme sabitli rtme integralleri

Clear[x, R, 6] ;

{nl, 11, ml, n2, 12, m2, q, ¢} = {3,2,0,2,1,0,2.3,03;

Amax = 11+12; m := m2-ml;

intl = Amax + Max[Abs[11 - 12], Abs[m2 - m1]] ;

If[EvenQ[intl] == True, Amin = Max[ {Abs[11-12], Abs[m2-ml]}],
)lmin=bhx[{Abs[ll-12],Abs[m2—ml]}] # 1] ;

Amin

nl+ 1 1
A:= < S £ i) -1y r (n1-11) ! (n2-12) 1;

c:= TEVET V(211 +1) (212 +1)

ClebschGordan[ {11, ml}, {12, -m2}, {2, ml - m2}]
ClebschGordan[{11, 0}, {12, 0}, {2, 0}];

Ti=ta:
K= Abs[m] ;
T | ok o i /2.
i 2
p._ Sin[e] ( 21+1 )é
21 2 Binamial[l, u] Binamial[l + u, u]

ust[l,u]
2 (-1)* Binamial[u +k, k] Binomial[21- 2k, 1 - k]

k=0
Binamial[l-k, 1-u-2k] Cos[e]1#-2k.
1
If[m20, &= Costud]];
V 7 (1 + KroneckerDelta[m, 07)
1
If[m<0, &= Sin[u¢]];

Vo (d+ KroneckerDelta[m, 07])
Y:=Ps3;
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s ((a+3) -1 _ (a-x)u‘“l‘l) ; Do[al = 2 Dlal, x], {11}]
X X

a2 = i (o0 +x) 12021 _ (a-3x)12721) Do[a2 = i D[a2, x], {12}];
h 1 : . _1yRlen2e2 o onlen2:2 11412241 -xR
a= e D[Smpl:l.fy[( 1) (a-x) x e
Simplify[al] Simplify[a2]|, {x, nl+n2+ 1}];
F= ;' (Limit[Simplify[a] , x> a]) ; Do[F: ;: D[F, R], {A}] 5

1
sy =N[A@A+1)2¢c ¥ R' F];

A+=2; If[ A <= amax, Goto[bas]] ;

N[Sum[s;, {i, Amin, Amax, 2}], 40] /. {R- 2.5,6-0}
TimeUsed] ]
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